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Resumen

Esta tesis tiene que ver con matrices no-negativas y la siguiente pregunta plan-
teada por H. Minc [33]: {Cuales son las condiciones necesarias y suficientes para
que una matriz dada sea similar a una matriz no-negativa o a una matriz doble-
mente estocastica?. Responder esta pregunta es equivalente a resolver el Problema
Inverso de los Divisores Elementales para Matrices No-negativas (NIEDP), el cual
consiste en determinar condiciones bajo las cuales los polinomios

A=2A)" A=), o, (A= A)™, ni+ng+---+np=mn,

son los divisores elementales de una matriz no-negativa de orden n. Puesto que
el problema es dificil y atin permanece abierto, el objetivo general de la tesis es
avanzar hacia el conocimiento de una solucién para el NIEDP, resolviendo casos
especiales y tépicos especificos relacionados con el problema.

El problema inverso de autovalores constituye una subclase importante de los
problemas inversos que surgen en el contexto de modelos matematicos y la iden-
tificacion de parametros. Aunque en un contexto mas general, el NIEDP aparece
en conexién con el problema de asignaciéon del factor invariante en la teoria de
control [55] y con el problema de realizabilidad en la teoria de control positivo [56].

El NIEDP esté fuertemente relacionado a otro problema inverso, llamado Proble-
ma Inverso de Autovalores para Matrices No-negativas (NIEP), el cual consiste
en caracterizar aquellas listas de nimeros complejos que pueden ser el espec-
tro de una matriz no-negativa. E1 NIEDP contiene al NIEP y ambos problemas
son equivalentes si los autovalores prescritos son distintos. El NIEP ha atraido
la atenciéon de muchos autores. En contraste, solo algunos trabajos se conocen
acerca del NIEDP. Los dos problemas permanecen abiertos. El NIEP esta com-
pletamente resuelto para n < 4, sin embargo no se sabe si existe una matriz
no-negativa de orden 4 con divisores elementales arbitrariamente prescritos [33].

Los primeros trabajos acerca del NIEDP se deben a H. Minc [31, 32], quien

estudid el problema, médulo el NIEP: dada una matriz no-negativa A, existe
una matriz no-negativa con el mismo espectro que A y con divisores elemen-

v



tales arbitrariamente prescritos (siempre que los divisores elementales prescritos
que corresponden a autovalores no-reales se presenten en pares conjugados)?. En
particular, Minc demostré que si A = {A,...,\,} es el espectro de una matriz
A positiva y diagonalizable (positiva, diagonalizable y doblemente estocéstica),
entonces existe una matriz B positiva (positiva y doblemente estocéastica) con
espectro Ay con divisores elementales arbitrariamente prescritos.

En [45], los autores, usando resultados simples de perturbacién para la forma
canénica de Jordan (FCJ), resolvieron completamente el NIEDP en dos casos
genéricos: i) para listas satisfaciendo A\ > Ao > -+ > X\, > 0 y ii) para
listas satisfaciendo Ay > 0 > Ay > -+ > ),, dando respuesta de este modo a
la pregunta de Minc para estos casos. Para casos méds generales, los autores en
[45, 5, 6] encontraron respuestas parciales.

En esta tesis obtenemos nuevas condiciones que garantizan la existencia y cons-
truccién de matrices no-negativas con divisores elementales prescritos, las cuales
mejoran significativamente, y contienen, algunas de las previas condiciones cono-
cidas. En particular, resolvemos completamente el NIEDP para listas de ntimeros
complejos del tipo Suleimanova; es decir, listas A = {\1, Xg,..., A\, }, satisfacien-
do ;e F, i=2,...,n, donde

F={2€C: Rez <0, |Rez| > |[Imz|}.

n
La condicién necesaria y suficiente encontrada es simplemente Y A; > 0, la cual
i=1
coincide con la condicién necesaria y suficiente dada en el NIEP para listas del
mismo tipo.

Resolvemos también completamente el NIEDP para listas de niimeros comple-
jos A ={A1,Ag, ..., \,}, satisfaciendo \; € G, i =2,...,n, donde

G={z2€C:Rez<0, |V3Rez| > |Imz|},

y para el caso Re)l; <0, i =2,...,n, damos condiciones suficientes.

Mostramos ademas en esta tesis, como perturbar autovalores complejos de una
matriz no-negativa, preservando la no-negatividad de la matriz. Bajo ciertas con-
diciones, estos resultados nos permiten decidir facilmente si una lista dada es
realizable con divisores elementales prescritos.

Finalmente, estudiamos también el IEDP para M-matrices, obteniendo condi-
ciones suficientes que garantizan la existencia de una M-matriz con divisores
elementales prescritos y ademas, presentamos condiciones suficientes que garan-
tizan la existencia de una M-matriz inversa, simétrica y doblemente estocastica
generalizada con espectro prescrito. Todos nuestros resultados generan un proce-
dimiento algoritmico para computar una matriz solucion.

v
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Capitulo 1

Introduccion

Sea A una matriz compleja de orden n y sea

Ju) 0 0
JAy=stas=| O Iul)
' 0
L 0 0 Jnk (>\k)_

la Forma Candnica de Jordan de A (en adelante FCJ de A). Las submatrices
de orden n;

Tu M) = S PRSI
A

son llamadas los bloques de Jordan de J(A). Los divisores elementales de A
son los polinomios (A — \;)™, es decir, los polinomios caracteristicos de los
bloques de Jordan J,,(\;), ¢ =1,2,..., k. El Problema Inverso de los Divisores
FElementales (IEDP) consiste en determinar condiciones necesarias y suficientes
para que los polinomios

(A= AD)™, (A= Ao)™, o (A =A™,

con ny+ng+---+mn, = n, sean los divisores elementales de una matriz A
de orden n. Es claro que para cualquier forma de Jordan J arbitrariamente
prescrita y para cualquier matriz no-singular S, existe una matriz A = SJS!
con J como su FCJ. En este orden, para que el problema tenga sentido, se
requiere que la matriz A tenga una estructura particular. Cuando se pide que
A sea una matriz no-negativa, el problema es llamado Problema Inverso de los
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Divisores Elementales para Matrices No-negativas (NIEDP).

El NIEDP esta fuertemente relacionado a otro problema inverso llamado Proble-
ma Inverso de Autovalores para Matrices No-negativas (NIEP), el cual consiste
en caracterizar aquellas listas de nimeros complejos que pueden ser el espectro
de una matriz no-negativa. El NIEDP contiene al NIEP y ambos problemas
son equivalentes si los autovalores prescritos son distintos. El NIEP ha atraido
la atencién de muchos autores [1-3, 7, 8, 12-15, 17-27, 30, 35-44, 46-48, 52-54].
En contraste, solo algunos trabajos se conocen acerca del NIEDP (en orden cro-
nolégico [31, 32, 28, 29, 45, 5, 6, 34| y recientemente en [50]). Ambos problemas,
el NIEP y el NIEDP, permanecen abiertos. El NIEP esta completamente resuelto
para n < 4, sin embargo no se sabe si existe una matriz no-negativa de orden
4 con divisores elementales arbitrariamente prescritos [33].

Al parecer los primeros estudios acerca del problema inverso de los divisores
elementales para matrices no-negativas son debidos a H. Minc [31, 32]. En [32],
Minc estudio el NIEDP médulo el NIEP: dada una matriz no-negativa A, existe
una matriz no-negativa con el mismo espectro que A y con divisores elemen-
tales arbitrariamente prescritos (siempre que los divisores elementales prescritos
que corresponden a autovalores no-reales se presenten en pares conjugados)?; re-
solviendo completamente el problema para listas de nimeros reales que son el
espectro de una matriz positiva diagonalizable doblemente estocastica. Este re-
sultado fue extendido en [31] a matrices con autovalores complejos.

En [28], London estudié la pregunta acerca de la existencia de una matriz do-
blemente casi-estocastica teniendo entradas diagonales y divisores elementales
prescritos. En [29], Lubeck presenta un algoritmo que calcula, para una matriz
A con entradas enteras y de rango conocido, y un numero primo p dado, las
multiplicidades de p en las factorizaciones de los divisores elementales de A.

En [45], los autores resuelven completamente el NIEDP para listas de nime-
ros reales no-negativos y para listas reales del tipo Suleimanova, es decir, listas
A={X\, N, ..., Ay}, satisfaciendo \; <0, i=2,...,n.

En [5], los autores muestran como construir matrices positivas estocasticas y
matrices positivas doblemente estocasticas con un espectro dado y con divisores
elementales arbitrariamente prescritos. Estos resultados extienden los resultados
dados por los mismos autores en [45]. En particular, ellos pudieron extender, bajo
ciertas condiciones, un espectro no-negativo dado a un espectro que contiene algu-
nos numeros negativos. Ellos ademds muestran que si A = {1, A2, ..., \,}, con
A1 > A > --- > )\, > 0 (también admitiendo algunos elementos negativos) es el
espectro de una matriz positiva estocdstica, positiva doblemente estocdstica o po-
sitiva simétrica, entonces para todo ¢ > 0, lalista Ay = {1+t Aatt, A3, ..., A}
es también el espectro de una matriz positiva estocastica, positiva doblemente es-
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tocdstica (en ambos casos con divisores elementales arbitrariamente prescritos) y
una matriz positiva simétrica, respectivamente. Es decir, los autores en [5] prue-
ban que el resultado de perturbacién de W. Guo [14] también se satisface para
este tipo de matrices.

En [6], los autores extendieron el resultado de perturbacién de Guo a diviso-
res elementales, esto es, ellos demostraron que si A es una matriz no-negativa

con espectro A = {A1, Ag,...,\,}, entonces aplicando dos perturbaciones de
rango uno, construyen una nueva matriz B, la cual también es no-negativa con
espectro Ay = {\ +t, Ay £, A3,..., A}, v ademds, proporcionan de manera

explicita, la forma candnica de Jordan de la matriz B.

En esta tesis obtenemos nuevas condiciones que garantizan la existencia y cons-
truccion de matrices no-negativas con divisores elementales prescritos, las cuales
mejoran significativamente y contienen algunas de las previas condiciones conoci-
das. En particular, resolvemos completamente el NIEDP para listas de ntimeros
complejos del tipo Suleimanova, es decir, listas A = {A\1, Ag,..., A\, }, satisfacien-
do ;e F, 1=2,...,n, donde

F:={2€C:Rez <0, |Rez| > |Imz|}.

n
La condicién necesaria y suficiente encontrada es simplemente Y A; > 0, la cual
i=1
coincide con la condicién necesaria y suficiente dada en el NIEP para listas del
mismo tipo.

Resolvemos también completamente el NIEDP para listas de niimeros comple-
jos A ={A1, Ag, ..., \,}, satisfaciendo \; € G, i =2,...,n, donde

G:={z€C:Rez <0, |[V3Rez| > |Imz|}

y damos condiciones suficientes para el caso Rel; <0, ¢ =2,...,n.

Mostramos ademas en esta tesis, como perturbar autovalores complejos de una
matriz no-negativa preservando la no-negatividad de la matriz. Bajo ciertas con-
diciones, estos resultados nos permiten decidir facilmente si una lista dada es
realizable con divisores elementales prescritos.

Finalmente, estudiamos también el IEDP para M-matrices, obteniendo condi-
ciones suficientes que garantizan la existencia de una M-matriz con divisores
elementales prescritos y ademas, presentamos condiciones suficientes que garan-
tizan la existencia de una M-matriz inversa, simétrica y doblemente estocastica
generalizada con espectro prescrito. Todos nuestros resultados generan un proce-
dimiento algoritmico para computar una matriz solucién.
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1.1. Notacién y preliminares generales

Como es usual, C y R denotan el conjunto de los niimeros complejos y el
conjunto de los ntimeros reales respectivamente. M, denota el conjunto de las
matrices cuadradas de orden n.

Dada A € M,, las matrices A™' y AT son las matrices inversa y trans-
puesta de A. Asi también, o(A) = {1, Ag,---, A\, }, esel espectro de A y el
nimero no-negativo p(A) = ‘Erllé;X {I\i|}, es el radio espectral de A.

Una matriz A = (a;;) € M,, se dice no-negativa (A > 0) (positiva (A > 0)) si
para cada 4,5 =1,...,n, setiene que a;; >0 (a;; > 0).

Dada una lista de nimeros complejos A = {1, Ag,- -+, A\, }, si existe una matriz
no-negativa A tal que A = 0(A), se dice que la lista A es realizable y que A
es una matriz que realiza a A.

Una matriz A = (a;;) € M, se dice que tiene sumas fila constantes, si la
suma de cada una de sus filas es igual a una misma constante « € C, es decir, si

n

g a; =o, 1=1,...,n.

Jj=1

CS, denota el conjunto de las matrices con sumas fila constantes igual a «.
Denotaremos por e el vector de unos; es decir, e = (1,1,...,1)T. Es claro que

para cualquier matriz A € CS,, se tiene que Ae = ae.

Una matriz no-negativa A se dice estocdstica si A € CS1, y se dice doble-
mente estocdstica si A, AT € CS;. Una matriz A € CS,,, se dice estocdstica
generalizada y se dice doblemente estocdstica generalizada si A, AT € CS,,.

E;; € M, denota la matriz con un 1 en la posicion (i,7) y 0 en sus
demas entradas, v e, es el vector con un 1 en su k-ésima coordenada y ceros
en el resto.

Observacién 1.1. Sea S wuna matriz no-singular tal que S™1AS = J(A) es
la FCJ de A. Si A€ CS,,, entonces S puede ser elegida tal que Se; =e y
por tanto, S~'e =ey, esto es, las filas de la matriz S™' = (5;;) satisfacen

n n
E Sljzl Yy E Sij:O, 7,:2,...,7’L.
J=1 J=1

Si T es una matriz de orden n, de la forma
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Al % *
T — 0 =
0 *‘ *
Y
I s12 - Sm
g — 1 se2 -+ Sop

es no-singular, entonces STS 'e = \ie, es decir, STS™! € CS,,.

Consideremos la matriz

C=+> En, Kc{L,2...n-1}
€K

y sea A una matriz compleja de orden n con FCJ J(A) = S71AS. Entonces,
para un conjunto apropiado K, la matriz

J(A) +C=8"AS+C = S (A+ SCS™S,

es la FCJ de A+ SCS~'. Por tanto, dada una matriz compleja A con FCJ
J(A) = STYAS, podemos obtener, trivialmente, una matriz B = A+ SCS™,
con o(B)=0(A) vy divisores elementales prescritos. Asi entonces, si A € CSy,

y S=lel| x| - |x], tenemos que (A+SCS™')eCS,,.

En [31], Minc presenta el siguiente resultado:

Teorema 1.1. [31] Dada una matriz A positiva y diagonalizable, existe una
matriz positiva con el mismo espectro que A y con divisores elementales arbi-
trariamente prescritos, siempre que los divisores elementales que corresponden a
autovalores mo reales se presenten en pares conjugados.

Segiun Ming, la condicién de positividad es esencial en la prueba dada para
el Teorema 1.1 y no se sabe si el resultado es cierto sin esta condicién. En reali-
dad, no se sabe si para cada matriz diagonalizable no-negativa, existe una matriz
no-negativa con el mismo espectro y con divisores elementales arbitrariamente
prescritos.

En [32], Minc demostro que si la matriz dada en el teorema anterior es no-negativa,
doblemente estocéstica y diagonalizable, entonces la respuesta a la existencia de
otra matriz doblemente estocdstica con el mismo espectro, pero con divisores
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elementales arbitrariamente prescritos es negativa. Por ejemplo, la matriz doble-
mente estocastica

1 011
A==-1(1 0 1],
2111 0
tiene autovalores 1, —%, —% , pero no existe una matriz de orden 3 doblemente

estocéstica con divisores elementales

A—1), <>\+;)2.

Sin embargo, en [31], Minc demostré que la respuesta es afirmativa si la matriz
dada es positiva, doblemente estocéastica y diagonalizable, lo cual esta establecido
en el siguiente teorema:

Teorema 1.2. [31] Dada una matriz A  positiva, doblemente estocdstica y
diagonalizable, existe una matriz positiva doblemente estocdstica con el mismo
espectro que A y con divisores elementales arbitrariamente prescritos, siempre
que los divisores elementales que corresponden a autovalores no reales se presenten
en pares conjugados.

H. Perfect en [35] demuestra lo siguiente:

Dada una matriz D = diag{1,\a,..., Ay}, donde 1 > X g >--- >\, >0, se
tiene que la matriz A = PDP~! es positiva y estocastica, donde la matriz P
es la matriz no-singular:

11 1 1 17

1 1 1 1 -1

11 1 -1 0
P = .

1 1 -1 -~ 0 0

1 -1 0 -~ 0 0]

Teniendo en cuenta lo demostrado por H. Perfect, los autores en [45] resuelven
completamente el NIEDP para listas A = {1, Ay,---, \,}, satisfaciendo 1 >
Ay > - > A\, > 0. Ellos demuestran lo siguiente:

Teorema 1.3. [45] Sea A = {1,Xg, -, Ay} con 1 > Xy >--- >\, > 0.
Entonces existe una matriz A € CS1 con espectro Ay con divisores elementales
arbitrariamente prescritos

A—1), (A= A)™, o (A= N)™, ng+ -+ =n— 1.

Observacién 1.2. FEs claro que una lista A = {1, Ay, -+ , A\, }, satisfaciendo
Al > A > --- > N, >0, también serd siempre el espectro de una matriz
no-negativa A € CS,, con divisores elementales arbitrariamente prescritos.
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En [45], los autores también resuelven completamente el NIEDP para listas A =
{A1, A2, -+, Ay} satisfaciendo A\ > 0> Ay > --- > \,. Més precisamente, ellos
demuestran que:

Teorema 1.4. [/5] Sea A = {\i,Xa, -, A} con Ay > 0> g > -+ > A,
Entonces, eziste una matriz no-negativa A € CS), con espectro N 1y con
divisores elementales arbitrariamente prescritos

A=1), (A=), ..., A =)™, na+---+np=n—1,
siy solo si >, A\ > 0.

i=1

Observacién 1.3. La matriz solucion A € CSy, del Teorema 1.4 es tal que

n
G?Ael = E )\z .
i=1

Por tanto, al considerar la matriz de permutacion:

0O0 --- 01
00 - 10
P=|:: ,
o1 --- 00
10 - 00

se tiene que la matriz A= PAP € CS,, también es no-negativa con espectro

~ n
A, divisores elementales arbitrariamente prescritos y el Ae, = el Ae; = > \,.
i=1

Para simplificar la escritura en lo que sigue, definimos las siguientes regiones del
plano complejo:

F={z€C:Rez<0, |Rez| > |Imz|},

G={2€C:Rez <0, |[V3Rez| > |Imz|}.

Para listas de nimeros complejos A = {1, Ag,..., \,}, satisfaciendo \; € F,
i = 2,...,n, 6 satisfaciendo X\; € G, i = 2,...,n, el NIEP estd resuelto
completamente. Mds precisamente, en [3], los autores demuestran que si A =
{A1, A2,..., Ay} es una lista de nimeros complejos con \; € F, i = 2,...,n,
n
entonces existe una matriz no-negativa con espectro A siy sélosi > A > 0.
i=1
En [39], H. Smigoc extiende este resultado a la region G del plano complejo, esto
es, ella demuestra que si A = {A, Ay,..., A\, } es una lista de nimeros complejos
con \; € G, 1 =2,...,n, entonces existe una matriz no-negativa con espectro
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A siysolosi > N >0.

i=1

En [45], los autores también presentan la siguiente condicién suficiente para el
NIEDP. Esta condicién ha sido extendida en el Capitulo 2 (Corolario 2.1).

Teorema 1.5. [45] Sea A = {1, )Xo, , Ay} con N\, € F, i =2,...,n, una
lista de nimeros complejos. Si Y. N\, > 0, entonces, existe una matriz no-
i=1

negativa A € CSy, con espectro N y con divisores elementales arbitrariamente
prescritos

A=1),A=X)™, ..., A=A)™, no+---4+ng=n-—1.

En [5], los autores construyen una matriz A positiva doblemente estocéstica con
espectro A = {1, Ay, -+, \,} satisfaciendo 1> Xy > --- >\, > 0. Para esto,
ellos consideran la matriz no-ningular

1 1 1 e 11T
1 1 1 |
1 1 1 e =20
rR=|. . R (1.1)
1 1 —(n—=2) -~ 0 0
1 —(n—1) 0 e 00

y demuestran que la matriz RDR™' € CS,, es positiva y simétrica, donde
D = diag{1, As, ..., \,}. Teniendo en cuenta este resultado, los autores en [5],
resuelven completamente el NIEDP para matrices doblemente estocdstica, para
listas A = {1, \,...,\,} satisfaciendo 1> Xy >--- >\, >0.

Teorema 1.6. [5] Sea A = {1,\a,..., Ay} con 1 > X > --- >\, > 0.
Entonces existe una matriz positiva doblemente estocdstica con espectro A vy
divisores elementales arbitrariamente prescritos.

Observacién 1.4. FEs claro que una lista A = {\1, Ag,..., \n}, satisfacien-
do Ay > X > - >\, >0, serd también el espectro de una matriz positiva
doblemente estocdstica generalizada (€ CSy,) con divisores elementales arbitra-
riamente prescritos.

Definicién 1.1. [16] Sea p(\) = X" + ¢, AN P+ o N2+ -+ 1) + .

0 1 0 0

0 0 1 0
C= : 0 |

0 0 0 1

—C —C - —Cp—2 —Cp-1
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es llamada matriz companera del polinomio p(\).

Observacién 1.5. FEs bien sabido que la FCJ de cualquier matriz companera
tiene uno y solo un bloque de Jordan asociado a cada autovalor distinto.

En [24], T. Laffey y H. Smigoc resuelven completamente el NIEP para listas
A={\,N,....\,} de nimeros complejos, satisfaciendo Ay >0 y Rel; <0,
k=2,...,n. Ellos demuestran el siguiente Teorema:

Teorema 1.7. [24] Sea A = {A1,Xy,..., \} una lista de mimero complejos,
donde A=A, Redy <0, k=2,...,n y A\ >0. Entonces A es el espectro
de una matriz no-negativa si y solo si

n

(1) s1(A)=p+> N >0,

=2

(2) s(N) = p?+ 3N >0,

=2

(3) s1(A)? < nsy(A).

Laffey y Smigoc establecen que las listas que satisfacen las condiciones del Teo-
rema 1.7, pueden ser realizadas por una matriz no-negativa de la forma C' + al,
donde C' es una matriz companera de traza cero, a es un escalar no-negativo
e I esla matriz identidad del orden apropiado. Puesto que C' es una matriz
companera, la matriz C + ol tiene uno y sélo un bloque de Jordan asociado
a cada autovalor distinto. La pregunta natural que surge entonces es: éQué se
puede decir acerca del NIEDP para listas que satisfacen las condiciones de Laffey
y Smigoc?. 4 Es posible resolver completamente el NIEDP para listas de este tipo?.
Esto es precisamente lo que se estudia en el Capitulo 3.

1.2. Preliminares principales

El siguiente lema, atribuido a menudo a Charles R. Johnson [17], establece que
sit A ={\, N, ..., Ay} es el espectro de una matriz no-negativa, entonces A
es en particular el espectro de una matriz no-negativa en CS,,. Esto permite
considerar el NIEDP, sin pérdida de generalidad, para matrices en CSy;.

Lema 1.1 (Johnson [17]). Sea A € M, wuna matriz no-negativa con espectro
o(A) = {1, Xe,..., \u}; donde p(A) = \i. Entonces, existe una matriz no-
negativa B € M, la cual satisface:

i) o(B)=a(A),
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ZZ) B e CS)\l .

Los siguientes dos resultados han mostrado ser muy utiles en ambos problemas, el
NIEP y el NIEDP, no sélo para encontrar condiciones suficientes que garanticen la
realizabilidad de una lista dada, si no también para construir la matriz realizadora.
El primer resultado, debido a Brauer [4], muestra cémo modificar un autovalor
de una matriz dada, via una perturbaciéon de rango uno, sin cambiar los demas
autovalores de la matriz (ver [41], [3], [45] y las referencias alli, para conocer cémo
ha sido aplicado este resultado en el NIEP y en el NIEDP).

El segundo resultado, debido a R. Rado e introducido por H. Perfect [36], es una
extension del resultado de Brauer y muestra cémo cambiar “r” autovalores de
una matriz de orden n (r < n), via una perturbacién de rango r, sin modificar
los restantes n —r autovalores (ver [35], [44], [48] y las referencias alli, para
conocer cémo ha sido aplicado el resultado de Rado en el NIEP).

Teorema 1.8 (Brauer [4]). Sea A € M, con espectro o(A) = {1, Aa,..., A\ }.
Sea v = (v1,...,v,)T un autovector de A asociado al autovalor M\, para
algin 'k =1,...,n. Sea q=(qi,...,q,)7 € C". Entonces, la matriz A+ vq®
tiene espectro

U(A + VqT) = {/\1) A2a R /\k—h Ak + VTq> /\k-i-la R /\n}

Teorema 1.9 (Rado [36]). Sean A € M, con espectro o(A) = {1, 2, ..., \n},
X =[x |xe |-+ %], conrango(X) =r y AX = XQ, donde Q =
diag{\i, A2, ..., \.}. Sea C wuna matriz de orden r X n arbitraria. Entonces,
la matriz A+ XC' tiene espectro

U(A+XO) = {,ul,/lg,...,[Lr,Ar_i_l,...,)\n},

donde los elementos iy, g, ...,y son los autovalores de la matriz Q + CX.

En [45], los autores presentan el siguiente lema, el cual muestra cémo es la FCJ
de una matriz obtenida mediante una perturbacion tipo Brauer.

Lema 1.2. [/5] Sea q=(q1,...,q,)" €C" ysea AeCS,,, con FCJ
k
J(4) = (M) & P ().
=2

Sea M+ > qi# N, i=2,...,n. Entonces, la matriz A+eq’ tiene FCJ
i=1

J(A+eq") = J(A)+(zn:qi> E.

i=1

En particular, si > q; =0, entonces A y A+eql son similares.

=1



Capitulo

Matrices no-negativas con divisores
elementales prescritos

En este capitulo establecemos nuevas condiciones suficientes para la existencia de
una solucién al NIEDP, las cuales mejoran significativamente, y contienen, algu-
nas de las condiciones suficientes que se conocen acerca del problema y que fueron
presentadas en el capitulo anterior. En particular, resolvemos completamente el
NIEDP para listas de nimeros complejos A = {A;, Ao, ..., A}, con A\, € F,
1=2,...,n; donde

F:={2€C:Rez <0, |Rez| > |Imz|}.

También mostramos en este capitulo, como perturbar autovalores complejos de
una matriz no-negativa, preservando la no-negatividad. Estos resultados nos per-
mitiran, bajo ciertas condiciones, decidir facilmente si una lista dada es realizable
con divisores elementales prescritos.

Los resultados de este capitulo constituyen esencialmente la publicacion [49] (R.
L. Soto, R. C. Diaz, H. Nina, M. Salas, Nonnegative matrices with prescri-
bed spectrum and elementary divisors, Linear Algebra Appl. 439 (2013)
3591-3604.)

2.1. Nuevas condiciones para el NIEDP

El siguiente resultado para el NIEDP es de tipo general. El establece que si
el autovalor de Perron A; es suficientemente grande, entonces la lista A =
{A,A2,..., A} es el espectro de una matriz no-negativa con ciertos divisores
elementales prescritos. Puesto que el resultado y su demostracion son més bien
complicados de asimilar, empezamos presentando un ejemplo para mostrar las
ideas y el procedimiento constructivo seguidos en la demostracion.

11
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Ejemplo 2.1. Sea A ={)\,3,3,—1,—1,—1+3i,—1+3i}. Note que

9
M = 2121;2%{0, Reli+ImM\} =3, m=— Zmln{O, Re);, ImA;} = 10.

Sea

=2

i) Buscamos posibles valores para A de tal forma que ezista una matriz no-
negativa con espectro Ay bloques de Jordan

T\, J(3), Ji(3), Ja(—1), Jo(—1+34), Jo(—1 — 30).

En efecto, sea S =1[e|ey| -+ | eq]. Entonces,

At
A—3 3
A —3
A 41
AM+1
AL —2
A +4
AL —2
_)\1+4

SDS™! =

Ahora bien, sea E = Ey5+ Erg, tal que SES™' € CS,.

A

A —3

A—3
/\1+1—6

A +1

A —2
/\1+4—6

A —2
L A +4

B=S(D+¢E)S™! =

3

ECS)\I.

3
-1

Entonces,

GCS)\l.
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Eligiendo |e| < 1,
tenemos que la matriz

A=B+eq’ =

q’ = (-10,0,0,1,1,3,1,3,1)

[ A —10 O
A—13 3
A—13 0
)\1—9—6 0
AM—9 0
AM—12 0
)\1—6—6 0
A—12 0
AM—6 0

OO OO OO Wo o

e i e et i = R e e

[ en B S

)

W WO WWWWwWww
— o O R e e

Yy

w
O N4 WWWwwWwww

O R = e e e

es no-negativa con espectro Ay los bloques de Jordan deseados.

i)

negativa con espectro Ay bloques de Jordan

Ahora busquemos posibles valores para A

TN, Jo(3), Jo(=1), Jo(—1+3i), Jo(—1 — 3).

En este caso, elegimos E = Ey3+ Ey5 + Erg. Entonces,

B=S(D+¢E)S™ ' =

Por tanto, eligiendo
M +m,

- )\1
)\1—3—6 3

A —3
/\1+1—6

A +1

A —2
A1+4—6

A —2

A +4

T

e>0, q

tenemos que la matriz

€
3

-1
-3

= (-10,0,0,1,1,3,1,3,1),

13

)\1213:M—0—m,

€ CS,,,

tal que exista una matriz no-

€ CS)\l.

3
—1]

Y /\1>13:
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- -1 001 1 31 3 17
M—13—€¢ 3 € 1 1 31 3 1
M—13 031 1 31 3 1
AM—9—€¢ 000 14¢ 31 3 1
A=B+4eq'=| M-9 001 0 31 3 1|€cCS,,
M—12 001 1 24 3 1
M—6—€¢ 001 1 00 3+€¢ 1
M—12 001 1 31 2 4
| A —6 o001 1 31 0 0]
es no-negativa con espectro Ay los bloques de Jordan deseados.
Teorema 2.1. Sea A = {1, As,...,\} una lista de nimeros complejos con

A=A SXN>0, y Mi>|\|], i=2,...,n. Sean
=1

2

M = max {0, Re\; + Im\;}, m=— Zmin{o, ReX;, Im\; }. (2.1)

2<i<n
=2
Si
i) A > M+m, (2.2)

cuando todos los posibles bloques de Jordan J,,(X\;), de orden n; > 2, estin
asociados a un autovalor real X\; < 0, o cuando existe al menos un bloque de
Jordan J,,(N\;), de orden n; > 2, asociado a un autovalor real \; > 0 con
M = Reliy + ImA;, > ||, 2 <k <p, para algin iy, p+1<iy<n—1, osi

i) M > M+m, (2.3)

cuando al menos un bloque de Jordan J,,(X\;), de orden n; > 2, estd asociado
a un autovalor real N\; > 0 con M = X\, > 0, para alguin k, 2 < k < p,
entonces existe una matriz no-negativa A € CS,, de orden n con espectro A
y con divisores elementales arbitrariamente prescritos

A=) (A=A)™, ooy (A= A)™, ma+---+np=n—1
Demostracion. Sean Ay > Ay > ... > )\, nimeros reales y sean
)‘p-‘rl’ A17-"-2 - Xp-i-17 SRR )‘n—l) )\n = Xn—la

numeros complejos no-reales. Sea
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A1
Re>\p+1 [m>\p+1

—Im)\p+1 Re)\p+1

R@)\n,1 Im)\n,1
—Im)\n_l Re/\n_l i

Es claro que la FCJ de D es la matriz diagonal diag{Ai, \a,..., A\n}. Sea

E =5 FE,donde K C{2,...,n—2} talque D+ E esla FCJ deseada.
ieK

Sea S=[e|ey| -+ |e,]. Entonces,

SESil = Z(_Ei’l + Ei,i-l-l) € CS,.

€K

Por tanto, la matriz B = S(D + eE)S™! € CS,, tiene espectro A y la FCJ
deseada. Ahora bien, sea q” = (¢1,q2,---,qn), donde

g1 = —m,
qr = —min{0, ReXg, —ImA,}, k=2,3,...,n.

Probaremos que la matriz A = B +eq! es no-negativa. Tenemos dos casos:
Caso i) Si e aparece en al menos una posicién (i,i+ 1), i = 2,...,n — 1,
entonces es claro que para € < 0 con

|€] gmin{ min |\;|, min Im/\k},
2<k<p p+1<k<n

las entradas de A en las columnas 2,3,...,n, son todas no-negativas. En la
primera columna, las entradas de A en las posiciones k = 2,...,p son de
la forma A — Ay —m 6 de la forma A — A\, — ¢ — m. Entonces, todas las
entradas en la primera columna de A, ubicadas en las posiciones k= 2,...,p,
son no-negativas si elegimos ¢ < 0 con e < 2r<nkl'£1p |Ak|, siempre y cuando €

aparezca en al menos una posicién (i,7 + 1), ¢ = 2,...,p. Las entradas de la
primera columna de A, ubicadas en las posiciones k=p+1,...,n, son de la
forma Ay — (ReX; + Im)\;)) —m 6 de la forma A\ — (ReX\; — Im)\;) —m — e, las

cuales, de (2.2) son todas no-negativas si se elige € <0 con e < Iln<1}£1< ImAg.
pt+lsk=n

Si se tiene al menos un bloque de Jordan .J,,, de tamano n; > 2, asociado
a un autovalor real A\; > 0 y M ocurre en un autovalor complejo, es decir,
M = Re);, + Im)\;, > ||, para todo k= 2,...,p, entonces se necesita que

A — A —€ > m, con lo cual, se elige 0 < € < mkl’n {\ — A\ —m}. Por
2<k<p
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consiguiente, para el Caso 1), eligiendo
0<e<ming min {\; — Ay —m}, min |\, min Img,
2<k<p 2<k<p p+1<k<n
se tiene que todas las entradas en la primera columna de A son no-negativas.

Caso i) Si elegimos

O<e§m1’n{/\1—(M—i—m) , min |Ay], min Im/\k},

2<k<p p+i<k<n
las entradas de A en las columnas 2,3,...,n, son todas no-negativas, siempre
que € aparezca en al menos una posicién (i,i+ 1), i =2,...,n— 1. En la
primera columna, las entradas de A en las posiciones k = 2,...,p, son to-
das no-negativas si se elige 0 < e < mink \; — (M +m min [A;| . En las

)
2<k<p

posiciones k =p+1,...,n, sielegimos 0 < e < min Im)g, las entradas

p+1<k<n

de A en dichas posiciones son todas no-negativas. Entonces, eligiendo ¢ < 0 con

|€] §m1’n{ min |\;|, min Im)\k},
2<k<p p+1<k<n

0<e<ming min {\; — Ay —m}, min |\, min Img,
2<k<p 2<k<p p+1<k<n

en el Caso i), 6 eligiendo

0<e< min{)\l — (M +m), min |\, min Im)\k},
2<k<p p+1<k<n

en el Caso i1), todas las entradas en la primera columna de A son no-negativas.
Es claro de (2.2) que si € no aparece en al menos una posicién (i,7 + 1),

i=2,3,...,n—1, lamatriz A = B+eq! sigue siendo no-negativa. Finalmente,
n

puesto que Y ¢ =0, se sigue del Lema 1.2 que A tiene la misma FCJ que la
i=1

matriz B. |

El siguiente corolario extiende el Teorema 1.5 y resuelve completamente el NIEDP
para listas de numeros complejos del tipo Suleimanova; es decir, listas A =
{A1, A2, ..., A}, satisfaciendo \; € F i=2,...,n; donde

F={2€C: Rez <0, |Rez| > |[Imz|}.

Corolario 2.1. Sea A = {A\,Xe,..., \u}, con N, € F, i=2,...,n; una
lista de numeros complejos. Entonces, existe una matriz no-negativa A € CSy,
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con espectro Ny divisores elementales arbitrariamente prescritos si y solo si
MAX+-+ A, >0.

Demostracion. Es claro que la condicion es necesaria para la existencia de una
matriz no-negativa con espectro A. Observemos que la condicién es también
suficiente por el Teorema 2.1. En efecto,

2<i<n

m=— iml’n{O,R@)\i,Im)\i} = — iRe/\i = — i)\i )
i=2 i=2 i=2

Puesto que >  A\; > 0, se sigue entonces que A\; > — > N\, = M +m. Por

i=1 i=2
tanto, del Teorema 2.1, se tiene que existe una matriz no-negativa A € CS,, con
espectro Ay con divisores elementales arbitrariamente prescritos. |

Observacién 2.1. Recordemos que el Teorema de Rado (Teorema 1.9) permite
cambiar r autovalores de una matriz A € M, , r < n , sin cambiar los
n —r autovalores restantes. Cuando se aplica el Teorema de Rado para obtener
una matriz no-negativa A + XC  con espectro A = {\i,...,\,}, se empieza
con una matriz A diagonal en blogues, donde cada bloqgue Ay, k =1,...,r,
es no-negativo con autovalor de Perron wy y espectro T'y, = {wk, Akay -, Ay }-
Entonces, la matriz A4+ XC' serd no-negativa con nuevos autovalores A, ..., A\,
en vez de wy,...,w,. Las r columnas x; de X son autovectores no-negativos
linealmente independientes de A, correspondientes a los autovalores w; y C €
M, ,, es una matriz no-negativa tal que 2+ CX, con Q = diag{w,... ,w,},
tiene los nuevos autovalores Ai,...,\.. Por consiguiente, la matriz A + XC
tendrd el espectro deseado A. FEl siguiente resultado muestra que los blogques
diagonales Ai,..., A, dela matriz A, pueden tener entradas negativas, siempre
que se considere la matriz C  con ciertas entradas adecuadas en posiciones
estratégicas, para no afectar la no-negatividad de la matriz resultante A+ XC.

Lema 2.1. Sea A € M, wuna matriz diagonal en bloques con entradas reales,
donde cada bloque diagonal Ay € CS),, (no necesariamente no-negativo) tiene
espectro
Ak = {)\k],)\kQ,...7>\kpk} y k? = 1,2,...7’1”7
satisfaciendo las condiciones del Teorema 2.1. Para cada k = 1,...,r, Sea
P
ar = (qr1, - Qrpy,) cON qrj =0, tal que Ap+ed, es no-negativa. Entonces,

J=1
la matriz M = A+ XC' es no-negativa con espectro

{,uh“-7Mr7)\127~-~7)\1p17>\227-~-;)\2p2;-~-7>\r2;-~-;>\rpr};

donde piy,..., 1y son autovalores de Q+ CX con Q= diag{\1,...,\1}.
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Demostracion. Sea A = diag{Ai, As,..., A} v Axp = Aaxx, k=1,...,r,
donde x; tiene p; unos, ubicados en las posiciones p_1) +1 a pg, con
po = 0 y ceros en las demads posiciones. Para cada k = 1,...,r, sea q
un vector n-dimensional que contiene al vector qf = (qr1,...,qkp,) €n sus
posiciones pg-1y +1 a pr, con py = 0 y ceros en las demds posiciones. Es
decir,

x;=(0,...,0,1,...,1,0,...,0)",

——
pr—veces
qg = (07'"707Qk17"'7Qkpk707"'70) .
N———
Pk —posiciones
Sean .
ot
q
XZ[X1’X2""‘Xr] y Cp= .2
qT

Observe que la matriz CgX = 0. Note ademas que la matriz

M=A+XCp=A+x1q" +xq7 + - +x.q",

T —
es no-negativa con espectro |J Ag, pues M es una matriz diagonal en bloques,

k=1
donde cada bloque diagonal, A, + eaf, es no-negativo y tiene espectro Ay,
k=1,...,r. Por otra parte, para cambiar los autovalores A1, A\a1,..., A1 por
[y fhas -« -y i, aplicamos el Teorema de Rado (Teorema 1.9) para obtener una

matriz no-negativa
M=M+XCr=(A+XCp)+XCr=A+X(Cs+Cg)=A+XC

con el espectro deseado; donde Cr € M,, es una matriz no-negativa tal que
Q4+ CrX = Q+(C-Cp)X = Q+CX, con Q=diag{\1,..., A1}, tiene
los nuevos autovalores iy, o, . . ., - |

Sean A, X, C, y € como en el Teorema 1.9 y sea S una matriz no-singular
de orden n, particionada como S = [X ] Y] con S7! = g} Entonces,

vx =1, VY =1, VX=0,,, UY =0,,, y AX = XQ. Tenemos
entonces que

4 U _[Q UAY

5 AS—_V]A[X]Y]_[O VAY], (2.4)
o _[cx ¢y
S XCS__O 0},
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y
_ Q+CX CY+UAY
1 _
STHA+XO)S = 0 VAY , (2.5)
donde B =Q+CX € M, tiene autovalores py,...,u, (losnuevos autovalores)
y entradas diagonales Aj,..., A\, (los antiguos autovalores). Entonces, en (2.4),

si Q y VAY no tienen autovalores en comun, se sigue que A es similar a
Q@ VAY ([33, Chapter VI, Lemma 1.2]). De manera similar, si B = Q+ CX
y VAY en (2.5) no tienen autovalores en comun, entonces A+ XC' es similar
a B®VAY. Hemos asi probado el siguiente lema.

Lema 2.2. Sean A, X,Y,V,C y Q como arriba. Si las matrices B = Q+CX
y VAY no tienen autovalores en comin, entonces

J(A+XC) = J(B)® J(VAY).

En particular, si CX =0, se tiene que A y A+ XC son similares.

El siguiente resultado, extiende el Teorema 2.1.
Teorema 2.2. Sea A = {1, \s,..., \y} una lista de nimeros complejos con
P n
A:A} Alzméx|)\l|, i:2,...,n; ZAzZO Sea A:A()UAlUUApO
i i=1

una particion disjunta dos a dos, con A = {Ag1, M2y, Akpe bs Aot = A,
k=0,1,...,py, donde Ay es realizable, py es el numero de elementos de la
lista Ay y algunas listas Ay pueden ser vacias. Sean wp € R, con 0 < wp < Aq,
k=1,...,pp. Supongase que

i) para k = 1,...,po, existe una lista Ty = {wr, g1, Ak2s -, Akp b CON
wr > My 4+my o wip > M+ my, como en el Teorema 2.1, donde

Pk
My, = max {0, Relg; + ImAg},  myp = — Zml’n{(), ReAgi, ImAg; },

1<i<py —
1=

Y

ii) existe una matriz no-negativa B € M, con espectro Ay y entradas
diagonales wr, . .., wp,-

Entonces, eziste una matriz no-negativa M € M,, M € CS), con espectro A
y con divisores elementales prescritos

A=), (A=A)™, o, (A= A)"™, ng+---Fnp=n—1

Demostracion. Sea
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Wk
Ak1

Dy, ReApsv1y  ImAsy)

_Im)\k(s+1) Re)\k(s+1)

ReArpe—1)  ImAkgp,-1)
_Im/\k(mfl) Re/\k(Pzrl) i

con espectro I'y ysea Ey = > E;j;1, Ky C{2,...,pr}, talque Dy+eEy es
1€Ky

la FCJ deseada. Sea Sj = [e ey | -] epk]. Entonces, Ay = Si(Dy+€eEy)S, "' €

CS,,, paracada k=1,...,py. Sea

Ay
A= A2
Ap,
Del Lema 2.1, sabemos que para cada k =1,...,pp, la matriz Ay + e,q; es
no-negativa para un vector apropiado 6]{ = (qro> Qk1, - - - » Qkpy,), COL % qrj =0
§=0

y del Lema 1.2, Ay + e,q} tiene los divisores elementales prescritos. Entonces,
aplicamos la perturbacién de Rado como en el Lema 2.1. Asi, la matriz A+ XC
(con C' = Cp+ Cg) es no-negativa con espectro A y del Lema 2.2 A tiene
los divisores elementales deseados. |

Ejemplo 2.2. Sea A={9,—1,-2,—-2,—2,—1+3i,—1—3i}. Queremos cons-
truir una matriz no-negativa con espectro A y divisores elementales

A=9), A+1), A+2)% A+2), A+1-=230), (A+1+ 30).
Consideremos la particion A= AgUA UAyUA3 , donde

AO - {97 -1+ 31}7 Al = {_27 _27 _2}7 AZ = {_1}7 A3 = ®7

I = {6, —2,-2, _2}7 [y = {17 _1}7 Iy = {0}
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Las matrices (no necesariamente no-negativas)

6 0 0 0
10 -2 =2 0 01
Al — 8 0 _9 0 ) A2 — [1 O:| ) A3 - [0] 3

g 0 0 =2

tienen espectro 1I'y, I's y T's, respectivamente. Observe que A tiene en par-
ticular los divisores elementales (A +2), (A+2)%. La matriz

6 0 3
58 14

B — j 1 9 y
09 0

tiene espectro Ao y entradas diagonales 6,1,0. Entonces, del Teorema 2.2 te-
nemos que la matriz

60 0 0 1T 1 0 0

10 -2 -2 0 100
8 0 -2 0 100/[-622200 3
A=|8 0 0 -2 +]{1o0o0[[® 00000 4
01 0100 000900

10 010

i o] 00 1l

tiene espectro Ay los divisores elementales deseados.
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La lista dada en el siguiente ejemplo, no satisface las condiciones del Teorema
2.1. Aplicamos entonces el Teorema 2.2.

Ejemplo 2.3. Sea A ={7,1,—-2,—2,—1+ 3i,—1 — 3i}. Queremos construir
una matriz A no-negativa con espectro Ay con divisores elementales

A=T7), A=1), A+2)% A+1-=3i), (A+1+3i).
Consideremos la particion A = AgU A1 UAsUA3, con
AO — {7,—1+3Z,—1—3Z}7 Al - {—2,—2}7 AQ - {1}, A3 :®7

r={4,-2,-2}, Ty,={1,1}, T3={0}.

Las matrices (no necesariamente no-negativas)

4 0 0 10
A= |7 =2 -1, Az_[o J, A = (0],
6 0 =2

tienen espectro 'y, T'y y I's, respectivamente. Observe que Ay tiene el divisor
elemental (\+ 2)*. La matriz

4 0 3

_ | 34 8
B— I ]. 7|

0 70

tiene espectro Ao y entradas diagonales 4,1,0. Entonces, del Teorema 2.2 te-
nemos que la matriz

40 0 T 1 0 0]
2 o Lool[422003
|6 0 -2 10 0f |4 s
A= Lo | *lo1 ol |5 00008
0 1 0 10
_ of loo1)l0o 00700
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tiene espectro Ay los divisores elementales deseados.

Corolario 2.2. Sea A = {A,...., 00, Apt1s -5 As, Ast1y -+, An ) una lista de

nimeros complejos satisfaciendo A = A, A\ > 2n<1éu<x INil, Do A > 0; donde
StsSsn i=1

M <0, para k=2,...,p, ¥ Api1,.--, Ay son niumeros complejos no reales

con \i € F, para i=p+1,...,8 y Re\; <0 para i =s+1,...,n. Sea

A=A UA,, donde

Al - {)\17)\s+17 .. ‘7)‘71}7
A2 = {>\27' . '7>\p7>\p+17' . '7)\8}7

siendo Ay wuna lista realizable por una matriz companera no-negativa. Entonces,
A es realizable por una matriz no-negativa con divisores elementales arbitraria-
mente prescritos asociados a los autovalores de la lista As.

Demostracion. Por hipdtesis, existe una matriz companera no-negativa B €
M, _s+1 con espectro Ay y un elemento diagonal p; = by = tr(B). Por otra
parte, el Corolario 2.1 garantiza que la lista I's = {f11, Ao, .., Aps Api1, - -5 As )
es realizable por una matriz As con divisores elementales arbitrariamente pres-
critos. Para cada k=3,...,n—s+2, sea 'y = {0}. Entonces, la matriz

es no-negativa con espectro

{Mla)\%-'-;)\sa 0,...,0 }
——

(n—s)—ceros



Perturbacién de autovalores complejos en el NIEP 24

Aplicamos el Teorema de Rado (Teorema 1.9) para cambiar los autovalores
b, 07 R 0
(n—s)

por los nuevos autovalores Ai, Asi1,...,A,, con lo cual, obtenemos una matriz
no-negativa M = A+ XC con espectro A y con los divisores elementales
prescritos asociados a los autovalores de la lista As. |

2.2. Perturbacion de autovalores complejos en el NIEP

Sea A = {1, A2, ..., A\n}, con Ay € R, una lista de niimeros complejos, realizable
por una matriz no-negativa. W. Guo [14] probé que para todo t > 0, las listas
perturbadas A = {AM +t, A1, X3,..., A}, son también realizables por una
matriz no-negativa. El problema de perturbar las partes reales de un par de
autovalores complejos de una lista realizable, manteniendo la realizabilidad de la
nueva lista, fue considerado por T. J. Laffey en [23] y por S. Guo y W. Guo en
[15]. El siguiente resultado, dado en [49], muestra que podemos también perturbar
las partes imaginarias de una pareja de autovalores complejos a + bi, a — bt de
una lista realizable de niimeros complejos del tipo Suleimanova y asi obtener una
nueva lista la cual es también realizable.

Teorema 2.3. Sea A ={\, ..., \,} con N €F, k=2,....n, una lista
realizable de numeros complejos. Entonces, para todo t > 0, las listas perturbadas

A= {0 +26 0, 1, A+t Ay — i Apra, oo A

A ={A+2t o A1, Ay =t A+t Ao, A )

son también realizables.

Demostracion. Sean  Ai, Ag,---,A\p—1  numeros reales y sean A,, A1 =
Apy Apt2s Apys = Apg2, ..y Ap—1, Ap = A,—1 numeros complejos. Para cada
k=p p+2 p+4,..., n—1, denotamos por z, = Re\, = Rel\py1 ¥y

0 <yr=ImI =—ImM1. Dado t >0, consideremos la matriz
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_ " .
A — Ao Ao
A1 — A1 Ap—1
Bi=|M—ap—yp—1t Tp Yp +1
M—z,+y,+1 —(yp+1t) 1w,
Al = Tp1 — Yn-1 Tno1  Yn—1
(AL = Tt + Yt ~Yn—1 Tp—1]|

Puesto que A esrealizable, > A\ > 0. Sea q” = (q1,¢2,---,¢,) € R" dado por
=1

q1 = Z)\k +157
k=2

qk:—)\k, kZQ,...,p—l,
Gp = —Tp +t,
Gp+1 = —Tp,
Gk = Qi1 = — Tk, k=p+2,p+4,....n—3,n—1.

Nétese que B, € CS,,, y puesto que =z, < 0, con |zg| > |yx|, para todo
k=2,...,n—1, setiene que la matriz A, = B, +eq’ es no-negativa. Adems4s,
puesto que el'q = 2t, entonces del Teorema de Brauer (Teorema 1.8) se tiene
que o(A;) = A/

Por otra parte, para mostrar que la lista A, es también realizable, conside-
ramos la matriz

- A -
A1 — Ao A2
A — A Ap—1
Bi=|M—-2,—y,+t Tp Yyp —t
A —xptyp —t —(p—t)
A= Tpo1 = Yn—1 Tn—1  Yn-1
A= Tt + Yna ~Yn—-1 Tp-—1]

Si elegimos en este caso q' = (q1, 2, . ..,¢,) € R" como
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Q1:Z)\k+t,

k=2
qk:_)\ka k:27"'7p_17
Qp = —Tp,
Qo1 = —Tp + 1,

k = Qrr1 = —Tk, k=p+2,p+4,....,n—3,n—1,

obtenemos que la matriz A_, = B_;+eq’ es no-negativa con espectro o(Ay) =
Ay [ |
Observacién 2.2. Es claro que en el teorema anterior podemos perturbar si-

multdneamente “m” parejas de autovalores complejos por un mismo valor t > 0.
En tal caso, el nuevo autovalor de Perron para las listas AF es Ay + (m + 1)t.

En el siguiente resultado, establecemos una perturbacion de las partes reales de
una pareja de autovalores complejos a + bi, a — bi de una lista realizable de
nimeros complejos del tipo Suleimanova.

Teorema 2.4. Sea A = {\,\o,..., N} con N\, € F, para k =2,...,n;
una lista realizable de nimeros complejos. Entonces, para todo t >0 , las listas
perturbadas

AF={0+t 0 1L, 6 8 A, A,

At_ = {/\1 +2ta)\27'-'a/\p—17)\p —1, )\p —t,)\p+2,...,/\n}
son también realizables.

Demostracion. Sean  Ai, Ag,---,A\p—1  numeros reales y sean A,, A1 =
Xp, Ap+2s Apys = Xp—&-?? oy A1, An = A\,_1 numeros complejos. Para cada
k=p, p+2 p+4,..., n—1, sean z = Redy = Redgi1 vy 0 <y = ImA, =
—ImMAiy1. Dado t >0, consideremos la matriz

A1
AL — A A2
)\1 - )\p_1 Ap—l
Bi=|M—ap,—yp—t Tp+t Y
M —xp+y,—1 —Yp Tp+t
Al = Tp1— Yn—1 Tp-1  Yn—-1
(A1 = Tno1 + Yna ~Yn—-1 Tp—1]
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n
Puesto que A esrealizable, > A\ > 0. Sea q” = (q1,¢2,---,¢,) € R" dado por
k=1

n
q1 = Z)\k + ta
k=2

qk:_>\ka k:2""7p_1’
Gk = Qu+1 = —Tp, k=pp+2,p+4,...,n—3,n—1

Nétese que B; € CSy,, vy puesto que zp < 0, con |zx| > |yx|, para todo
k=2,...,n—1, setiene que la matriz A, = B, +eq’ es no-negativa. Adems4s,
puesto que e’q =t, entonces del Teorema de Brauer se tiene que o(A4;) = A}
Por otra parte, para garantizar la realizabilidad de la lista A;, consideramos la
matriz

At
AL — Ao A2
)\1 - )\p_l )\p—l
B,=|M—-2,—y,+t Tp,—1 Y
M —xp+y,+t —Yp Tp—t
)\1 — Tn—1 — Yn-1 Tp—1 Yn—1
(A1 — Tt + Yna ~Yn—-1 Tp—1]
Si elegimos en este caso el vector qf = (q1,¢2,...,¢,) € R* como

@ = Z Ak
k=2

qk:—>\k, k:2,...,p—1,

Qp = Qp+1 = —£Ep+t,
qk = qk+1 = — Tk, k:p+27p+477n_37n_17

obtenemos que la matriz A_; = B_;+eq’ es no-negativa con espectro o(A_;) =
A m

Observacion 2.3. El Teorema 2.3 y el Teorema 2.4 pueden ser utiles para decidir
la realizabilidad de una lista de niimeros complejos. Por ejemplo, consideremos la

lista
A={16,—-2+45i,—2 —5i,—3 +1i,—3 — i}.
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Del Corolario 2.1 sabemos que la lista
N={6,—2+2i,—2—2i,—1+4,—1—14}

es realizable. Entonces, del Teorema 2.4, con t =2, tenemos que la lista
A" ={10,-2+2i,—2 — 2i,—3 +14,—3 — i}

es realizable. Finalmente, del Teorema 2.3, con t =3, obtenemos que la lista
A ={16,—2+5i,—2 —5i,—3+1i,—3 —i}

es realizable. Observemos sin embargo que con este procedimiento, el incremento
efectuado al autovalor de Perron X\ puede ser mds grande que lo necesario. En
efecto, el autovalor de Perron 16, en este ejemplo, puede ser reemplazado por
A1 > 10 ; puesto que para Ay = 10, la matriz companera con espectro A es
no-negativa.

A continuacién presentamos un resultado de perturbacién de las partes imagina-
rias de una pareja de autovalores complejos de una lista realizable de ntmeros
complejos A = {A1;Ag,..., \,}, satisfaciendo Rel, <0, k= 2,...,n. Este
resultado extiende parcialmente el Teorema 2.3. La demostracién se fundamenta
en la condicién necesaria y suficiente dada por T. Laffey y H. Smigoc para el
NIEP (Teorema 1.7). Mas precisamente, nosotros demostramos que si una lis-
ta A satisface las condiciones necesarias y suficientes dadas en el Teorema 1.7,
entonces las listas perturbadas AF también satisfacen dichas condiciones.

Teorema 2.5. Sea A = {\,)s,..., \,} wuna lista realizable de nimeros com-
plejos con ReX, <0, k= 2,...,n. Entonces, para todo t > 0 , las listas
perturbadas

Ay = {0 +26 0, A, Ay =t N, L Apra, - A}

A= {0 +4t 0, A, Ayt Ny =t Ao, A}
son también realizables.

Demostracion. Sean A, Ag,---,A\p_;  numeros reales y sean \,, A1 =
Xp, Ap+2s Apys = XPH, oy A1, An = A,_1 numeros complejos. Para cada
k=p, p+2, p+4,..., n—1, sean xp = Rely = ReAp1 v 0 <y =ImA, =
—Im>\k+1.

x Primero demostramos que para todo t > 0, la lista

A; = {Al + 2t, AZ? . wAp—l,)\p - ti,xp + ti,)\p+2, .. ,An}
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es realizable. En efecto, sea t > 0.

n—p—1

p—1 2
si(Ay) =2t + Z Ai + (@ + (yp — 8)i) + (2p — (yp — 1)) + Z (Apr2r + Apror)
i=1 r=1
p—1 nfgfl
=20+ > N+2 > T
i=1 r=0
= s1(A) + 2t. (2.6)
Por otra parte,
s2(Ay) =
p—1 n—g—l
= (M +2t)° + Z AF + (@p + (yp — t)i)* + (zp — (yp — t)i)* + Z ()\12)+2r + (/\p+2r)2)
i=2 r=1
pfl nfg—l
=MD N 42D (2, — Yh) AN + gt + 267
i=2 r=0
= 59(A) 4+ 4( Ay + yp)t + 262, (2.7)

Es claro que Ay = A;. Ademds, puesto que s;(A) >0, s2(A) >0y M+y, >0
(pues, Ay > |A\,| > [ImA,| = |y,| porser A realizable), entonces de (2.6) y (2.7)
tenemos que s1(A; ) >0 y s9(A;) > 0. Resta verificar que s;(A;)? < nsa(A;).
De (2.6) y (2.7) se tiene que

Sl(A;)Q = 81(A)2 + 451(A)t + 4t2,

nsa(A;) = nsa(A) + 4n(A; + yp)t + 2nt’.

Puesto que A es realizable, entonces s1(A)? < nsy(A) (Cond. (3) Teorema
1.7). Ademss, s;(A) < A4y, (pues, s1(A) <A\ y y, >0), 4<4n y
4 < 2n (n > 3). Por consiguiente, s;(A;)* < nsy(A;). Con lo anterior, hemos
demostrado que la lista A; satisface las condiciones necesarias y suficientes del
Teorema 1.7, y por tanto, es realizable.

x * Mostramos ahora que la lista

A= {0\ +4t 0, M, A+t N, =t Ao, A}
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es realizable. En efecto, dado t > 0 es claro que A = E Ademss, es facil
ver que en este caso

Sl(AZL) = Sl(A) + 4t, (28)

so(AS) = s9(A) + 4(2\ — yp)t + 14¢°. (2.9)

Puesto que s1(A) >0, s3(A) >0 y 2A\ —y, >0 (pues, A\; > |y,|), entonces
de (2.8) y (2.9) tenemos que si(Af) >0 y s3(Af) > 0. Resta verificar que
s1(Af)? < nsy(Af). De (2.8) v (2.9) se tiene que

s1(AF)? = s1(A)? + 8s1(A)t + 167,

nsa(AF) = nsa(A) + 4n(2X; — y,)t + 14nt>.

Puesto que A es realizable, entonces s;(A)? < nsy(A). Ademds, s1(A) <
20—y, (pues, s1(A) <A\ y v, < A1), 8<4n y 16 < 14n (n > 3). Por
consiguiente, s1(Af)? < nso(Af). De esta manera, hemos demostrado que la
lista A/ satisface las condiciones necesarias y suficientes del Teorema 1.7, y por
tanto, es realizable. |

Observacion 2.4. Es claro que en el teorema anterior podemos perturbar si-
multdneamente dos o mds pares de numeros complejos conjugados, bajo la con-
dicion que se debe incrementar A1 de manera apropiada. Es claro que también
podemos perturbar un par de autovalores reales repetidos Mg, Ap para obtener
Ap +t, A — .

2.3. Perturbacién de autovalores complejos en el NIEDP

Los resultados de perturbacion de autovalores complejos presentados en la sec-
cién anterior, dan lugar a un interesante procedimiento, el cual permite construir,
a partir de una lista realizable con ciertos divisores elementales, una nueva lis-
ta realizable, donde los divisores elementales asociados a los nuevos autovalores
mantienen la estructura de los divisores elementales asociados a los antiguos au-
tovalores. Esto es lo que establecemos en el siguiente teoremas:



Perturbacién de autovalores complejos en el NIEDP 31

Teorema 2.6. Sea A= {\;,\o,...,\,} wuna lista de nimeros complejos satis-
faciendo A=A, M\ > QIéllgi;(nP\kL Zn:l)\i >0, con \p, € F, para k=2,...,n.
Si A es realizable con divisores elementales prescritos

A=A, A= 2" (A= 2)™ o (A= A)™ (2.10)

entonces para todo t >0, las listas
AF = {0 A 01, A Ay A Ay, Apt2nys -2 Ak

Vv
2n, elementos

donde A\ = A\, + (np,+ 1)t y Xp = \, £ ti, son también realizables con los
divisores elementales

A= A1) A= 2™, (A= )™, (= A)™. (2.11)
Demostracion. Sean Ai,Ag,---,A\p_;  numeros reales y sean \,, A1 =
Xp, Ap+2, Apgs = Xerz, vy A1, An = A, ntmeros complejos. Teniendo

en cuenta la Observacién 2.2, garantizamos que para todo t > 0 las listas AF
son realizables. Ahora bien, sea A una matriz no-negativa con espectro A y
con los divisores elementales como en (2.10). Entonces, podemos escribir la FCJ
de A como:

JA) =M)PAd - A, A B B AL,

donde, para ¢ =2,...,m las matrices
)\z )\i
Ai - . N )
Y
Ai
son tales que |J o(4;) = {A2,..., \p1}, y para i =p,.... k, las matrices de
i=2
orden 2n; x 2n;,
[z i ]
—Yi Ti T
X Yi
—Yi T X
Ai = ’
X Y;
—Yi T X
Ty Y
L —Yi T
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k _
son tales que |Jo(4;) = {A,,..., A}, siendo z; = Re(\;) = Re(X\;) vy
i=p
y; = Im(\;) = —Im()\;). Por otra parte, sean
0 ¢
At - |:_t 0:| )
y
Df =((ny+1)t)® 0, ®BAPA® - DABA® 0oy, pi1.
Entonces,
JA) +Df =M+ + D) @ A D B A, © A, G- B Ay,
donde
[ =z, yp+1 i
—(Wp+t) T Tp
Ty Yp +1
_(yp +t) Tp Tp
A, = :
Tp Yp +t
7(3/1) +1) Tp Zp
Tp Yp +t
—(yp +1) ZTp |

Es claro que la matriz J(A) + D; tiene espectro A" y los divisores elementa-
les prescritos como en (2.11). Sea S = [e ] ey | -+ |e,]. Nétese que la matriz
S(J(A)+ D )S™! € CSx +(ny+1)e- Ademas,

S(J(A)+ Df)S™ =J(A)+Df +[Ci]0] --- | 0],

donde C; = (0,¢y,...,¢,)T > 0. Considerando el vector q’ = (q1,qo,...,qn) €
R™ dado por

g1 = Z )\k‘ - nptv
k=2

qk:—)\k, k:2,...,p—1,

qr = —xp + 1, kE=pp+2,...,p+2n, -2,

qr = —Tp, kE=p+1,p+3,....,p+2n, -1,

Gk = Qri1 = — Tk, kE=p+2n,p+2n,+2,...,n—3,n—1,



Perturbacién de autovalores complejos en el NIEDP 33

obtenemos que la matriz A(t) = S(J(A) + D;")S™! + eq” es no-negativa, con
espectro Ay los divisores elementales prescritos como en (2.11). Para el caso
de la lista A;, consideramos la matriz

Dy =((np+1)t)® 0py PALPAL D - DAL DAL D Op_2n,—py1,

np veces

donde
0 —¢
-y

Entonces, la matriz J(A) + D, tiene espectro A; 'y los divisores elementales
prescritos como en (2.11). Nétese que la matriz S(J(A)+D;)S™ € CSx, 4 (ny+1y
y ademas

S(J(A)+ D;)S™ = J(A)+ D; + [B, [0 ] --- | 0],

donde By = (0,by,...,b,)T > 0. Considerando en este caso el vector qf =

(qla qz, ... 7qn) S R"™ CcOmo

q1 = Z )\k - nptv
k=2

Qe = — g, k=2,...,p—1,

Gk = —Tp, kE=pp+2,....,p+2n, -2,

g = —Tp + 1, k=p+1,p+3,....,p+2n, -1,

Gk = Qri1 = — Tk, kE=p+2n,p+2n,+2,...,n—3,n—1,

obtenemos que la matriz A(t) = S(J(A) + D; )S™! + eq” es no-negativa, con
espectro A; y los divisores elementales prescritos como en (2.11). |

Ejemplo 2.4. FEuxiste una matriz no-negativa con espectro
A={10,—-1,-1,—-1,—-1+2i, —1 £ 2:}
y divisores elementales
(A=10), A+1)% (A+1), A+1-2i)* A+1+2)27?
Para dar respuesta a esta prequnta, hacemos lo siguiente: Consideremos la lista

[={7,—1,—1,—1,—144,—1+4}.
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Del Corolario 2.1 sabemos que existe una matriz no-negativa con espectro ' vy
divisores elementales

A=T7), A+D2 (A+1), A+1—=4)2 A+1+40)%.

Por tanto, del Teorema 2.6 con t =1, tenemos que A es el espectro de una
matriz no-negativa con los divisores elementales deseados. Hallemos una matriz
con estas condiciones. En efecto, la matriz

[0 1 1 1 1 1 1 17
20011111
11011111
A 11101111
01110211}’
31110001
0111110 2
2 11111 0 0]
tiene espectro I' y
7 0 0 0 0 0 0 07
0o -1 -1 0 0 0 0 O
0o 0o -1.0 0 0 0 O
o o 0 -1 0 0 0 O
J(A4) = oo 0 o0 -1 1 0 0
oo 0 0 -1 -1 -1 0
oo 0o o0 o0 o0 -1 1
o o o 0 0 0 -1 —1]
Sea
3 00 0 0 0 0 0]
0000 O O 0 O
0000 O O 0 O
DF 0000 O O O O
L~10 000 0 1 0 O
0000 -10 00
0000 O O 0 1
0000 0 0 —1 0]

Entonces,
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10 0 0 0
12 -1 -1 0
11 0
11
9
14
9
13

S(J(A) + Df)S~! = € CSyp.

N OO OO
N OO OO OO

OO OO OO

Considerando el vector qF = (=9,1,1,1,2,1,2,1), tenemos que la matriz

O OTOoO NN W
e e =
=== O O
e
OO NN NN
— = O W =
O =~ NN NN N
O W ==

es no-negativa con espectro Ay los divisores elementales deseados.



|
Capitulo 3

Problema inverso de los divisores
elementales para espectros teniendo
parte real negativa

En este capitulo establecemos una condicion necesaria y suficiente para que el
NIEDP tenga una solucién, en el caso de listas de ntimeros complejos A =
{AM,A2,..., A}, con N, €G, i=2,...,n, donde

G={2€C:Rez <0, |V3Rez| > |Imz|}.

Para el caso ReX; < 0, ¢ = 2,...,n, presentamos una nueva condiciéon sufi-
ciente. Es claro que la condicién necesaria y suficiente que presentamos en este
capitulo, extiende el Corolario 2.1, lo que constituye un aporte al conocimiento
del problema. Nuestras condiciones generan un procedimiento algoritmico para
construir una matriz solucion.

Los resultados de este capitulo constituyen esencialmente la publicacion [9] (R.
C. Diaz, R. L. Soto, Nonnegative inverse elementary divisors problem
in the left half plane, Linear and Multilinear Algebra,

DOI: 10.1080/03081087.2015.1034640.)

Primeramente presentamos algunos resultados generales que seran usados pa-
ra obtener los resultados principales de este capitulo. Los siguientes dos Lemas
son debidos a H. Smigoc [39], y T. Laffey y H. Smigoc [24], respectivamente.

A

Lema 3.1. [39] Sean A= [bT

i]EMn y BeM, conFCJ

36
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J(B) = [8 ]89)] |

Entonces, la matriz

o Al atT
¢= {st B }

donde Bs=cs y t'B=ctl, tal que tTs =1, tiene FCJ

J(C) = {‘](OA) [89)} .

Lema 3.2. [2/] Sea t un ndmero real no-negativo y sean A\; € C con Re); <0,
para j=2,...,n, tal que la lista {Xa,A3,..., A\n} es cerrada bajo conjugacion.
Sea p=2t—Xg—--- =X\, ¥ sea

f(z) = (v —p) H(CE —Aj) =" — 2" L f by 2+ 4 by,

=2

Entonces, by <0 wmplica que b; <0 para todo j=2,...,n.

Teorema 3.1. [16] (Identidades de Newton’s)

Sea
PA) = A"+ oA T+ b AN T e by A+ by,
un polinomio con raices(contadas segin multiplicidad) X, Ng, ..., N\,. Para j =
1,2,3,..., sea _ ' ‘
Si=N+NA+-+ N,
Sea by =0 para k> n. Entonces, para todo j=1,2,3,..., se tiene que

S5+ blsj_l + bQSj_Q + -+ bj_181 + ]b] =0. (31)

Observacién 3.1. Note en particular que de (3.1) se tiene que:

S1 +bl :O,
S9 +b181 + 2b2 = 0,

de donde se sigue que

L oo
by = 5(31 — S9). (3.2)
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3.1. Solucién del NIEDP para listas A = {)\;,...,\,} con
Re); <0, ‘\/gRG)\Zl > \ImAZ y 1=2,...,M.

En esta seccion resolvemos completamente el NIEDP para listas de nimeros
complejos del tipo Smigoc; es decir, listas A = {A;, Ao, ..., A\, }, satisfaciendo

M EG={2€C:Rez<0, [V3Rez| > |Imz]}, i=2,...,n.

Empezamos con el siguiente lema.

Lema 3.3. Sea A= {\,atbi,...,atbi} unalista de n nimeros complejos
y sea
p()\> =\" + b1>\n_1 + b2>\n_2 +-+ bn71>\ + bn )

el polinomio asociado a A. Entonces,

by = (ngl>(2)\1a+(n—2)a2+b2) .

Demostracion. Sea A = {\i,Xa,...,\,}, donde Xyj=a+bi y Agjy1 =A; =

a—bi, para j=1,...,%0 ysea s, :=s:(A) =2 N, k=1,2,...,. Puesto
i=1

que si(A) =M+ (n—1a y so(A) =X+ (n—1)(a® —b?), entonces de (3.2)
se sigue que

by = 5(51(1\) — 52(A))
- %([Al +(n—1)a) = [A} + (n — 1)(a® = b))

El siguiente resultado establece una condicién suficiente para listas de la forma
A={N\,axbi,...,a+bi}.

Teorema 3.2. Sea A = {\,a£bi,...,a+bi} wuna lista de n nimeros
complejos, siendo n>3, a<0 y b>0. Si

(2n — 5)a® + b? }

o (3.3)

Alzméx{—(n—l)a, -

entonces para cada FCJ asociada con A, existe una matriz no-negativa A =
(a;j) € M, con espectro A y entrada ay, =\ + (n — 1)a.
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Demostracion. Caso n = 3: Note que haciendo n =3 en (3.3), se sigue que la
matriz

0 1 0
A= 0 0 1 ,
A(a® +0%) —(2MNa+a>+b%) A\ +2a

es no-negativa. Ademds, A tiene espectro A , divisores elementales lineales y
entrada ass = \; + 2a.

Caso General: Supongamos que el Teorema 3.2 es cierto para toda lista con
una cantidad menor o igual a k£ ntmero complejos. Veamos que éste también es
cierto para una lista con k4 2 numeros complejos. En efecto: Sea

A:{)\17aibi7"'7aibi}7

una lista con k+2 ndmeros complejos, siendo a < 0 y satisfaciendo (3.3) (con
n =k + 2); es decir,

(3.4)

V2 B2
Alzméx{—(k—i-l)a, _@k=Da+b }

2a

Para cada 7“:1,...,%

Ay divisores elementales

, se desea hallar una matriz no negativa con espectro

A=), A= (a+b))", (A= (a—0i))", - arbitrarios.

Definamos las siguientes listas

A ={\,a+bi,...,a+bi} (2r +1 ndmeros),

Ao = {1 +2ra,a+bi,...,a+ bi} (k — 2r + 2 ndmeros).

La matriz companera

0 1 0 0 0
0 0 1 -0 0 N
_ . . . . o 1 a
A= : : : " 1 0 = |:bT c] )
0 0 0 0 1
—bory1 —bor —boy —by A +2ra

donde b;, j = 2,...,2r +1, son los coeficientes del polinomio caracteristico
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obtenido de la lista A;, tiene espectro A; y divisores elementales
A=A1), A= (a+0bi)", (A= (a—0bi))"
Veamos que A es no-negativa. Del Lema 3.3, se tiene que

by =r(2\ia + (2r — 1)a® + b%) =3,
y de (3.4) se sigue que
a=2\a+ (2k — 1)a* +b* <0.

Como [ < a siysélosi 7 <k (lo cual es cierto, pues 1 < r < % < k),
entonces by < 0. Por tanto, el Lema 3.2 garantiza que la matriz A es no-
negativa. Por otra parte, teniendo en cuenta nuevamente (3.4), se tiene que:

M +2ra > —((k—2r+2)—1)a,
(3.5)

M+ 2ra > _(2(k—2r+§()l—5)a2+b2 .
De las desigualdades en (3.5) sesigue que A, satisface (3.3) (conn = k—2r+2 <
k, paracada 1 <r < %), con lo cual, por hipdtesis de induccién, existe una
matriz B = (b;;) no-negativa con espectro A, divisores elementales arbitra-
riamente prescritos y entrada

bi—art2k—2r4+2 = M + (kK + 1)a.

Por consiguiente, la matriz

A, at?
C: |:Sb}T B:| :(CU)7

donde t y s son autovectores a izquierda y a derecha de B, respectivamen-
te, asociados al autovalor \; + 2ra, es no-negativa con espectro A, entrada
Chtaktz = M + (k+ 1)a y del Lema 3.1 ella tiene los divisores elementales
prescritos. |

El Teorema 3.2 da una solucién completa cuando el méximo en (3.3) es igual a
—(n — 1)a. Un caso especial, que garantiza que esto ocurre, se establece en el
siguiente Corolario:

Corolario 3.1. Sea A = {A\,a £bi,...,a £ bi} wuna lista de n nimeros
complejos con 0 < b < —+/3a. Entonces, para cada FCJ asociada con A,
existe una matriz no-negativa A = (a;;) € M, con espectro A y entrada

Upp =M+ (n—1)a siy solosi A+ (n—1)a > 0.
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Demostracion. Es claro que la condicién es necesaria. Probamos que la condicién
también es suficiente. En efecto, supongamos que A; + (n—1)a > 0. Puesto que
0 <b< —+/3a, entonces % < 0; con lo cual,

méx{ Cn—1)a, 2= 5)a? +b2}

2a

3a? — b?
=mixs —(n—1 —(n—-1)a+ —F—
max{ (n—1a, —(n—1)a 70 }

=—(n—-1a < A.

Por consiguiente, en virtud del Teorema 3.2, para cada FCJ asociada con A,
existe una matriz no-negativa A = (a;;) € M, con espectro A y entrada
pn = A + (n = 1)a. [

Otras situaciones, como la existencia de nimeros reales, o la existencia de distintas
parejas de complejos conjugados en la lista A, son consideradas en el siguiente
resultado, en el cual resolvemos completamente el NIEDP para listas tipo Smigoc.
La condicién que presentamos, es la misma condicién simple establecida en el
Corolario 2.1.

Teorema 3.3. [Resultado Principal] Sea A = {A\,X\o,..., Ay} wuna lista de
nimeros complejos, con N\, € G = {z € C : Rez < 0, [V3Rez| > |Imz|},

k = 2,...,n. FEntonces, para cada FCJ asociada con A, existe una matriz
n

no-negativa A = (a;;) € M, con espectro A siy sdlo si Y A\, > 0.
k=1
Demostracion. Es claro que la condicion es necesaria. Probamos que la condicion
también es suficiente. En efecto, sean A; > 0 > Ay > --- > )\, numeros reales
ysean App1, Apta = Apiis---, An—1, Ap—1 = A, numeros complejos no reales.
n

Supongamos que Y. \; > 0. Consideremos las siguientes listas
i=1

Ao = {1, X2, .., A}

AT = {SI(AT—I)v /\p+T7 >‘p+7"7 ) >\p+r7 )‘p-‘r?"} y = 17 RN

con A, teniendo n,+1 elementos, tal que »_ n, = n—p. Esclaro que la lista Ag
r=1
satisface el Teorema 1.4 y por tanto, de la Observacion 1.3, existe para cada FCJ

asociada a Ao, una matriz Ay = (ag;) con espectro Ao y entrada ay, = s1(Ao).
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Ademas, puesto que para cada r =1,...,m, 0 < Im\,q, < —\/gRe)\p+T y

s1(A,) > s1(A) > 0, entonces se tiene del Corolario 3.1, que existe para cada
FCJ asociada a A,, una matriz no-negativa A, = (ag.)

espectro A, y entrada

) de orden n,+ 1 con

ag;)—i-l,nr—i-l =s1(Ay).

Finalmente, empleando m veces el Lema 3.1, construimos, para cada FCJ aso-
ciada a A, una matriz no-negativa A = (a;;) € M,, con espectro A y entrada

n
i=1

El método que empleamos para probar el Teorema 3.2 y el Teorema 3.3 nos per-
mite obtener, bajo ciertas condiciones, una matriz no-negativa con espectro A,
para cada FCJ asociada con dicha lista. Sin embargo, este método no funciona
para cualquier lista de niimeros complejos en el semiplano izquierdo. En particu-
lar, la lista

A={6,—1+3i,—1+3i},

satisface las condiciones de Laffey y Smigoc (Teorema 1.7), y por tanto es realiza-
ble. Sin embargo, A no satisface la condicién del Teorema 3.2 (pues, la sublista
Ay = {4,—1 =+ 3i} no es realizable).

El siguiente ejemplo, ilustra el Teorema 3.3.

Ejemplo 3.1. Sea A = {23,—1,—1,—1,—2 4 3i,—2 + 3i,—3 £ 5i, —3 + 5i}.
Queremos construir una matriz no-negativa de orden 12, con espectro A 1y
divisores elementales

(A=23), A+1)% (A+1), (A2 44X\ +13)%
(A3 —5i), (A+3—5i), (A\+3+5), (\+3+5).

Consideremos las siguientes listas:
Ao ={23,—-1,-1, -1},
Ay ={20,-2 43 ,—2 £ 3i},

Ay = {12, -3 £ 5i ,—3 + 5i}.
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Es claro que la lista Ag, satisface el Teorema 1.4 y de la Observacion 1.3, pode-
mos encontrar la matriz

21
22
2117
20

AOZ

e )
— = O =
_ O O =

la cual tiene espectro Ag, divisores elementales

y entrada afﬁ) = 20. Por otra parte, las listas Ay y Ao satisfacen el Corolario

3.1. Por tanto, podemos obtener las siguientes matrices:

o 1 0 0 0
o 0 1 0 0

A= 0 0o 0o 1 o0f,
o 0 0 0 1
3380 1911 736 118 12

la cual tiene espectro Ay, divisores elementales

(A —20), (A\* 44X +13)%
y entrada aé? =12,
0 1 0 0 07

612 108 18
0 0 53 53 53

Ay= |3 2 o 1 0],

68 Y 0 0 1

1408 38 204 2 O

la cual tiene espectro Ay 1y divisores elementales

(A—12), (A+3—=5i), (A+3—5i), (A\+3+5i), (\+3+5i).
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Luego empleamos el Lema 3.1 con las matrices Ay y A1, para obtener la matriz

T 0 1 1 567840000 349440000 141120000 26880000 3360000
243049 243049 243049 243049 243049
1 0 0 594880000 366080000 147840000 28160000 3520000
243049 243049 243049 243049 243049
1 1 0 567840000 349440000 141120000 26880000 3360000
243049 243049 243049 243049 243049
1 1 1
160000 160000 160000 0 1 0 0 0
Bl - 1 ! 1 (bij)7
8000 8000 8000 0 0 1 0 0
1 1 1
400 400 400 0 0 0 1 0
1 1 1
35 30 30 0 0 0 0 1
| 1 1 1 3380 1911 736 118 12 ]

la cual tiene espectro T'= Ao U Ay — {20}, divisores elementales

(A=23), A+1)% (A1), (A2 441+ 13)2

y entrada bgg = 12. Finalmente, empleamos nuevamente el Lema 3.1 con las
matrices By y As, para encontrar una matriz no-negativa A = (aij) con
espectro Ay con los divisores elementales deseados.

3.2. Nuevas Condiciones Suficientes para el NIEDP

En esta seccion se establece una nueva condicién suficiente para que el NIEDP ten-
ga una solucién, en el caso de listas de niimeros complejos A = {A;, Ao, ..., A},
con \p € H, k=2,...,n, donde

H={2€C: Rez <0, |V3Rez| < [Imz|}.

Presentamos primeramente el siguiente corolario del Teorema 3.2.

Corolario 3.2. Sea A = {\,a £bi,...,a + bi} wuna lista de n nimeros
complejos con 0 < —/3a <b. Si

3a? — b?

A>—(n—1
1 = (TL )CL+ %2, )
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entonces para cada FCJ asociada con A, eziste una matriz no-negativa A =
(a;j) € M,, con espectro A y entrada apn, = M\ + (n — 1)a.

Demostracion. Puesto que 0 < —v/3a < b, entonces % > 0. Por tanto,

méx{ Cn—1)a, 2= 5)a? +b2}

2a

3a? — b?
= 3 —_— _— 1 _— —_— 1 S —
max{ mn—1a, —(n—1)a+ o }
3a® — b?

= —(n—1
(n Ja + 5

Por consiguiente, si

3a%2 — b?

)\1 > —(n— 1)(1"— 2%, s

entonces en virtud del Teorema 3.2, tenemos que para cada FCJ asociada con
A, existe una matriz no-negativa A = (a;;) € M, con espectro A y entrada
apn = A + (n— 1)a. [ |

El siguiente ejemplo, ilustra el corolario anterior.

Ejemplo 3.2. Sea A ={7,—14+3i,—1+3i}. Puesto que
A > A1)+ ) g

se sigue del Corolario 3.2 que para cada FCJ asociada con A, existe una matriz
no-negativa A con espectro N. En efecto, la matriz companera

0 1 0 00
0 0 1 00

A=|0 0 0 1 0f,
0 0 0 01
700 180 128 4 3

tiene espectro Ay divisores elementales

(A=T), (\*+2)\+10)



Nuevas Condiciones Suficientes para el NIEDP 46

Buscamos ahora una matriz no-negativa con espectro Ay divisores elementales

A=T7), (A +2X+10), (\>+2)\+10).
Consideremos la particion:
Ay = {7, -1+ 3i},
Ay = {5, -1+ 3i}.

Las matrices

; ; _ (1 1 T
tienen espectro Ay y Ao respectivamente. Los vectores s —(%, ) 1) Y
t7 :(%0, %, g) son autovectores a derecha y a izquierda de A, respectivamente,

y satisfacen tT's =1. Del Lema 3.1 obtenemos la matriz

_ All atT o 14 4
C{st AZ] » 0 10,

|70 4 50 0 3

la cual tiene espectro Ay divisores elementales

A=T7), A2+ 2\ +10), (A +2X+10).

A continuacién presentamos una condicién suficiente para listas de niimeros com-
plejos sobre el eje imaginario.

Teorema 3.4. Sea A = {\,xbi,...,xbi} wuna lista de n nimeros complejos,

con n>3 y b>0. S
)\1 Z (\/ 2n — 3)b,

entonce para cada FCJ asociada con A, eziste una matriz no-negativa con es-
pectro A.
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Demostracion. Sea

A= VA - (2n -3

t
2n —3

> 0,
y consideremos la lista

Ap={\ —t, —t£bi,...,—t+bi}.

Mostramos que A; satisface el Corolario 3.2. En efecto, puesto que 0 <y < x
implica x—y < y/22 — 42, se sigue entonces de la hip6tesis 0 < (v/2n — 3)b < Ay,
que A; — (v/2n —3)b < /A2 — (2n — 3)b%, con lo cual

. )\1—\/)\%—(271—3)62 < /\1—()\1—(\/2n—3)b)

2n —3 - 2n — 3
B b
V=3
Por tanto,
V/3b
3t < — b
Vit < VvVn—3 =
Ademas,
—t)2 = v? 2n — 5)t2 + b?
S Yy e ML C L) G LS V)

2(—1) ot

De esta manera obtenemos que la lista A; satisface el Corolario 3.2, con lo cual
existe, para cada FCJ asociada con A;, una matriz B no-negativa con espectro
A;. Por tanto, la matriz no-negativa A = B + tI tiene espectro A para cada
FCJ asociada con A. |

El siguiente ejemplo, ilustra el teorema anterior.

Ejemplo 3.3. Sea A = {20, +5i, +5i, +5i, +5i}. Se desea hallar una matriz
no-negativa A = (a;;) con espectro A y divisores elementales

(A —20), (A\2425)% (A2 425)2 .
Notese que

20 > (1/2(9) — 3)5 = (V15)5 = 19.365,
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_ 20— 4/20% — (2(9) — 3)52 .
B 2(9) -3 -

Consideremos la lista

Ay = {19, =1+ 5i, —1 + 5i, —1 + 5i, —1 + 5i}.

Sean

Ay = {19, =1 + 5i, —1 + 5i}

Ao = {15, =1 + 5i, —1 + 5}

Las matrices

0 1 0 0 0 0O 1 0 0 0
0 0 1 0 0 O 0 1 0 0
A= 0 0 0 1 0|, A= 0 0 0 1 0],
0 0 0 0 1 O 0 0 0 1
12844 1300 960 20 15 10140 884 736 4 11

tienen espectro Ay1 y Aoy divisores elementales

(A —19), (A\* 42X\ +26)?,

(A —15), (A\* 42X+ 26)?,

respectivamente. Aplicamos el Lema 3.1 con las matrices Ay y As, para en-
contrar la matriz
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0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 34222500 5265000 2835000 202500 50625
78961 78961 78961 78961 78961
12844 52 64 4
50625 2025 3375 10125 0 1 0 0 0
B = 12844 52 64 4 = (bz“)a
3375 135 225 675 0 0 1 0 0 !
42 oM o4 0 0 0 10
12844 260 4
2L 20 64 4 0 0 0 0 1
112844 1300 960 20 10140 884 736 4 11 |

la cual tiene espectro Ay y divisores elementales
(A =19), (A* 42X +26), (A +2X +26)°.

Por consiguiente, la matriz no-negativa A = B+ 1 tiene espectro A y divisores
elementales

(A —20), (\*+25)% (A\?+25)%
como se deseaba.

Al aplicar de manera iterativa el Corolario 3.2, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.5. Sea A = {A,Xa,..., A} con N\, € H ={z€ C: Rez <
0, [V3Rez| < |Imz|}, k=2,...,n, una lista de nimeros complejos. Si

- 3(ReAi1)? — (ImA,.q)?
A > méx {_an+1R€/\j+1+ (ReAr1)? = (ImAr1) }7
j=1

T 1<r<m—1 2Re\ 11

donde m — 1 denota el numero de distintas parejas de complejos conjugados
que hay en la sublista A — {\} y nj1 = 2a(N\j1), donde a(X) denota
la multiplicidad algebraica de X, j = 1,...,m — 1, entonces para cada FCJ
asociada con A, existe una matriz no-negativa A = (a;;) € M, con espectro

Ay entrada apy = Y M.
k=1

Demostracion. Para r=1,...,m — 1, consideramos la lista

A’r = {Sl(AT—1)7 )\1"-{-17 >\7‘+17 SR )\r—&-lvxr—i-l}a
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m—1

donde s1(Ag) = A1 y A, tiene n,,1+ 1 elementos, tal que > n,.3 =n— 1.
r=1

Supongamos que

)\1 > méx { — anHRe)\jH +

T 1<r<m~—1

B(RE)\T+1)2 - ([m)\r+1)2
236)\7‘4,1 .

j=1
Entonces, para r=1,...,m — 1, tenemos que

3(ReArs1)? — (ImA,y1)?

)\1 > — an+1R€)\j+1 +

= 2R6)\T+1
Por tanto, para r=1,...,m — 1, se sigue que
r—1
3(R€A7a+1)2 - ([m)\r_;,_l)Q
)\1 + ; anrlRe)\jJrl > —nr+1R€>\7~+1 + 2R6)\T+1 5
es decir,
3(R€)\T+1)2 - (_[m)\r+1)2
A._1) > —n,1Rel, .
51( 1) 2 —Npp1lteAr 1 + 2Reh s
Esta tdltima desigualdad muestra que para cada r = 1,...,m — 1, la lista A,
satisface el Corolario 3.2. Por consiguiente, para cada r =1,...,m — 1 y para

cada FCJ asociada con A,, existe una matriz no-negativa A, = (al(»;)) de orden
n,+1+ 1 con espectro A, y entrada

al” s1(A,).

npp1+1mep1+1 T

Empleando m — 2 veces el Lema 3.1, tenemos que para cada FCJ asociada con
A, existe una matriz no-negativa A = (a;;) € M, con espectro A y entrada

n
k=1

Notese ahora, mediante un ejemplo, que la manera de posicionar los autovalores
en la lista A, en el Teorema 3.5, es importante.

Ejemplo 3.4. Sea A ={19, —1+£3i,—2+5i} con multiplicidades algebraicas
a(—1£3i) =2 y a(—2=+5i) =3. Ndtese que en este caso m = 3. Puesto que

19 # max{7, 19.25},

A no satisface la condicion suficiente del Teorema 3.5. Sin embargo, si tomamos
A={19, —2£5i,—-1=+x3i} con multiplicidades algebraicas a(—2=+5i) =3 y
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a(—143i) =2, tenemos en este caso que
19 > méx{15.25 , 19}.

De esta forma, A satisface el Teorema 3.5, con lo cual para cada FCJ asociada
con A, eziste una matriz no-negativa con espectro A.

A continuacién establecemos una condicién suficiente para que una lista A =
{A1, A2, ..., Ay} de nimeros complejos, con Re(M\y) < 0, k= 2,...,n, sea
realizable por una matriz no-negativa C, para cada FCJ asociada con A.

Teorema 3.6. Sea A = {A\,\s,..., \,} una lista de nimeros complejos con
MEH, k=2,....p, p<n, y i €G, k=p+1,...,n. i

) “ ! 3(ReA41)? — ([m)\TH)Q}
A1 > max — E A, — E ni1Rel;1 + ,
1 { s k j+1 j+1 2R€)\r+1

j=1

donde m — 1 denota el numero de distintas parejas de complejos conjugados
que hay en la sublista {Xa,..., N} v njy1 = 2a(Njy1), con a(N) siendo
la multiplicidad algebraica de A, j =1,...,m — 1; entonces, para cada FCJ
asociada con A, existe una matriz no-negativa con espectro A.

Demostracion. Consideremos las siguientes listas
A1 == {)\1, )\2, ey )\p},
Ao = {s1(A1), Apt1s -, Anf

Puesto que

- 3(Redry1)? — (Im,1q)?
A > i — ; A
L2 15%%—1{ ;WRQ et 2ReA 1 ’

tenemos del Teorema 3.5 que para cada FCJ asociada con Aj, existe una matriz
no-negativa A = (a;;) de orden p, con espectro Ay y entrada a,, = s1(Aq).

n n

Por otra parte, puesto que Ay > — > A, entonces s1(Ay) = >, Ay > 0. Por
k=2 k=1

tanto, del Teorema 3.3, tenemos que para cada FCJ asociada con Ay, existe

una matriz no-negativa B = (b;;) con espectro A,. Finalmente, aplicando el

Lema 3.1 con las matrices A y B, obtenemos una matriz no-negativa C' con

espectro A para cualquier FCJ asociada con A. |
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Observacién 3.2. La forma en la cual se ha subdividido la lista A en la
hipotesis del Teorema 3.6 y en su demostracion, es fundamental para garantizar
la realizabilidad de la lista. Observemos esto mediante el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.5. Sea A ={27, —1+3i, —2+5i, —1, —2+i}, una lista de 18
numeros, con las multiplicidades algebraicas

a(-1+£3)=2 a(—2+5i) =3

a(—1)=3 a(—2+1) = 2.
Notese que m = 3. Puesto que
27 > max{27, 7, 19.25}, (3.6)

tenemos del Teorema 3.6 que para cada FCJ asociada con A, eziste una matriz
no-negativa C  con espectro A. Para hallar una matriz realizadora con FCJ
deseada, consideramos las listas de 11 y 8 numeros

Ay = {27, —143i,—143i, -2+ 5i, —2 & 5i, —2 & 53},

Ay ={11, —=1,—1,-1,-2+4,—2 4},

respectivamente. De (3.6) tenemos que la lista Ay satisface el Teorema 3.5 y
es facil ver que la lista Ay satisface el Teorema 3.3. Luego empleamos el Le-
ma 3.1 para asi obtener la matriz requerida. Pero ahora note lo siguiente: Si en
vez de considerar las listas anteriores, se consideran las listas de 8 y 11 nimeros

Ay ={27, —1,—-1,-1,-2+i, -2+ i},
Ao = {16, —1+3i,—1+3i, -2 + 5i, —2 + 5i, —2 + 5i},

observamos claramente que la lista Ay satisface el Teorema 3.3, pero del Ejemplo
3.4 sabemos que la lista Ao mo satisface la condicion del Teorema 3.5.

3.3. Otra condicién suficiente para el NIEDP

En esta seccién establecemos otra condicién suficiente para una solucion del
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NIEDP, para listas de la forma A = {\,a £bi,...,a £bi}. Es claro que la
cota minima, dada para A;, en esta nueva condicién, es siempre mas pequena
que la establecida en el Teorema 3.2. Sin embargo, esta condicién no garantiza
que las matrices que realizan A, para cada una de sus FCJ asociadas, tengan su
entrada a,, = $1(A). Como consecuencia de esto, no ha sido posible, con esta
nueva condicion, considerar otras situaciones, como por ejemplo, agregar distintas
parejas de complejos conjugados en la lista A.

Antes de presentar la condicién suficiente, establecemos el siguiente corolario
del Teorema 1.7.

Corolario 3.3. Sea A = {A\,a £ bi,...,a £ bi} una lista de n nimeros
complejos, con a < 0. Entonces, A es realizable si y sélo si
A1 > méx{—(n —1)a , a+ /nb}. (3.7)

Demostracion. Dada la lista A = {\j;a=%bi,...,a%bi}, tenemos que s;(A) =
M+ (m—1a y s2(A) =X+ (n—1)(a? — b*). Del Teorema 1.7, sabemos que
A es realizable si y s6lo si s1(A) >0 y s3(A) < nsy(A); lo cual es equivalente
a decir que

A1 > méx{—(n —1)a , a+ /nb}.

[ |
Presentamos ahora una nueva condicién suficiente para listas de la forma A =
{Al,a:i:bi,...,a:tbi}.
Teorema 3.7. Sea A = {M\,a+bi,...,a £bi} wuna lista de n nimeros
complejos, siendo n >3, a<0 y b>0. Si
2n — 9)a? + b?
Alzméx{—(n—l)a,—(n—4)a+\/§b,—<n 2)a—|— }, (3.8)
a

entonces para cada FCJ asociada con A, existe una matriz no-negativa con
espectro A.

Demostracion. Caso n = 3: Nétese que haciendo n =3 en (3.8), se cumplen
las condiciones del Corolario 3.3.

Caso n = 5: Consideremos las siguientes listas:

Al = {)\1, a* bl},

AQ = {)\1 + 2@, at bl}
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De (3.8) (con n =5), se tiene que la matriz

0 1 0 {
M(a? +0%) —(2Ma+a*+b?) A\ +2a

Ala
b” c|’

es no-negativa con espectro A; y divisores elementales

(A= A1), (A= (a+bi)), (A= (a—bi)).

Ademads, nuevamente de (3.8) (con n = 5), tenemos que la lista A, satisface el
Corolario 3.3, y por tanto, ella es realizable.

* Si 2X\a + 5a? + b* < 0 (segunda funcién simétrica elemental de la lista
As), podemos elegir como matriz realizadora de la lista Ay, la matriz

0 1 0
B = 0 0 1
(A1 +2a)(a®* +0*) —(2(M +2a)a+a*+b*) A\ +4a

* Si 2\a+ 5a% +b? > 0, consideramos la lista

)\1+4CL_ 2
3 13

1

K2=A2— (A1 + a),

KQ es realizable por la matriz no-negativa

0 1 0
R = 0 0 1
% [%()\1 + Cl)g + ()\1 + a)bz] — [ — %()\1 + CL)2 + 1)2] 0

Puesto que —1(A;+a)>+b% < 0 (pues, Ay > —a+/3b), tenemos que la matriz
R es no-negativa. Por consiguiente, eligiendo B = R—i—(%)
B >0 con espectro Ay y divisores elementales

I3, se sigue que

(A= (A1 4+2a)), (A= (a+bi)), (A= (a— bi)).
De esta manera, la matriz

. Al atT
¢= {st B } ’
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es no-negativa con espectro A y divisores elementales lineales.

Por otra parte, puesto que la lista A es realizable, satisface en particular el Co-
rolario 3.3, con lo cual, existe una matriz no-negativa con espectro A y divisores
elementales cuadraticos.

Caso General: Supongamos que el Teorema 3.7 es cierto para toda lista con
una cantidad menor o igual a k£ > 5 numeros complejos. Veamos que éste tam-
bién es cierto para una lista con k4 2 ntdmeros complejos. Sea

A:{Alvaibiv"'aaibi}7

una lista con k42 numeros complejos, siendo a < 0 y satisfaciendo (3.8) (con
n =k + 2); es decir,

A > méx{ —(k+1Da, —(k—2)a++V3b, _2k= z)a“Q +b2}. (3.9)

Para cada r =1,..., %, queremos encontrar una matriz no negativa con es-

pectro Ay divisores elementales

A=X1), A= (a+0bi))", (A= (a—0bi))", --- arbitrarios.
Definamos las siguientes listas
A ={\,axbi,...,a+bi} (2r +1 ndmeros),
Ay ={\ +2ra,atbi,...,a+tbi} (k — 2r + 2 ndmeros).

La matriz companera

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 4
— o 1 a
A - : . : 1 0 |:bT C:| )
0 0 0 - 0 1
—bory1 —by —by—1 - —by A +2ra
donde b;, j=2,...,2r +1, son los coeficientes del polinomio caracteristico

obtenido de la lista Ap, tiene espectro A; y divisores elementales

A=), A=(a+1b))", (A= (a—0i))".
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Veamos que A es no-negativa. Del Lema 3.3, se tiene que
by = r(2\1a + (2r — 1)a® + b?) = rp,
y de (3.9) se sigue que
o =2\a+ (2k —5)a® +b* < 0.

Como B < a siysolosi r<k—2 (locual es cierto, pues 1 <r < % <k-2
siy sélosi k> 5), entonces by < 0. Por tanto, el Lema 3.2 garantiza que la
matriz A es no-negativa.

Por otra parte, teniendo en cuenta nuevamente (3.9), se tiene que:

(M +2ra > —((k —2r+2) — 1)a,

M A2ra > —((k—2r +2) —4)a+ /3b, (3.10)

_ (2(k—2r+2)—9)a’+b?

A +2ra > o’

De las desigualdades en (3.10) se sigue que Ag satisface (3.8) (con n =
k—2r+2<k, paracada 1 <r < %), con lo cual, por hipdtesis de induccidn,
existe una matriz B = (b;;) no-negativa con espectro A,, y divisores elemen-
tales arbitrariamente prescritos. Por consiguiente, la matriz

Ay at?
C= [SblT B :| = (Cij>7

donde t y s son autovectores a izquierda y a derecha de B respectivamente,
asociados al autovalor A; 4 2ra, es no-negativa con espectro A y del Lema 3.1
tiene los divisores elementales arbitrariamente prescritos. |

A continuacién presentamos un ejemplo de una lista que satisface las condiciones
del Teorema 3.7, pero no satisface las condiciones del Teorema 3.2. A pesar de
que podemos encontrar todas las FCJ asociadas con A, no es posible obtener,
mediante el método que empleamos, que las matrices que realizan A, para cada
una de las FCJ asociadas con A, tengan la entrada ass; = s1(A).

Ejemplo 3.6. Sea A = {1+3v3,—143i,—143i}. Nétese que la lista A,
satisface el Teorema 3.7. Hallemos primero una matriz no-negativa con espectro
Ay divisores elementales lineales. Consideremos las listas
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Ay = {1+3V3, —1+3i},
Ay = {s1(Ay) = =1+ 3V3, —1+3i}.
Los polinomios caracteristicos asociados a las listas Ay y Ay son
(N =N — (3V3 = 1A% — (6V3 — 8)A — (30v3 + 10),
pa(N) = A° — (3V3 — 3)A% — (6V/3 — 12)\ — (30v/3 — 10),
respectivamente. Por tanto, las matrices companeras

0 1 0
A = 0 0 1
30v/3+10 6v3—8 3v3—1

)

0 1 0
0 1

Ay = 0
30/3—10 6v3—12 3v3-3

)

tienen espectros Ay y Ag respectivamente. Nétese que A; es no-negativa, pero
Ay no lo es. De esta manera, al emplear el Lema 3.1 con las matrices Ay y Ao,
no se obtendrd una matriz no-negativa con espectro N, pero si con los diviso-
res elementales que se desean. Para solucionar esto, debemos hallar primero una
matriz no-negativa A con espectro Ny, Usando el Teorema 1.7, encontramos
la matriz

V3-—1 1 0
Ay = 0 V3—1 1 ,
24+/3 0 V3-1

la cual es no-negativa con espectro As. Luego, empleamos el Lema 3.1 para ob-
tener la matriz
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0 0 4 V3
C=|323V3+2 3v3-2%2 v3-1 1 0o |,
3V3+15 3-3V3 0 V3-1 1

30V3+10 6v3—8 243 0 V3-1]

Wi
W=

la cual es no-negativa con espectro Ay divisores elementales

(A=1-3V3), A+1-=3i), A+1-3i), A+1+430), (\+1+30).

Buscamos ahora una matriz no-negativa con espectro Ay divisores elementales
cuadraticos. El polinomio caracteristico asociado a la lista A es:

PN =(A—1—=3V3)(A+1—3i)2 (A +143i)> =\ — (3v/3 = 3)A'—
—(12v/3 — 20)A* — (72v/3 — 16)A% — (120v/3 — 60)A — (300v/3 + 100).

La matriz companera

o OO
S O =
o = O
_ o O
o OO

0 0 0 0 1
30043+ 100 120v/3 —60 72v/3—16 12v/3—20 3v3—3

tiene espectro A. Note ademds que C' es no-negativa y tiene divisores elemen-
tales

A—1-3V3), A+1—=3i)% (A+1+3i)2



Capitulo

M-matrices con Divisores
Elementales Prescritos

Una matriz A € M, con entradas reales, se dice que es una M-matriz si es de
la forma

A=ol — B,

donde B es una matriz no-negativa con autovalor de Perron p(B) y « esun
escalar positivo tal que o > p(B).

En este capitulo establecemos condiciones suficientes para la existencia y cons-
truccién de una M-matriz con divisores elementales prescritos y mostramos como
construir, a partir de una M-matriz dada, nuevas M-matrices con divisores ele-
mentales prescritos. También presentamos condiciones suficientes para la existen-
cia y construccién de una M-matriz inversa, simétrica y doblemente estocastica
generalizada con espectro prescrito. Ademads, discutimos una aplicacién de las M-
matrices al problema de control de potencia 6ptima en comunicaciones inalambri-
cas.

Los resultados de este capitulo constituyen esencialmente la publicacién [51] (R.
L. Soto, R. C. Diaz, M. Salas, O. Rojo M-matrices with prescribed elemen-
tary divisors, sometido)

Las M-matrices aparecen en muchas aplicaciones en ciencias fisicas, bioldgicas y
sociales, entre ellas, comunicaciones inalambricas, diferencias finitas para ecuacio-
nes diferenciales parciales, modelos de crecimiento, produccién insumo-producto
en economia, procesos de Markov en probabilidad y estadistica. En conexién con
diferentes tépicos, las M-matrices han atraido la atencién de muchos investiga-
dores (ver [1]). En contraste, hasta donde sabemos, el problema inverso de los
divisores elementales para M-matrices no ha sido considerado.

59
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Dado que el autovalor maximal de cualquier submatriz principal de una ma-
triz no-negativa B, no excede a p(B) ([33, Chapter 1, Theorem 5.2]), se tiene
que las entradas en la diagonal principal de una M-matriz A = al — B son no-
negativas, mientras que todas sus otras entradas son no-positivas. Las M-matrices
han sido definidas de muchas otras maneras. Berman and Plemmons [1] dan 50
definiciones equivalentes para M-matrices no-singulares.

El siguiente resultado establece una condicién necesaria para que una lista de
nimeros complejos A = {1, Ag, ..., \,} sea el espectro de una M-matriz.

Teorema 4.1. [33] Todos los autovalores de una M-matriz tienen parte real
no-negativa.

Aunque las M-matrices no son no-negativas, ellas estan estrechamente relaciona-
das a las matrices no-negativas. Por ejemplo, el problema de encontrar una M-
matriz A = al — B con un espectro complejo prescrito o(A) = {A, Ao, ..., A}y
puede ser visto como el problema de encontrar una matriz no-negativa B con
espectro o(B) ={a— A, a— Xy, ...,a— A\, )

Fl siguiente resultado permite considerar, sin pérdida de generalidad, a las M-
matrices como matrices con sumas fila constantes.

Lema 4.1. Sea A € M, wuna M-matriz . Entonces, existe una M-matriz A’
con el mismo espectro que A y sumas fila constantes.

Demostracion. Si A = ol — B es una M-matriz, entonces B es una matriz
no-negativa con « > p(B). Del Lema 1.1, existe una matriz no-negativa B’
con el mismo espectro que B y con sumas fila constantes. Por tanto, la matriz
A’ = al — B’ es una M-matriz con el mismo espectro que A y con sumas fila
constantes. |

Algunas propiedades simples de las M-matrices son las siguientes:
Proposiciéon 4.1. Sea A=al — B € M, una M-matriz. Entonces,
i) BeCSy siysilosi A€CSa_,
i) B,BT € CS), siysdlosi A AT € CS,_»,,
iii) A y B tienen los mismos autovectores.

Demostracion. Para i) se tiene:

AeCS,y < Ae=(a— )\ )e
< (al, — B)e=(a— \)e
<= Be = \je
< B (S,
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i1) Es una consecuencia inmediata de 7).

i11) x es un autovector de A asociado al autovalor A siy sdlo si:

Ax = M\x <= (al, — B)x = Ax
= ox—DBx=)Xx
= Bx=oax— Ax
< Bx=(a—M\)x

El Lema 4.1 y la Proposiciéon 4.1, nos permiten asumir, sin pérdida de generali-
dad, que A€CS,_n, v BeCS,,.

Un célculo algebraico directo muestra las siguientes propiedades:
Proposicién 4.2. Sea A= al — B una M-matriz de orden n. Entonces,
i) B es normal siy sélo si A es normal,
it) B es simétrica si y sdlo si A es simélrica,

iii) B es circulante si y sdlo si A es circulante.

4.1. Una aplicacién de las M-matrices

En [10], los autores estudian el problema de control de potencia éptima en co-
municaciones inalambricas. La solucién de este problema requiere resolver la de-
sigualdad Ax > b, donde A = (a;;) € M,, es una Z-matriz, esto es,

AeF,={X=(x;) e M, | 25 <0, si i#j}

y b es un vector positivo. El conjunto F;,, definido en [33], se llama conjunto
de Z-matrices. La desigualdad Ax > b tiene una solucién positiva si y sélo si A
es una M-matriz [10]. Motivados por las aplicaciones de la ingenierfa, los autores
en [10], consideran el siguiente problema:

Dada una M-matriz A y vectores no-negativos w;, v;, ¢ =1,...,k, encontrar

k
condiciones bajo las cuales A — Y u;v! es también una M-matriz. Para dar
i=1
respuesta a este problema, los autores en [10], dan condiciones en términos de
A~1 y de los vectores u;, v;, @ = 1,...,k. En particular, para el caso k = 1,
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ellos prueban que A —uv? es una M-matriz si y sélo si vZA~lu < 1.

k
En esta seccién, estudiamos la matriz A — > u;v]’ desde un punto de vis-
. . . . Z:1
ta diferente y encontramos condiciones suficientes, las cuales pensamos son mas
faciles de manejar.

Lema 4.2. Sea A=al —B € M, una M-matriz y sean ul = (uy, ..., u,),
vl = (vy,...,v,), wvectores no-negativos. Si

luv? e < a = Ay,

T

donde A\ = p(B), entonces A—uv' es una M-matriz.

Demostracion. Del Lema 4.1 podemos asumir que A € CS,_),, y por tanto,
B e€(CS,,. Entonces,

p(B+uv’) <||B+uv’||«
< 1Blloo + [[uv] |
= )\1 + ||11VT||00
< a.

De esta manera, la matriz

A—uv’ =al — (B+uv?),

es una M-matriz. [ ]
Corolario 4.1. Sea A= «al—B € M, una M-matriz y sean ul = (ul,... ul),
vIi=(vi ... ;v%), i=1,...,k, wvectores no-negativos. Si

k
Do vl < a =,
i=1

k
donde N\ = p(B), entonces A— > w;vl es una M-matriz.
i=1

Demostracion. Del Lema 4.1 asumimos que A € CS,_»,, y por tanto, B € CSy,.
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Entonces,
k k
p(B + Zuw?) < HB + Zuivép
i=1 i=1 00
k
< [Blloe + Y [[1:v] oo
i=1
k
=M+ ) [[uv] s
i=1
<a.

Por consiguiente, la matriz

k k
A-— ZuiviT = a[—<B+ZuiviT>,
i=1 =1

es una M-matriz. |

.z T _ (i ; T _ (i A
Observacién 4.1. Sean u; = (u,...,u.), v; = (v},...,v,), i =1,... k,

vectores no-negativos; donde suponemos, sin pérdida de generalidad, que para cada
n

i=1,...,k vie= > v;=1. Entonces, paratodo i=1,...,k, w,v! € CS,,
Jj=1

sty sdlo si u; = aze. En efecto,

wvl €CS,, <= wvlie=aqe < (viely,=aqe < u,=qe .

En el siguiente teorema, suponemos sin pérdida de generalidad que para cada
T

n
i=1,...,k vie= > v; = 1. En este caso tenemos condiciones necesarias y

J=1
suficientes, las cuales son maés faciles de manejar que los correspondientes resul-

tados establecidos en [10].

Teorema 4.2. Sea A= oal—B € M, una M-matrizy sean ul = (u,..., u’),
T _ i

vy = (v’i, . ,vn), 1=1,...,k, vectores no-negativos tales que uiviT e CS,, (es
k

decir, u; = aye). Entonces, A— > wv! es una M-matriz si y solo si
i=1

k

Zaiﬁa—)\h

i=1

donde M\ es el autovalor de Perron de B.
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Demostracion. Asumimos que B € CSy,. Puesto que w;v! € CS,,, tenemos
k

que la matriz no-negativa B+ > u;vy es sumas fila constantes igual a
i=1

es una M-matriz si y sélo si A\ + > a; < v, es decir, si y sélo si
i=1

k
ZO&Z' S Oé—)\l.
i=1

|
El caso especial k=1 es:
Corolario 4.2. Sea A= al—B € M, una M-matriz y sean u’ = (uy, ..., u,),
vl = (v1,...,v,) wectores no-negativos tales que uv!’ € CS,r,. Entonces,

A —uvl es una M-matriz si y solo si
viu<a— )\,

donde A es el autovalor de Perron de B.

4.2. Versiones M-matrices de Teoremas de Brauer y Rado

Los resultados presentados en esta seccion son versiones M-matrices de los Teore-
mas de Brauer y de Rado, los cuales muestran como generar nuevas M-matrices
a partir de M-matrices dadas.

Definimos para cada j =1,...,n, el conjunto

Aj::{q:(q@‘)ER" | <0, i#j A ‘Jj:_zq%}-

i#]
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Dada una matriz no-negativa B = (b;;) € M, definimos para j=1,...,n, el
conjunto

A; :{q €A | ¢ < fglgln{bij}} :

Entonces tenemos:

Teorema 4.3. Sea A=al—B € M, una M-matriz con sumas fila constantes
y espectro A = {A\1,..., \n}, y sea B no-negativa con su k-ésima columna
positiva, para algin k = 1,...,n. FEntonces, para todo q € X, la matriz
A+eql es también una M-matriz con el mismo espectro y los mismos divisores
elementales que A.

Demostracion. Sean B € CSy, v q = (¢;) € Xk.

A+eq” = al — (B —eq").

Puesto que q € X}, entonces la matriz B —eq’ es no negativa y ademds, del
Lema 1.2, tiene el mismo espectro y los mismos divisores elementales que B. Por
consiguiente, la matriz A+eq? es también una M-matriz con el mismo espectro
v los mismos divisores elementales que A. |

Ejemplo 4.1. Sea

(11 -3 -1 -1 =2 =2 2]
-1 1 -1 -1 -4 -2 -2
-2 -2 11 -1 -2 -2 =2
A=11I-B=|-2 -2 -1 11 =2 =2 =2| €C(CS,,
-2 -2 -1 -1 10 -2 =2
-2 -2 -1 -1 -2 11 -3

donde

0 n

€ CSq;.

NN NN

NN NDNOW
— = = O =
_ == O ==
=N NN RN
— O NN NN DN
O WM N NN

Note que la matriz B tiene su quinta columna positiva. En este caso tenemos que
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A5:{q:(Qi)€R7 | <0, i#5 A Q5:—Z%}7
i#5

y X5 asociado a la matriz B es el conjunto

frnd < { . frnd .

Xs {qG As | g5 < 1I£i1§nn{b’5} 1}

Por consiguiente, para todo q € Xs se tiene que la matriz A+eql es también

una M-matriz con el mismo espectro y los mismos divisores elementales que A.
T

Por ejemplo, si elegimos el vector q = (— %, 0, —%, 0,1, —é, —é) € X5, tenemos

que la matriz

(% 3 -4 -1 -1 -8 _I7

-I1n -$4 -1 -3 -8 I

R A T
Ateq'=|-8 2 -4 11 -1 -8B _T]ccs,,

- 2 -4 -1 11 -8B I

& 2 -2 -1 -1 & D

e e A i

es también una M-matriz con el mismo espectro y los mismos divisores elemen-
tales que A.

Teorema 4.4. Sea A=ol — B € M, wuna M-matriz con espectro
A={, A A

donde B es una matriz positiva. Sea X = [x1|Xa| -+ |x] tal que
rank(X) =t y Ax; = \x;, @ = 1,...,t. Sea C wuna matriz de orden
t xn tal que B — XC es no-negativa. Entonces, la matriz A+ XC es una
M-matriz con espectro

{:ula cee a:uta/\t-‘rlv . ~,/\n}a

donde los elementos py,...,p; satisfacen |w;|* < 2aRep;, i =1,...,t, y son
los autovalores de la matriz Q+ CX, siendo Q = diag{\,..., \}.
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Demostracion. De la hipdtesis tenemos que o(B) = {a—Aj,a—Xg,...,a— A\, },
y ademds, Bx; = (o — \;)x;, i =1,...,t [Proposicién 4.1 iii)]. Por otra parte,
del Teorema de Rado (Teorema 1.9), se sigue que la matriz B — XC tiene
autovalores

/Bla"wﬁtaa_)‘t+1a"'>a_An>

donde f;, i = 1,...,t, son los autovalores de la matriz Q' — CX, con
OV = diag{a — \1,...,a = N} = al; — Q, siendo Q = diag{)\,..., \;}. De
esta manera, f3;, ¢ =1,...,t, son los autovalores de la matriz o, — (2 + CX).
Por tanto, 6; = a —p;, ¢ =1,...,t, donde los p; son los autovalores de la

matriz de orden t, Q+CX. Puesto que para cada i =1,...,t, |u]*> < 2aRepu;,
entonces

1Bil = lov — pui
= V/(a = Rep;)? + (Imy;)?
= V/a? — 2aRep; + (Rep;)? + (Imys;)?
— /o = 2R+ P
<Va?=la|=a.

Ademas, como B — X(C' es una matriz no-negativa, tenemos entonces que la
matriz A+ XC =al — (B — XC) es también una M-matriz con espectro

{Ml’ s 7:ut7>\t+17 .. 7)\71}

Ejemplo 4.2. Sea A= {5,13+¢,13+4}. La M-matriz

1 -2 -1 -2 -1 4 21 21
-1 11 -2 -2 -1 142 21
A=|-3 -1 12 -2 —-1| =15I—-1|3 1 3 2 1},
-1 -2 -1 11 =2 1214 2
-3 -2 -1 -1 12 32113

tiene espectro A. Aplicamos el Teorema 4.4 para cambiar un par de autovalores
13 +£4 por los autovalores 15 y 14. En efecto, sean
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_3_1; _3_1
273t Tt Lyl 000 1
X=11,3; 1_3 y C=
2t g7l 11, 000 1
2 2
0 0
1 1

Entonces, la matriz

12 -2 -1 -2 0
—2 11 -2 -2 -4
A+XC=|-4 -1 12 =2 0|,
~1 -2 -1 11 =2
—2 -2 -1 -1 1

es una M-matriz con espectro A = {15,14,5,13 £ i}, donde 15 y 14 son los
autovalores de la matriz Q+ CX, siendo Q = diag{13+ 1,13 —i}.

4.3. Versiones M-matrices de resultados de Minc

En esta seccién damos versiones M-matrices de dos resultados de Minc [31, Theo-
rems 1 and 2], acerca de matrices positivas diagonalizables y positivas diagona-
lizables doblemente estocésticas, que dan lugar a matrices positivas y positivas
doblemente estocédsticas con divisores elementales arbitrariamente prescritos, res-
pectivamente. Entonces tenemos:

Teorema 4.5. Sea A = (a;;) = ol — B € M, wuna M-matriz diagonalizable
con a; <0 para i #j, y a; <« para ¢ =1,...,n. Entonces, existe una
M-matriz con el mismo espectro que A y con divisores elementales arbitraria-
mente prescritos, siempre y cuando los divisores elementales correspondientes a
autovalores no reales ocurran en pares conjugados.

Demostracion. Puesto que A es diagonalizable, entonces B también lo es.
Ademads, para 1 # j, a; = —bj; < 0 implica que b; > 0. Asi también,
a;; = a—b;; < o implica que by > 0. Por tanto, B es positiva y diagonalizable,
y del Teorema de Minc (Teorema 1.1), tenemos que existe una matriz positiva
B’ con el mismo espectro que B y con divisores elementales arbitrariamente
prescritos. Por consiguiente, la matriz A’ = al, — B’ es una M-matriz con el
mismo espectro que A y con divisores elementales arbitrariamente prescritos. W
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Ejemplo 4.3. Consideremos la M-matriz del Ejemplo 4.2

1 -2 -1 -2 -1 4 21 21
-1 1 -2 -2 -1 142 21
A=|-3 -1 12 -2 —-1|=15I—-|(3 1 3 2 1| =15I—-B.
-1 -2 -1 11 =2 121 4 2
-3 -2 -1 -1 12 32113

Note que la matriz B es positiva y diagonalizable con espectro
o(B) ={10,2 44,2 +i}.

Queremos construir una M-matriz con el mismo espectro que A, pero con divi-
sores elementales cuadrdticos. Del resultado de Minc (Teorema 1.1), obtenemos
la matriz

107 55 14 21 144

26 26 13 13 13

29 107 27 21 14

26 26 13 13 13
B/

69 17 36 41 10| »

26 26 13 13 13

1 2 1 4 2
3 2 1 1 3

la cual es positiva, tiene el mismo espectro que B 1y tiene divisores elementales
(A=10), (A=2+1)%, (A—2—1)>

Por consiguiente, la matriz A’ = 151 — B’, es una M-matriz con el mismo
espectro que A, pero con divisores elementales

(A=5), A—=13+14)% (A =13 —4)2

Teorema 4.6. Sea A = (a;;) = ol, — B € M, wuna M-matriz diagonalizable
con A, AT € CS,-x, ycon a;; <0 para i #j, y ay <« para i =1,...,n.
Entonces, existe una M-matriz A', con A’ AT € CS,_,, , con el mismo espectro
que A y con divisores elementales arbitrariamente prescritos, siempre y cuando
los divisores elementales correspondientes a autovalores no reales ocurran en pares
conjugados.

Demostracion. De la hipotesis y la Proposicién 4.1 tenemos que B es diagonali-
zable, positiva con B, BT € CS,,. Del Teorema de Minc (Teorema 1.2), tenemos
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que existe una matriz positiva B/, con B’, BT € CS,,, con el mismo espec-
tro que B y con divisores elementales arbitrariamente prescritos. Por tanto, la
matriz A’ = al, — B’ es una M-matriz, con A, A7 € CS,_,,, con el mismo
espectro que A vy con divisores elementales arbitrariamente prescritos. |

4.4. |EDP para M-matrices estocasticas generalizadas y
doblemente estocasticas generalizadas

Podemos construir M-matrices estocdsticas generalizadas y doblemente estocasti-
cas generalizadas con espectro A = {A\1, Ag,..., A\, }, satisfaciendo A > Ay >
ceo > A1 > Ay > 0, para cada FCJ asociada con A. Esto es precisamente lo
que establecemos en esta seccidn.

Teorema 4.7. Sea A = {A;,Ao,...;\n}, con Ay > X > > XNpog >\, >
0. FEntonces, para cada FCJ asociada con A, existe una M-matriz estocdstica
generalizada A € CSy, con espectro A.

Demostracion. Sea a > A;. Consideremos la lista
N={a— D, a—A\1,...,a0a—dg,a— A\ }.

Puesto que a— X\, > a— A1 > - > a— X > a— A > 0, tenemos del
Teorema 1.3 y la Observacién 1.2 que para cada FCJ asociada con A’, existe
una matriz no-negativa B € CS,_,, con espectro A’. Por consiguiente, para
cada FCJ asociada con A, existe una M-matriz A = af, — B € CS),, con
espectro A. |

Corolario 4.3. Sea A = {1, X, ..., -1, Xps Api1, - -, An} una lista de nime-
ros reales con A\ > Ao > - > XN 1 >N =N =- =0, 20, 2<p<n.
Entonces, para cada FCJ asociada con A, existe una M-matriz con espectro A.

Demostracion. Consideremos las sublistas

A ={ Ao A1, A )

Ao = A

Del Teorema 4.7 sabemos que para cada FCJ asociada con Aj, existe una M-
matriz A; = al, — By, siendo a > )\;, con espectro A;. Por otra parte,
consideremos la matriz no-negativa

D = diag{a— X, ..., — A},
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ysea E= > FE;1, KC{2,...,n—p—1}, tal que la matriz no-negativa
i€k

By = D+ E tiene espectro A, = {a— A,,...,a— A} vy la FCJ deseada.

Entonces, la matriz Ay = al(,,—,) — By es una M-matriz con espectro Ay y FCJ

deseada. Por tanto, para cada FCJ asociada con A, existe una M-matriz de la

forma

A=A & Ay = (al, — B1) & (aly_p) — Ba)
= a(l, ® I,—) — (B & By)

=al — B,

donde I =1,®1,, vy B=DB;® By >0, con espectro A. [ |

Teorema 4.8. Sea A = {A;,Aa,...;\n} con A\f > X > - > X >\, >
0. FEntonces, para cada FCJ asociada con A, existe una M-matriz doblemente
estocdstica generalizada A, AT € CSy, con espectro A.

Demostracion. Sea a > A\;. Consideremos la lista
N={a— D, a—A\1,...,a0a—dg,a— A\ }.

Puestoque a—\, >a—X,_1> - >a—X > a—A >0, sesigue del Teorema
1.6 y la Observacion 1.4 que para cada FCJ asociada con A’, existe una matriz
positiva doblemente estocastica generalizada B, BT € CS,_,, con espectro A’.
Por consiguiente, para cada FCJ asociada con A, existe una matriz A = al — B
doblemente estocastica generalizada A, AT € CS), con espectro A. |

El siguiente corolario es una consecuencia del Teorema 2.1.

Corolario 4.4. Sea A ={\,atbi,atbi,...,atbi} una lista de n nimeros
complejos con a >0 y b>0. Si

1
A za+<"; )b,

entonces, para cada FCJ asociada con A, existe una matriz no-negativa A € CSy,
con espectro A.

Demostracion. Teniendo en cuenta el Teorema 2.1, tenemos que

-1
M=a+b vy m:<n )b.

2
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Por consiguiente, si Ay > M +m = a+("7+1)b, entonces se sigue del Teorema
2.1 que para cada FCJ asociada con A, existe una matriz no-negativa A € CS),
con espectro A. [ |

Corolario 4.5. Sea A ={\,atbi,atbi,...,atbi} unalista de n nimeros
complejos con a >0 y b>0. Si

1
0§A1§a—<”; )b,

entonces, para cada FCJ asociada con A, eziste una M-matriz con espectro A.

Demostracion. Sea o > a. Consideremos la lista
N={a—-X,(a—a)Lbi,...,(a—a) L+ bi}.

Puesto que A\ <a— (”7“)6, entonces
1
a—MN>a—a+ <n—2i— )b.

Por consiguiente, del Corolario 4.4 se sigue que para cada FCJ asociada con A’,
existe una matriz no-negativa B € CS,_,, con espectro A’. De esta manera,
para cada FCJ asociada con A, existe una M-matriz A = al,, — B con espectro
A. [ |

4.5. Otra condicién suficiente para el IEDP para M-matrices

Del Teorema 2.2 obtenemos el siguiente resultado para M-matrices.

Teorema 4.9. Sea A = {A;,\o,...,\,} una lista de nimeros complejos. Sea
a> 1I£1]§i<X {Re)\} vy sea
SRSN

N={a—-A,a—=)y, ..., — \, }.

Supongamos que existe una particion disjunta dos a dos A" = AgUATU---UA]
con

Ay ={a = Ao, = Aoz, ..o — Agpo }

A, ={a— M, — Ny ooy — A by E=1,2,...,po,

donde algunas de las listas Ay, k=1,...,py, pueden ser vacias, tal que:
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i) para cada k=1,...,po, existe una lista realizable
L= {wk, a0 = Xty ooy = Ay,
con ciertos divisores elementales prescritos.

ii) Eziste una matriz no-negativa B’ con espectro A{, elementos diagonales
Wi,. .., Wy, Y ciertos divisores elementales prescritos.

Entonces, existe una M-matriz con espectro N 1y con los divisores elementales
prescritos.

Demostracion. De i) tenemos que para cada k =1,...,pg, existe una matriz no-

negativa Aj € CS,, con espectro I'y y divisores elementales prescritos asociados

a las listas T'y. Entonces, la matriz A" = diag{A},..., A, } es no-negativa con
Ppo

espectro |J I'y y divisores elementales prescritos. Sea Q = diag{wy,...,wp,} ¥
k=1

sea X la matriz de orden n X py con sus columnas siendo los autovectores de

A" correspondientes a los autovalores wy, ..., wpy,.

De ii) sea (' la matriz de orden py x n tal que Q2+ CX = B’. Enton-
ces, B = A"+ XC es no-negativa con espectro A’ y divisores elementales
prescritos. Por tanto, la matriz A = al,, — B es una M-matriz con espectro A
y con divisores elementales prescritos. |

El siguiente ejemplo ilustra el Teorema 4.9.

Ejemplo 4.4. Sea A = {3,5,10 £ 2i,10 £ 2,14 £ 3i,14 £+ 3i}.  Queremos
construir una M-matriz con espectro Ay divisores elementales

(A=3), (A=5), (\* =20\ +104)% (A% — 28\ + 205)>.
Aplicamos el Teorema 4.9 con « = 14. En tal caso,
N ={11,9,4 + 2,4 + 2i, +3i, £3i}.
Consideremos la particion

Ay ={11,9}, Ay ={4+2i4+2}, N, ={£3i,+3i},

con las correspondientes listas realizables

Ty = {10,4 £ 2i,4+2i}, Ty= {10, +3i, +3i}.
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Buscamos ahora una matriz no-negativa B’ con espectro A{, y entradas diago-

nales 10,10. FEsta es

Las matrices

A =

- O OO O
NN O O N
OO =N O

OO = NN

B =

=N O OO

10 1
1 10"

<

=

|
= 00 =

W wWw o ww

OO OO WwWo

tienen espectros I'y y D'y, con los divisores elementales

(A —10), (A\? =81 +20)* y

respectivamente. La matriz

_ |4
s M)

e e e N en I &) S e R o))
DO DODDODONNDNOODNN
OO DD DD OO NO
DO DD DODDODO O NN

SO ODO O ==

OO OO O HR=NDO OO

R R R R PR OO0 OC

N O ol N i a

— o
oo
oo
oo
oo

WWDODWwWwooo oo
OO DO WO OoOOoO o oo
O WD WWwo oo oo
O WO OO O oo

O =

o O

o O

O W W W

O W o oo

(A —10), (\249)?,

o O
o O
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es no-negativa con espectro Ny divisores elementales

(A=11), (A =9), (A2 =8\ +20)2, (\* +9)%.

Por tanto, la matriz A = 141, — B es una M-matriz con espectro A 1y los
divisores elementales

(A=3), (A=5), (\* =20\ +104)% (A\* — 28\ + 205)>.

4.6. NIEP para M-matrices inversas

Una matriz no-singular se dice M-matriz inversa si su inversa es una M-matriz.

En esta seccién estudiamos el problema inverso de autovalores para M-matrices
inversas, el cual consiste en encontrar condiciones para que dada una lista de
nimeros complejos A = {\, Ay, ..., \,}, exista una M-matriz inversa A con
espectro A.

Recordemos el conjunto
Fn:{X: (:L"L'j) EMn ‘ L5 SO, st Z#j},

el cual es llamado conjunto de Z-matrices.

En [11], K. Fan probé el siguiente resultado:

Teorema 4.10. [11] Una matriz no-singular A € F,, es una M-matriz si y sélo
si A™' es no-negativa.

Del teorema anterior se deduce entonces que si A es una M-matriz inversa,
A es no-negativa.

Teorema 4.11. Sea A = {1, \2,..., \y} una lista de nimeros reales con
A > A > - > N1 > A, > 0. Entonces existe una M-matriz inversa,
simétrica y doblemente estocdstica generalizada (€ CS,,) con espectro A.

Demostracion. Sea
D = diag{ 1, A2, ..., A\n}.

Consideremos la matriz no-singular R definida en (1.1), la cual puede ser escrita
como
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Gy
R=1|":1,
Gn
donde
Gi=(1,1,...,1),
Gp,=(1,1,...,1,—(k—=1),0,---,0), k=2,...,n.
(k—-2) 5

La matriz inversa de R es la matriz

(1 1 1 1 L o) &
Fo\nntn—1) (n—1)(n-2) 7 (k+1)E’ k(;:),_/ ’ o

Sabemos que la matriz A = RDR™ € CS,, es positiva y simétrica. Demostra-
remos que la matriz inversa A~' € F,,, con lo cual, del Teorema 4.10 tendremos
que A~! es una M-matriz. En efecto, puesto que A es simétrica, A~! también
lo es. Asf entonces, para probar que A~!' € F,,, es suficiente verificar que ai_jl <0
para 1<i<j<n (o 1<j<i<n), donde

A7 = (a;') = RD7'R,

siendo
1
D'=d —, — —
Zag{ 17)\27 7)\71}7
con
0< ! < ! < < 1
1 A2 D

Note que para ¢,7 =1,2,...,n,
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aj' = el (RD™'R™Y)e;
= Fil;(R)- D - Col;(R™")
= GiD_lHj.

Es claro que

1 1 1
GD =(—, — ., —
1 <)\17>\27 7>\n)7

1 1 1 1 — 1
GiD1:<”“'7 ) 7_(Z )707"'30 2227
A Ao An—i /\n—(z‘—1) )\n—(i—Q) (T
Asf entonces, para 1t =1y j=2,...,n, tenemos que
1 1 1
-1 _ “1pp _

alj —GlD H]—<A17)\2, ,)\n>HJ

_ + ! + ot ! +
A-n Agen(n—1) Mg (G+2)(+1)
1 1

+ - - —

An—(j-1) (j+1)j An—(j—2) " J

1 u 1 1 1
< —_—t— |
)‘n—(j—l) <k§1 k(k? - 1) n) )\n—(j—Z) -]

suma telescépica

- 1 (1 1 n 1) 1
>\n—(j—1) J n n )\n—(j—2) ]

1( 1 1 )
= — — <0.
T\ An—(-1)  An—(j-2)

7



NIEP para M-matrices Inversas 78

Para 2 <i<j<n,

ai_jl = GID_lH]

1 1 1 1 — 1
:(77"'7 ) 7_(Z )70770>H]
A1 Ao An—i )\n—(i—l) >\n—(i—2) ~——

(i — 2) ceros

:afjl < 0.

Hemos probado que A~! € F,, y por tanto, A~! es una M-matriz. Entonces,
A es una M-matriz inversa, simétrica y doblemente estocdstica generalizada con
espectro A. Noétese ademéds que la M-matriz A™! € €Sy, y por ser simétrica,
entonces es doblemente estocéstica generalizada. |

Ejemplo 4.5. Sea A= {1,%,%,%,%,%}, La matriz
FL1 1 1 1 17

24 8 8 8 12 12

111 1 1 1

8 24 8 8 12 12

101 11 1 1

8 8 24 8 12 12

|
0=
0|
)
=
=
N
—
)

es una M-matriz inversa, simétrica y doblemente estocdstica con espectro A. Su
inversa, es la M-matriz
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rst _5 _5 _ 5 _ 1 _ 179
12 2 " 12 12 "6 6
5 3 _ 5 _ 5 _1 _1
2 12 12 12 "6 6
5 _5 3 _5 _1 _1
. 12 12 12 12 "6 6
A = ,
_35 _ 5 3 _1 _1
2 12 12 12 6 6
1 1 _1 ‘1 _1
6 6 6 6 6 6
Lt 1 1 1 _1 1
L™ % 6 6 6 6 6 -
: 1
la cual tiene espectro A=' ={3,3,3,2,2,1}.
Corolario 4.6. Sea A = {\,...,\,} wuna lista de nimeros reales, donde la

multiplicidad algebraica del autovalor \i es p > 1, y ademds A\ > Apy1 >
- > A > 0. Entonces existe una M-matriz inversa, simétrica y doblemente
estocdstica generalizada (€ CSy,) con espectro A.

Demostracion. Consideremos las siguientes sublistas

Al = {)\17"'7)\1}7

A2 - {>\17>\p+17 . '7)\71}7

donde la lista A; tiene p—1 elementos y la lista Ay tiene n—p+1 elemen-
tos. Es claro que la matriz A; = A\I,—; es una M-matriz inversa, simétrica y
doblemente estocdstica generalizada (€ CS,,) con espectro A;. Por otra parte,
en virtud del Teorema 4.11 tenemos que existe una M-matriz inversa, simétrica y
doblemente estocéstica generalizada (€ CS),) con espectro Ay. Por consiguien-
te, la matriz A = A; & Ay es una M-matriz inversa, simétrica y doblemente
estocéstica generalizada (€ CS,,) con espectro A. [ |

4.7. NIEDP para M-matrices inversas

En el siguiente teorema se resuelve completamente el NIEDP para M-matrices
inversas, para listas A = {\;, A\o,..., A\,} de ntimeros reales satisfaciendo A\; >
Ay > - > ANm1 > A, > 0. Més precisamente:

Teorema 4.12. Sea A = {\, Ao, ..., Ay} wuna lista de nimeros reales satisfa-
ciendo A1 > Ay > -+ > A1 > A\, > 0. Entonces, para cada FCJ J asociada
con A, existe una M-matriz inversa A (A, AT € CSy,) con J(A)=J.
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Demostracion. Consideremos la lista A~ = {i, ﬁ, . i, /\%}, donde
! > L > > L > ! >0
>\n - >\n71 o o >\2 )\1 .

Del Teorema 4.8 tenemos que para cada FCJ asociada con A~!, existe una M-
matriz M (M, M7" € CSyy,). Por tanto, al considerar la matriz A =M~ >0
(A, AT € CS,,), tenemos demostrado el teorema. [

Presentamos ahora una condicién suficiente para ciertas listas de nimeros com-
plejos. La condicion se fundamenta en el Corolario 4.5.

Teorema 4.13. Sea A = {A\,a +bi,...,a +bi} wuna lista de n nimeros
complejos, donde a >(”T+1)b >0. S

a’® + b?

ST

AL > (4.1)

entonces para cada FCJ asociada con A, existe una M-matriz inversa con es-
pectro  A.

Demostracion. Consideremos la lista

1 a b a b
A= — + + 0.
{Al’aQ—i-b? 2+ 02 a1 0 a2+b22}
De (4.1) se sigue que,

1 <a—(”7+1)b a b (n—kl).

- 2

M T a?+b @402 a2+ b2

Por tanto, del Corolario 4.5 tenemos que para cada FCJ asociada con A, existe
una M-matriz B € M, con espectro A~!. De esta manera, para cada FCJ

asociada con A, la matriz A = B™! es una M-matriz inversa con espectro
A. |

Ejemplo 4.6. Sea A :{3,1 + éi,l + %z} Queremos hallar una M-matriz
inwversa con espectro Ay divisores elementales

37\?
A—3 Ao+ =) .
( ), ( +36>

Note que A satisface la desigualdad (4.1). En este caso

1 36 6. 36 6
A= i i
{3’ 37 37" 37 371}
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La matriz

- 73 _ 6 _6 q
111 5 0 5 0
_lr 0 _6 _6
11 37 37 37
— =1L 36
b= i1 0 37 0 01,
1t _6 0 _6
111 37 37 37
5 _6 36
L1 7 0 0 37 -

es una M-matriz con espectro A~' y divisores elementales
1 72 36\’
A— = M- N+ =)
( 3)7 < 37 * 37)

- 2574 18 3 648 108

1369 37 37 1369 1369

Por tanto, la matriz

1020 55 55 611 611
1369 37 222 1369 8214

_ np-1_ 10153 71 40 426 71
A=B - 8214 222 37 1369 1369 | ?

5861 18 3 2017 2017
8214 37 37 1369 8214

8599 18 3 2519 1477
- 8214 37 37 8214  1369-

es una M-matriz inversa con espectro Ay los divisores elementales deseados.
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Conclusiones y Trabajo Futuro

Esta tesis contiene resultados que contribuyen al avance hacia una solucién del
Problema Inverso de los Divisores Elementales para Matrices No-
negativas (NIEDP). En particular, resolvemos completamente el problema
para listas de nimeros complejos A = {1, Ag, ..., \,}, con

N €G={2€C:Rez <0, [V3Rez| > |Imz|}, i=2,...,n,

extendiendo de este modo, resultados previos para listas del tipo Suleimanova.
n

La condicién necesaria y suficiente es simplemente > A; > 0, la cual coincide
i=1

con la condicién necesaria y suficiente para una solucién al NIEP para listas del

mismo tipo.

Para listas de nimeros complejos A = {A,; Ay, ..., A}, con Re\; <0, i =
2,...,n, vy listas mas generales, presentamos eficientes condiciones suficientes.
Todos nuestros resultados generan procedimientos algoritmicos para computar
una matriz solucion.

Consideramos también en esta tesis, el problema de perturbar autovalores reales
y complejos no reales de una lista realizable, preservando la realizabilidad y la
estructura de la forma candnica de Jordan. Estos resultados pueden ser tutiles, en
muchos casos, para decidir la realizabilidad de una lista de nimeros complejos
con ciertos divisores elementales prescritos.

Finalmente, estudiamos el problema inverso de los divisores elementales para
M-matrices y M-matrices inversas, generando nuevos resultados y condiciones su-
ficientes para una solucidn.

Algunas técnicas que hemos empleado para obtener nuestros resultados, des-
cansan fuertemente en ciertos resultados de perturbacion que han probado ser
importantes para la obtencién de respuestas eficientes y constructivas en ambos
problemas inversos, el de autovalores y el de los divisores elementales, para ma-
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trices no-negativas.

Aunque ambos problemas, el NIEP y el NIEDP, son dificiles, ellos son tam-
bién apasionantes y nos proponemos continuar, en el futuro inmediato, la in-
vestigacién relacionada con ellos. En este sentido, vemos como temas de inves-
tigacién inmediatos, buscar una solucién completa del NIEDP para listas en el
semiplano izquierdo, es decir, listas de nimeros complejos A = {A;, Ao, ..., A},
con Re); <0, ¢ =2,...,n; buscar nuevas condiciones para una solucién al
problema inverso para M-matrices inversas, y estudiar el NIEDP para ciertas
matrices estructuradas.
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