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Resumen

En esta tesis se propone estudiar las hipotesis que permiten formular la ecuacion
diferencial parcial de segundo orden de Black-Scholes, se estudia sus consecuencias
en el mercado y su relacién con la estimacién de precios de opciones. Se observa
que las hip6tesis no son completamente satisfechas por la dinamica que gobiernan
los retornos.

En el desarrollo del presente trabajo se propone modificar, al menos, dos hip6-
tesis. Con ello se construye una ecuacién no lineal de Black-Scholes. El término
no lineal de la ecuacién se asocia a la volatilidad. Se propone una volatilidad ba-
sada en distribuciones empiricas de retornos. La ecuacién diferencial se resuelve
numéricamente usando el método de Crank-Nicolson, apropiado para problemas
de difusién. Los resultados del modelo no lineal de Black-Scholes se comparan con

los de Black-Scholes. Se discuten las diferencias.

Este trabajo se enmarca en un area moderna de desarrollo interdisciplinario
llamada econofisica con especialidad en finanzas cuantitativas. Esta area no es cer-
cana al curriculum de un licenciado en fisica UCN. Siendo asi, como otra aplicacion
de la presente investigacién, se propone un curso para graduados de fisica, con los
fundamentos que los aproximen a desarrollar investigaciones en tépicos emergentes

y recientes como la econofisica.
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Abstract

In this work, we propose to study the fundamental questions that allow us to
formulate the Black-Scholes partial differential equation of second order.
It is clear, such hypotheses are not fully satisfied by the dynamics which is imposed
by returns.
To develop the present proposal, we suggest to modify, at least, two hypothesis.

Taking into account the last, we propose a non linear Black-Scholes equation.

The volatility is associated with the non linearity. It is proposed a non linear
function as volatility based on empirical distributions of returns. The partial dif-
ferential equation is numerically solved through a proper way, the Crank-Nicolson
method. Results from both models, lineal and non linear, are compared and their

differences are discussed.

This work is involved through interdisciplinary development in modern re-
search, the econophysics, particularly the quantitative finance. This topic is far
from UCN Physicist. Then, as other possible application of the current research,

we propose a program of contents to approach physicist to econophysics.
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Introduccion

Se dice que un sistema es complejo cuando esta compuesto por una gran canti-
dad de elementos interactuantes, capaces de intercambiar informacién entre ellos
y el entorno, ademéas de adaptar sus estructuras internas como consecuencia de
tales interacciones. Una caracteristica propia de sistemas de este tipo es la exis-
tencia de interacciones no lineales entre sus componentes, que son las responsables
de producir comportamientos emergentes en los que el todo es mas que la simple
suma de las partes. Vistos en forma agregada, estos comportamientos no pueden
ser atribuibles a la accién aislada de cada elemento por separado sino que son el

resultado de su accion colectiva.

Esta descripcion nos permite decir que los mercados financieros tienen com-
portamiento de sistema complejo. Partiendo del hecho que existe un gran nimero
de agentes econdmicos, y estos agentes pueden realizar multiples transacciones;
son entes dinamicos, los cuales interactian entre si de forma frecuente, ademas,
las decisiones dependen de la informacién que obtiene de estos mismos mercados.
Otro aspecto a considerar es que los agentes econdémicos influyen en los estados del
mercado y, a la vez, los mercados influyen en el comportamiento de los agentes.
También podemos considerar el desarrollo de tecnologia, como Internet por dar
un ejemplo, cémo factor determinante en el comportamiento de los mercados. Si
bien este desarrollo tecnolégico logra mejorar el manejo de datos estos también se

incrementaron ayudando a aumentar el nivel de complejidad en los mercados.



El estudio de los sistemas complejos, al ser transversales, es un tema que atrae
y llama la atencién de numerosos investigadores de los méas diversos campos, tan-
to en las ciencias naturales como en las ciencias sociales, dentro de las ciencias
naturales esta la fisica, que tiene como objetivo describir, explicar y controlar el
comportamiento de un sistema debido a los diversos fenémenos que ocurren en su
entorno, desarrollando teorias y modelos que permiten el andlisis de estos. Para
la fisica el estudio de los sistemas complejos observados en economia tienen larga
data, ya que los mercados financieros ofrecien una gran oportunidad de desarrollar
teorias y aplicar modelos que intentan utilizar datos que se almacenan con pre-
cision. Como consecuencia de esto nace el término Econofisica para referirnos al

area interdisciplinaria que realiza estos estudios.

Al observar el avance que esta area ha tenido en el ambito de las finanzas
cuantitativas, podemos identificar el modelo de Black-Scholes [1] como uno de los
mayores aportes. Este modelo ha sido aplicado en las mas diversos ambitos: esti-
macion de precios de opciones financieras, estimacién de presupuestos de la nacion,
estudio de fondos de pensién, por nombrar algunos [2-11]. A fines del siglo XX el
modelo de Black-Scholes se tomé como una herramienta fundamental en el mer-

cado de opciones.

Para entender la metodologia utilizada en el modelo de Black-Scholes se intro-
duce a continuacién un conjunto de elementos conceptuales basicos relacionados
con dicha metodologia. Primero se daran a conocer conceptos econdémicos, espe-
cificamente el de opcién financiera y la definicién de relacién entre precio actual
y futuro, para luego de esto se entregan heeramientas fisico matematicos como es
la descripcién del movimiento browniano, y la construccién del modelo de Black

Scholes. Para apoyar la lectura de estos parrafos explicativos, la definiciéon de la



terminologia financiera se incluye en el Glosario.

Para introducir al lector en el tema en cuestion, primeramente definiremos que
se entiende por opcién financiera. Usando la definicién de Hull [2], entenderemos
una opcién como un acuerdo que se realiza por medio de un contrato a plazo, en
que el duerio del contrato tendra el derecho, mas no el deber, de comprar o vender
un activo determinado. Para que un agente se haga titular de este contrato se
debera pagar un costo de adquisicién. Hay dos tipos bésicos de opciones: call y
put. Una opcién call le da al titular el derecho a comprar un activo determinado
a una fecha determinada. Una opcién put le da al titular el derecho de vender un
activo determinado en una fecha determinada. El precio en que se realice la compre
o venta del activo que esté estipulado en el contrato es conocido como precio de
ejercicio E y la fecha del contrato se conoce como la fecha de vencimiento o de
madurez T'. Una opcién americana puede ser ejercida en cualquier momento hasta
la fecha de vencimiento, por otro lado, las opciones europeas pueden ser ejercidas
s6lo en la fecha de vencimiento. Las opciones se negocian tanto en los mercados
formales como informales. Si el precio del activo es mayor que el precio del contrato
call (S(T) > E) la opcion sera ejercida, pues el titular obtendrd una ganancia
equivalente a G = S(T') — E. En el instante T el titular de la opciéon compra una
accion al precio de ejercicio E' y la puede vender inmediatamente al precio del
mercado S(T"), con lo que obtendra una ganancia de S(7') — E. Considerando que
los agentes son racionales, no se ejerce la opcién cuando S(7') < K porque no se

produce ningtn beneficio al titular, es decir, G = 0.
G =max{S(T) — E,0} (1)

Por otro lado, la funcién de pago de un contrato put es andlogo al call. En el
instante T el titular de la opcién vende una accion al precio de ejercicio E y la

puede comprar inmediatamente al precio del mercado S(7T'), con lo que obtiene



una ganancia de E — S(T). No se ejerce la opcién cuando E < S(T) porque no se

produce ningtn beneficio al titular, es decir, G = 0.

Otro concepto financiero importante de explicar es la relaciéon entre el precio

actual y el precio futuro que esta dado por
V(0) = V(T') Faes (2)

Donde V(0) es el precio actual, V(T') es el precio en un tiempo 7'y F, es un
factor de descuento. Este concepto esté intrinsecamente ligado a la existencia de
la tasa de interés libre de riesgo, al ser dependiente al interés que se aplica a
un activo. Por ejemplo, si tiene capitalizacion anual Fy.s = ﬁ Si se tiene un
capital C' y lo invierte en un bono de tasa r con capitalizacién anual (es decir, los
intereses se pagan anualmente), entonces al cabo de un ano se tendra C(1 + rT).
Si la capitalizacién es semestral, al cabo de seis meses se tendra C'(1 + %) y seis
meses mas tarde, como se capitaliza respecto al total, C(1 4 Z-)(1 + =F), es decir

C(1+ %)2 Si se capitalizara continuamente entonces se tendria

n—oo

r nT
lim C (1 + 7) — O (3)
n

r

donde "7 es la férmula de interés compuesto continuo. Por lo tanto en el caso

de capitalizacién continua Fj.s = e "'. Esto quiere decir que para nuestro caso

V(0) = V(T)e T es equivalente a la relacién de precio actual y futuros.

Por ejemplo, si r = 0.08 , es decir la tasa de interés libre de riesgo es un 8 %

anual, y se sabe que en 2 anos se tendran $100, el precio de esos $100 hoy seré:
V(0) = 100 002 (4)

obteniendo $85.21, lo que es equivalente a $100 en dos afios.



Ahora se introducen los conceptos fisicos matematicos relativos al modelo de
Black-Scholes.
El primer concepto a analizar es el movimiento browniano geométrico. Para ex-
plicar esto se considera X (t) como la trayectoria de una particula que estd so-
metida a choques con moléculas (por ejemplo, dentro de un fluido); el despla-
zamiento de esta particula, en un intervalo de tiempo At de longitud se mide
mediante X (¢ + At) — X (¢), luego este desplazamiento, aparte de deberse a la
velocidad de la particula en ese momento, se agrega a otro que puede ser pro-
porcional a un desplazamiento debido a interacciones aleatorias, denotado por
AW (t) = W(t+ At) — W(t). Supongamos que X (t + At) — X (t) se le asocia una

velocidad, es decir pu(X,t), para un tiempo ¢ en una posiciéon X, se tiene que
X(t+ At) — X(t) = u(X, ) At + o( X, t) AW, (5)

donde o(X,t) es el factor de proporcién que eventualmente puede depender del
tiempo t y la posicion X. De (5) se desprende que el desplazamiento se explica
por una parte determinista asociada al primer término de la expresion y por una
parte aleatoria indicada por el segundo término.

Se puede observar que AW (t) = W (t + At) — W(t) obedece las leyes de alguna
probabilidad se obtiene que X (t + At) — X (t), y por ende X (), es una variable
aleatoria. Si X () una variable aleatoria, entonces existe una posible trayectoria,
conforme a la ley de probabilidad que la rige, que se denota por X (¢,w), donde w es
el resultado obtenido del espacio de probabilidad en que se sustenta la variable X (t)
[14]. Ahora para modelar un movimiento browniano geométrico unidimensional se
supone que {Wy;t > 0} es una coleccién de variables aleatorias, diremos que este

proceso es un movimiento Browniano si tiene las siguientes propiedades:

(i) para 0 < s < t < oo Wies una variable aleatoria distribuida como una

gaussiana con media 0 y varianza t — s.



(i) para 0 < tg < t; < ... < t, < oo,{WtO;Wtk,Wtkil,k: 1...n} esun

conjunto de variables aleatorias independientes.

Cabe recordar que una variable aleatoria X se distribuye de como una normal con

media p y varianza o (X ~ N(u,0?)), si la ley de probabilidad es

Pr{X <z} =

202 d 5 6
ng Y (6)

de manera que la propiedad (i) nos dice que para 0 < s < t

Pr{W,—W,<a}= ) 2 dx, (7)

\/ﬁ/

y la propiedad (ii) nos dice que para 0 < tp < t; < ... <t, < 00 se tiene que

Pri{W, =Wy, < a1, Wi, =Wy, < a,..., W, = Wi, < a,} =
Pr{Wy, — W, <ar} PriW,, — W, < az}w-wP?"{th -Wi,, < an}~

Sea 0 < t; < ty... < t,, se crea una posible trayectoria para cada valor de t;, esto
es W(0),W(ty), W(tz)...W(t,). Suponiendo que Wy = 0, por hipdtesis se busca
obtener W (t1), para esto se acude a la variable aleatoria W (t;) — W (0)) = W(ty),
donde se sabe que un posible valor para este incremento sigue una distribucién
gaussiana N (0,¢;). Luego, segun esta distribucién, generamos un valor aleatorio
y asi obtenemos un valor para W (t;). Para generar el valor de W,,, se acude al
incremento W (ty) — W(t1) considerando que ya se sabe el valor de W(1). Sea
W (1) = w; que se obtiene mediante la generacion de un niimero aleatorio segin
una distribucién N(0,ts — t1), sea este nimero ko, esto es W(ty) — W(t1) = ko,
de modo que W (ty) = ko + W (t;) = ko + wy, y asi se continua con el proceso.
De modo que para generar una posible trayectoria de este movimiento browniano,

se genera en forma independiente (garantizado por la propiedad (ii)) incrementos
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B(1) = W(t), B(2) = W(ty) — W(t1),..., vy se calcula la trayectoria mediante

W(0) =0
W(t1) = B(1)
W(ts) = B(2) + B(1)

W(t,) = B(n) + B(n— 1) + ...+ B(1).

No hay que olvidar que cada B(i) se ha obtenido de una distribucion N(0,¢;—¢;_1),
para nuestro caso se considera que la diferencia entre los tiempos (t; —t;_1) es cons-
tante, vale decir At = t; —t;_1,Vi, de modo que se genera mediante una distribucién
N(0, At), Vi. Con lo cual, se describe el movimiento de una particula suspendida en
un fluido, y que estaba influenciado por dos fuerzas. La primera, corresponde a un
movimiento no aleatorio (deterministico) generado por la naturaleza subyacente
del flujo del fluido o inducida por alguna fuerza externa impuesta sobre el sistema.
La segunda, colisiones y/o relaciones de interacciones con otras particulas originan
movimientos aleatorios que actiian en tiempos de corta duracién, y que a menudo
se describen correctamente por las fluctuaciones de un movimiento browniano, de
manera que, para un periodo de tiempo desde t hasta ¢ + At, el desplazamiento

de la particula se aproxima por
X(t+ At) — X(t) =~ p(x, t) At + o(x, t) AW, (8)

donde X (t) = X (t,w) = z es la localizacién de la particula en el tiempo ¢t. Aqui
p(z,t) es la velocidad instantdnea del fluido en el tiempo ¢ y en la posicion x
mientras que el cambio incremental asociado a un movimiento browniano, W (t),
esta representado por AW (t) = W(t + h) — W(t), y t; — t;_; mide la varianza

instantanea asociada con las colisiones del proceso X (t).
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Ahora bien, la ecuacion (8) se puede escribir en notacién de diferenciales, esto
es

dX (t) = p(X (1), £)dt + o (X (), )dW (L), 9)

y esta es una ecuacion diferencial estocastica. Si obviamos la palabra “estocastica”,
que se debe a la diferencial dW, estamos tentados a integrar en el sentido clasico

de Riemann-Stieltjes, a fin de obtener alguna “solucién” para X (), esto es

X(1) :X(O)+/(]tu(X(z),z)dz+/Ota(X(z),z)dW(z), (10)

sin embargo, la segunda integral que diremos integral estocastica no puede recibir
el tratamiento cldsico, entonces la integral estocastica [o(X(¢),t)dW (t) debera
tener un tratamiento especial. Existen dos versiones para el tratamiento de esta
integral, digamos entonces que hay dos tipos de integrales estocésticas: la integral
de Ito, y la integral de Stratonovich. Si consideramos que X (¢) sigue un proceso
estocdstico visto anteriormente y consideramos una funciéon determinista f, que
sea continua y diferenciable, entonces f(X(t)) = f(X) es también un proceso

estocdstico y puede estar dado por:
1 2 1 3
df (X) zfmd:rt—i—ifm(dX) +§fm1}(d$) +... (11)

Al cual se lo llama proceso de It0.

Con las ecuaciones (9) y (11) podemos construir el modelo Black-Scholes, utilizado
para dar precios tedricos a las opciones call y put europeas sobre activos que no
pagan dividendos. Se asume que el precio del activo subyacente sigue un proceso
aleatorio y usando métodos estocasticos de calculo, el precio de la opcién se puede
ser calcular.

Si bien es cierto, la ecuacién (9) se obtiene teniendo en cuenta consideraciones de
la Fisica, veremos como el precio de los activos se comporta como una particulas

que sufre fluctuaciones aleatorias debidos a interacciones que se pueden describir

12



mediante este método. El modelo Black Scholes puede ser demostrada rigurosa-
mente solo si existen ciertas hipotesis establecidas. Las hipotesis del modelo, segiin

Hull [2], son las siguientes:

= Los precios de los activos obedecen a una distribucion log-normal y la dina-

mica del precio es descrita por un movimiento browniano geométrico.
= La volatilidad se conoce de antemano y es constante.
= El activo no paga dividendos.
= El tipo de interés se conoce de antemano y es constante.
= La opcién se puede ejercer sélo en la fecha de vencimiento, no después.

= El mercado no tiene fricciones: Las transacciones no estan sujetas a ninguna
tasa impositiva, no generan costos de transaccién y pueden realizarse sin

ninguna limitacion.

= No hay posibilidad de arbitraje. La ausencia de arbitraje significa que todos

los portafolios libres de riesgo deben tener el mismo retorno.

Black y Scholes demostraron que, bajo estas condiciones, se puede replicar el precio
de una opcioén europea call en T', comprando un portafolio de activos y bonos libres
de riesgo en ¢, y transando este portafolio hasta T

El retorno que consideramos en los precios de activos es

_ oS p 08 (12)

R Si—1 S’

con el cual se considera que el precio de un activo S sigue una distribuciéon log-

normal, podemos decir que

S = S = log (5) = X(t) (13)
0

13



con

dX = pdt + ocdW (14)

combinando las ecuaciones (13) y (14) podemos obtener
dS = pSdt + o SdWw, dW =eVt, e~ N(0,1) (15)

donde p es la medida del cambio del crecimiento promedio del activo(drift), o es
la volatilidad y € es una variable aleatoria que sigue una distribucién gaussiana de
media 0 y desviacion estandar 1. Sea entonces dV = V(S + ds,t + dt) — V(S,1),
donde V(S,t) es el precio de la opcién en funcién de S, por el lema de Itd dV se
expresa Como:

1
dV = Vidt + VsdS + 5VSSdSQ + (16)

donde los términos asociados a dt con orden mayor a 1 se descartan, ya que no
describen el comportamiento del activo V. Por lo tanto al reemplazar (15) en (16),

dV queda como:
dV = (V} + uSVs + U;SQVSS> dt + o SVsdW. (17)
Proponiendo un portafolio II libre de riesgo, es decir
[I=AS—-V =dll=AdS —dV, (18)

se obtiene

2
dIl = — (vt + "252V53> dt, (19)

Ademas, por la hipétesis de no arbitraje, donde I es un portafolio libre de riesgo

donde su retorno es r.

IT
dH = rdt = dIl = rlldt (20)

igualando (19) con (20), obtenemos:
o2
rlldt = — <V;5 + 252V55> dt, (21)

14



simplificando dt y reemplazando Il = AS —V = VsS —V y arreglando la ecuacion
(21), se obtiene
2
Vi + %SQVSS +rSVs — 1V =0, (22)

que recibe el nombre de ecuacién de Black-Scholes. En el apéndice A se muestra
la solucién tradicional de (22) y en el apéndice B, proponemos una solucién alter-

nativa.

Dicho lo anterior es posible darse cuenta de la complejidad de los conceptos
matematicos utilizados, y los los agentes de mercados bursatiles ocupaban este
modelo sin entender sus debilidades (sélo interesaban las predicciones); esto hizo
considerar al modelo de Black-Scholes como una de las causas de las crisis finan-
cieras [2], y por lo tanto se ha vuelto uno de los modelos mas estudiados en las
ultimas décadas buscando su perfeccionamiento, en base a la modificaciéon de sus

hipétesis, que permitan mejorar su rol predictivo.

El objetivo de este trabajo es considerar un modelo del tipo Black-Scholes con
términos no lineales, a partir de la modificacién de dos hipdtesis, sugerida en el
trabajo de Borland [12]. Se propone considerar datos empiricos para construir
un modelo realistico que tome en cuenta las distribuciones histéricas recientes de
retornos, y realizar una comparaciéon con el modelo lineal de Black-Scholes y dis-

cusién de los resultados obtenidos.

Para demostrar que los retornos no siguen una distribucién gaussiana, primero
realizamos un test de gaussianidad. Se ha determinado que estos no cumplen esta
hipdtesis establecida por Black-Scholes Luego, se busca establecer por medio de
un parametro la desviacion de la gaussianidad. Con estas distribuciones se busca
construir una ecuacién que modele el comportamiento de los retornos, para luego

usarla en la construccion de un modelo de Black-Scholes con términos no lineales
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donde la hipétesis de la volatilidad constante es modificada.

Para obtener las soluciones de los modelos se usa el metodologia de Crank-
Nicolson y se realizan variaciones del parametro o. Se realiza un andlisis compara-
tivo entre los resultados dados por el modelo de Black-Scholes y el que proponemos,
modelo no lineal. Se discutira las diferencias en el incremento de la variacion de
precios de opciones respecto al activo subyacente. Ademas, se hacen estudios de
diferencias relativas entre ambos modelos donde se ven diferencias sustanciales

asociadas al incrementro del precio del activo subyacente.

Podemos agregar que la econofisica es un area emergente en los programas de
estudio de nuestra universidad. Entonces, entre las aplicaciones del presente estu-
dio, se ha incluido una propuesta en un curso electivo considerando el curriculum

de un estudiante de pregrado de la UCN.

El trabajo se organiza de la siguiente forma: El primer capitulo ensena la pro-
puesta y las herramientas necesarias para el estudio de este tema. El segundo capi-
tulo muestra los resultados obtenidos y discusion del tema. En el tercer capitulo se
presenta un propuesta de un curso de Tépicos de la econofisica y la motivacién de
este. Finalmente se enfatizan conclusiones del trabajo y posibles lineas de accién

futuras sobre lo realizado.

16



Capitulo 1

Ecuacion de Black-Scholes con

términos no lineales

1.1. Propuesta

El modelo de Black-Scholes considera que el precio de un activo se describe

como (15)

dS = pSdt + o Sdw, dW = eVdt.

Donde S representa el activo en cuestion, p es la media de la distribucion de
los retornos, o es la varianza (volatilidad en nuestro caso) del activo, y W como
un proceso de Wiener en donde € ~ N(0,1) es una variable aleatoria que sigue
una distribucién gaussiana. Vamos a modificar dos hipdtesis del modelo de Black-

Scholes, sugeridas por Hull [2] y descritas en la introduccién de esta tesis.

= Kl precio del activo subyacente no se distribuye como una distribuciénlog-
normal y la dinamica del precio es descrita por un movimiento browniano

geométrico modificado.

= [a volatilidad no es constante.
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Podemos indicar que una de las hipétesis del modelo de Black-Scholes es que la
distribuciéon de los retornos, para indices bursatiles que contengan una cantidad
significativa de informacion, sigue una distribucién gaussiana. Sin embargo, los da-
tos empiricos muestran que las distribuciones de los retornos no son estrictamente
gaussianas. Se han considerado cuatro de los indices bursatiles mas importantes:

S& P 500, IBEX 35, Eurostoxx 50 y Nikkei 225. Si describimos lo obtenido en los

Nikkei 225
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Figura 1.1: Se muestra la distribucién de retornos normalizados al cierre de entre

el 10 de Noviembre de 2013 y 10 de Noviembre de 2014.

graficos, observamos que la cola de la distribucién cae de manera diferente a una
gaussiana, con lo cual podemos argumentar que el proceso difusivo es anémalo en-

tre los retornos de los mercados analizados. Es por esto que se propone una nueva
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ecuacion que describe la distribucion de los retornos, dado por
dS = pSdt + ¢Sds, dQ) = F(S)zdW, (1.1)

donde F(S) es una funcién que multiplica a la variable asociada al proceso esto-
céstico que nos indica la distribucién los retornos [13], la cual es construida por
medio del método de interpolacion, a partir de los datos empiricos normalizados
de indices bursatiles considerados en este trabajo, el cual perturba al valor de la
variable aleatoria del proceso de Wiener, asociado al proceso gaussiano. Cabe se-
nalar que la distribucién obtenida estara asociada a un proceso difusivo anémalo
a determinar. También hay que senalar que v es considerado un parametro aso-
ciado a la gaussianidad de la distribucién F(S) el cual es determinado por medio
del momento de cuarto orden. Si la distribucién F'(S) es gaussiana obtendriamos
v = 0, como contraparte, si F'(S) se desvia de la gaussiana el pardmetro v # 0 se
constituye en una medida que indica dicha desviacion. Este parametro es explicado
en la subseccién 1.2.2. Si ahora consideramos V(.S,t) como una funciéon que des-
cribird el comportamiento de un activo en funcién de nuestro activo S, podemos

decir que el diferencial de V(S,t) (en adelante V') por el lema de 1to es
1
cwzmm+w%4§wm§+”. (1.2)

En donde los términos de orden superior a dt son descartados ya que no describen
el problema.

Reemplazando (1.1) en (1.2) y nuevamente descartando los términos de orden
superior a dt, ademds de considerar que la varianza var(e*dt) y var(edt) tienden

a dt y df) respectivamente
2
dV = <V} + uwSVs + JQSQVSSF(Q)”> dt + 0 SVF(S)2dQ. (1.3)

Ahora se considera la condicién en que se tiene un portafolio II libre de riesgo

donde exista un A de activos y una opciéon V'
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I=AS—V —dll=AdS —dV, (1.4)

donde al hacer A infinitesimal se considera
[M=V,S -V = dll =V,dS — dV, (1.5)
y teniendo en cuenta que dIl = rlldt. Al hacer esta igualdad obtenemos
Vi + U;SQVSS +7rSVy —rV =0, 7 = o*F(S)” (1.6)

La cual es una ecuaciéon de Black-Scholes no lineal donde la volatilidad no es

constante si v # 0.

1.2. Herramientas para el analisis numérico

1.2.1. Prueba de Kolmogorov-Smirnov

En estadistica, la prueba de Kolmogérov-Smirnov se utiliza para decidir si dos
distribuciones de probabilidad se ajustan entre si.
Una caracteristica atractiva de esta prueba es que la distribuciéon de la propia
estadistica de prueba no depende de la funcién de distribucién acumulativa sub-
yacente que se estd probando. Si se compara con una gaussiana y si los ajustes
se cuantifican dentro de un rango se considera gaussiana, si cae fuera del rango
se considera no gaussiana, considerando lo anterior, el valor que se emplea como
criterio elegido para el estadistico de prueba como 0.05, ya que es un valor definido
y aceptado por convencién [23].

Para mayor profundidad se puede consultar el apoyo bibliografico [23].
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1.2.2. Medida de la desviaciéon: Expansion en término de

los momentos

Para definir los cumulantes de una cantidad x estas pueden ser obtenidas desde

una expansion de la forma

() =14 {2) + 5 () + (o) + ole) +oo (17)

donde el simbolo < e > denota el promedio. Si conservamos los términos hasta el

cuarto orden, el logaritmo de esta expansion puede ser escrito como:
log({e*)) = 1+}Q2+1Q3+iQ4+--- (1.8)
2 6 24 '

de donde se pueden definir los cumulantes 2, Q3 v Q4 estan dados por

Qs = (z®) — 3(x)(2?) + 2(z)?,
Qq = (%) — 3(z)? — 4{z) (2®) + 12(x)*(2*) — 6<x>4.

Estos cumulantes pueden ser escritos de manera mas compacta

Q2 = ((z — (x))?),
Qs = ((z — (2))*),
Qs = {(z — (2))") = 3{(z — (2))*)*.

donde el cumulante de cuarto orden (4 es nulo si la distribucién es gaussiana y
puede expresarse de la siguiente manera

((z — (2))")
3((z — (x))?)?

Esta funcién es muy conocida en contextos como el ferromagnetismo y aplicada a

v=1-—

(1.9)

variados problemas de fisica u otros relacionados. También se conoce como cumu-

lante de Binder [24, 25]. Cualquier distribucion que no sea gaussiana debe tener un
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cumulante de cuarto orden v # 0. Por lo tanto podemos considerar al cumulante de
cuarto orden como un parametro que determina la desviacién de la gaussianidad

de una distribucién.

1.2.3. Esquema de diferencias finitas

Ahora describiremos la metodologia que usamos para resolver la ecuaciéon no
lineal de Black-Scholes (1.6). El esquema de diferencias finitas es una herramienta
utilizada principalmente en el desarrollo de ecuaciones diferenciales que no tienen
desarrollo analitico. Su amplio uso se debe a la claridad conceptual y a su facilidad
de programacién, ya que las ecuaciones diferenciales son discretizadas directamen-

te.

En términos generales podemos decir que al usar este esquema necesitamos
de 3 cosas: Seleccionar un esquema apropiado de diferencias finitas. Para nuestro
caso, debemos discretizar las ecuaciones y resolver. Las variables consideradas en
la ecuacién, se establecen en una “red”, donde los nodos de esta red estaran con-
dicionados por las variables independientes (sean espaciales y/o temporales) como

dependientes de la ecuacién.

Estos esquemas los podemos separar entre formas explicitas e implicitas, y
esas divisiones dependen de cémo se considera la dependencia temporal. Los mé-
todos explicitos estan basados en esquemas en que las incognitas en cada nodo
se expresan explicitamente en funciéon de valores conocidos en un paso de tiempo
anterior. Por otra parte, los métodos implicitos requieren la solucién de un siste-
ma de ecuaciones simultaneas que contienen las variables dependientes en varios
nodos evaluadas en un nuevo intervalo de tiempo. Al aplicar el esquema seleccio-

nado, suele obtenerse un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales, en el cual
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los coeficientes dependen de las incognitas.

1.2.4. Método de Crank-Nicolson

Este método es la aplicacion del esquema de diferencias finitas de forma impli-
cita para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales, ampliamente utilizado
en la resolucion de ecuaciones de difusién. Consiste en obtener el valor de la fun-
cién del problema en el instante posterior a partir de las condiciones del mismo.
La ecuacién de Black-Scholes para la estimacién de precios de opciones se presenta

de la siguiente manera

a’F(9)

Vi+ S*Vss +1rSVg —1rV =0,5 € [0,00) At € [0,T), (1.10)

donde ¢ y r representan la volatilidad y la tasa libre de riesgo respectivamente.

Para el caso de una opcién de compra (Call) se utilizan las siguientes condiciones:

V(S,0) = maz(S — E,0),
V(0,t) =0,
V(S,T)=8—Ee ™, S — 0.

Haciendo los ajustes correspondientes es posible llegar a la ecuacién

7*(9)

5 S?Vss +1rSVs — 1V =0, (1.11)

Vi+

donde 72(S) = o F(S)".

Para resolver numéricamente (1.6) se puede utilizar el esquema de diferencias fini-
tas, es por esto que se discretiza S € (0,00) a S; € [0, R], al hacer S; = ih donde
i € [0,N] y h es la separacién espacial, con R = iN. En cuanto a la dimensién
temporal se pasa de t € (0,7) a j € [0, M], haciendo t; = jk con k como la

separacién en la dimensién temporal T = kM, con lo cual pasamos de una funcién

23



V(S,t) a V(S;,t;) = V7 y las condiciones del problema pasan a ser

VM = max(S — E,0),

Vi =0,i=0,
Vi=8—FEe™™ j=N.

Se usa una notacién de V7, respecto a la derivacién de V(S;,t;) en su dimension

espacial: Diferencia posterior:

V(S +h,t) — V(S,1)

Vs = L = DiV;.
Diferencia anterior:
V(S t)—V(S—h,t -
VS — ( ? ) ( ) ) — D}:‘/;]
h
Diferencia central:
%4 h,t) — —h,t ,
VS _ (S+ ) ) V(S ) ) — D}OLV;]

h
Segunda derivada:

V(S + h,t) — 2V (2, t) + V(e — h,t)
h2

Vss = = D2V,

Para el método de Crank-Nicholson, la ecuacién queda

) 2E () ) ) ) )
v+ T D 2o payivt | vy (DYt 4 D)

r

VT V) =0,

lo que es equivalente a

VI V2 0P R Q) (VA 2V - VI VR =2V -V
k 2 2h? 2h?
-I—T'Zh( i+1 - i—1 + i+1 - 21) . g (V;]-H —}-V?) = 0.

Al hacer los pasos correspondientes es posible llegar a la igualdad
WV + B+ DV + VI = aiVi + (B = DV + Vi, (1.12)
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a; = Z (a*F(i)"i® = 1))
B; = —’; (*F (i)' + 1)
v = Z (a*F(i)"i® + 1) .

La igualdad (1.12) puede ser escrita de forma matricial de la forma

donde

AVItt = BV ¢ (1.13)

VIi=[Vi,. .. Vi " eRNT!

(Br—=1) =y - 0 0
. . . .
0 c RV-Dx(V-1)
0 —N-2
0 ce 0 —any_ (5N71 - 1) ]
Brt1) w0 0
(6%) :
0 c RWN-1x(N-1)
0 o N
I 0 o 0 an-1 (By-1+1) |

c= [Oél(‘/bj - ‘/OjJrl)? 07 U 707 ’YJN—I(VKT - V]6+1)]T € RN_I.

Se puede observar que las matrices A; vy B; son tridiagonales. Una de las observa-

ciones que se deben tener en cuenta a la hora de desarrollar el método numérico

es delimitar la funcién asociada a la volatilidad. Para nuestro caso se asocia esta,

a la cantidad de puntos interpolados.
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Capitulo 2

Discusion de resultados

En el presente capitulo se muestran los resultados obtenidos. Se muestra lo
que resulta del test de gaussianidad y los valores del parametro de desviacién de
gaussianidad, ademds, por medio de figuras se muestra las comparaciones entre los

modelos de Black-Scholes y el modelo no lineal propuesto.

2.1. Test de gaussianidad de Kolmogorv-Smirnov

Primero se hace el test de gaussianidad usando el método de Kolmogorov-
Smirnov en el cuadro 2.1 se muestra los valores de los 4 indices bursatiles que
fueron estudiados y usados para la construccién del modelo no lineal de Black-
Scholes. Los valores de los retornos fueron tomados en un intervalo de un ano

entre el 10 de Noviembre de 2013 y el 10 de Noviembre de 2014.
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Indice Datos | Est.Prueba | Probabilidad
SP 500 251 0.07605 0.10718
Eurostoxx 50 | 255 0.0619 0.27899
Ibex 35 243 0.05652 0.41809
Nikkei 225 244 0.07127 0.16436

Cuadro 2.1: Se muestran el cuadros de datos obtenidos sobre el test de gaussianidad
de Kolmogorov-Smirnov. Los valores para cada estadistico de prueba son mayores

0.05 en la tabla lo que nos indica que no pueden ser ajustados a una gaussiana.

Considerando que el criterio utilizado para determinar que las distribuciones se
ajustan a una gaussiana es que el estadistico de prueba sea menor a 0.05. Los
resultados obtenidos para los casos discutidos nos indican que las distribuciones
no pueden ser consideradas gaussianas. Esto nos lleva a resolver una ecuacién como

la que proponemos en el Capitulo 1.
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Figura 2.1: Se grafica la distribucion de retornos normalizados de los precios de

cierre de entre 10 de Noviembre de 2013 y 10 de Noviembre de 2014.
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2.2. Estimacién del parametro de desviacion de
gaussianidad

Luego del test de gaussianidad se procedié a determinar el parametro que sirve

como indicador de la desviacion de la distribucion.

Indice Cumulante de 4to orden (v)
SP 500 0.84341142
Eurostoxx 50 0.84354609
Ibex 35 0.95032973
Nikkei 225 0.94500184

Cuadro 2.2: Se muestra el valor de estimacion del cumulante de cuarto orden v

respecto a los distintos indices bursatiles estudiados.

El cumulante de cuarto orden, que es utilizado como parametro de desviacion de
gaussianidad de la distribucién, nos muestra los valores obtenidos. A partir de
los resultado obtenidos en el cuadro 2.2 podemos inferir que las distribuciones
de retornos no obedecen a una distribucién log-normal, ademés, por medio de la
observacién en la figura 2.1 se detecta que los retornos en la cola de son lo que més
se desvian de un posible ajuste gaussiano, lo que no indica que la distribucién de
retornos sigue un proceso difusivo anémalo, esto nos dice que los mercados no son
eficiente, es decir, los agentes no actian bajo la misma informacion. Los agentes
actian en relacion a lo conocido del sistema y el sistema se retroalimenta con
la informacién que entregan los agentes econémicos produciéndose cambios en la

dinamica del mercado de manera continuada.
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2.3. Graficos comparativos para los distintos in-
dices bursatiles

Si se comparan los modelos de Black-Scholes y el modelo no lineal propuesto
vemos que la diferencia entre estos estd determinada por el término asociado a la

volatilidad.

2
Vi + %SZVSS 478V, —rV =0, o= cte,
=2
Vit T SVes 41V~ 1V =0, 0= 0?F(Q)"

Es por esto que si variamos el término o podremos hacer una comparacién de cémo
se ven afectados los precios de opciones en ambos modelos y comparar estos. Se
comparan el modelo lineal de Black-Scholes con el modelo no lineal propuesto por
medio de graficos de precio de opcién call versus precio de activo subyacente S,
para los distintos indices bursatiles analizados anteriormente.

Para los graficos a analizar se considera los casos de opciones tipo call con los
parametros 7' =1, £ = 50, r = 0.1, S = 0, Sy = 100, N = 98, M = 100, se
realizaran cambios en el pardmetro o que variara entre los valores de 0.2 a 0.5 en

intervalos de 0.1.
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Figura 2.2: Se grafica el precio de una opcién call en funcién del precio de activo
subyacente considerando los retornos de S& P 500 7' =1, K = 50, r = 0.1 y
v =0.84341142.

La figura 2.2 indica que para el caso del precio de una opcién call utilizando los
datos del indice bursatil S& P 500, y considerando las variables T'= 1 K = 50,
r = 0.1y v = 0.84341142. Se obtiene un crecimiento monétono creciente, y que
a medida que el valor de la volatilidad se incrementa se incrementa diferencia de
precios obtenidos por los modelos lineal y no lineal.

También se puede observar que para el modelo no lineal, el precio de la opcién
comienza a ser diferente de cero para valores del activo subyacente S mayores
respecto al modelo lineal. Sin embargo, podemos observar que una vez que el
precio de la opcion es distinto de cero el incremento de este valor se mayor para el

caso no lineal.
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Figura 2.3: Se grafica el precio de la opcién call en funcién del precio de acti-
vo subyacente considerando los retornos de Eurostoxx 50 T'=1, K=50, r=0.1 y

v=0.84354609.

En la figura 2.3 se utilizan los datos del indice bursatil Eurostoxx 50, considerando
las variables T=1 K=50, r=0.1 y v=0.84354609. Se puede observar que para el
modelo no lineal, el precio de la opcién comienza a ser diferente de cero para valores
del activo subyacente S mayores respecto al modelo lineal. Sin embargo, podemos
observar que una vez que el precio de la opcién es distinto de cero el incremento
de este valor se mayor para el caso no lineal. Otra de las cosas que se puede notar
es que las curvas dadas para ambos modelos terminan en un mismo punto. Esto se
debe a que se usan las mismas condiciones de borde final que se imponen a ambos

modelos.
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Figura 2.4: Se grafica el precio de la opcion call en funcion del precio de activo
subyacente considerando los retornos de Ibex 35 T = 1, K = 50, r = 0.1 y
v = 0.95032973.

La figura 2.4 indica que para el caso de una opcién call utilizando los datos del
indice bursatil de Ibex 35, y considerando las variables T'=1, K =50, r = 0.1y
v = 0.95032973. Se obtiene un crecimiento mono6tono creciente, cuando el valor de
la volatilidad se incrementa se incrementa diferencia de precios obtenidos por los
modelo de Black Scholes y el propuesto.

Ademas se observa que para el modelo no lineal, el precio de la opcién comienza a
ser diferente de cero para valores del activo subyacente S mayores respecto al mo-
delo de Black-Scholes. También se puede observar que las curvas dadas para ambos
modelos terminan en un mismo punto. Esto es debido a las mismas condiciones de

borde impuestas a ambos modelos. 33
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Figura 2.5: Se gréfica el precio de la opcion call en funcién del precio de activo
subyacente considerando los retornos de Nikkei 225 T =1, K = 50, r = 0.1 y
v = 0.94500184.

En la figura 2.5 se observa una opcién call para el indice bursatil Nikkei 225, y
considerando 7" =1 K = 50, r = 0.1 y v = 0.94500184. El precio de la opcién
comienza a ser diferente de cero para precios del activo subyacente S mayores
respecto al modelo lineal. A su vez, podemos observar que cuando el precio de
la opcién es distinto de cero el incremento de este valor se mayor para el modelo
propuesto. También podemos notar que las curvas dadas para ambos modelos
terminan en un mismo punto. Esto es debido a que se usan las mismas condiciones

de borde final que se imponen a ambos modelos.

34



S&P 500 Bs-lbex 35

Call
Call

o

T 1
0 10 20 30 40 5 60 70 8 90 100

Nikkei 225 Eurostoxx 50

=02
0=0.3
o=04
404 0=0.5

Call
Call

T T 1
0O 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100

Figura 2.6: Se gréfica la opcién call en funcién del precio de activo subyacente de
los distintos indices bursatiles estudiados para diferentes o, considerando T' = 1,

K =50, r=0.1.

De las figuras 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5, para distintos valores de ¢ y considerando T' = 1,
K =50, r = 0.1, observamos que el precio del activo subyacente en que la opcién
comienza a ser distinta de cero varia segiin el modelo. Respecto al modelo lineal,
los precios de las opciones en que el valor es distinto de cero ocurre para valores de
S mayores. A medida que el valor de la volatilidad aumenta, la diferencia de este
fenémeno respecto al modelo lineal, se incrementa. El incremento del precio de la
opcién es mayor en el modelo no lineal. Sin embargo, el precio final de los modelo
es el mismo, y esto obedece a que las condiciones de borde final impuestas son las

mismas para ambos modelos.
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Figura 2.7: Se muestra la tendencia de las diferencias relativas entre el modelo
lineal y el modelo no lineal, para diferentes volatilidades, como funcién del activo
subyacente considerando los retornos de Eurostoxx 50 considerando T'= 1, K =

50, r=0.1

En los graficos de diferencias relativas entre el modelo lineal y el no lineal, la
medida es mayor en el punto en llamado en que el activo subyacente esta cerca del
precio de ejercicio, y comienza a disminuir a medida que el precio se incrementa.
También se observa que a medida que el valor de ¢ aumenta la el decrecimiento
de las diferencias relativas, si bien comienza antes, es mas lento. Esto se condice

con los resultados obtenidos en las figuras anteriores.
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Capitulo 3

El aprendizaje de la econofisica
como herramienta de estudio en

la mecanica estadistica

El rapido desarrollo que ocurre en el campo de las ciencias fisicas hace que estas
se vean afectadas por profundos y frecuentes cambios, es por esto que los planes
de estudios necesitan una estructura capaz de adaptarse a estos cambios. Por otra
parte, cabe senalar que la importancia que han adquirido las areas multidiciplina-
rias ha hecho que la fisica considere natural la aplicacion de sus herramientas a
disciplinas emergentes. Por estos hechos se sugiere un curso con contenidos racio-
nalizados y optimizados, vdlidos para un licenciado en fisica UCN, que lo aproxime
a una especialidad como la econofisica, en particular las finanzas cuantitativas, de
nivel de postgrado en fisica. Siendo la econofisica una linea de investigacién lejana
al curriculum de un fisico UCN. Como consecuencia de lo anterior se puede inferir
que por medio del aprendizaje de tépicos de una disciplina como la econofisica, es
posible que sea aprovechada para consolidar conceptos fisico-mateméticos ttiles

principalmente en mecéanica estadistica, teoria de la informacién, fisica compu-
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tacional y otras especialidades asociadas a la fisica.

3.1. Elementos sobre curriculum

La fisica curricular ha experimentado una evolucién constante. A partir del
siglo XIX la fisica se consolida como una disciplina independiente y ademas pasa
a ser considerada una carrera universitaria y profesional. A principios del siglo XX
ocurre una revolucion en la fisica debido a la formulacion de la relatividad general
y la fisica cuantica, produciendo cambios rapidos y profundos en la fisica curricu-
lar. Sin embargo, esto se modifica a finales del siglo XX, cuando los cambios en
la fisica no fueron tan profundos, lo que genera en los fisicos la percepciéon que se
estaba llegando a un curriculum definitivo. Esta percepcion es errénea, ya que los
cambios que presenta la fisica siguen siendo constantes como consecuencia de la in-
vestigacion cientifica, tanto la fisica tedrica como aplicada, y uno de los principales
motivos de la investigacion en fisica aplicada es estudiar nuevos temas que requie-
ren la participacién de otras areas de la ciencia, tales como la biologia, economia,
sociologia, etc. Todo este incremento en la investigaciéon trae consecuentemente
el incremento del conocimiento y paraddjicamente, presenta un problema para la
fisica curricular y es como definir apropiadamente su extension. Ciertamente, la
fisica curricular debe tener una extensién finita. Siendo asi, no es posible incluir
nuevos contenidos, sin al mismo tiempo hacer una reorganizaciéon de los conceptos
que tradicionalmente se consideran bésicos o fundamentales que inconscientemente
pueden ser definidos como inamovibles. Es por esto que como solucién aparece una
disciplina dedicada al proceso ensenanza-aprendizaje, la didactica de la fisica, que
dentro de sus mayores aportes estd la reorganizacion de los contenidos en el cu-
rriculum, ademés de la propuesta de nuevos cursos y especialidades, considerando
que los estudios de topicos especificos para luego ser “absorbidos” por conceptos

generales.
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Un ejemplo de esta evoluciéon es la que observamos en el curso de mecanica
clasica en los ultimos treinta anos. Actualmente el curso incorpora tépicos de caos
y mecanica de fluidos que, hasta hace poco, eran considerados lineas de investi-
gacion que desarrollaban algunos especialistas en el pais. La extensién del curso
sigue siendo de un semestre y la dedicacion semestral no ha sido modificada. Cabe
senalar que las ciencias de la complejidad han permitido la incursién de la fisica
estadistica en otras dreas, tanto de las ciencias naturales como sociales, dandole
a estas herramientas una connotacion transversal. Bajo este concepto la econofi-
sica se puede considerar como un unificador, donde los procesos difusivos y otros
principios estudiados en mecanica estadistica son utilizados en esta propuesta cu-

rricular.

3.2. Propuesta de asignatura “Tépicos de la Eco-
nofisica”

Esta asignatura esté orientada a estudiantes de posgrado en fisica UCN intere-
sados en adquirir conocimientos de fisica aplicados a instrumentos financieros y
mecanismos que permiten describir el comportamiento de los mercados, por medio

del andlisis de datos de los mercados utilizando métodos propios de la fisica.

3.2.1. Objetivo General

Al final del curso el estudiante serd capaz de aplicar conceptos de sistemas
complejos y herramientas apropiadas de fisica y matematicas al estudio analitico
y numérico de problemas generales de econofisica y en particular, de finanzas

cuantitativas.
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3.2.2. Contenidos
Sistemas complejos
Objetivo especifico 1

Explicar términos y conceptos relacionados a sistemas complejos.

Origen y definicion de sistemas complejos. Campos relacionados: Sistemas

autoorganizados y criticalidad autoorganizada
= Invariancia de escala y autosimilaridad

= Leyes de potencia, Redes.

Bibliografia especifica

= M. Newman, Power laws, Pareto distributions and Zipf”s law, Contemporary

Physics 46, 323-351, (2005).

Matematica de complejidad
Objetivo especifico 2

Manejar con familiaridad herramientas de matematica probabilistica y de pro-

cesos de difusion.
= Teoria de Probabilidad: Ditribuciones de probabilidad. Distribuciénes tutiles.
= Procesos difusivos: Anélisis de la ecuacién de calor. Ley de Fick.

= Procesos estocasticos: Movimiento browniano aritmetico y geométrico. Inte-

grales de It6. Lema de It6.
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Bibliografia especifica

Mantegna.R & Stanley.E 2000, An introduction to Econophysics. Correla-
tions and Complexity in Finance, Cambrigde University Press.

Opciones y derivados financieros

Objetivo especifico 3

Derivar la ecuacién diferencial de Black Scholes y algunas extensiones no linea-

les.

Definicién a la economia y su evolucién. Definicion de finanzas cuantitativas

y su finalidad.

= Conceptos financieros elementales. Futuros y opciones. Estimacién de precios

de opciones en mercados eficientes.

= Método estandar de estimacion de precio de Opciones: Ecuacion de Black-

Scholes.

» Extensiones no lineales del modelo de Black-Scholes.

Bibliografia especifica

= Hull.J.C 2003, Introduccién a los mercados futuros y opciones. Wilmott.P
2007 introduces Quantitatives Finance, second edition .
Métodos numéricos aplicados y recopilacién de datos financieros
Objetivo especifico 4

Implementar programas computacionales que permitan resolver numéricamente

ecuaciones diferenciales parciales, lineales y no lineales de difusion.
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Métodos numéricos: Esquema de diferencias finitas (EDF).

Método de Crank-Nicolson (C-N). Método de (C-N) aplicado a la ecuacién

de calor.

Ecuacién de Black-Scholes. Modelos no lineales de la ecuacién de Black-

Scholes.

Busqueda de informacién de datos financieros.

Bibliografia especifica

Diiring.B 2008, High order compact finite diference scheme for a non linear
Black-Scholes equation, International journal of theoretical and applied fi-

nance, Vol 6, No.7.
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Resumen y Conclusion

Por medio de la observacién se concluye que las distribuciones de retornos no
siguen una distribucién gaussiana, es por esto que se propuso modificar la hipétesis
que indica que los precios de los activos se ajustan a una distribucion log-normal.
Lo cual significé modificar la ecuacién que describe el comportamiento de los ac-
tivoss, los cuales obedecen al movimiento browniano geométrico. La modificacion
consiste en insertar en el término asociado a la componente aleatoria del movi-
miento browniano una funcién que indique la relacién entre los retornos. Con este
movimiento browniano geométrico modificado, se construye una nueva ecuacioén
de Black-Scholes, la cual contiene un término no lineal asociado a la volatilidad,
lo cual trae como consecuencia la modificacién de la hipétesis de volatilidad cons-

tante.

Por medio del test de gaussianidad de Kolmogorov-Smirnov se concluye de
manera cuantitativa que las distribuciones de retornos no siguen una distribucién
gaussiana. Luego de esto se procedié a determinar, por medio del cumulante de
cuarto orden un parametro que nos indique la desviacion de la gaussianidad. Por
medio del esquema de Crank-Nicolson se obtuvo las soluciones para los modelos
estudiados.

Por medio de un andlisis comparativo se muestran diferencias entre el modelo
de Black-Scholes y el propuesto observando un menor crecimiento en la zona en

donde las opciones son cercanas a cero y un incremento mayor que el modelo lineal
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para valores superiores a los indicados anteriormente.

El que las distribuciéon no sean gaussianas significa que el proceso difusivo al
que se ven sometidos los retornos son del tipo anémalo. Esto se traduce en que
los mercados no son eficientes, es decir, los agentes financieros no utilizan la mis-
ma informacién. Los propios agentes introducen informacién al mercado bursatil
y esta nueva informacion es utilizada por otros agentes produciendo una dinamica

constante de este tipo.

Como el modelo propuesto contempla datos empiricos, y estos se van modi-
ficando, podemos concluir que las soluciones del modelo propuesto son del tipo
transiente, es decir, la respuesta a nuestro modelo se extingue con el tiempo. Lo
cual da a entender que el modelo propuesto debe ser constantemente actualizado

con valores de retornos recientes, para asi obtener resultados confiables.

Ademas, se ha propuesto un curso de tépicos de la econofisica en donde se
introducen conceptos asociados a procesos difusivos y a mecanica estadistica, que

permite a un licenciado en fisica UCN introducirse en esta disciplina.

Como investigacién futura, se propone utilizar el modelo presentado en esta
tesis en el trabajo de Zurita [26], donde, por medio del modelo de Black-Scholes
propone realizar un estudio de cémo determinar el aporte estatal a valor presente
para un fondo de pensién en caso que este fondo no tenga el minimo necesario
para dar una pension minima. Otra linea futura es poder asociar a una determi-
nada distribucién de retornos de indices bursatiles una determinada ecuaciéon de
difusién con la cual podamos explicar el tipo de proceso difusivo anémalo que esté

ocurriendo en el indice bursatil estudiado.

44



Glosario

Se introducen aqui algunas definiciones basicas sobre la terminologia usada en

finanzas cuantitativas.

= Activo financiero: Llamaremos activo a cualquier posesién que pueda produ-

cir beneficios econdémicos.
= Activo subyacente: Activo que sirve como base para un contrato.
= Costo de transaccion: Costos para realizar operaciones financieras.

= Dividendos: Fraccién de las Utilidades de una Sociedad anénima que se re-

parte a los accionistas en relacién a los activos que cada uno posea.

s Foward: Derivado financiero, contrato a largo plazo entre dos partes para
comprar o vender un activo a precio fijado y en una fecha determinada.

Opera fuera de mercados organizados.

= Futuro: Derivado financiero, contrato a largo plazo entre dos partes para
comprar o vender un activo a precio fijado y en una fecha determinada.

Opera en mercados organizados.

= Hedging financiero: En espanol cobertura, es la realizacion de una actividad
financiera para reducir o eliminar las posibles pérdidas que pueden causar

las inversiones financieras.
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Interés compuesto: Acumulacién de intereses que se han generado en un
periodo determinado por un capital inicial (CI) o principal a una tasa de

interés (r) durante (n) periodos de imposicién.

Opcién americana: Pueden ser ejercidas a lo largo de su vida hasta la fecha

de ejercicio.

Opcién europea: Opciones en que sélo se pueden ser ejercidas en una fecha

determinada (fecha de ejercicio).
Payoff: Resultado final de la inversién.

Portafolio: Es un conjunto de activos, que pueden ser acciones, derivados,

bonos, etc.

Posiciéon “dentro del dinero”: Cuando na opcién de compra el precio del

activo subyacente es mayor que el precio de ejercicio de la opcién.

Posicién “en el dinero”: si su precio de ejercicio es el mismo que el precio del

activo subyacente sobre el que la opcién esta basada.

Posiciéon “fuera del dinero”: Si no tiene valor intrinseco; para una opcién de
compra (call) en que el activo subyacente es menor que el precio de ejercicio

de la opcién.
Precio de ejercicio: Precio en el que se ejercera la compra o venta de la opcién.

Posiciéon long: Cuando se tiene una postura en que se “compra”; en una

inversion.
Posicién short: Cuando tiene una postura en que se “vende”, en una inversion.

Ratio: Razén en espafiol, indicador que nos permite hacer comparaciones por

medio de la divisién de dos datos financieros.
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Retorno: Ganancia relativa de una inversion.

Tiempo de expiracién (en opciones): Tiempo en el cual la opcién puede ser

ejercida.

Tasa de Interés: es el precio del dinero o pago estipulado, por encima del
valor depositado, que un inversionista debe recibir, por unidad de tiempo

determinando, del deudor, a raiz de haber usado su dinero durante ese tiem-

po.
Tasa libre de riesgo: Tasa de una inversion sin riesgo para el inversionista.

Volatilidad: Medida de la frecuencia e intensidad de los cambios del precio de
un activo o de un tipo definido como la desviacién estandar de dicho cambio

en un horizonte temporal especifico.
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Apéndice A: Solucién de la

ecuacion de Black-Scholes

Considere

S o (T —t)
Con lo cual las derivadas parciales quedan dadas por
2 E E
Cy = —EUT%, Cg = gvx, Css = ﬁ(_uf + Uzm). (32)
Como 7(T) = 0, también se tiene una condicién inicial para v a partir de la
condicion final de C":
C(S,T) = Ev(z,0) = max {Ee® — E,0} = v(x,0) = mazx {* — 1,0}, (3.3)
que es nuestra condicién inicial. La ecuaciéon queda
2 2 2 2
fut% = —%Ux—i—%ﬂm—i—rvm—rv reR,Te (O,TUQ} (3.4)
v(x,0) = maz {e* — 1,0} reR (3.5)
si hacemos 0 = %, entonces, tenemos:
o2
U = Upy + (0 — v, — 10 reR Te (O,TQ} (3.6)
v(x,0) = maz {e* — 1,0} reR (3.7)
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Haciendo un tltimo cambio de variable del tipo
v(w, ) = Tz, ) (3.8)

donde a y 3 son parametros a determinar. Las derivadas de v resultan

vy = aeaer,B’ru_'_ eo‘”ﬁTux, v, = eaz+,67'u+ eaz+,BTuT (39)
Ve = 02€TBT 4 + 20 BTy, + P, (3.10)

Reemplazando en la ecuacién (3.8) y simplificando por e®**#7 obtenemos:
Bu+ u, = oPu+ 20ty + Upe + (0 — 1) (au + up) + Ou (3.11)

luego se eligen los v y 8 para que se anulen los coeficientes que multiplican a u y
a uy, es decir

B=a’+O—-1a—-0y0=2a+(0—1) (3.12)

De la segunda ecuacion anterior resulta que o = —1(# — 1). Usando ese « en la
primera, resulta 8 = i(@ + 1)%. Con esta eleccién de los pardmetros la ecuacién
(3.8))queda:

Ur = Ugy. (3.13)

Donde la condicién inicial ademés es:

(0-1)x [CE29E]

u(z,0) = v(z,0)e 2

(6+1)z (6—1)z

=mazx {e* —1,0}e 2 :ma:r{e 2 —e 2 7O}(S.M)

con lo cual se tiene la ecuacién de calor con condiciénes iniciales especiales. La

solucién a la ecuacién general es ampliamente conocida es posible expresarla como

u(z, ) = 2\/17? /70:0 up(s)e” = (3.15)

que es la convolucién entre la condicion inicial y la solucion fundamental de la

S—T

Var’

ecuacién del calor (Nicleo de Poisson). Al evaluar la integral haciendo 2’ =
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(s = 2'/27 + 1) queda entonces:

!

(2’21 + x)e” T dx (3.16)

1 (o)
wen) = 5=/
u(a:,T) _ QF/ ma {6(0+1)(1 RN 6(0—1)(102\/?-%4)70} =% di (3.17)
T

Para eliminar el maximo:

(0+1)s (0—1)s (0+1)s -1 o ((9 + 1)3 S (9 — 1)8

e 2 —e 2 >0&e 2z >e¢ 5 > 5 & s> —s, (3.18)

es decir, en nuestro caso, si y solo si s > 0. Por lo cual el integrando no es nulo

cuando z'v/27 +x > 0, esto es, si ' > \/2— Entonces la soluciéon queda:

1 oo (9+1)(z’\/§+x) B (9 1)(z VEIT4r) o
wr,7) = — e 2 2dx—— e zdr,
(3.19)

con lo cual se obtiene una resta de 2 integrales u(z,7) = I; — I, para resolver

I, se usa el paso andlogo para I, se debe sacar del integrando el término que no

depende de x/ y juntamos las dos exponenciales:

(6+1)(ac o) Ji’ , 1 @tne [ (@4)E VET+n) L
I = 2dr = e 2 e 2 2dx .
€T
V2r V2 - =
(3.20)
Completando el cuadrado en el exponente tenemos:
’
1 (0+1)z [0 (0+1)27-1 (@ —-L+1)van?

e 2 dx | (3.21)

e 2
V2m -
con lo cual al sacar el término independiente de z’, hacemos p = &' — %(9 +1)v2r1,

la integral queda

(0+D)z | (0+1)27r [0 02
_ e BT -2
I =e 2 z /i winvz € 2 dp, (3.22)
“Var 2
. oz (0+1)Vv21
donde si se hace d; = St resulta
(0+1D)z | (041)%3r [0 (04+1)z (9+1)
I = S / Sdp = "I NG, (3.23)
d1
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La funcién N(.) es la distribucién Normal:

1 d 52 1 [e's) $2
N(dy) = ?/_; e zds = \/ﬂ/—d e 7 ds. (3.24)

El célculo de I, es idéntico al de de I7, s6lo se debe reemplazar (k+ 1) por (k—1)

en el analisis. Es decir, resulta:

1)z —1)2r
L =TT N(dy) (3.25)
0—1)v2
gy — % B Lver (3.26)

V2T 2
con lo cual se tiene una forma explicita para u(zx, 7):

(0+1)z+(0+1)2‘r (0-Dz , (0—-1)27
2 4

u(z,T) =€ N(dy)—e 2z T 1 N(do). (3.27)

Ahora se debe de realizar los cambios de variables visto en (3.1) para obtener la

expresion para C'(S,t). En primer lugar se tiene que

(971)z+(971)27

vz, ) =€ 2 T u(x,T), (3.28)

con lo cual nos queda

Wz, 7) =€e"N(dy) — e "N(dy), (3.29)
ahora usando
o(T —1) C(S,t) 2r
.I'—lOg(E), T = f? U(l’,T) - £ 0= ;7 (3 30)

v haciendo los ajustes pertinentes se obtiene
C(S,t) = SN(dy) — Ee"" TN (d,), (3.31)

que es la solucién de Black-Scholes.
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Apendice B: Soluciéon alternativa

de la ecuacion lineal de

Black-Scholes

Consideramos el caso lineal de Black Scholes:
o2
Vi + 55%/55 +7SVs =1V =0 (3.32)

Ahora proponemos una solucion alternativa de la ecuacién de Black-Scholes, ex-

presado en un Ansatz, dado por:
A(S,t) = exp[Ao(t) — M\ (t)log S — Ay(t) log® S] (3.33)

Donde A\o(t), A1(t) y A2(t) son funciones a determinar. Asociando términos se puede

obtener un set de ecuaciones acopladas de primer orden.

d)\ 2 )\2 2

S (r - C;) + 120 Y (3.34)
dX 1

L —2x0" ()\1 +5+ %) (3.35)
d\

dTQ = 2)202, (3.36)
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obteniendo los siguientes resultados

B 1 t(27" -+ 0'2)2 (—27”01 + 0'2(01 + 202)2)2 2
Molt) = Cs + 3 (_ 102 804(2to? + C1) + log(2t0” + C1)
(3.37)
. t(2’l" — 0'2) + 02
Ai(t) = 2?1 C. (3.38)
1
Ao(t) = T2 4 Oy (3.39)

donde €y = 02,Cy = 0y C3 = 0. Si bien hemos construido una solucién para la
ecuacién de Black-Scholes lineal, no se ha interpretado el significado de los términos

del Ansatz, lo cual queda cémo trabajo futuro.
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