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1. Introduccion

Uno de los problemas centrales en los sistemas dindmicos es la descripcion de la
estructura de drbitas entorno a una singularidad para un campo de vectores o, en el
caso de difeomorfismos, un punto periddico. Esta estructura es simple y completamente
describible, cuando nos enfrentamos a ecuaciones diferenciales lineales auténomas o
transformaciones lineales. Una pregunta natural a responder, es cuanto de esta estructura
permanece bajo pequenas perturbaciones del sistema en una vecindad de la singularidad
o del punto periédico en cuestién. Una herramienta fundamental para tal descripcién es la
linealizacion. En esta tesis nos enfocamos en linealizacion de singularidades para campos
de vectores.

Considere la ecuacién diferencial no lineal en R™,
&= Az + f(z),

donde la matriz A tiene autovalores con parte real no nulay f: R"™ — R" es una funcién
C", tal que f(0) =0, Df) = 0.

Estamos interesados en saber si existe un cambio de variables y = h(z) de clase C*, k > 1,
con jacobiano no nulo en z = 0, que conjugue en una vecindad de y = 0 el sistema dado

anteriormente con el sistema lineal:
y = Ay,
es decir
hay = eh,

donde z; es el flujo asociado al campo Ax + f(z).

Para el caso de ecuaciones diferenciales de variable real unidimensional, esto es, campos
de vectores en R, veremos que todo campo C* es CF llinealizable. En esta tesis
presentaremos una serie de resultados que establecen condiciones para la existencia
de linealizaciones diferenciables y daremos ejemplos que mostraran que la situacién en

dimensiones mayores es diferente al caso unidimensional.

Este trabajo se divide en tres capitulos, en el primero definimos el concepto de linealizacién
y presentamos el teorema de Hartman-Grobman, el cual establece condiciones para la

existencia de linealizaciones topoldgicas. En el segundo capitulo presentaremos teoremas
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clasicos que garantizan linealizacion diferenciable, entre ellos el teorema de linealizacion

de Poincaré.

Henri Poincaré en su tesis titulada ”Sur les propriétés des fonctions définies par les
équations aux différences partielles” [9] , publicada en 1879, estudié la linealizacién
de un campo vectorial alrededor de un punto de equilibrio, a través de la existencia
de soluciones analiticas de ecuaciones en derivadas parciales casi lineales de primer
orden. En particular, mostré que cuando los exponentes caracteristicos del punto de
equilibrio de un campo vectorial analitico cumplian una condicién de no resonancia y
adicionalmente una condiciéon geométrica sobre los mismos, entonces existen coordenadas
linealizables alrededor del punto de equilibrio. Este resultado es conocido como el Teorema

de Linealizacion analitica de Poincaré.

En el ultimo capitulo presentaremos el teorema de Sternberg, que garantiza que todo
campo C* sin resonancias es (C*-linealizable en una vecindad de una singularidad
hiperbdlica. En general Sternberg mostrd, que dado un entero n > 0, existe un entero
N > 2 que depende de n tal que todo campo CV, cuya matriz de la parte lineal no tiene

resonancias es C™-linealizable en una vecindad de la singularidad hiperbdlica.



2. Linealizacion topoldégica

Este capitulo se divide en dos secciones, en la primera introduciremos el concepto de
linealizacion topolégica para campos de vectores. En la segunda seccién enunciaremos y
presentaremos una demostracion del teorema de Hartman-Grobman, el cual garantiza que

toda singularidad hiperbélica de un campo C! admite una linealizacién topoldgica.

2.1. Concepto de linealizacion
2.1.1. Parte lineal de un campo de vectores
Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales
& =X(x) (2.1)
donde z € R" y X € X"(R"), el espacio de campos en R" de clase C".

Definicién 2.1. Un punto & € R", es llamado singularidad del campo X si X(§) = 0.

Observemos que si la matriz jacobiana DX() es no singular, entonces, por virtud del
teorema de la funcién implicita, todo campo cercano a X tiene una unica singularidad
en un entorno de £. Esto significa que las singularidades son aisladas. Asi, en general el
campo X tiene un nimero finito de singularidades en cualquier regién compacta contenida
en el dominio. El estudio del sistema (2.1) entorno a una singularidad puede ser estudiado
a través de la linealizacion.

Sea £ una singularidad del campo X. El cambio de variables
r=&§+y (2.2)

traslada la singularidad hacia el origen en el nuevo campo. Con este cambio de variable

el sistema (2.1) esta dado por

y=X(E+y), (2.3)

y por expansion de Taylor alrededor de &, como

y=X(§) + DXy + O(y). (2.4)



Como X(&) = 0, el sistema (2.4) se transforma en

y=Ay+g(y), (2.5)

donde A = DX(¢) € Myxpn y 9(y) es una funcion C” que satisface la condicién

g(O) = Dg(o) =0 (2.6)

En general, el iltimo término en (2.5) es de un orden mayor igual que 2. Es por ello, que
aparentemente el comportamiento de las trayectorias del sistema (2.1) en una pequena
vecindad del origen se rige principalmente por el sistema linealizado:

= Ay. (2.7)
Al sistema (2.7) le diremos parte lineal del sistema (2.1).
Ejemplo 2.2. Consideremos en R? el sistema

L = plziter)

T = e Za,

g : 2.8)
Ty = —X1+ T1T2

Probaremos que el sistema (2.8) tiene una unica singularidad y encontraremos su parte

lineal en dicho punto. En efecto las singularidades del sistema anterior satisfacen

el@te2) _ g0 =0 (2.9)

La ecuacion (2.10) se satisface sélo para v1 = 0 6 xo = 1. Si 1 = 0, tenemos en la
ecuacion (2.9) e** = x5 la cual no tiene solucion real (pues €™ > x4, para todo x2 € R)
y esto significa que no hay singularidades para r1 = 0. Si x9 = 1, tenemos en la ecuacion
(2.9) que e+ =1 la cual tiene como tinica solucion real x; = —1. Asi (z1,2) = (—1,1)
es la unica singularidad de (2.8).

Para encontrar el sistema linealizado en (—1,1) wutilizamos la observacion anterior, en
efecto, sean

Xy (21, m9) = ™72 — 2y Xo(21,29) = —21 + 2172



La matriz A = DX(gy en (2.5) esta dada por

1 elzites)  olzite) _ q 1 0
-1 + x5 T o -1
(z1,22)

:(_lal)
Por lo tanto su parte lineal en (—1,1) es
ho=
Yo = —Yo.
Las trayectorias de los sistemas lineales en una vecindad de una singularidad son

totalmente conocidos, por lo que el interés de estudiar la correspondencia entre un sistema
no lineal y su parte lineal es evidente.

2.1.2. Linealizacién de singularidades de campos de vectores.

Introduciremos el concepto de equivalencia topolégica el cual nos servird para definir la

linealizacion de campos de vectores.

Definicién 2.3. Sean XY € X"(R™) y p,q € R™. Diremos que X e Y son
topoldgicamente equivalentes en p y q respectivamente, si existen vecindades V (p) y W(q)
y un homeomorfismo h : V(p) — W(q) con h(p) = q tal que, si X; e Y; son los flujos de
X e Y respectivamente, entonces para todo xog € V(p) — {p} y todo 6 > 0, existe ¢ > 0 tal
que, para cada t € (0,9)

M Xi(x0)) = Yo (h(z0)),
para algin t' € (0,¢).

Observacién 2.4. De la definicion anterior observemos que el homeomorfismo h lleva

orbitas de X en orbitas de Y, preservando su orientacion.

Ejemplo 2.5. Considere los campos de vectores X e Y dados en la Figura 1. X ¢ Y no
son topologicamente equivalentes en Py y P/, pues cada vecindad de Py no contiene
orbitas cerradas mientras que el campo Y presenta orbitas cerradas.

Definicién 2.6. Dos campos de vectores X, Y € X"(R™), son conjugados si existe una

equivalencia topologica h que preserva el pardmetro t. Esto es
h(Xi(z)) = Yi(h(z)),

para todo x € R™ yt € R.



=

N——

Figura 1: Campos en S2.

Ejemplo 2.7. Considere los campos X e Y en R? definidos por X(z,y) = (z,y) e
Y(z,y) = (x +y, —x +y). Afirmamos que los campos X e Y son conjugados.

En efecto, los flujos correspondientes a estos campos son X(x,y) = e'(x,y) e Yi(z,y) =
el(zcost +ysent, —rsent + ycost). Vamos a construir un homeomorfismo h de R? que
conjugue X; con Yy, Como 0 es la inica singularidad de X e Y hacemos h(0) = 0. Es facil
ver que el circulo unitario S es transversal a X e Y. Por otra parte, todas las trayectorias
de X e Y excepto 0 intersectan a S'. Definamos h(p) = p, si p € S'. Si ¢ € R?* — {0}
existe un unico t € R tal que X;(q) = p € S*. Asi ponemos h(q) = Y_4(p) = Y_1X;(q). Es
fdcil ver que h es continua con inversa continua en R?* — {0}. La continuidad de h y su

inversa en 0 se prueba utilizando los flujos de X e Y.

X Y

Figura 2: Conjugacién entre los campos X e Y.

Definicién 2.8. Sea & una singularidad del campo X. Diremos que & es hiperbdlica si
A = DX(g) es una matriz cuyo espectro no intersecta al eje imaginario. El nimero de

autovalores con parte real negativa es denominado el indice de A.

Las siguientes observaciones son resultados cuyas demostraciones pueden ser revisadas en

9



[6].[7].
Observacién 2.9. Sean I y T campos lineales hiperbolicos. Entonces I y T son

conjugados, si y solamente si, tienen el mismo indice.

Observacién 2.10. Sean X, Y € X"(R™) y p,q € R™ puntos requlares de X e Y

respectivamente, entonces X es conjugado a Y en p y q.

Definicién 2.11. Sea X un campo de wvectores y L su parte lineal. Si X es
conjugado a L entonces diremos que es C°-linealizable. A tal homeomorfismo se le
denominard linealizacion del campo X

2.2. Teorema de Hartman-Grobman

En esta seccién presentaremos el teorema de Hartman y Grobman. Comenzaremos
enunciando y demostrando tal resultado para difeomorfismos para luego extender el
resultado para campos.

En primer lugar, recordaremos la definiciéon de punto fijo hiperbdlico, para difeomorfismo.

Definicién 2.12. Sean M una variedad y p € M un punto fijo de f € Dif"(M) el espacio
de difeomorfismos de clase C™ sobre M. Diremos que p es un punto fijo hiperbdlico si
Dfyy : TyM :— T,M es un isomorfismo hiperbdlico, esto es, si D f(,) no tiene autovalor

de norma 1.

Teorema 2.13. (Hartman-Grobman para difeomorfismo) Sean f € Dif" (M), p € M
un punto fijo hiperbélico de f y A= D fyy : T,M :— T,M. Entonces existen vecindades
V(p) Cc M yU(0) C T,M y un homeomorfismo h : V(p) — U(0) tal que

hf = Ah
Observacién 2.14. Como se trata de un problema local, utilizando una carta , podemos
suponer que f : R™ — R™ es un difeomorfismo teniendo a O como punto fijo hiperbélico.
Antes de demostrar el teorema 2.13, necesitamos algunos lemas:

Lema 2.15. Sea E un espacio de Banach y L (E,E), el espacio de operadores lineales
continuos de E. Sean L € Z(E,E) satisfaciendo ||L|| < a < 1, y G € Z(E,E) un

isomorfismo con |G| < a < 1. Entonces
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1
1. (I + L) es un isomorfismo y su inversa satisface ||(I + L)™' < T
—a

2. (I +G) es un isomorfismo y su inversa satisface ||(I +G)™!| < ] a4

Demostracion

1. Paray € E, fijo, definamos la aplicacién v : E — FE por u(z) = y— L(z). Tenemos

que u(xy) — u(wg) = L(xg — x1). Asi
[uz1) = u(z2)l] < allzy — a2l

y por tanto u es una contraccién, en consecuencia u tiene un tunico punto fijo
x € E, esto es, v = u(x) = y — L(x). Por lo tanto existe un unico x € F tal
que (I 4+ L)(x) =y, luego podemos concluir que I + L es una aplicacién biyectiva.
Tomemos ahora un y € E con ||y|| = 1y z € E tal que (I + L) *(y) = 2. Como
z+ L(z) =y, tenemos que ||z| —al|z|| < 1,y por tanto, [lz|| < . Luego tenemos
que

1
I+0)7Y < .
I +0)7 < 7—

2. Dado que I +G = G(I + G™'), como |G| < a < 1, tenemos por la primera parte
del lema, que I + G~! es invertible. Luego (I + G)™' = (I + G™1)7!G™!, asi

a
1—

I+ <1 +G DG <

Lo que demuestra el lema. |

Para todo isomorfismo hiperbdlico A, existe una descomposicién invariante R™ = E*@ E*
ps  E° — E°,

y una norma || - || en R™, tal que para las restricciones A; = A
Ay = A|pu : E* — E" satisfacen

|A1]| <a<1
l(42) I <a<L.

Sea CP(R™) el espacio de Banach de las funciones continuas y acotadas de R™ en R™ con
la norma uniforme
Jull = sup{ Ju(z)]; = € R™}.
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Como R™ = E* & E*, tenemos una descomposicién natural para Cp(R™) dada por
Cy(R™) = Gy (R™, E*) © Cy (R™, E"),

Asf cada funcién u € CP(R™) puede ser escrita como v = u_ +uy, donde u_ =7_owuy

uy =myou (n_: EFGEY — E*ym, : E*® E* — E" son las proyecciones naturales).

Lema 2.16. Eziste ¢ > 0 tal que, si ¢1, ¢ € CP(R™) tienen constante de Lipschitz menor
que €, entonces (A + ¢1) y (A+ ¢2) son conjugados.

Demostracion Debemos buscar un homeomorfismo h : R™ — R™ que satisfaga la

ecuacién

h(A+ ¢1) = (A + ¢2)h.

Buscaremos una solucién h de la forma h = I +u con u € C)(R™). Asi nuestra nueva

ecuacién es
(I +u)(A+¢1) = (A+ do)(I +u)

o equivalentemente
Au = u(A+ ¢1) = 1 — do(I + ) (2.11)

Vamos a mostrar que existe un tnico u € CP(R™) que satisface la ecuacién (2.11). Para
esto consideremos el operador lineal

L:CYR™) — CHR™)

L(u) =Au—u(A+ ¢1).

Afirmamos que £ es invertible y |[£7!| < [|[A7Y|/(1 — a). De hecho, £ = AL* donde
LA CYR™) — CY(R™) estan dada por L£*(u) = u — A7 \u(A + ¢1) vy A(u) = Au.
Por lo tanto, como A es invertible, basta mostrar que £* es invertible y tendremos
L7 = (£*)71(A)~L. Observemos que CP(R™, E¥) y C)(R™, E*) son invariantes por £*,
pues E° y E* son invariantes por A~'. Podemos entonces escribir £* = £** & L** donde

L LY CYR™, E®) — CP(R™, E¥)

L LY|CYR™ EY) — CH(R™, EY).
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Es facil ver que si € es suficientemente pequeno entonces A + ¢; es un homeomorfismo,
y por lo tanto, el operador u_ — A7'u_(A + ¢1) es invertible y su inversa u_ —
Aju_(A+ ¢1)~! es una contraccién con norma acotada por a < 1. Por la parte 2 del
Lema 2.15 tenemos que el operados £** es invertible y |[(£**)7!|| < a/(1 — a). Aplicando
la parte 1 del Lema 2.15 concluimos también que £** es invertible y [|[£*] < 1/(1 —a) =
max{1/(1 —a),a/(1 —a)}. Por lo tanto L es invertible y

A0

1—a’

L7 =1L A <

lo que demuestra la afirmacién.

Consideremos ahora la aplicacién
L:CYR™) — CYR™); T(u) = L7 [d1 — do(I +u)].

Tenemos que

A~

T (un) = T(ua) | = 1£7 621 +u2) = oI + i)l < T—

€|lur — ua||.

Tomando € suficientemente pequeno de manera que €||A71||/(1 — a) < 1, podemos decir
que la aplicacién I' es una contraccion, y por tanto, tiene un tnico punto fijo u € CP(R™).
Por otra parte como u € CP(R™) es solucién de (2.11), si y solamente si, u es punto fijo
de T', podemos concluir que (2.11) tiene una tnica solucién en CP(R™). Sélo nos resta
mostrar que h = I +u es un homeomorfismo. Para esto observemos que el mismo método

utilizado anteriormente permite concluir que la ecuacion
(A+ o) +v) =T +v)(A+ d)
también tienen una tnica solucién v € CP(R™). Afirmamos que
(I+uw)(I+v)={I+v){ +u)=1.
En efecto,
I +u)I+v)(A+ o) =T +u)(A+ 1) +v) = (A+ o) +u)(I +v).

Por otro lado, como (I +u)(I +v) = I + v +u(l +v), donde v + u(I +v) € CP(R™)
vy I(A+ ¢2) = (A + ¢2)I, tenemos, por la unicidad de la solucién de la ecuacién
(I + w)(A+ d2) = (A+ d2)(I +w), que

(I +u)(I+v)=1
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Andlogamente, tenemos que (I + v)(I + u) = I. Esto muestra que h = (I + u) es un
homeomorfismo que conjuga a A+ ¢ v A + ¢o. |

Lema 2.17. Dado € > 0, existe una vecindad U(0) y existe una extension de fly de la

forma A+ ¢, donde ¢ € CP(R™) tiene constante de Lipschitz menor que €.

Demostracién Sea o : R — R una funcién C'*° con las siguientes propiedades:

L oat)=0,sit>1
2. at)=1,s1t<1/2

3. |a(t)| < K, para todo t e R,y K > 2.

Sean f = A+ ¢ con ¢(0) =0y Dy =0, B, una bola de centro en el origen y radio r
tal que ||[Dyl|p, < €¢/2K. Tomemos ¢ : R™ — R™ ¢(z) = af||z||/r)¢(x). Es claro que
o(z) = 0 si ||z|| > r. Mostraremos ahora que ¢ satisface las condiciones del Lema. De
hecho, como ¢(z) = p(x), si ||z < r/2, tenemos que A + ¢ es una extensién de f[p,_,.
Por otro lado, si z1, 29 € B,, tenemos

[o(z1) = o)l = llallzll/r)e(z:) = alllz:||/r)e(s)]]
= ladlizll/r) = alllzzll/r)le(z1) + alllz2ll/r)p(e1) — e (z)]]
(Kllwy = ol /r)(r/2K) |21 ]| + (e/2K) |21 — ]

<
< el — o

Sizy € B,y o ¢ By, tenemos ||¢(z1) —(x2)|| < €/2]|x1—x2| < €|z —a2|| vy sizy, o ¢ B,
tenemos ||p(z1) — ¢(x2)|| = 0 < €||xy — x2||. Luego, ¢ tiene constante de Lipschitz menor

que €, lo que demuestra el Lema. |
Ahora procederemos a probar el teorema 2.13.

Demostracion Sea € > 0 como en el lema (2.16). Sea A+ ¢ una extensién de f|y donde
U es una vecindad de 0 y ¢ € C(R™) con constante de Lipschitz menor o igual que e.

Por el lema (2.16) tenemos que existe un homeomorfismo h : R™ — R™ tal que
hA = (A+ ¢)h.

Luego tenemos que;

hA = fh

en una vecindad de 0. |
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Observacién 2.18. 1. La conjugacion entre A 4+ ¢1 y A + ¢o en el Lema 2.16 es
unica a distancia finita con la identidad. St no exigiéramos esta ultima condicion
podriamos encontrar una infinidades de conjugaciones. Por ejemplo, considere una
contraccion ¢ : R — R, ¢(0) = 0. Supongamos que (1) =a >0y p(—1) =b < 0.
Consideremos un homeomorfismo cualquiera h : [—1,b] U [a,1] — [—1,b] U [a, 1]
con h(—1) = —=1,h(b) = b,h(a) = a,h(1l) = 1. Extendemos h a todo R, haciendo
h(0) =0 y h(z) = " oh oy ™(z) donde n € Z es tal que ¢ "(x) € [—1,b] U [a, 1].
Tenemos ast, tantas soluciones de la ecuacion hp = @h como homeomorfismos

existen de [—1,b] U [a, 1] en si mismo.

2. Incluso, exigiendo la proximidad a la identidad para la conjugacion entre A y f, ella

no es unica pues depende de la extension A+ ¢ de f a todo el espacio R™.

A continuacién extenderemos los resultados obtenidos anteriormente para campos de

vectores. Para esto necesitamos probar algunos lemas.

Lema 2.19. (Desigualdad de Gronwall) Sean u,v : [a,b] — R funciones continuas

no negativas tal que, para algin o > 0, se satisface que
t
u(t) < « +/ u(s)v(s)ds, para todot € [a,b].

Entonces,

ult) < aexp Ut v(s)ds] .

Demostracién Sea w : [a,b] — R la aplicacién dada por w(t) = a + fat u(s)v(s).
Supongamos primero que « > 0, tenemos entonces que w(a) = oy w(t) > « > 0 para
todo t € [a,b]. Como w'(t) = u(t)v(t) < v(t)w(t), tenemos w'(t)/w(t) < v(t). Integrando
de a a t obtenemos

Entonces

Si a = 0 el caso anterior implica que, para todo oy > 0, u(t) < oy exp [fatv(s)ds]. Asi,
u(t) = 0 y la desigualdad queda demostrada. [ |

15



Lema 2.20. Sea Y : R — R™ un campo de vectores C" con Y(0) = 0 que satisface la
condicion de Lipschitz con constante K. Entonces el flujo de Y esta definido en R x R™

y ademds cumple que para todo x,y € R™

1Ye(z) = Vi)l < "Mz —y].

Demostracion Sea x € R™. Supongamos que el intervalo maximal de la curva integral
de Y que pasa por el punto x es (a,b) con b < co. Sea ¢ : (a,b) — R™ la curva integral
que pasa por el punto z. Tenemos entonces

olt) = + / Y((s))ds.

Por lo tanto, si ¢t > 0,

t t
IOl < lloll+ | 1o lds < ol + K [ lio(s) s
De la desigualdad de Gronwall (lema 2.19) obtenemos
le(®)ll < e<Mlia < e?lal] si > o0.

Sea t, — by considere la sucesiéon {p(t,)} cuyos términos pertenecen a la bola cerrada
con centro en 0 y radio M = eX?||z||. Como

entonces tenemos que

Asi, p(t,) es una sucesion de Cauchy en R™, por lo tanto, converge a un punto y € R™.
Asf el flujo local de Y alrededor de y nos permite extender la curva integral ¢ a la derecha
de blo que contradice la hip6tesis de maximalidad del intervalo (a, b). Por lo tanto podemos

concluir que el flujo del campo Y esta definido sobre R x R™. Por otra parte como

Yi(e) — Vily) =2 —y + / Y(Ya(z)) — Y(Ya(y))]ds,

luego, para t > 0 tenemos;

IYi(@) - V@)l < 1z —y]| + K / 1Ya(e) — Yalw)llds.
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Nuevamente de la desigualdad de Gronwall (Lema 2.19) obtenemos
IYe(2) = Vel < "Mz —yll, sit=>0.

Para t < 0 obtenemos la misma expresion solo que aplicando el argumento al campo
=Y. |

Lema 2.21. Sea X: V — R™ un campo C" con X(0) = 0. Sea L. = DX(p). Dado € > 0

existe un campo C", Y : R™ — R™ con las siguientes propiedades:

1. El campo Y tiene constante de Lipschitz limitada por K, y por tanto, el flujo inducido
por Y esta definido en R x R™;

2. Y =L fuera de la bola B;(0) con centro en 0 y radio l;
8. Existe un abierto de 0, U C V, tal que Y =X en U;

4. 81 Yy = Ly + ¢, existe M > 0 tal que ||¢¢|| < M para todo t € [-2,2] y
¢1 tiene constante de Lipschitz menor o igual que €. Ademds, (Dé1)oy = 0 ,0

equivalentemente, (DY;)() = e* = L.

Demostraciéon Como L = DX tenemos X = LL + 1, donde 9 : V — R™ es una
funcién C™ que satisface 1(0) = 0y D) = 0. Sea a : R — R una funciéon C* tal que
a(R) C[0,1], at) =1si|t] <1/2y a(t)=0sit>1.

Sea ¢ : R™ — R™ definida por ¢(z) = a(||z])¢(z) siz € V y ¢(z) = 0siz € R™ — V.
Dado § > 0, podemos escoger [ > 0 de tal forma que la funciéon gZ) sea C" y tenga constante
de Lipschitz acotada por 4. Es claro que ¢ = 1 en By 2(0) y QAS(:B) = 0 fuera de la bola
Bi(0). Sea Y : R™ — R™ el campo de vectores definido por Y = L + qg Es facil verificar
que Y = X en Bj5(0), Y = L fuera de la bola B;(0) e Y satisface (1). Solo nos resta

mostrar la tltima condicién. En efecto; por el Lema 2.20 tenemos que
IYi(z) = Yi(y)|| < **lx —yll, parate[-2,2].

Sea ¢; = Y; — L;, tenemos entonces

61(2) — duly) = / B(Ya(2)) — BYa(y)))ds + / L(6s(x) — duly))ds.
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Usando la desigualdad de Gronwall (lema 2.19) concluimos que
16e(2) = ¢e(y)l| < €2X6e?H ||z —y]|, para todo t € [~2,2].

Tomando ¢ suficientemente pequeno probamos la primera parte de la condicién (4).

Finalmente, mostraremos que (D¢;)) = 0. Queremos mostrar que dado p > 0 existe
r > 0 tal que [|¢1(x)] < p||lz| para ||z]|| < r. Como (Dqgl)(o) = 0, podemos escoger r de

manera que ||¢(z)|| < nllz|| para ||z|| < r con n < pe=EHILD Como

61(z) = /0 b1 (Vs(a))ds + /O L(6u(x))ds.

Usando el hecho de que ||Y,(z)|| < e¥|jz|| para 0 < s < 1, de la desigualdad de Gronwall
(Lema 2.19) obtenemos
l¢1(2)]| < ne"HH ]| < pll].

Por lo tanto; hemos probado de forma completa el lema 2.21. |
El siguiente lema nos permitird extender el resultado del teorema 2.13 para campos.

Lema 2.22. Sean x; = ¢(t,x) solucion del sistema & = X(x) y uy = £(t,u) solucion del
sistema U = L(u), donde L es la parte lineal del campo X. Consideremos el conjunto de
transformaciones Ty = xy = ¢(t,x) y Ly : uy = L(t,u). Si existe un homeomorfismo h tal

que
th - Llh

Entonces existe un cambio de variables H de una vecindad de x = 0 a una vecindad de
u = 0 tal que para todo t:
HT,H ' =1,

1
Demostraciéon Definamos H(x) = / L_shTy(x)ds, vamos a probar que HT, = L,H,
0

para todo t. En efecto

1
L HT,(x) = L, </ L_shTsds) Ti(z)
0
1
= / L_t15hT{t1s)(w)ds
0

Haciendo el cambio de variables u =t + s — 1 obtenemos:
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t
= / L_(u+1)hT(u+1)([li)du
t—1
0 t
= / L(u+1)hT(u+1)(x)du+/ L,(u+1)hT(u+1)(x)du
t—1 0

Nuevamente haciendo el cambio de variables v = u + 1 para la primera integral y v = u
para la segunda y sabiendo que LihT; = h obtenemos:

1 ¢

= / L_thv((E)dU + / L_(U+1)hT(v+1)($)dv
by 0

= /L_thv(x)dv+/ L_,L_ 1hT\T,(z)dv
th e

= /Lthv($)dU+/ L_,hT,(z)dv
¢ 0

= /tLthv(x)dv
= H(x)

Por lo tanto L;HT;, = H para todo t. Por otro lado notemos que para t = 1 tenemos que

HT, = L H, asi podemos concluir que H = h. |

Observacién 2.23. El lema anterior nos permite concluir que si h es C* entonces H
también lo es.

Teorema 2.24. (Hartman-Grobman para campos) Sea X : R™ — R™ un campo C" y 0
una singularidad hiperbolica de X. Sea I = DX(g). Entonces X es localmente equivalente
all en 0.

Demostraciéon Sea Y : R™ — R™ un campo C" como en el Lema 2.21. Dado que
Y = X en U, vecindad de 0, tenemos que la aplicaciéon identidad en U lleva orbitas de X
en érbitas de Y. Por lo tanto Y es localmente equivalente a X. Solo nos restaria probar que
Y es localmente equivalente a IL. De hecho mostraremos que existe un homeomorfismo de
R™ que conjuga los flujos Y; y L. Por el Lema 2.21, Y; = L, + ¢, y como (DY7)) = L.
Luego el difeomorfismo Y; = L; + ¢ tiene al origen como punto fijo hiperbdlico y ¢
tiene constante de Lipschitz acotada por e. Por el Lema 2.16 existe un homeomorfismo
h:R™ — R™ cercano a la identidad [h = I +u, u € CP(R™)] que satisface

hY, = Lih (2.12)
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luego por el Lema 2.22 tenemos la existencia de H tal que
L:H = HY;, para todo t € R.

A continuacién daremos un ejemplo para mostrar que la condicién de hiperbdlicidad es
fundamental en el Teorema 2.24.

Ejemplo 2.25. Sea w > 0 y considere el sistema no lineal

&= —wy+aq(z,y)

_ (2.13)
y=wr+g(zy),

donde las funciones g1 y go cumplen la condicion dada en (2.6). La solucion general
asociada a la parte lineal del campo (2.13) estd dada por
x = xgcos(wt) — yosen(wt)

(2.14)
y = yocos(wt) + xgsen(wt),

como los autovalores de la matriz asociada a la parte lineal son imaginarios puros
(M2 = Liw), el retrato de fase de la parte lineal son curvas cerradas, mas explicitamente

son circunferencias concéntricas que rodean el origen como muestra la Figura 3.

Figura 3: Retrato de fase para el sistema lineal (2.13).

Sin embargo el retrato de fase del sistema no lineal es diferente cuando g1 y g2 son
funciones no nulas. En efecto, supongamos g, = —x(z*+y?) y g2 = —y(2*+y?), para este

ejemplo es sencillo calcular la solucion analitica empleando coordenadas polares dadas por

x=rcos(d) e y=rsen(d), (2.15)
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reemplazando tenemos que

7-cos(f) — rsen(0)

7 sen(d) + r cos(6)

0= —wrsen(f) — r3cos(f)
0 wr cos(f) — r3sen(h),

el sistema (2.13) se puede expresar como

r= -r

0= w,

donde r(0) = ry y 6(0) = 0y cuya solucion es

1
r(t)? = —————
Q 20(t) +ry?
e(t) = wt + 90,
Por lo tanto en el caso que g1 = —x(x* +y*) y g2 = —y(2? + y?) el retrato de fase tiene

forma de espirales a contra reloj, acercdndose al origen como muestra la siguiente Figura

/.

Figura 4: Retrato de fase para el sistema no lineal (2.14).

Evidentemente en una pequena vecindad de la singularidad no existe un homeomorfismo
que lleve trayectorias cerradas de tal sistema al sistema linealizado. Concluimos que el
sistema no es topoldgicamente equivalente a su parte lineal, pues falla la condicion de

hiperbolicidad.
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3. Linealizacion Diferenciable

En este capitulo presentaremos una serie de teoremas los cuales garantizan linealizacién
diferenciable para un campos C*, es decir, daremos condiciones suficientes para que un
campo C* sea (C"-linealizable con 0 < r < k. En la primera seccién presentaremos
el caso de campos reales y mostraremos que todo campo hiperbélico C* cuya k-ésima
derivada satisface la condicién de Holder es C*-linealizable. En la segunda seccién
exhibiremos ejemplos que muestran que el resultado anterior no ocurre para dimensiones
mayores, presentando ejemplos de campos C los cuales su linealizacién tiene poca
diferenciabilidad. Por ultimo estudiaremos el teorema de Poincaré, el cual a partir de
una condicién algebraica y una condicién geométrica de los autovalores de la matriz de
la parte lineal de un campo C'*°, nos permite garantizar la existencia de una linealizacion
.

El interés por estudiar linealizaciones continuamente diferenciables surge por la necesidad
de conocer cual es realmente la forma de las trayectorias en una vecindad de la singularidad
de un campo no lineal. Como sabemos la linealizacién C° solo nos indica cual el
comportamiento topoldgico de estas mismas a través de una equivalencia topoldgica con
la parte lineal del campo. Para asegurar que se conserva la forma de las trayectorias de
un campo lineal y su parte lineal es necesario que la aplicacién H que conjuga los flujos
no solamente sea continua si no también suave (con primera derivada continua), es decir

que H sea un difeomorfismo.

El siguiente ejemplo propuesto por O. Perron [8] muestra lo dicho anteriormente.

Ejemplo 3.1. Considere el sistema no lineal descrito por las siguientes ecuaciones

Y

/o2 .2
. +21n AR (3.1)
Y Y 21n /22 + ¢

La matriz jacobiana evaluada en el punto de equilibrio esta dada por

-1 0

El diagrama de las trayectorias de la parte lineal del campo (3.1) en el plano de fase es

T =—T—

un nodo propio (tipo estrella) estable como muestra la Figura 5.
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Figura 5: Retrato de fase para el sistema lineal asociado al sistema (3.1).

Para este ejemplo es sencillo calcular la solucion analitica. Empleando coordenadas polares

como en (2.15), el sistema (3.1) se puede expresar como
7= —r, r(0) = 7o,
0= (nr)"", 6(0) =6y,

r(t) = roe,

o(t) = 90—111(1—L>7

In To

cuya solucion es

donde la condicion inicial se elige en el intervalo 0 < p < 1 para evitar singularidades.

Una trayectoria solucion en el plano de fase se muestra en la Figura 6.

Mientras que el sistema linealizado indica un comportamiento tipo nodo propio estable
(Fig. 5), el sistema no lineal se comporta como un foco estable (Fig. 6). Esta discrepancia
se debe, en este caso, a que no existe una linealizacion continuamente diferenciable para el
sistema (3.1). Observemos que, el campo asociado a este sistema es de clase C* y ademds
es un campo hiperbolico, por lo que el teorema de Hartman-Grobman nos garantiza que
es CV-linealizable, esto es, que el campo (3.1) es topoldgicamente equivalente con su parte
lineal, como lo podemos notar en el comportamiento de las trayectorias, sin embargo,
las trayectorias son distintas. La siguiente proposicion nos indica que en un campo CT-
linealizable , con r > 0, los nodos y los focos persisten bajo pequenas perturbaciones del

campo lineal.
La siguiente proposicién generaliza lo observado anteriormente.
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S

Figura 6: Retrato de fase asociado al sistema (3.1).

Proposicién 3.2. Sean X € X" (R™) , £ una singularidad hiperbdlica del campo & = X(x).

Si X es C"-linealizable, entonces £ es

= Un nodo estable (inestable) del sistema & = X(x), si y solo si, es un nodo estable

(inestable) para el sistema lineal & = Az, donde A = DX).

» Un foco estable (inestable) del sistema & = X(x), si y solo si, es un foco estable

(inestable) para el sistema lineal & = Az, donde A = DX).

3.1. Caso unidimensional real

Al igual que en la demostracién del teorema de Hartman-Grobman, en primer lugar
estudiaremos que ocurre con difeomorfismos reales con variable real, para luego extender
el resultado para campos reales aplicando el lema 2.22. La siguiente definicién nos permite
diferenciar funciones que son continuamente diferenciable con otras que tienen un poco

mas de continuidad en su derivada.

Definicién 3.3. Sea X un espacio de Banach. Para k entero y un 0 < a < 1. Una
aplicacion diferenciable f : X — X es una C*® contraccion si existe C > 0 tal que para

todo x,y € X:

1F* @) = FF )l < Clle —yll® (3:2)
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Proposicién 3.4. Sea f : R — R un difeomorfismo C* tal que f(0) =0 y f/(0) = \.
Entonces existe un difeomorfismo C! tal que

hf = Ah. (3.3)

Demostracién Consideremos 0 < || < 1, de la ecuacién (3.3) se tiene que
(hf™)(x) = A"h(x), para todo x € R.

Asi
h(z) = lim M

n—o00 L

(3.4)

Afirmacién 3.5. Podemos suponer h tal que h'(0) = 1 y ast reescribir la ecuacion (3.4)

en

h(z) = lim f"_(:l:) (3.5)

n—oo A"

En efecto, de la ecuacién (3.4) se tiene

h(z) = lim frz) h(f"())

Jin ST (3.6)

Como h(0) =0y f"(z) — 0,Vz € R, entonces

H(0) = tim M),

woe o)

Y asi la ecuacién (3.6) queda

h(x) = B(0) lim 1o

n—oo A"

Por lo tanto definiendo h(x) = Z,((“é)) se prueba la afirmacion.

Debemos probar que el limite (3.5) existe. Observemos que h asi definida conjuga. En
efecto,

o DY) @)
N P

A
A

~ ot I®) A (z).

N 00 )\n+1
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Sea

SU @)U @) - f ) S U E) U E) S )

G, () = _
(@) A A ) A
Notemos que para F,(z) = £ T:\Ef”) tenemos que F,(0) — 0 cuando n — oo y ademds que

((F.) (2))n = (Gn(x)),. Asi para probar la convergencia uniforme de la sucesién (F,(x)),

solo nos restaria probar la convergencia uniforme de la sucesién (G, (z)),. En efecto:

o (£422 D)
1g (f’(f;( D) e (1),

Aplicando el teorema del valor medio en (3.7) tenemos que para cada i = 0,...,n — 1,
f/(f;(w)) y @ tal que

o (55) e ()l

< 2 pues & esta en una pequena vecindad de 1. Considerando lo dicho

l(Gala))] < z

n

| \

—~
w0
\]

N~—

I
ML

existe &; entre

f'(fi(x)  f£(0)
S . ‘ (3.8)

Donde ﬁ
anteriormente y ademés que la funcién f es C1® contractible se tiene de (3.7) y (3.8)

que

G < S

=0 i| )\ A
2_n 1 A
< I @) - £O) (3.9
=0
2K = i 1o
< Sl

Por otra parte:
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1@ = 1 @) =fOF = [F(f () = £0)]
= [FOUf @) = A+ olf 7 () (3.10)
= (A +e)z| < (A+e)

Por lo tanto de (3.9) y (3.10) tenemos que:

o

le (Gl < 55 o (3.11)

=0

Como la serie en (3.11) es convergente, se concluye que (Ig(G,,)), converge uniformemente
lo que implica que (G,(x)), converge uniformemente. Asi hemos probado que (F,(z))
converge a una funcién de clase C'! o equivalentemente que el limite (3.5) existe y ademéds
que h asi definida es de clase C'. En el caso de |\ > 1 la demostracién es andloga
utilizando f~". |

La condicién de C1® para f es fundamental en el teorema anterior, como veremos en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.6. Considere la funcion f: R — {1} — R dada por

F@) = Aa (1 - ln(lx)) . (3.12)

Afirmamos que f es C* pero no es CY*, por lo que no se asequra la existencia del
difeomorfismo h tal que (3.3). En efecto, Notemos que la derivada para todo x # 0 esta
dada por

, B _ 1 _ 1
1@ =2 (1= 5~ ) 1)

y la derivada de f en 0

- liny Az (1—1/1g(z)) (3.14)
= A
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Asi de (3.13) y (3.14) podemos decir que f es C'. Ademds observemos que f no es C1*,
pues para x =0 ey = 1 tenemos que

|f'(x) = f'(y)]
|z —yl«

por lo que es imposible hallar un K > 0 tal que se cumpla la condicion (3.2). Bajo estas

— 0OQ,

condiciones pasaremos a probar que para cada x € R, el limite definido en (3.5) no existe.

En efecto, de (3.12) inductivamente obtenemos que

luego
i 5 = i 110~ )
= () L0 i) o

~ (1 - ﬁ) Fu(2),

donde F,(x) esta dado por
_U< mﬂ)J

Notemos que de (3.10) podemos decir que In(f*(x)) ~ In(\)F = kIn()\), ademds si
0 < X <1 tenemos que In(f*(z)) ~ k(=) con s > 1, luego

Fi(z) ~ ﬁ (1+2),

k=1

donde la productoria a la derecha de la igualdad es divergente, por lo que el limite en
(3.15) lo es también.

En la proposicién 3.4 garantizamos linealizacién C* para difeomorfismos C1%. El siguiente
resultado nos permite extenderlo a linealizacién C* a partir de de difeomorfismos C*.

Proposicién 3.7. Si f : R — R es un difeomorfismo C*< tal que f(0) =0 y f'(0) =

Entonces existe un C*-difeomorfismo h tal que

hf = Ah. (3.16)
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Notemos que si X es un campo C*®, con parte lineal L y supongamos que z; = ¢(t, z)
y uy = l(t,z) son las soluciones del sistema & = X(x) y @ = L(u) respectivamente. El
teorema de diferenciabilidad con respecto a las condiciones iniciales nos permite garantizar

que la solucién ¢ es C**, luego por la proposicién 3.7 existe un difeomorfismo C* tal que
h.’IIl = ulh.

Asi por el Lema 2.22 tenemos que existe H definida en una vecindad de x = 0 a una
vecindad v = 0 dada por

1
Hiz) = / whay(2)ds (3.17)
0
tal que
Hx, = u,H, para todot € R.

Por otra parte, observemos que H definida en (3.17) es una funcién C*. Esto nos permite

enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.8. Sean X € X**(R) y 0 una singularidad hiperbélica de X. Entonces X es

C*-linealizable.

3.2. Ejemplos

El Teorema 3.8 no permite garantizar que un campo real C*< es C*-linealizable alrededor
de una singularidad hiperbdlica. Para campos definidos en espacios de Banach de
dimensiéon mayor que 1, no ocurre algo similar. En esta seccién veremos dos ejemplos
que muestran lo dicho anteriormente.

El siguiente ejemplo considera un difeomorfismo C'°°, mostraremos que tal difeomorfismo

no es C?-linealizable .

Ejemplo 3.9. Sea f(x,y) = (a®*x + y*, ay), Notemos que:

a? 0
Df(o)_< 0 a)

Supongamos que existe una linealizacion h : (z,y) — (u,v) = (Y(z,y),o(x,y)). Como

hf = Dfq, entonces tenemos que:
(W(a’z +y°, ay), p(a’s + y°, ay)) = (a*¢(z,y), ap(z,y))
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por lo que obtenemos que:
Y’z + y? ay) = a*(a,y).
Derivando con respecto a y esta ultima desigualdad se obtiene
2y, (a*z + 2, ay) + av,(a’z + y°, ay) = a*,(x,y).

Haciendo x = y = 0 se concluye que 1,(0,0) = (0,0). Ahora, si derivamos la ultima

tqualdad con respecto a y nuevamente, obtenemos

20, (a®v+y?, ay)+2y 2y, (Px+y?, ay)+2at,, (a®a+y?, ay)|+a* Yy, (*z+y?, ay) = a*y,(z,y)

Haciendo x = y = 0 se obtiene que 10,(0,0) = 0. Asi podemos concluir que el jacobiano
de h en (0,0) es nulo. Por lo que h no puede ser C? y lo que nos permite concluir que f

no es C?-linealizable.

En el siguiente ejemplo propuesto por Hartman [4], se considera un campo C'* el cual no

es O linealizable.

Ejemplo 3.10. Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

8

"'=oax
"= (a—"7)y+exz (3.18)
= =%,

donde o > v > 0 y € # 0. Este sistema tiene como solucion general

~

ST

T,: x = xe™
Y = (y + exzt)ele (3.19)
2 = ze 0t
Considere la aplicacion analitica T =T, dada por
T: z1=ax
y1 = ac(y + exz) (3.20)
z1 = ¢z,

donde a = e* y c = e 7. Asi tenemos que a > 1 > c > 0 y ac > 1. Se puede comprobar

fdcilmente que cada una de las aplicaciones

h: u==x
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linealizan (3.20), de hecho (3.19) para todo t. Resulta que la no existencia de algunas
derivadas de estas aplicaciones en x =0 0 z = 0 no se pueden evitar. Se demostrard que
St

h~t:

x = f(u,v,w)
y = g(u,v,w) (3.21)
z =r(u,v,w)

es un homeomorfismo local que linealiza (3.20), entonces ya sea la derivada parcial

9.(0,0,w) no existe para todo w # 0 d g, (u,0,0) no existe para todo u # 0.

Demostracion Para nuestra demostracion consideraremos siempre a v = 0 (y pequenos
lul, |w|), ademds denotaremos como j(u,w) a j(u,0,w) para j = f,g,r. La relacion
Th™' = h='L (donde L es la parte lineal de (3.20) esta dada por

of = flowew)
aclg+efr] = glau,cw)
cr = r(au,cw),

donde los argumentos de f,g,r a la izquierda son (u,w). Una simple induccion prueba

que
af = f(a"u,c"w)

a'clg +nefr] = g(a"u,c"w) (3.22)
c'r = r(a"u, c"w).

La primera de estas relaciones implica que f(0,w) = a~"f(0,c"w) — 0 cuando n — oo.
Por lo tanto f(0,w) = 0. Andlogamente se concluye que r(u,0) = 0. Se sigue entonces,
de ac > 1, que g(0,w) = 0.

Multiplicando la sequnda igualdad de (8.22) por ¢™" y reemplazando u por ~% obtenemos

a"g (ain,w) + nef(u, "w)r (ain’ w> =c "g(u, "w). (3.23)
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Supongamos que g,(0,w), g,(u,0) existen (para u,w fijos), entonces

a"g <a%w) = a"[g (%710)—9(0771})]
- 0(1)

c"g(u,c"w) = ¢ "[g(u,"w) — g(u,0)] + ¢ "g(u,0)
= O(1) 4 ¢ "g(u,0)
cuando n — oo. Asi (3.23) muestra que ¢ "g(u,0) = O(n). Como ¢ < 1, se sigue que
g(u,0) = 0, pero entonces (3.23) implica que f(u,0)r(0,w) =0 lo cual es imposible para
uw # 0. Por ejemplo, si f(u,0) =0 yu#0, entonces f =g=1r =0 cuando (u,v,w) es
el punto (u,0,0) # (0,0,0), y esto contradice el hecho de que h™' es inyectiva. Se sigue

que si g,(0,w) existe para algin w # 0 entonces g, (u,0) no existe para todo u # 0.

3.3. Teoremas clasicos de linealizacion

El Teorema de Hartman-Grobman establece que el sistema
T = Az + f(x) (3.24)
en una vecindad del origen, donde f(0) = 0y D f(o) = 0, es conjugado al sistema linealizado
7y = Ay. (3.25)

Poincaré fue uno de los primeros en preguntarse por linealizacén continuamente
diferenciable, y se enfoco en el caso analitico. Observemos que un cambio de variables
continuamente diferenciable preserva los autovalores {1, ..., A, } de la matriz A, ademads,
cuando este cambio de variables es localmente cercano a la identidad, este preserva la
matriz A en si. Es por eso que Poincaré basicamente establece que bajo un cambio de

variables continuamente diferenciable de la forma
y =+ p(x), (3.26)

donde ¢(0) = 0y Dy = 0y bajo resonancia de los autovalores, el sistema original
(3.24) se puede reducir al sistema (3.25).
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La siguiente definicién es la condicién algebraica que descubrié Poincare para hacer valida
el cambio de coordenadas que linealiza el sistema (3.24)

Definicién 3.11. El conjunto {\1,..., \n} de los autovalores de la matriz A es llamado

un conjunto resonante si existe la relacion lineal,

A=) myA; = (m, ), (3.27)
=1

n

donde m = (mq,...,m,) es la fila de enteros no negativos tal que |m| = g m; > 2. La
Jj=1

relacion anterior es llamada resonancia y |m| es llamada el orden de la resonancia.

Ejemplo 3.12. Para el conjunto de autovalores {1, A2},

1. La relacion A\ = 2y es una resonancia de orden 2.
2. La relacion 2\ = 3y no es una resonancia.

3. La relacion Ay + Ay = 0 es una resonancia de orden 3. (Mds precisamente, esta

relacion implica que \y = 2\1 + A2)
Observacién 3.13. Sea f(x) una funcién de clase C™, entonces satisface la expansion,
F@) = Fale) + o+ flz) + on(a), (3.28)

donde fi(x),l = 2,..., N, es un polinomio homogéneo de grado l, y oy(x) representa los

términos que se anulan en el origen a lo largo de las N derivadas.

Lema 3.14. (Poincaré) Sea f(x) una funcion de clase CN y asumimos que no hay

resonancia de orden |m| < N. Entonces hay un cambio de variable polinomial
y=1x+¢@(x)+ ...+ on(x), (3.29)

donde ¢(x),l = 2,...,N es un polinomio homogéneo de grado l, el cual transforma el
sistema (3.24) en

g = Ay +on(y). (3.30)
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Demostracién Derivando (3.29) y reemplazando (3.24) obtenemos,

N
0
I Iy

1=2
= Az + folx)+ -+ fn(x) + on(2)
N

* Z 3%;;33) [Az + fa(x) + - - + fn(2) + on(2)]

=2

= Ay — Aps(x) — - — Apn(z) + fa(x) + - + f(2)

+Zag—f)mx+f2(:r)+-~+fN(x>]+---,

(3.31)

donde los tultimos sumando contiene términos de grado N + 1 y més grande. El resto

de los términos (excepto Ay) se anulan entre si, por lo tanto debemos asumir que ¢y(x)

satisface la ecuacién

02 ()
ox 4

—Apa(z) + fo(z) + r=0;

p3(x) satisface

0 0
%zaiﬂf)Ax + 8082:595)f2(x) =0;

—Aps(x) + f3(x) +

y asi sucesivamente hasta oy (x), que satisface

—Apn(z) + fn(z) + &pg(g:)Ax + Z Dep(2) fq(x) = 0.

T ox
p+g=N+1

Probaremos el Lema para los distintos casos para la matriz A. En efecto,

Caso 1: Cuando la matriz A es diagonal, es decir,

A0 0
Ao 0 A 0
0 0 An

(3.32)

(3.33)

(3.34)



Recordemos que ¢;(x) v fi(x) son vectores polinomiales homogéneos de grado [, es decir,

o) = (), oi(T), oo, o1 ()
fite) = (ful®@), .., f(z), ..., fin(T))

k =1,....,n. Para los cuales los polinomios ¢y (z) y fi.(z) son de la forma
o=, Comur™
my+--mp=l
Ju = Z d(m)kﬂ?(m)
my+-mn=l

donde ¢k, dgmyr y 2™ € Ry denotan

Las ecuaciones (3.32)-(3.34) reescritas componente a componente quedan de la forma

Opar ()
ox

J

—Akpar(z) + Z Aj

=1

(Ej + fzk(ﬁ) = 0,

0 0
—Axpsr () + Z Aj ¢3k< ) zj + fau(z) + Z O21(T 2j($) =0,
]

7j=1

"0 0
@)+ Ay e
J

Jj=1 J j=1 p+q=N+1

donde k£ =1, ...n.
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Primero resolvamos (3.35). Igualando los coeficientes de los términos semejantes se obtiene

la ecuacién

[(m, A) = Aelcanyk + dimye = 0. (3.38)

Es claro que esta ecuacion la podemos resolver, pues no hay resonancia de orden 2,

asi podemos encontrar

B O]
(E = D = (m, A

y, en consecuencia, la expresién para @s(x). Substituyendo ¢s(x) en la ecuacién (3.36)

(3.39)

y procediendo de manera analoga al anterior obtenemos la ecuacién para los coeficientes

desconocidos de @3(z)
[(m, A) = Melemyr + J(m)k =0 (3.40)

con J(m)k = dimk + d’(m) ,» donde d/(m)k son los coeficientes de (™ en la segunda suma de
(3.36) (todos conocidos). Como no hay resonancia de orden 3 podemos obtener todos los
Cim)x deseados y en particular la expresién para ¢s(z). Procediendo de manera sucesiva
podemos obtener todos los ¢;(z) (I = 2,..., N) satisfaciendo las ecuaciones (3.32)-(3.34).

Esto prueba el lema cuando todos los autovalores de A son y distintos.

Caso 2: Cuando la matriz A tiene autovalores complejos simples, en este caso la matriz

tiene una forma de diagonal por bloques dada por:

A = A\ si A, es real.
A = Apprprn = Redp,  Appyr = —Apprne = ImA si M = A,
donde * denota la conjugaciéon compleja. Esta matriz es llevada a su forma diagonal por

el cambio de coordenadas complejos

T = Tk si A\ es real.

L . . - . Sy s
T = T + 1Tpq1, Thy1 = Tp — i0hq1 S AR = N

Como Zp11 = 27, se sigue que la nueva funcién f satisface
frpr1(2) = fun(@)”
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para cada k tal que A\, = A} ;. Luego podemos concluir que las coordenadas de la funcién
¢ definidas por (3.35)-(3.37) satisfacen

CLi+1(2) = pip(2)"
para aquellos k. Entonces, claramente la transformacién a coordenadas reales esta dada
por

N
Y = Tk + Z R@(ﬂlk(i’)

=2

N
Ykt1 = Tht1 + Z Impy(2)

1=2
lleva el sistema a la forma (3.25).
Caso 3: Cuando existan autovalores repetidos, la matriz A puede ser escrita en la forma

de Jordan (real o compleja); donde los autovalores \j, estan en la misma diagonal y algunos

valores sobre la diagonal pueden ser distintos de cero, digamos
Ap g1 = 0k

donde ¢ toma los valores de 0 6 1. Asi los términos adicionales

Opu
J, x 0j——2x;
kere1(T) Y0 oz, j+1
pueden aparecer en (3.35)-(3.37). Obviamente este hecho no cambia la conclusién del lema;
la relacion (3.40), para el cual los coeficientes buscados ¢, son definidos inductivamente,
sigue siendo la misma con la unica diferencia que los coeficientes J(m)k se expresan ahora
en términos de una gama mas amplia de coeficientes c(,i. Es decir, J(m)k es funcién de

los coeficientes ¢, tal que:

(1) [m'[ <ml, o
(2) (') =(m)y k' >k, ¢

n (3.41)
@) | =lmly Y j-mi<) j-my
j=1 j=1

(el caso 1 es posible solo si los autovalores de la matriz A son simples). Se puede introducir

un orden parcial entre los vectores monomiales e, (donde e, = (0,...,1,...,0) es un
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vector com puros ceros excepto en la k-ésima posicién que tiene el valor 1) de la siguiente

manera:

. !
z™ey es de un orden superior que x™ ey

st una de las tres opciones de (3.41) se cumple.

Asi la férmula (3.40) nos permite determinar los coeficientes ¢, secuencialmente por

monomiales de mas y méas alto orden. |

Observacion 3.15. 1. El Lema 3.14 nos permite afirmar que a través de un cambio
de coordenadas podemos hacer nuestro campo tan proximo a su parte lineal en una
vecidad de la singuraridad hasta que el orden de la resonancia nos permita, en el
sentido de que las coordenadas del campo y su parte lineal difieren en una funcion

cuyo desarrollo de taylor es nulo hasta el orden de resonancia.

2. A partir de (3.38) podemos observar que en el caso que existan resonancias \r =
(m, ) se hace imposible eliminar los monomios d(m)k:c(m)ek, luego no podemos hallar
una linealizacion suave.

El siguiente resultado puede ser demostrado de manera analoga al Lemma 3.14.

Lema 3.16. Sea f(z) una funcién de clase CV. Entonces, existe un cambio de variable
polinomial, el cual transforma el sistema (3.24) en el sistema

y=Ay+ R(y) + on(y) (3.42)
con
2<|m|<N
R(y) = Z bmyry™e". (3.43)
(m7)‘):)‘k

Donde los coeficientes by, de los monomios resonantes y™ey, son encontrados en

términos de los coeficientes de los polinomiales fi(x) con | = |m|.

Sea f(z) expandida en serie de Taylor. Como N crece, el tamano de la vecindad del punto
0, donde el cambio de variables es vélido, decrece. Ademas, la vecindad puede reducirse
al estado de equilibrio cuando N — oo. Por lo tanto, los siguientes dos teoremas solo se

refieren a la serie formal.
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Teorema 3.17. (Poincaré) Si los autovalores de la matriz A son no resonantes,

entonces el cambio de coordenadas
y=a+ oo(x)+ A+ (3.44)
transforma el sistema (3.24) a la forma lineal (3.25).

Teorema 3.18. (Dulac) Un cambio formal de variables transforma el sistema (3.24)

en el sistema

§ = Ay + R(y), (3.45)
donde R(y) es la serie formal
R(y) = Z b(m)ky(m)ek. (3.46)
(m7)‘):)‘k

Ejemplo 3.19. Consideraremos el siguiente sistema no lineal

= 3w+ 3z} — 23

_ ) - (3.47)
Ty = 2x9 + 3x1279 + 875

Afirmamos que tiene un cambio de coordenadas que lo linealiza. En efecto, considere el
sistema (3.47) en la forma (3.24)

3 0 3x? — 22
= P R (3.48)
0 2 3T179 + 875

donde \y = 3, o = 2 son los autovalores de la parte lineal del sistema (3.47). Para

calcular su resonancia vemos si existen enteros no negativos mq, mo tal que

A =M\ +mode, donde my+mg=r. (3.49)

. Siendo as?

3 = 3m1+m2
3my + 2(r — my) (3.50)

= mq + 2r,
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donde

m1:3—2r.

Luego como r > 2, no existen enteros no negativos tal que Ay = 3 se puede escribir como
en (3.49).

Andalogamente para Ay = 2
2 = 3my+2(r—my)
= mq + 2r,

luego

m1:2—2r.

Por tanto no existen tales enteros, pues r > 2. Por lo tanto los autovalores no son
resonantes y aplicando el teorema de Poincaré, existe un cambio de coordenadas de la

forma

y:$+(p2($)+§03($)+,

Tal que el sistema (3.48) se reduce al sistema lineal

(30
Y= \o 2|7

Hallamos entonces @a(x) = (w21(x), paa(x)) donde

wor () = Z ™, k=12

mi1+mo=2

Para esto debemos calcular las constantes Cyy, dadas por la formula (3.39). En efecto,

32 — 22
fg(l’) — 1 2 ,
3T172 + 875

sabemos que

Asi p
(2,01 3
= —_— = _— = —]_
oL T NTT((2,0,8) 30
caan = 72 = 0
Cozn = o 1
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Luego 91 (x) = (—2% + 22), de manera andloga se obtiene que pao(r) = (—z1m9 — 423).

2 2
—x7 + x5
r) = .
#2() ( —T1To —4x§ >

Entonces al aplicar el cambio de coordenadas

Por lo tanto

y =1+ pa(x) (3.51)

obtenemos el sistema

_ 30 —6y; + 8y1y3 + 8ys
Y= y + y; y1y22 % s |t (3.52)
0 2 —6y2y7 — 28y1y5 + 61y;
en el cual no aparecen términos cuadrdticos, en general el cambio de coordenadas (3.51)
puede introducir términos ciubicos en el nuevo sistema, como ocurrid en (3.52). Como
vimos anteriormente, los autovalores son no resonantes, entonces podemos encontrar un

w3(y), tal que el nuevo sistema no contenga términos cubicos, y asi sucesivamente hasta

lograr dejar el sistema (3.48) en su forma lineal.

Ejemplo 3.20. Considere el sistema no lineal

2 313 20 323
P S I LA (3.53)
To + 81‘11’2 0 1 To 8{E1£L'2

Afirmamos que es imposible encontrar un cambio de coordenadas que linealiza el sistema
(3.53). En efecto, notemos que por el ejemplo (3.19-1) tenemos que los autovalores Ay =
2, Ao = 1 son resonantes de orden 2, calcularemos entonces los monomios resonantes. Para
A1 = 2, verificamos si existen enteros no negativos my, mo tal que (3.49), asi andlogamente

como en (3.50) tenemos la ecuacion
my=2-—r. (3.54)

Como r > 2 obtenemos que la Unica solucion que satisface (3.54) es v =2, es decir, para

m = (0,2) se tiene que \y = (m, ), por lo que el término resonante es

)
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Del mismo para el autovalor Ay = 1 obtenemos la ecuacion
my=1-—r,

asi tenemos que no existe resonancia. Luego por el teorema de Dulac (3.18) podemos

hallar un cambio de coordenadas que transforme el sistema (3.53) en el sistema

. 2 0 Y
= +

para algin ¢ € R. Calcularemos entonces de manera andloga al ejemplo (3.19) la funcion

802(33) - ( —4:21.',52 > ’

Entonces al aplicar el cambio de coordenadas y = x + pa(x) obtenemos el sistema

. 2 0 3y2 0
g = Y+ + ) 5 +oee,
0 1 0 —32ytys + 1243

luego como no existe resonancia de orden r > 2 podemos hallar ¢, conr > 2 para asi lograr

. 2 0 3y5
— + .

Consideremos ahora el espacio n-dimensional C". Para cada k y m el conjunto

pa(x); el cual esta dado por

dejar el sistema de la forma

Erm = { M = (m,A) : ijZQ con m; > 0},

=1

donde los m; son enteros, es llamado (hiper)plano resonante. Observemos que variando

1 <k <nym podemos obtener una cantidad numerable de estos planos.

Definicién 3.21. Diremos que la n-upla X = (A1, Ae,..., \,) estdn en la region de

Poincaré si la envolvente convexa € (\) no contiene al cero, donde

=1 =1

En el caso de que € () contenga al cero diremos que \ pertenece a la region de Siegel.
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Observaciéon 3.22. Cada punto en la region de Poincaré satisface a lo mds un nimero
finito de resonancias y estdn en una vecindad la cual no intersecta con otros planos
resonantes. En otras palabras, los planos resonantes se encuentran discretamente en la
region de Poincaré. En contraste a ello, podemos decir que los planos resonantes son

densos en la region de Siegel.

Teorema 3.23. (Poincaré) Si los autovalores de la matriz A son no resonantes y
estdn en la region de Poincaré, el sistema (3.24) con f(x) analitico puede ser reducido a

su parte lineal a través de un cambio de coordenadas analitico.

Poincaré demostro este teorema utilizando series mayorantes. El principal requerimiento
de su formulacién es la condicion de existencia de una linea recta pasando por el origen
en el plano complejo tal que los n autovalores se encuentren a un lado de esta linea.

En el caso en el que hay resonancias en la region de Poincaré, la serie formal cual define
el cambio de variables en el teorema de Dulac (3.18) es convergente, ademads el siguiente

resultado se mantiene.

Teorema 3.24. (Dulac) Si los autovalores de la matriz A estin en la regidn de
Poincaré, entonces un cambio de coordenadas analitico transforma el sistema (3.24) con

f(z) analitico en la forma

y = Ay + R(y),

donde R(y) es una serie finita compuesta por los monomios resonantes.
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4. Teorema de Sternberg

A continuacién presentaremos el teorema de Sternberg, al igual que en en el capitulo

anterior mostraremos el resultado para difeomorfismos y luego para campos.

Teorema 4.1. Sean > 0 un entero (o n = o0 ). Entonces eziste un entero N = N(n) > 2

(o N = o00) con las siguientes propiedades:

Si P € Mg.q(R) es no singular, con autovalores 1,7z, ..., vq tales que
d
W2y FE ey, para k=1,2,....d y 2< ij <N, (4.1)
j=1

para todo el conjunto de enteros no-negativos ma, ...,mg y st en la aplicacion
Tx = Px + F(x), (4.2)

F(z) es de clase CN en una vecindad del origen, satisfaciendo F(0) = 0, DF = 0.

Entonces existe una aplicacion h de clase C™ en una vecindad del origen tal que

h(0) =0, Dhg) =1, (4.3)
hT = Ph (4.4)
Observacién 4.2. 1. La condicion donde se supone que la funcion F en (4.2) es tal

que F(0) =0 y DF) = 0 es andloga a decir que la parte lineal de (4.2) estd dada
por
Lx = Px.

2. Notemos que (4.1) implica que |vi| # 1 para k = 1,...,d, pues como P es real los
autovalores son reales o son un par de complejos conjugados, es decir, si |y =1y

Yo = 71, entonces ’ylzfyg =7

3. La condicion de (4.1) es la relacidn de no resonancia para los autovalores con parte
lineal de un difeomorfismo. Cuando T; es el grupo de aplicaciones asociada a la
ecuacion diferencial (3.24) y T en (4.2) es T = T, entonces P = e, asi, si

A

A1, .y Ag son los autovalores de A, entonces v; = eV y (4.1) es equivalente a la

condicion de no resonancia dada en (3.11).
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Observacién 4.3. La demostracion del Teorema 4.7 agrega una eleccion del N(n) o,
equivalentemente, de A = N — n. Consideraremos 0 < o < a < 1 de manera que los
autovalores de P satisfacen 0 < a < min{|v|,1/|%|} < a < 1 para k = 1,...,d (En
particular un adecuado sistema de coordenadas, donde las normas de P y P~ son menores
que ¢ = 1/a. Ademds P = P, 6 P = diag{ P\, P,}, donde las normas P y P~ satisfacen
a < |Pi| < |Py'| < a). Entonces N puede ser escogido como n + \ si A es un entero tal

que
An,ddza)‘
an+2

(d+n—1)!

<1 donde A,q= l(d=1)

es el numero de derivadas parciales de orden n de una funcion de d variables; para mas
detalles ver (4.44), dado mds adelante, y los pasos (1) y (m) de la demostracion del

Teorema 4.7

El Teorema 4.1 podria ser obtenido de un resultado mas general, el Teorema 4.7. El hecho
de que el Teorema 4.1 este contenido en el Teorema 4.7 esta implicado por el siguiente

lema el cual depende de un simple calculo formal.

Lema 4.4. Sea N > 2 un entero (0 N = o0). Sea P € Mgq(R) no singular con
autovalores que satisfacen (4.1) y sea F(z) de clases C™ en una vecindad de el origen que
satisface F'(0) = 0 y DF ) = 0. Entonces existe una aplicacion hy de clase CN en una
vecindad de el origen satisfaciendo hi(0) =0 y (Dhy)oy = I1; y G(x) en

Sy = Py+ G(y) (4.5)

donde S = h\Thi' tiene la propiedad de que todas las derivadas parciales de G(y) de

orden menor o igual a N se anulan en y = 0.

Demostracion
Caso 1:(2 < N < )

Después de un adecuado cambio de variables se puede suponer que P estd en una forma
similar a la de Jordan excepto que en la subdiagonal los elementos son 0 6 € > 0. Asi la

transformacién (4.2) puede ser escrita componente a componente como sigue

(Tx); = vjz; + €xj1 + Z ey + 0, (), (4.6)

2<[i|<N
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donde j =1,...,dye€jes00e En (4.6) (i) es la d-upla (i1, ..., 74) de enteros no negativos.
La aplicacién h; podria ser determinada de modo que cada componente de hy(z) es un

polinomio de (z1, ..., z4), digamos

(hmz); =2+ Z r(m)jx(m), para j=1,..,d. (4.7)

2<|m|<N

El objetivo es determinar h; de manera que
hiThi'z = Px + oy(7)
o equivalentemente
hTxz =Thix + oy (x) (4.8)

cuando x — 0. Hasta los términos de orden oy(z), la j-ésima componente del lado

izquierdo de (4.8) es

d
VT + €5+ Z c(a; ' + Z T(m)j H(fyaxa + €aTa—1 + Z Ciyar?)me,
(@) (m) o=1 (@)

mientras que el lado derecho es

i+ % D ™ 6T+ € Y rimyaz ™,

(m) (m)
Asi (4.8) es equivalente a
d Mo
Z T(m); ,ij(m) - H (’7041104 + €aTa—1 + Z C(k)ax(k) + €5 Z T(m)]‘_lx(m)
2<|mI<N a=1 ") (m)

= e + on ().
2<[i|<N
Comparando los coeficientes dados en un sistema lineal de ecuaciones para 7(y);. Es
facil ver de (4.1) que estas ecuaciones lineales determinan la forma tnica de los numeros
Tmy; Para j = 1,..,dy 2 < |m| < N si ¢ = 0 para todo j = 1,...,d. De hecho la

parte principal del factor r(,; en la izquierda (o la parte menor) es (v, — [[ 7)™,
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asi podemos determinar sucesivamente 7,,); primero para |m| = 2, |m| = 3, etc. Esto
prueba que si €; = ... = ¢4 = 0, entonces el determinate de la matriz de los coeficientes de
T(m); €s distinto de cero.

Se sigue que si € > 0 suficientemente pequeno, donde €; es 0 o €, entonces la matriz de
coeficientes es no singular. Esto prueba el Lema 4.4 cuando 2 < N < oo.

Observacién 4.5. Con el proposito de tratar el caso N = oo, observe el siguiente
corolario de la prueba recién completada: Si 2 < N < 00, entonces existe una aplicacion
hy de la forma (4.7) satisfaciendo las condiciones del lema (4.4). Actualmente la
demostracion muestra que hy es unica después de un cierto cambio lineal de variables
(el cual deja la forma (4.7) sin cambios) y por lo tanto es unica antes de la variable del

cambio lineal.

Caso 2:(N = o)

Como T es de clase C* tiene una expansién (no necesariamente convergente) formal de

Taylor en z = 0;

d
(Tz); = Z%‘Mk + Z C(i)jx(i), para j=1,...d.
k=1

li|>2

Donde P = (v;x). La demostracién acaba de terminar y el comentario que sigue indica

que existe una unica aplicacién en serie formal de potencias

(hix); = x; + Z r(m)jx(m), para j=1,..,d; (4.9)

[m|>2
tal que hiT' = Ph; formalmente.
Con el fin de completar la prueba asumimos por el momento el siguiente resultado:

Lema 4.6. Correspondiente a cualquier serie formal de potencia

o

Z ’I"(m)l"(m) (410)

|m|=0

con coeficientes reales, existe una funcion h(x) de clase C* teniendo (4.10) como un

desarrollo en serie formal de Taylor.

47



Si el Lema 4.6 cumple, una deseada funciéon h; es obtenida como hjx =
(ri(x),r2(z), ...,rq(z)), donde cada r;(z) es de clase C*° y tiene una serie formal de Taylor
a la derecha de (4.9). Por lo tanto con el fin de completar la demostracién del Lema 4.4
solo nos resta verificar el Lema 4.6.

Demostracién Demostracion del Lema 4.6

Sea ¢(t) una funcién real de variable real de clase C*° definida por

1, [t| < 1/4;
Pt)=¢ O0<a<l, 1/4<]t| <3/4
0, [t| > 3/4.

Es facil ver que

r(@) =Y rea™e [ milomal [ D rel | (2] (4.11)

[m|=0 [il=[m|

es una serie uniformemente convergente para ||z|| < 1y representa una funcién C*° con
la propiedad deseada. En efecto, observemos que el término (m)-ésimo es cero o menos
que

3

en cuyo caso el (m)-ésimo término de (4.11) es mayorizado por

m 3
el - el < (3 Irol) llal 2 <

— dmql..my!

si |m| > 2. Por lo tanto la serie (4.11) es uniformemente convergente para ||z|| < 1y r(0) =
7(0)- Andlogamente, la serie (4.11) puede ser derivada formalmente un nimero cualquiera
de veces para dar una serie uniforme convergente y ademds 9™lr(z)/0x]" .02} = 1y

en x = (. Esto prueba el Lema 4.6.
|

Teorema 4.7. Sea (4.5) una aplicacién de clase C en una vecindad de el origen, donde
2 <N <00y G(0) =0, DGy = 0. Suponga que los autovalores 7, de P satisfacen
|76] # 0,1. Sea n un entero, entonces existe un entero A = A(n) > 0 que depende de n
y P con la siguiente propiedad: Si N >n+ Xy T en (4.2) es de clase CN tal que todas

las derivadas parciales de F(x) — G(z) de orden menor o igual a N se anulan en x = 0,

48



entonces existe una aplicacion h de clase C™ en una vecindad del origen satisfaciendo

(4.3) y

hT = Sh. (4.12)

Observacion 4.8. 1. En el Teorema 4.7 se garantiza bajo ciertas condiciones la
conjugacion diferenciable entre dos difeomorfismosT y S que no necesariamente

son lineales.

2. En la demostracion de este teorema la definicion de h podria no depender de n, asi h

es de clase C™ para todo n aplicable. En particular si N = 0o, entonces h € C'*°.

Comenzaremos la prueba del Teorema 4.7.

Demostracién De la hipdtesis que 7,5 son de clase CV, se obtiene que existe una

constante cy tal que
1Dy (T = S)z| < ewllaf|¥™, (4.13)

para pequefios ||z|| y [m| = 0,1...; N. Donde D,y = 9™ /()™ - - 9(x4)™. En lo que
sigue solo consideraremos ||z]| < ry < 1 tal que [|z[|Y < ||z||* si 5 > k. Sin perdida
de generalidad supondremos que T, S son definidos en todo R%, son uno a uno, y que se
reducen a la aplicacién lineal Px para grandes ||z|| , con P = diag{ P, P} y x = (x_, z),

ademas que T es de la forma

T: (Te)- =Pax_+Y(x_,z4),

(Tx)y = Poxy + Z(x_, 24); (4.14)
donde Y (0,2,) =0y Z(x_,0) =0, es decir, que
Mt 2. =0y M :2,=0 (4.15)
son variedades invariantes, y que existen constantes
0<a<ax<l (4.16)
tal que
ool < ITell- < allell-, i
alTelly < el < all Tl
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donde [|z4|| = ||x||+. Estas desigualdades podrian ser usadas de forma equivalente como

a| T x| -

allz(l+

al| T~ x|,

allz(l+;

1]~

i (4.18)
[

< <
< <

Estos conjuntos de desigualdades son ilustrados en la Figura 7.

Figura 7: Dindmica de x bajo la aplicacién T.

Sean K, K" K~ los conjuntos dados por

KT =Aa: l]- < el 3,
K =A{z: |lz]- =[ll+}, (4.19)
K= =A{a: =l > o[}

Asi K° es una hipersuperficie conica. Sea K7 = T7K° para j = 0,£1,£2,... tal que
TK/ = K° y en vista de (4.17), K C KT sij >0y K/ C K~ si j < 0. Sea Q° el

conjunto entre K° y K incluyendo K° pero no a K*, es decir:
Q={r:re K" T 'v ¢ K}

De manera andloga definimos Q7 = TVQ" el conjunto entre K7 y K’*! incluyendo a K’

pero no a K71 es decir;
Q ={v:zeK" T ¢ K"}
ver Figura 8.
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Figura 8:

Es claro que
KJ — M* cuando j — oo,

que los conjuntos ()7 son disjuntos entre si, y ademads se tiene que

Kt-Mt=JQ y K- -M =]

j=0 j<0

Para z ¢ M* U M~, definamos k(x) como el tinico entero k tal que z € Q. Para r > 0,
sea B(r) ={z:||z|| <r}, KX(r) = K*N B(r), K°%r) = K°N B(r), Q/(r) = Q’ N B(r).
Las desigualdades (4.17) y/o (4.18) nos permiten afirmar que para un ry > 0 dado, existe
ry = ri(rg) > 0 con 0 < r; < 1y tal que si x € Q%(ry) para k > 0 [o k < 0], entonces
Tz € B(rg) para j =0,1,....k [o —j = 0,1, ..., k].
La demostracién sera dividida en los pasos del (a)-(m). En gran parte de la prueba se

supondrd que x € K; pues para z € K~ serd analogo.

(a) Si k(x) >0, entonces,
ollalls < IT7all, < o]l (120)
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IT~5al] < 2T 2], < 207y < 207 2. (421)
para j = 0, ..., k(x). Estas desigualdades son inmediatas utilizando (4.17) y el hecho de
que Tz € KT para j =0, ..., k(z).
(b) Sea k(x) > 0. Entonces

-2() < HIH+ < o2k (4.22)
< oE S

Con el fin de verificar esta afirmaciéon z = T *®)z de modo que z € Q° ¢ Kty

T~'2 € K~. Luego utilizando (4.17) obtenemos

a*|lz]l+, a™*||]|-
1721+, 172

[E2
a "z,

12[]+

<
o+ <

<
<

donde k£ = k(x), luego (4.22) se verifica del hecho de que
[ | F

2l < llzlle y 17702 - >

(c) Eziste una constante C' < 1 y k > 1 tal que si k(z) > k, entonces
17~ 2 < Cll|l. (4.23)

(De hecho, C se puede elegir arbitrariamente cerca de a si k es suficientemente grande.)
De (4.17) y (4.22) se obtiene que

1T~ < (T~ )2 + (1T 2]}
a?||z)|2 + a?|||3
(a[l2 /123 + a®)]l%

(a2a™) + a?) ]

VAN VAN VAR VAN

Por lo tanto si k es tal que a=2a* + a? < 1, el resultado se sigue con C' = va—2a%* + a2.

(d) Sea ||Sz|| < C|\z|| para ||z|| < 7o y sea Sz, S7z € B(ry) para j = 0,1,...,d. Entonces

S92 — S7z|| < CV|lw — 2|, para j=0,..,d. (4.24)
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Sea p(j) = S7x — 72, luego p(j) = Sp(j — 1) para j = 1,...,d. Ast [|p(j)|| < Cllp(j — 1)
y (4.24) se verifica.

(e) Considere ro > 0 fijo, 11 = 11(r9) como en la afirmacion dada antes de la parte (a)
(0 <71y <719). Sea C > 1 una constante tal que | Tz, ||Sz| < C|lz|| para ||z|]| < ro. Sean
A, N enteros tal que

A>2 Ca*<1y N>\ (4.25)

Sea cy tal que (4.13) se cumpla para ||x|| < ro. Entonces existe unry = 1r2(N) , 0 <19 < 11,
tal que
(i) para j =0, ..., k(x) se satisface

|S9T @z < ry para x € KT (ry) — M™; (4.26)

ii) Eziste una constante Cy tal que

HSk(x)T_k(z)x —z| < Ox|lz||™ para z € K (ry) — M™. (4.27)

Sea z € K*(ry) y supongamos que 77z, S7 son definidos para j = 0,...,d para algin
d < k(x). Denotar

p(j) =872 -T2, (4.28)
Entonces p(j) = S[S7712 — T9712] + (S — T)T77'2; es decir
p() =8p(j — 1) + (S = T)T"""2.

Como p(0) = 0, una simple induccién muestra que

j—1
p(j) = Zijl*i(S ~T)T'z, paraj=1,..,d.
=0

luego por (4.13);

7—1

lo(DIl < ew - CT T 2™,

=0
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Escogiendo z = T—*®) 2 de modo que

7—1

lo)Il < ew D CO7H T2 N,

=0

donde k = k(x). La desigualdad (4.21) nos permite concluir que para j =0, ...

j-1
o)1l < 2Ven [V O aIN N " (CalN Y
i=0
Por lo tanto, si Ca* < 1, obtenemos
INeyalt=iN
N < 2hena P
o)l < S
de modo que, si Cy = 2™ V. o1t onces

C(1-CalN)

oD < Cxllz|N, paraj =0, ....d.
De la definicién de p(j) v z, tenemos que
SjT’k(I):L’ _ p(]) + Tj*k(z)x;

por lo tanto
IS7T x|l < lp()| + [Tz,

(4.29)

Las desigualdades (4.21) y (4.29) hacen evidente la afirmacion (i). La definicién de p(j)

y la eleccién de j = k(x) en (4.21) nos permite probar (4.27).

(f) Definicion de h. Sea R una aplicacién de la clausura de Q° al z-espacio tal que
h(® es de clase CV, reducida a la identidad I en K° y a ST~! en K, satisfaciendo la

desigualdad

1Dy (02 — )| < bl ¥" para m =0, ..., N,

(4.30)

para pequenos ||z, y alguna constante by. Definamos la aplicacién h*) en QF, la clausura

de Q*, poniendo
W = SELOTF para x € QF

o4
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yk=0,+1,42 ... Si z ¢ M* se define
he = h®z para x € QF. (4.32)

La condiciones h(®) = ST=! en K', h(® = I en K implican que h es continua en z € K*

y por lo tanto para todo z ¢ M=*. También se supone que h(® es elegido de manera que
hz es de clase OV para x ¢ M*. (4.33)

Tal eleccién de h(®) es claramente posible; es suficiente elegir h(Yz = x para = # 0 cerca
de K° y hOgz = ST~'x para = # 0 cerca de K.

Una posible construcciéon de A se sigue como:

Note que si # € K! = TK® x # 0, entonces o < ||z||_/|z||l+ < a®ysiz € Q°, x # 0,

entonces o? < ||z|_/|lz|l+ < 1.
Considere entonces 0 < a? < €; < €, < 1, tal que el conjunto

{z: allzlly < llzll- < ezl = # 0}
esta en el interior de Y, mientras que el conjunto
{w: a®|lz)ls < loll- < flzfl+}

contiene a Q°. Sea ¢(t) una aplicacién C para o® < t < 1 tal que ¢(t) = 0 para
o0? <t<e yo(t)=1parae <t <1 Luego para z € Q°, x # 0, definir

0o (1) 2 i (1)) o7
[+ ][+
y h®z =0si 2 =0. Note que h¥ =T en K° h® = ST1en K'y

WOy — o = {1 ) (”x“ﬂ (S — )T 'a.

]+

A partir del cual (4.30) se sigue inmediatamente.

(g) La aplicacion h satisface, para x ¢ M*

hTz = Shx. (4.34)
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Esto es claro de (4.31) y (4.32), pues si x € QF entonces Tz € QF+1 y as

hTz = SFIAOT=G+D(Ty)
— SRRk,

S(SEROT k)

Shk) g

= Shax.

(h) La afirmacion (e) sigue siendo valida si (4.26), (4.27) son reemplazadas por

|STROT*@ || <7y para x € Kt(ry) — M* (4.35)

|he — z|| < C’NHxHN para x € Kt (ry) — M, (4.36)

respectivamente.

Utilizando las desigualdades (4.30) y (4.21) respectivamente obtenemos

|STROT=k@) y — SITk@g|| < CI|AOTF@) g — TRy
< Olby||T+@) ||V
<

2Nbn O ||z || N ak@N
Asumiendo que C' > 1, se sigue que para j =0, ..., k().

|.S7 RO k@) g — SIT=R@) | 2Nb (Ca™ ) E@) ||z ||V

<
< Nyl

En vista de (e), queda claro la afirmacién (h).

El objetivo del resto de la demostracion es obtener estimaciones de la derivada de
hx — x para x ¢ M*. Con este fin, introduciremos la siguiente notacién para evitar la
confusién con otros superindices:

El indice de la coordenada de un vector sera escrito antes, en lugar de de después;
es decir f = (1f,.,2f) vy = (z,..,%2). Para una funcién f(x), sea f; = %.
Si (o) = (aq,...,aq) es la d-upla de enteros no negativos, escribir f) = D f =
olelfjo(ta)er - 9(%x)*e. Sea fia) © 2, f; o 2 el valor de la correspondiente derivada de
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f evaluada en el punto x = z. Similarmente para la aplicacién T', las abreviaciones Tjx

6 T(o) significan ‘?)( 6 (Tx)(a).-

Se mostrard que si A = A(n) en (e) es suficientemente grande, entonces para una

adecuada constante Cy(|a])
(he = 2)ell < Cxllal 2l ¥ para o € K+(ra) = M* ylal <. (437)

La prueba se hara por induccién sobre |a|. La relacién (4.36) corresponde al caso ||a|| = 0.
Para v € Q*, x # 0, definamos

RWg = p®g — g, (4.38)

Asi por (4.31),
Ry = ST % para x € QM) © £ 0;

por lo tanto
RF g = sp =1y — 7T 1,

Ry = SEOT=1y — ST 0 + Ga para x € QY x £ 0, (4.39)
donde
G=(S-TT" (4.40)

Luego, aplicando regla de la cadena para la derivada obtenemos que:

d d
W2 = 57N (S 0 AT 1) ("R o T ) P(TY) 2],

m=1 p=1

Volviendo a derivar repetidas veces obtenemos la formula general

d
k 1 — m, (k — a 7,00
oy E E (1S © KT 12)("hE) o T 1)@ 4 whek, (4.41)
donde la segunda suma es sobre todas las d-uplas 3 = (31, ..., B4) con |G| = |a|; &P es

el producto de |a| factores de la forma P(T71);z; W»** es un polinomio (independiente
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de k) en las componentes de S(g) o ATz, (T71) 5 para |8 < |a v h(v) o T~z para
|7|] < |a]. Note que el polinomio ¥*** no depende de k, la dependencia de k surge en los

argumentos S(g) o BT gy h% oT .

Si el segundo término de la derecha de (4.39) es escrito como ST 'z = SIT 'z,

donde I es el operador identidad, se deduce que el anédlogo de (4.41) se mantiene, es decir,
(ST hH e Z S (S o T7w) (Mg 0 T ) D™ 4 Wik,
m=1|g|=|a]

donde Wik g obtenido reemplazando SigohWT 1z, hE:;T_lﬂU por S(goT ', I(yoT 'x,

respectivamente. En consecuencia, (4.39) implica que

R = Do DA = U G, (4.42)
donde J
S o3 T (0 KT (R 0 T
I m=1|B|=|a
y

d
D=3 (S kT e~ S, 0 T a) (Mg 0 T )05, (4.43)

I m=1g|=al

(i) La suma
d

d
Y3 D PSmo Tl - @]

p=1 m=L1|B|=|a]

que esta definida para x € Q*1(ry), x # 0, tiene una cota Ly, independiente de k > 0.

Suponga que C' es la cota de las derivadas de primer orden de Sz , T 'z en |z|| < 7o,
entonces [P < Cll y ||S,, o AW T~1z|| < C. Por lo tanto un mayorante para la suma

en (i) es

— ol S 1 donde Y 1—% (4.44)
O[ — .
181=lal 181=lal
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Observacion 4.9. Al considerar 1y suficientemente pequerio , el numero C, por

consiguiente Lo, pueden hacerse que sélo dependan de las normas de Py PL.

(j) Existe una constante Cy, tal que

d
S ST PGl < Coll T2l ¥ para 0 < Ja] < Ny flal] < ro.
=1 |a|=[8|
Por (4.40); la derivada parcial de Gz esta dada por:

d
Giz =Y [(S=T)pmoT z)("T ).

m=1

Repitiendo diferenciacién se muestra que PGz es un polinomio en ?(S —T')(,) o T lzy
™(T~ x) ) para |y] < |B] y m =1,...,d, y que cada término contiene un factor de primer
tipo. Como existe una constante 60, tal que

(S = T) ) 0 T~ 12| < Col| T~ || N1

para 0 < |y| < N y ||z|| pequeno, la afirmacién (j) se sigue.

(k) Eziste una constante Cy tal que

2

11

< C'OHT_leN para 0 < |a| < Ny |z| <roy k>0.

Si C" es una cota de las derivadas de segundo orden de Sz para pequenos ||z||, por el

teorema del valor medio tenemos que

2

11

<cchld | S| BT e - T
jol=15]

En vista de (4.36), la afirmacién (k) se cumple con Cy = C'C1*ld(3"1)Cy.

()Sea 1 < n < N — X\ Considere todas las hipdtesis de (e), y ademds, sea \

A

suficientemente grande tal que L,a® < 1 para v = 1,...n. Donde L, esta definido
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en la parte (i). Entonces existe una constante Cy(|\|) tal que (4.37) se cumple para
€ Kt(ry) — M* 510 < |a <n.

Sea
d
RM0z =3 N "R, (4.45)
m=1|g|=p

La afirmacién a probar es equivalente a
R&MWy < On(w)|z|V ™ para p <n, x€ Q (1), #0y k> 0. (4.46)

La prueba se hard por induccién en n. En efecto, el caso n = 0 esta contenido en (4.36) en
la afirmacién (h). Supongamos que 0 < n < N — X y ademés que se cumple el resultado
para 0,1,...,n — 1.

Primero se mostrara que existe una constante Cy,(n), independiente de k, tal que
|whek — Wi < Oy ()| T 2|V para o] = ny x € Q' (ry), z £ 0. (4.47)

Note que las descripciones de Wi v Wi en (4.41) implican que la expresion en la
izquierda de (4.47) es mayorizada por

_ _ k _
Cr D 18 0 hIT e — gy o T + D [[hE) — Iy T~

18I<]e| 1<l

- - k _
= Ci{ Y 118 0 hOT e = Sz 0 Tl + Y IR 0 T 'al|

1BI<n [v|<n

Donde C; es una constante es independiente de k. Como N > n, el argumento usado en
la parte (k) muestra que existe una constante Ky (n) dependiendo de n pero no de k, tal
que el primer sumando no excede de Ky (n)||T'x||N. Luego la existencia de Cy,(n) en
(4.47) se sigue de la hip6tesis de induccién.

En vista de (4.42) e (i), (j), (k), (4.47) y (4.45) obtenemos que

RE Vg < L,REMT g 4 [C, (n) + 2Co] | T~z ||V (4.48)
Es evidente de (4.30) que existe una constante Cy tal que
ROM g < Cylz||¥" z € Q%ry), x #0.
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Se desprende de (4.48) y una simple induccion en k que estas desigualdades se mantienen
si RO™ Q° son reemplazados por R*™ QF. Asi, si x esta dado como en el paso (c),

entonces para un conjunto finito de k, k = 0, 1, ..., k existe una constante C'y(n) tal que

RNz < Cx()lo] " para = € Q¥(ra), = £0, (4.49)

Ch, (n) + 2C]cN—n
1— LycN-—n '

Cv(n) > | (4.50)
Note que por (c), L,cN™" < L,c* < 1 si & es fijo y suficientemente grande.

Una induccién en k, nos permite mostrar que (4.49) se mantiene para algin k& > k.
Entonces, por (4.48) para x € Q¥ (ry), x # 0,

R*TLM < (L, Cy(n) + Cy(n) + 2Co) | T ||V,
Pero ||T'z|| < ¢||z|| por (c), de modo que el lado derecho es mayorizado por

[LnCN(n) + CNO (n) + QCo]CN_nHZEHN_n.

|V=" es como maximo Cy(n), la desigualdad

Como (4.50) implica que el factor de ||z|
(4.49) se mantiene si k es reemplazado por k + 1. Esto completa la induccién en k y

también sobre n.

(m) Supongamos que las condiciones de (e) y (1) se mantienen. Entonces h puede definirse

sobre M* tal que h es de clase C"! en ||z|| < rs.

Se ha demostrado que h, considerada en K (ry) — M ™, es de clase C™ y que las derivadas
parciales de orden menor o igual a n son acotadas si N—n > \. Sin perdida de generalidad,
podemos suponer que la dim M+ < d—1 (es decir, aumentando a d, mediante coordenadas
ficticias para xy). Por lo tanto los puntos de K™ (ry) — M que estan cerca pueden ser
unidos por caminos cortos rectificables en K*(ry). Se sigue que h y sus derivadas parciales
de orden menos o igual a n — 1 son uniformemente continuas en K (ry) — M. Por lo

tanto h tiene una extensién a K*(ry) de clase C"~!. Esto prueba (m).

En vista de (g) y la continuidad de h, (4.34) se mantienen para ||z|| < 5. Como h es

cercano a la identidad para pequenos ||z||, podemos afirmar que h tiene una inversa de
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clase C"~!. Esto prueba el teorema 4.7. |

El siguiente Teorema es anédlogo al Teorema 4.7 para ecuaciones diferenciales.

Teorema 4.10. Sea la ecuacion diferencial

y=Ay+g(y), (4.51)

con g(y) de clase CN en una vecindad de y = 0, donde 2 < N < oo y g cumpliendo
(2.5), y suponga que los autovalores de A tienen parte real no nula. Sea N > 0 un entero.
Entonces existe un entero A = A(n) > 0 dependiendo solo de n y de la matriz A con la

siguiente propiedad: Si N > n+ A(n) y f(x) en
&= Ax + f(x) (4.52)

es de clase CV tal que todas las derivadas parciales de f(x)— g(x) de orden menor o igual
a N se anulan en x = 0, entonces existe una aplicacion h de clase C™ en una vecindad
del origen satisfaciendo (4.3) y transformando (4.51) en (4.52)

Demostraciéon La demostraciéon depende solo de una simple modificacién de la
demostracion del Teorema 4.7. En efecto, para el conjunto de grupos de aplicaciones S*, T
(flujos de los sistemas (4.51) y (4.52) respectivamente) debemos encontrar una aplicacién
h satisfaciendo HT® = S*H, para todo t € R. Definamos entonces para z ¢ M*, t(x) tal
que 77"z € K° y poner hx = S'@ Tt ®) . La restriccién de este h en QO esta dada
como h(®) de manera andloga como se hizo en (f), luego solo es necesario verificar (4.30),

pero esto puede ser deducido de (e). |

Para terminar enunciaremos el Teorema de Sternberg para campos, el cual se demuestra

utilizando el Teorema 4.7 y el Lema 2.22.

Teorema 4.11. Sean > 0 un entero [0 n = co]. Entonces existe un entero N = N(n) > 2
[6 N = o0] con las siguientes propiedades: Si A € Myxqa(R) es no singular con autovalores
no resonantes (ver (3.11)), y si en la ecuacion diferencial (4.52) la aplicacion f(x) es de
clase CN en una vecindad del origen satisfaciendo f(0) = 0, Dfwy = 0. Entonces existe
una aplicacion h de clase C™ en una vecindad del origen satisfaciendo (4.3), que conjuga

el sistema (4.52) con su parte lineal.
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