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Resumen

Universidad Catodlica del Norte
Facultad de Ciencias
Maestria en Ciencias Mencién Matematica

ESTADISTICAS DE POISSON Y DIMENSION ESPECTRAL PARA EL
MODELO DE ANDERSON JERARQUICO

Autor: Pérez Contreras, Ariel Alonzo
Tutor: Curinao, Jorgue Littin
Fecha: , 2017

Resumen

En la presente tesis se estudian las propiedades espectrales del modelo de Anderson
jerarquico. Este modelo es un aproximacién del modelo tight-binding de Anderson sobre
Z%. En el modelo jerdrquico de Anderson consideramos un conjunto numerable X y una
métrica d, con la cual le damos una estructura jerarquica a X. El Laplaciano jerarquico
libre es un operador autoadjunto Hy actuando sobre el espacio de Hilbert [?(X). El espec-
tro de Hy consiste infinitos autovalores aislados degenerados. Estudiamos perturbaciones
del operador Hy mediante el potencial aleatorio V,, definido por (V,¢)(z) = w(z)d(z),
para ¢ perteneciendo a [%(X). Los ntimeros w(z) son variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas con densidad acotada. El modelo jerdrquico de Anderson es el
operador aleatorio autoadjunto H,, = Hy + V,,. En la tesis se estudiaron, entre otros, los

siguientes resultados:

1. Si el modelo tiene dimensién espectral menor a igual a cuatro entonces, casi segu-

ramente, el espectro de H,, es denso puntual puro.

2. Si la dimension espectral es menor estricta que uno, los niveles de energia para
H,, son asintéticamente un proceso puntual de Poisson, luego de un reescalamiento

apropiado.

Palabras claves: Modelo jerdrquico de Anderson, Laplaciano jerdrquico, localizacién

espectral, estadisticas de Poisson.



Introduccién

Introduccion

La nocién del operador aleatorio discreto de Schrodinger puede ser formulado de la
siguiente manera: Sea X un conjunto numerable y sea Hy un operador autoadjunto ac-
tuando sobre [?(X). Hy es el operador energfa del sistema cudntico no perturbado, y es
usualmente tomado como el Laplaciano. Sea w = {w(x)}sex una familia de variables
aleatorias independientes e identicamente disdribuidas. El desorden es modelado por el

potencial aleatorio V, actuando diagonalmente sobre 1?(X):
(Vop)(@) = w(@)p(z), ¢el(X)zeX.

El sistema cuéntico desordenado es entonces descrito por el operador aleatorio autoad-
junto

Hw = HO + CVw,

donde ¢ > 0 es una constante de acoplamineto que mide la fuerza del desorden. Las
propiedades espectrales de H,, reflejan las propiedaddes fisicas del sistema desordenado.
Localizacién corresponde a un espectro puntual puro, y mientras que transporte corres-

ponde a un espectro absolutamente continuo.

En el primer capitulo daremos la definicién del Laplaciano jerarquico y sus propiedades
espectrales bésicas. Los resultados de éste capitulo estdn presentes en los trabajos [8] y
[3]. El segundo capitulo estd basado en los trabajos [3] y [4], dedicado al estudio de los
propiedades espectrales genéricas de H,. Se demostrard que para dimensién espectral
menor o igual a cuatro, el modelo jerarquico de Anderson presenta localizacion. En el
tercer capitulo, basado en el trabajo [5], nos dedicaremos al comportamiento asintotico
de los autovalores para nuestro modelo. En el cual se probaré que para dimension espectral

menor estricta a uno, los autovalores se comportan como procesos puntuales de Poisson.

VI



Capitulo 1

Laplaciano jerarquico

1.1. Estructuras Jerarquicas

Sea X un conjunto numerable y d : X X X——N una métrica sobre X. Para z € X y

r € N, denotamos por B(z, ) la bola cerrada con centro x y radio r,
B(z,r)={y e X|d(z,y) <r}.

Diremos que la métrica d es jerarquica sobre X si valen las siguientes condiciones:

1. Dados z1,72 € X y r € N se tiene B(z1,7) N B(xe,7) = 0 0 B(x1,7) = B(x2,7), €s

decir, dos bolas con el mismo radio son disjuntas o iguales.

2. Dado z € Xy r > 1, existe n,(z) € {1,2,...} e y1(2), ..., Yn,(2) € X tales que

ny(z)

B(J?,?“) = U B(yj('r)ar_ 1);

j=1

es decir, toda bola de radio r > 1 es la unién disjunta de bolas de radio r — 1.

3. Para cada z € X, X = (J)2, B(z, 7).

Si d es una métrica jerdrquica sobre X, diremos que que (X, d) es una estructura jerdrquica.
En adelante consideraremos ng(z) = 1. Ademds |B(z,r)| denotard la cardinalidad de
B(z,r).

Una estructura jerarquica puede ser descrita equivalentemente en términos de un sistema
de particiones incrustadas. Una particiéon P de X es una coleccién finita de subconjuntos
B,y BiNB; =10

disjuntos de X cuya unién es igual a X, es decir, P = {B; }icr, X = U,¢;

para i # j. Dadas dos particiones P y P’, escribiremos P > P’ si cada B € P es
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un subconjunto de algin B’ € P’. Una estructura jerdrquica (X,d) induce un sistema
incrustado de particiones sobre X. Ya que por las propiedades (1) y (3), para todo r > 1,
las bolas de radio r forman una particién P, de X, y por la propiedad (2), P, es més fina
que P,11. Reciprocamente, si consideramos la particién Py = {{z}}.ex y supongamos que
P; > Pe > --- es un sistema particiones incrustada sobre X tal que para cada z,y € X,
existe 7 > 0y B € P, conteniendo a z e y. Si definimos d(z,y) como minimo de dichos
r, entonces (X, d) es una estructura jerdrquica.

Si para cada r > 1, el ntmero n,(x) es independiente de z, n,(x) = n,., diremos que

(X, d) es una estructura jerdrquica regular. En este caso, tenemos
.
B(a,r)| = N, = [ ne.
s=0

para cada x € X. Mds aun, si n, = n para r > 1, diremos que (X, d) es una estructura
jerdrquica homogénea de grado m. En el caso de un estructura jerarquica homogénea

claramente se tiene N, = n".

Ejemplo 1.1.1. El dinero posee una estructura jerdrquica reqular, por lo general no

homogénea.

Ejemplo 1.1.2. Sea X ={0,1,2,---} y consideremos sobre este espacio la métrica
d(j,k) = min{r > 0| j y k pertenecen al mismo elemento de P,},

donde {P,} es la sucesidn de particiones incrustada

X={0}u{1}u---
X={0,1}U{2,3}U---

X={0,---,2" —1}U{2",---,2-2" =1} U---

Asi, la bola B,(j) = {k € Ng | d(j,k) > r} es el elemento de P, conteniendo a j € Ny.

De ésta forma (X,d) es una estructura jerdrquica regqular no homogénea.

Ejemplo 1.1.3. Un caso mds general es considerar X como reticulado Z®. Los elementos
de X son del tipo x = (x1,T2,...,24), CON T1,T2,...2q € Z%. Sea m > 2 un entero fijo.

Parar >0 yx € Z%, consideremos el cubo

Qz,TZ{yEZd|0§yk—xk<mrpam1§k§d}.
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Sea P, la particion
P = {Qz,r}me(m"Z)dv

de Z¢. Entonces el sistema de particiones (Pr)r>0 define una estructura jerdrquica ho-

mogénea de grado n = m?.
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1.2. Laplaciano jerarquico

En esta seccién definiremos al Laplaciano jerdarquico, la medida espectral asociada a
un operador. Ademaés caracterizaremos el espectro del Laplaciano jerarquico y la medida
espectral asociada al mismo.

Sea (X,d) una estructura jerdrquica. Consideremos el espacio de Hilbert [2(X) de las

funciones ¢ : X—C tales que

> o)

reX

El producto interno sobre [2(X) es dado por:
(Ble) == d(x)
zeX
Para 7 > 0, definimos el operador promedio E, : I?(X)—s?(X) por

(Ero)(z) = Z oy

yeB(x T)

Consideremos H,. como es espacio de todas las funciones ¢ € 1?(X) tales que son constantes
sobre B(z,r). Notar que H,. es cerrado luego, por teoria cldsica de espacios de Hilbert,
cada ¢ € [?(X) se puede escribir tinicamente como ¢ = ¢1+¢, donde ¢1 € H, y o € H;-.

Ademés los elementos ¢ € H' son tales que EyEB(m,r) ¢2(y) = 0. Luego
(Er) (@) = (B(d1+ $2)) () = Z $1(y) = ¢1(x), Vo € H,.
yGB z,r)

Vale decir E,.¢; = ¢1, lo que implica que E, es la proyeccién ortogonal sobre el espacio
cerrado H, C [?(X) de las funciones que son constantes sobre cada bola de radio r.
Sea (pr)r>1 una sucesién de nimeros reales tales que p, > 0y Z:‘;l pr := 1. Consideremos

po:=0y

Ar ZiPS, r=0,1,2,...,00
s=0

El Laplaciano jerarquico A : 12(X)—1%(X) es definido por:

De ésta forma, (X,d,A) es llamado modelo jerdrquico. Si (X,d) es regular (resp. ho-

mogéneo) entonces diremos que (X, d, A) es regular (resp. homogéneo).
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Observacion 1.2.1. Notar que A es un operador acotado autoadjunto. En efecto, como
ker E,. 1 Im E,., se sigue que la proyeccion E,. es autoadjunta y por consiguiente A es un
operador autoadjunto. Ademds

oo
0< ”AH < sup Zpr|Er90|
lell <15,

<3 ( . w)
r=0

llell<t

< ipr =1
r=0

Definicién 1.2.2. Sea A : D(A)—H un operador lineal, donde D(A) es un subespacio

denso del espacio de Hilbert H. El conjunto resolvente del operador A viene dado por:
0(A) :={z€C | (A—2z):D(A)—H es biyectivo}.
Para z € o(A) es operador (A — z) es invertible y su inversa (A — 2)~ : H—D(A) es
llamado el resolvente. Llamamos al espectro de A al conjunto
sp(4) = C\ o(4),

el cual siempre es cerrado.

Recordemos que si A es acotado, entonces sp(A) es compacto. En el caso de que A es
autoadjunto, sp(A) C R y mds adn, para z € C\ R C g(A), se tiene la desigualdad

1 o1
(z,5p(4)) ~ [Imz|’

Permitamos introducir algunas identidades que se utilizaran en adelante:

I(A=2)7M < = (1.2.1)

Proposicién 1.2.3. Para A : D(A)—H operador lineal y z1, zo pertenecientes a o(A)

se sigue que
(A — Zl)_l — (A — 2’2)_1 = (21 — ZQ)(A — Zl)_l(A - 2’2)_1. (122)
Si ademds B : D(B)—H es definido en un dominio comin, D(B) = D(A), entonces

(A-2)'-B-2)'=(A-2"1(B-A4)B-2L (1.2.3)

La demostracién de la proposicién (1.2.3) puede ser consultada en [11].
Como ya sabemos el espectro del Laplaciano jerdarquico A es un subconjunto de los niime-

ros reales. La siguiente proposicién indica que mas atin, dicho espectro es bien conocido:
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Proposicion 1.2.4. Sea A el Laplaciano jerdrquico, entonces:

1. El espectro de A estd dado por
sp(A) ={\. |r=0,...,00}. (1.2.4)

Cada N\, ==Y _ps, conr < 00, es un autovalor de A de multiplicidad infinita.

El punto Ao = 1 no es un autovalor.

2. E. — E,11 es la proyeccion ortogonal sobre el autoespacio asociado a A\, y

A=) "M\(E — Erp1).
=0

Demostracion. Notar que
l2<X)=H0 ODH1DHyD--- s

y que ﬂ:o:o H, = {0}, pues una funcién no nula constante sobre cada bola tendria que

ser constante sobre X y por lo tanto tendria norma [? infinita. Luego podemos escribir

P(X) = é Ly,
r=0

donde L, = Hﬂ'ﬂ N H,. Notar que L, es el subespacio de dimensién infinita de las
funciones ¢ tales que

p para0<s <
E,o=
0 paras>r.

Por lo tanto, para cada ¢ € L.,
(o] T
Ap =) pEi(p) =D psp = \rip.
s=0 s=0

Asi, )\, es autovalor de A. Por tltimo notar que para ¢ € [2(X) se sigue: (E,—E,11)(¢) =0
sobre las bolas de radio 7+ 1 y es una funcién contante sobre bolas de radio r, por lo que

(Br — Ery1)p € L. Asi (E,. — E,41) proyecta sobre el autoespacio asociado a ;.. O

Para z € X, denotamos por ¢, el delta de Kronecker en : §,.(y) = 1<=y = x. Recordemos

que cualquier medida p sobre R posee una unica decomposicién de la forma:

B = Upp + Hac + Hsing-
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donde pip, es una medida puntual pura, pe. es absolutamente continua respecto a la

medida de Lebesgue y piging €s continua y singular respecto a la medida de Lebesgue.

Definicién 1.2.5. Sea A un operardor autoadjunto sobre el espacio de Hilbert H. Defi-

nImos:

Hpp = {¢ | 1y es puntual pura}.
Hae = {p | L, es absolutamente continua}.

Heing = {© | 1y €s continua singular}.

Como también:

Estos conjuntos son llamados espectro puntual puro, continuo, absolutamente continuo y

singular(o continuo singular) respectivamente.

Consideremos un operador autoadjunto A y ¢ € 1?(X). Luego f — (p, f(A)p) es un

funcional lineal positivo sobre C'(sp(A)). De ésta forma tenemos:

Teorema 1.2.6. (Riesz-Markov) Eziste una unica medida sobre el conjunto compacto
sp(A) tal que
(.S = [ N,

sp(A)

donde i, es llamada la medida espectral asociada al vector .
Para los detalles de la deficién (1.2.5) y la demostracién del teorema (1.2.6) puede con-
sultar [9].

Observacion 1.2.7. En nuestro caso la medida espectral para d, y A es la medida de

probabilidad p, sobre R tal que

para cada funcion Borel medible f : R—C.
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Dado que conocemos explicitamente el espectro de A, podemos obtener una expresién

para la medida espectral del Laplaciano jerarquico.

Proposicion 1.2.8. Tenemos

S 1 1
fa = ’I‘Z—:—O (|B(;L‘77‘) - |B(x,r _ 1)|) 5()‘7‘)’ (1.2.5)

donde 6()\,;) denota la delta de Dirac en \,.

Demostracion. Por linealidad basta conocer (d,, f(A)d,). En efecto, usando la descom-

posicién espectral de A dada por la proposicién (1.2.4), tenemos

<z|f Zf (02 | (Er — Er41)0a)
_ 1B(x v 1B(z,r+1)
Zf < Blz.r) |B<x,r+1>|>
1
Zf ( xr>|‘|B<x,r+1>|)’

donde 1p(,,y(y) = 1si y € B(x,7) y 0 en otro caso. O

Observacion 1.2.9. Para un estructura jerdrquica reqular, p, es independiente de x y

=3 (5

En este caso, diremos que p es la medida espectral para A.

) SO\, (1.2.6)

T+1
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1.3. Dimension espectral

En esta seccién consideraremos modelos jerarquicos regulares. La dimensién espectral
es una medida de acoplamiento de regiones distantes de X. Una dimension espectral
pequena significa un acoplamiento débil y una dimensién espectral grande significa un

acoplamiento fuerte.

Definitién 1.3.1. La dimension espectral de un modelo jerdrquico es nimero dsp, el cual

viene dada por la expresion

t——0 logt 27

siempre que el limite exista.

La definicién anterior tiene estrecha relacién con el paseo aleatorio generado por el
Laplaciano jerarquico sobre X dado que
> (6. | AGy) =1,
yeX

para todo = € X, con probabilidad de transicién pg, = (J; | Ad,). Antes de los detalles

recordemos las siguientes definiciones:

Definicién 1.3.2. Un estado xq se dice recurrente si con probabilidad uno Z = xg, dado

que Zy = xg, para algin k € N.

Definicién 1.3.3. Una cadena de Markov se dice irreducible si dado cualquier par de

puntos x e y, existe n € N tal que
P =P(Zn=y| Zo=x)>0.

Observacion 1.3.4. Si una cadena es recurrente, todos los estados son transcientes o

bien recurrentes. En cuyo caso diremos que la cadena es transciente(respect. recurrente).

El camino aleatorio, generado por A, puede ser definido de la siguiente manera; comen-
zamos en el punto xg € X, el camino aleatorio (xg,x1,x2, ) en X, los puntos g, k > 1
son elegidos de la siguiente manera: Dado xg,k > 0, elegimos un radio aleatorio r con

probabilidad p,.. Después de eso, elegimos un punto aleatorio xy1 € B(xg,r) de acuerdo

9
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a la distribucién uniforme. Todas estas elecciones son realizadas de manera independiente
de z;, j < k.
Recordemos el siguiente criterio para la recurrencia para una cadena de Markov: Sea

(Zk) k>0 una cadena de Markov con matriz de transicién [p,,] = A. Consideremos

1, siZp=uxg
I, =

0, siZx# 20

Entonces el nimero de visitas al estado xg es Zi?;o I. Por lo que el valor esperado de

veces en el que la cadena esta en el instante zg es

00 )
E(Zﬂk|zozxo>:ZE(Zk:$0|Z0:J)0)
k=0

k=0

= (0ay | (1= A)7'6,,) = R.

El camino aleatorio comenzando el zg es recurrente para R = oo y transciente para
R < 0.

Polya también nos entrega un criterio para caminos aleatorios sobre Z? generado por el
Laplaciano discreto Aza usual, el cual nos dice que el camino aleatorio es recurrente si
d =1,2 y transciente si d > 2.

El correspondiente criterio para el Laplaciano jerarquico es:

10
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Proposicion 1.3.5. Consideremos un modelo jerdrquico homogéneo de grado n > 2.

Supongamos que existen constantes C; >0, Co >0 y p > 1 tales que
Cip™" <pr < Cop™",
para r suficientemente grande. Entonces:

(1) La dimensidon espectral es

_ log(n)
- 2log(p) '

dsp(n, p) (1.3.1)

Por lo tanto 0 < dsp(n, p) < 2 sty sélo sin < p.

(2) El camino aleatorio generado por A es recurrente si 0 < dgp(n, p) < 2 y trasciente

st dgp(n, p) > 2.

Demostracion. Notar que u([l — t,1]) es una funcién por pedazos de ¢ con saltos de

discontinuidad en los puntos 1 — \.. Ademas

u([)\ro, 1]) = Z <J\]}r - ZVT]-Q—1> 5>\r([)‘ma 1])a

donde

0 ,caso contrario

Como )\, es monétona respecto a r, se sigue que

1 ,sirg<r
X, ([Arg, 1)) =
0 ,caso contrario

Por lo tanto

=01 1 1

M([/\Toa 1]) = M - Nr+1 = Nro (132)

T="o

Luego, como
o0 1 T oo o0 1 T
Cilp-1)"'p"=C1 Y () S1-A= ) ps<C )y () = Ca(p—1)"'p"
s=r+1 p s=r+1 s=r+1

Se tiene para t =1 — A,

loa(n™) _logp([1-£,1) _ _ log(n™")

log(Ca(p —1)~1p=r) — log ¢ = Tog(Crlp—1)1p7)’ (1.3.3)

11
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como \.—>1 cuando r—00, se sigue que t—0 cuando r— 00, por lo tanto de (1.3.3)

obtenemos:
lm log p([1 — ¢, 1)) _ log(n).
t——0 logt log(p)

Para el caso general, sea (tz)r>0 es tal que tx,—0 cuando k—o0o. Como 1 es punto de
acumulacién de Ay, , con (rg)g>0 tal que ry—>o0 cuando k—o00; podemos hallar k € N

de tal forma que 1 — A <tp <1-X,,dondery =sup{j | t; <1—A,}. Luego vale

Tk+41

(1.3.3) para (tg)k>0 ¥ (Tk)k>1. Por lo tanto

- log p([1 — ¢, 1)) _ log(n)
—y logt log(p)

Concluyendo (1).
Para la parte (2), tenemos para un médelo jerdrquico regular N, = n” y N,y = n"tL.

Luego

_ dp(€) _ N =Ny T
R:<5roa(17A) 15m0>_/1ﬂ_(§)_z 1—\ +1:Z 1—\ ’
—0 r r

r=0
Las cotas
Cyl(p=1)(1=1/n) Y (p/n)" <R <CTHp—1)(1=1/n)Y (p/n)"
r=0 r=0
nos dicen que R < co para p < n 'y que R = oo para p > n. O

12
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1.4. La densidad de estados

En esta seccién consideraremos a (X,d) como una estructura jerdrquica regular por
los parametros n, y A es el Laplaciado jerdrquico definido por los pardmetros p,. De-
mostraremos que la medida espectral p es igual a los estados de densidad medidos por

A.

Definicion 1.4.1. La densidad de estados es la medida de probabilidad que describe
distribucion asintotica de los autovalores de una aproximacion grande de volumen finito

de A.

Denotemos por Cy(R) el espacio de las funciones f : R—C que se anulan en el infinito,
es decir, lfmy o0 [f(t)| = 0. Si (ux)x>1 y ¢ son medidas de probabilidad de Borel sobre
R, decimos que u converge en la topologia débil estrella a u si, para toda f € Cy(R), se

cumple

tin [ 1O (0) = [ fauo)

k— 00
Sea G C C\R un subconjunto denso numerable. Como cualquier funcién f € Cy(R) puede
ser escrita como combinacién lineal de funciones t—(t — z)~!, con z € G, entonces una

condicién suficiente para la convergencia débil estrella de la sucesion (uy) es:

Proposicién 1.4.2. Sean (ur)r>1 y p medidas de probabilidad sobre R, si

i [l ) (1.4.1)

k—so00 t—z t—z’

donde z € G; entonces (fux)r>1 converge en la topologia débil estrella a .

Demostracion. La idea de la demostracién es usar el hecho que la familia de funciones

fore= (t_s)ﬁ, con a,e € R, son densas en L?(R) y por tanto en Cy(R). Como podemos

escribir
o= 1 1 1
“C T 2ia [ (t—e) —ia (t—e)+ia)’
entonces se puede probar que la familia de funciones {ﬁ} son densas en Cj(R). Por
dicho argumento de densidad se sigue el resultado. O
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Capitulo 1. Laplaciano jerdrquico

Existen varias aproximaciones de volumen finito de A. Consideraremos dos de éstas apro-
ximaciones y mostraremos que poseen el mismo limite de densidad de estados, igual a pu.

Sea g € X un elemento fijo y consideremos la sucesion creciente de bolas
By, = B(zo,k),con k > 0.

Cada By tiene cardinalidad |By| = Ni. Para k > 0, definimos Ay como el Laplaciado

jerarquico truncado

k
Ay = p.E.. (1.4.2)
s=0
Notemos que el subespacio
I>(Bg) = {¢ € I’(X) | ¢(x) = 0 para = ¢ By}, (1.4.3)
es invariante para Ay. Sea ef, conk=1,---, N, los autovalores del operador restringido

Ay [ 1?(By,) v sea g la correspondiente medida de conteo de autovalores normalizada,
1
Wi = A o(e (1.4.4)

Jj=1

3

Proposicién 1.4.3. La sucesion py converge a la medida espectral p en la topologia

débil estrella cuando k—occ.

Demostracion. Por la proposicién (1.2.4), podemos diagonalizar Ay. Sumando por partes,

tenemos la descomposicién espectral

Ay =poEo +p1E1 + -+ pr By
=po(Eo — E1) + (po + p1)(E1L — Ea) +

+ (po +p1 + pr—1)(Ex—1 — Ex) + (po + - - - pi) E-

Luego, usando la misma idea de la proposicién (1.2.8) se sigue que

5(A\k) + Z (N Nr+1> 5(\), (1.4.5)

r=0

Asi cuando k— 00 se sigue que pi—p. O
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1.4. La densidad de estados

Supongamos que ﬁk es otra sucesién de operadores acotados autoadjuntos aproximando
a Ay que [?(By,) es un subespacio invariante de Ay. Si 1 es la medida de conteo de
autovalores normalizada correspondiente a ﬁk, entonces
~ 1 ~
fdiix = 57 3= (0 | 7825 ).
€ By,

para toda funcién de Borel acotada f : R—C.

Proposicion 1.4.4. Supongamos que HAk — ﬁkH —0 cuando k—o00. Entonces [iy

converge a v en la topologia débil estrella.

Demostracion. Ya que py converge a p en la topologia débil estrella, por la proposicon
(1.4.2) es suficiente mostrar que para cada Im z # 0, la diferencia

Di(z) = / dpn(t) / djin(t)

t—z t—=z

converge a 0 cuando k—o0. Note que por (1.2.1) y (1.2.3) se sigue que

s - 3]

| Tm z|?

)

y por lo tanto

1 1 A -1 HAk B AkH
_ |t ) — < .
DL = |5 3 (e (A=) = Be— )7 ) )| < s
rE By,
Lo cual converge a cero cuando k—>o0. O

Denotemos por Py la proyeccién ortogonal sobre [?(B},) y consideremos
Ay = Py AP;.

Luego

’Ak - ﬁkH < Ziik-i-l pr v la sucesion verifica las hipétesis de la proposicion
anterior. Por lo que el limite de la medida de conteo de autovalores normalizada es igual
a u. Entre las diferentes aproximaciones de volumen finito de A, el Laplaciano truncado
Ayg es el més conveniente. Por lo que la medida espectral i puede ser interpretada como

la densidad de estados de A.
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Capitulo 2

Localizacion espectral

Nuestro objetivo en este capitulo es entender propiedades genéricas del operador H,,,
que acontinuacién definiremos. Por propiedades genéricas, nos referimos a que debe existir
un conjunto = F, con P((NZ) =1, tal que para todo w € (~2; H,, tiene cierta la propiedad
deseada. En este caso diremos que para casi todo w € €2, H,, posee la propiedad deseada.

Comenzaremos describiendo el espectro de H,,, el cual denotaremos por sp(H,,).

2.1. Definicién del modelo

Sea (X,d,A) un modelo jerdrquico regular. Consideremos el espacio de probabilidad
(9, F,P) donde Q = R*, F la o—4algebra medida producto de Borel sobre €, y P es una

medida de probabilidad dada sobre (€2, F). Para cada w € , consideremos el operador
H, =A+YV, (2.1.1)

donde V,, viene dado por

Vi, = Z;gw(x) (05 | +) 0z, (2.1.2)

aqui el conjunto {w(z) | z € X} es una coleccién de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas. Notamos que, a priori, el operador V,, puede ser no acota-
do(dependeré de la distribucién de w(z), z € X), y por lo tanto los operadores V,, y H,

son no acotados(autoadjuntos) con dominio
D, = {@ | D le@)P(1+ fw(@)?) < OO} :
zeX

La familia de operadores autoadjuntos {H, },ecq indexado por los eventos del espacio

de probabilidad (92, F,P) es llamado el modelo jerdrquico de Anderson. La idea
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es dar resultados, con cierta precisién, sobre el espectro de sp(H,). Para ello, damos a
continuacion algunos resultados preliminares que apuntan en este sentido:
Proposicién 2.1.1. Sea A un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert H.

= Si B es un operador autoadjunto acotado sobre H, by = inf sp(B) y by = sup sp(B),
entonces sp(A + B) C sp(A) + [b1, ba].

= Si A es un operador acotado y B es acotado inferiormente, entonces sp(A+ B) C

[inf sp(A) + inf sp(B), oo].
= Si A es acotado y B es acotado superiormente, entonces sp(A + B) C

(=00, sup sp(A) + sup sp(B)].

Demostracion. Supongamos que B es acotado. Podemos asumir sin perdida de generali-
dad que by = —||B|| y ba = ||B|| (basta considerar 61 B + 021, para 6, y 05 apropiados).
Si z ¢ sp(A) + [—||B|, ||Bl|], entonces dist(z, sp(A)) > ||B|| y por tanto ||(z — A)7!|| <
||B||~!. Luego

Iz = A Bl < NIz — 4] 1Bl < 1,

por lo que el operador
z2—A—-B=(2—A)(1-(z—A)"'B),

tiene inversa acotada. Supongamos ahora que B es acotado inferiormente, digamos inf sp(B) =

b € R. Sea a = inf sp(A). Luego para cualquier vector ¢,
(A+B)p | @) za+b,

y por lo tanto sp(A + B) C [a + b,00). El caso en que B es acotado superiormente se

demuestra de manera similar. O

Proposicién 2.1.2. (Citerio de Weyl) Sea A : D(A)—H un operador autoadjunto

sobre el espacio de Hilbert H. Entonces

sp(4) = {X € R | 3(pn) C DA, llgll =1+ Tim [[(4 = Nnll =0}

Demostracion. La demostracién puede ser consultada en [10]. O
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2.1. Definicién del modelo

Proposicién 2.1.3. Sean SV el soporte de iV, S = sp(A)+ SV y S, = sp(H,,). Para

los numeros racionales r1 < ro, consideremos el evento
QTl,TQ = {Sw N (7"1,7“2) 7é (Z)}

Si (r1,r2) NS # 0 entonces P(Qy, r,) = 1.

Demostracion. Supongamos que (r1,72)NS # @ y seau € (r1,72). Luego podemos escribir
u=Ms+edondeec S yse{l,2-- 00} Para cada e > 0 y una bola B, de radio r

consideremos el evento

E(By,e) = {w | mdx lw(z) —e] < 5} .

Ya que 11V ((e—¢,e+€)) > 0y las variables aleatorias {w(x) | = € B,} son independientes,
tenemos que

Ny
P(E(By,e)) = (1 ((e—¢c,e+¢))) " >0.
Por la construcion de la estructura jerarquica, X se puede escribir como la unién numerable
de bolas disjuntas de radio 7, esto es: X = (J;2, By ;. Sea

Ere =limsup (B, j,¢).
J

Ya que los eventos {€(B,.j,¢€),j = 1, ,00} son independientes y 3772, P(E(B;j,¢)) =
00, €l teorema de Borel-Cantelli nos asegura que P(&, o) = 1. Luego el evento

&= ﬂ Er1/(r+1)5

r>0

tambien tiene probabilidad 1. Por construccion, para w € &, existe una sucesién (B, )r>0

de bolas de radio creciente tales que

) 1
m w(T) —el < ——,
(x) b %}érl (@) —el < —

pata todo r > 0.

Para r > 1, consideremos ¢, = min(r — 1,s). Note que para cada r > 1 podemos tomar
una funcién normalizada ¢, constante sobre cada bola de radio g, subbola de B, ;,, nula
fuera de B, ;. vy tal que Eq 419, = 0(como lo realizado en la demostracién del teorema

(1.2.4)). Luego ¢, es autofuncién de A asociada a A4, Entonces
lim ||A¢, — Aser]| =0,
T—>00
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¥, por (*),
lim ||H,pr — (As — €)pr|| =0,
T —>00

para w € £. Por lo tanto ¢, es una sucesion de Weyl para el operador H, y u = A\s+¢e €

sp(Hy). De ésta forma u € (r1,79) NSy, ¥
(Tl,TQ) N Sw 7é (Z),

es decir, w € Q, r,. Hemos mostrado que £ C Q,, r,. Ya que P(£) = 1, podemos concluir

que P(Q,, r,) = 1. O

El siguiente teorema es un resultado andlogo al de H. Kunz y B. Souillard, el cual puede

ser consultado en [6].

Teorema 2.1.4. Supongamos que las variables aleatorias {w(x)}zex son i.i.d. con dis-
tribucion pV , es decir, Px zexpu" . Sea SV el soporte de iV y IV el intervalo cerrado mds
pequerio(clausura convera) conteniendo a SV . Entonces para casi todo w € €2, respecto

a P, tenemos que
sp(A) + 8V C sp(H,) C (sp(A) +IV) N ([0,1] + SY).
En particular, si SV es conexo, entonces SV =1V y
sp(H.) = sp(A) + 87,

para casi todo w € 2, respecto a P.

Demostracion. Para la contencién sp(H,) C (sp(A) + 1Y) N ([0,1] + SY) consideremos
el subconjunto aleatorio real S, = sp(H,,). Para casi todo w € €2, respecto a P, tenemos
que w(z) € SV y por lo tanto sp(V,,) € SV Para cada w € © fijo, usamos la proposicién
(2.1.1) primero con A = Ay B = V,, obteniendo sp(H,,) C sp(A)+1". Luego con A =V,
y B = A obteniendo sp(H,,) C [0,1] +SY. Por lo que S,, C (sp(A)+IV)Nn ([0,1] +SY).

Por otro lado, para sp(A) + SV C S,,, consideremos el evento

Q= N Q-

r1<ro:(r1,r2)NSH#D
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2.1. Definicién del modelo

entonces P(Q) = 1, ya que su complemento es la unién numerable de conjuntos cuya

probabilidad es nula. Afirmamos que
weQ=—SCS,.

En efecto, sea w € Q. Supongamos que u € S. Para los racionales ry < u < 79, tenemos
que (r1,72) NS # 0 y por lo tanto w € Q,, r,. Luego S, N (r1,72) # 0. Ya que S, es un

conjunto cerrado, podemos concluir, luego de r1 Tu y 72 | u, que u € S,,,. O
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2.2. Teoremas de localizacion espectral

Denotemos por sp,.(H,) a la parte absolutamente continua del espectro de H,, y por
Speont (Hy) a la parte continua. En esta seccién enunciaremos los dos resultados mas im-
portantes del presente trabajo. El primero es debido a Molchanov [7], el cual nos entrega
condiciones suficientes para que speont(H,) = (), siempre que las variables aleatorias po-
sean distribucién de Cauchy. El segundo resultado trata de replicar la misma conclusién
indepensiente de la distribuciéon de las variables aleatorias, no sin antes imponer condi-

ciones sobre la dimensidin espectral del modelo. En [7], se probé el siguiente teorema:

Teorema 2.2.1. (Molchanov) Sea (X,d, A) un modelo jerdrquico regular. Supongamos

que existe € > 0 tal que
oo

ZpTTH_E < 00, (2.2.1)

r=1

Si las variables aleatorias {w(x) : x € X} son i.i.d con distribucion de Cauchy,

1 h
Fon(O)de = e aE T R

de, e>0,
para los pardmetros a € R y h > 0, entonces speont(Hy,) = 0 para casi todo w respecto

a P.

Observacion 2.2.2. Notar que el teorema anterior es valido para cualquier desorden.
Dada una constante de acoplamiento ¢ > 0, el operador aleatorio puede ser escrito como
A+ exew(T) (02 | ) 6z Siw(x) tiene distribucion de Cauchy ka,n, entonces cw(x) tie-
ne distribucion de Cauchy keqcn. Por lo tanto, bajo las hipdtesis del teorema, A + cV,,
posee espectro puramente puntual para casi todo w, respecto a P. Notar que la condicion
(2.2.1) es bastante débil, pues no depende de las particiones, sino sélo de p,.. Esto nos
dice que el teorema (2.2.1) vale en dimensidn espectral arbitraria. En efecto, dado n > 2
y dsp un nimero real positivo. Notar que existe un unico p > 1 tal que dsp = dgp(n, p).

r

Ahora bien, si consideramos p, = Cp~", donde C' es una constante de normalizacion de
tal forma que Z:‘;lp,. = 1. Luego los p, satisfacen (2.2.1). Por lo tanto, podemos cons-
truir modelos jerdrquicos de Anderson de dimension espectral arbitraria para los cuales

el teorema (2.2.1) vale.
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2.2. Teoremas de localizacién espectral

Respecto a la medida de probabilidad P, denotamos por £ la medida de Lebesgue sobre
R. Para cualquier z € X, € puede ser descompuesto a lo largo de las coordenada x—ésima
como 2 = R x ﬁ, donde 0 = RX¥—{*_Sea P, la correspondiente marginal de P definida
por P, (B) = P(R x B), donde B C € es un conjunto de Borel. Entonces para casi todo
w € (NZ, respecto a }I~”, existe una medida de probabilidad P¥ sobre R tal que el teorema

condicional de Fubini vale: Para todo f € L'(Q,P) tenemos

| sware) = [ ( / f(&@)dIP?(é)) 0B, (@)

Si para casi todo w € §~2, respecto a @I, es absolutamente continua con respecto a L,
entonces decimos que P posee una densidad condicional a lo largo de la coordenada
r—ésima. P es llamada condionalmente absolutamente continua si para cada = € X,
P posee una densidad condicional a lo largo de la coordenada x—ésima. Un caso especial
de una medida de probabilidad condicionalmente continua es la medida producto P =
®zexP,, donde cada P, es una medida de probabilidad sobre R absolutamente continua
respecto a L.

El resultado principal sobre localizacién espectral es:

Teorema 2.2.3. Sea (X,d,A) un modelo jerdrquico reqular. Supongamos que existe un

sucecion u, > 0 tal que > oo uy b < ooy

Zpru,,\/]\/} < 0. (2.2.2)
r=1

FEntonces:
(1) Para todo w € Q, spu.(H,,) = 0.

(2) Si P es condicionalmente absolutamente continua, entonces speont(Hw) = 0 para

casi todo w; respecto a IP.

Observacién 2.2.4. La condicidn (2.2.2) es mds restrictiva que la condicidn (2.2.1).
El requerimiento sobre el decaimiento de p, impone una cota superior sobre la dimen-
sion espectral de A. El teorema (2.2.8) y la proposicion (1.3.5) nos permiten construir
modelos jerdrquicos de dimension espectral ds, < 4 que ezhibe localizacion en desdrdenes
arbitrarios. Si (X,d) es una estructura jerdrquica homogénea de gradon > 2 yp. = Cp™"

con p > \/n, entonces la hipdtesis (2.2.2) se verifica para u, = 1. Dada 0 < dg, < 4

podemos ajustar p > \/n de tal forma que dgsp(n, p) = dsp. St p, = Cr=2=¢n="/2, enton-
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Capitulo 2. Localizacién espectral

ces el modelo tiene dimension espectral dg, = 4 y (2.2.2) se verifica para u, = rlte/2,
También se pueden construir modelos triviales con ds, = 0 tomando p, de tal forma que
decrezca mds rdpido que p~" para cualquier p. Notar ademds que la que homogeneidad de

la estructura jerdrquica no es necesaria para el teorema (2.2.3).
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2.3. Ciriterio para la localizacién espectral

En esta seccién formularemos una condicién suficiente para que H,, posea spa.(H,) =0
para todo w € €, y una condicién sufiente para que H,, posea speont(H.) = () para casi
todo w, respecto a P.

Consideremos el operador truncado

H,,= ipsES + Vo, r >0, (2.3.1)

5=0
donde (E,¢)(z) := |B(x,r)|"" 2 yenn (@) v w € Q fijo. Para cualquier bola B,
de radio 7, el subespacio [2(B,) es invariante bajo H, ,. Para cada r fijo, definimos
o(w, B,) como el conjunto de los autovalores del operador H,, , restringido a I*(B,) y
0w =o(w, B,), la unién es sobre de todos los posibles radios. Notar que o, es un sub-
conjunto numerable de R, y por tanto con medida de Lebesgue cero. Para z € C\ oy,

r >0,y x,y € X, consideremos
Gwﬂ”(xa Y; Z) = <6ZE ‘ (Hwﬁr — 2)715y> .

Para z € C\ o, 7 > 0y t € X, consideremos

1
gw,r(t; Z) = ﬁ Z Gw,r(tly t; Z)7
"t <r
es decir, g, , es el promedio de G,, (-, t; z) sobre las bolas B(t,r).
Claramente G, ,(t',t;2) = G, r(t,t'; 2), pues la medida espectral adjunta para d;,d; y
H, , es real. Notar que
1 / 1 -1
Gor(ti2) =57 D Gur(tit'i2) =5 (0 | (Hor =) pan)- (2.3.2)

N,
At/ t)<r

Para B, € P,, denotamos

1
'Yw(Br; Z) = X <1BT | (Hw,r - Z)_l]-BT> .

T

Ahora bien, para € Xy w € {2 fijos, denotamos por p la medida espectral para H,, y
Oz, POT ,u:’ cont la parte continua de u3 y por ug ¢ la parte absolutamente continua. El

criterio principal de localizacion espectral para el modelo jerarquico de Anderson es:
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Capitulo 2. Localizacién espectral

Teorema 2.3.1. Supongamos que existe una sucesion u, >0 con -, ul <ooy

> pruy < 0. (2.3.3)
=
Sean x € X y B C R conjunto de Borel dados. Entonces:

(1) Si para w € Q fijo,

o0
> pav(B(x, s);e)| < oo, (2.3.4)
s=1

para casi todo e € B, respecto a L, entonces s ,.(B) = 0.

(2) Si P posee densidad condicional a lo largo de la coordenada x—ésima, y (2.3.4)
vale para casi todo (w,e) € Q x B, respecto a P® L, entonces iy .o, (B) = 0 para

casi todo w € Q).

(3) Supongamos que para casi todo (w,e) € QX B, respecto a Px L, existe una constante
finita C, ¢ o tal que
Yo (Ba,ri €)] < Coe,ztir, (2.3.5)

para todo r. Si P posee densidad condicional a lo largo de la coordenada x—ésima,

entonces g cont(B) = 0 para casi todo w € Q, respecto a P.

Probaremos las proposiciones (2.3.2), (2.3.4) y (2.3.5) y luego demostraremos el teorema

(2.3.1).

Proposicién 2.3.2. Secaw € Q, z,y € X, z€ C\ g, yr >0 dados. Entonces

Gwﬂ‘(xay; Z) = Gw70($7y32’) - Z pstflgu@sfl(x;Z)gw,s(ygz)a (236)
s=d(z,y)
)
1 T
G ollas 2) = FGw’O(x,y; ) H (1 — psyw(B(z, s); 2)) . (2.3.7)
r s=1

Demostracion. La formula (2.3.6) vale para r = 0 ya que pg = 0. Para s > 1, la identidad

del resolvente nos dice que
(Hu,s — Z)_l(sy — (Hus-1 — z)_léy =—(Hys-1— Z)_lpsES(Hw,s - z)_léy.
Notar que Es(Hy s — 2) " 0y = gu,s(y; 2)15(y,s). Tomando (6, | ) en la ecuacién anterior

26
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obtenemos
G (2,3 2) = Gus1(2,452) = —PsGu,s (43 2) (0 | (Hu o1 —2) g, ). (2.3.8)
Notar que por la ecuacién (2.3.2),

_ Ns—lgw,s—l(x;z)7 Si d(%y) S S,
<5w | (Hy,s—1 — 2) 113(y75)> =
0, si d(z,y) > s.

La férmula (2.3.6) se sigue directamente resolviendo la recurrencia (2.3.8).

La demostracién de (2.3.7) es similar. La identidad del resolvente nos dice que
<5a: | (Hw,r - Z>_1lB(z,r)> = (1 - pr’Yw(B(xﬂ"); Z)) <6w | (Hw,rfl - Z)_llB(z,r71)> .

y (2.3.7) se sigue luego de iterar la férmula anterior. O

Para la demostracion de la proposicién (2.3.4) necesitamos el siguiente lema:

Lema 2.3.3. Sea A una matriz Hermitiana de N x N y v € CN. Entonces para todo

c({e: la-eo ;= m}) < 4\/g||u||2.

M>0

Demostracion. Sean A1,--- , Ay los autovalores de A y o1, - ,pn la correspondiente
) N 2 N
base ortonormal de autovalores. En éste caso tenemos, v = Y, v;;, [|[v]l; = D, [vil?
_ N _ ; . .
y(A—e)to=3" (N —e)tvp;. Paracadai =1,--- , N, consideremos el intervalo

abierto D; = (A; — v;/V M, \; +v;/vVM). El largo total de los N intervalos es

N ) )
L (vlez) < ;m(Di) = S o < \/M\/NHUM

7
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De la desigualdad de Chebyshev tenemos

N
1 2
R Di:|[(A—e) W2 >M <7/ A—e) Wl d
c ({e VUil - e > }) 57 gy p 1A= ellpde
1 N v; 2
=< — | de
M R\Uﬁ\; D; ; )\z — €
1 N v |?
<< — —| de
M;/R\U%Di Ai—e
N
1 fe%e] |'Ui|2
=< — 2/ dt
M; joi/vaa|
9 N
= MVM; |Uz|
<2 Ul
NI 2
Lo cual prueba el resultado. O

Proposicién 2.3.4. Sea u, > 0 una sucesion con y oo u, ' < oo. Seaw € Q yz X
fijos. Entonces para casi todo e € R, respecto a L, existe una constante C, < oo tal que
1/2

o lgus@ie)?| < Ceu,, (2.3.9)
d(wsy)SS

para todo s > 0.

Demostracion. Ya que [?(B(x,r)) es un subespacio de dimensién N, invariante bajo H,,

y como HlB(r,T)Hz = /N, tenemos por el lema (2.3.3) que para M, > 0,

4N,

L ({e eR\ oy, : H(me - e)fllB(w,T.)H; > MT}> <

3

Sea M, = (u,N,)%. Entonces Zfil NTMT_U2 < 00. Por el lema de Borel-Cantelli, para

casi todo e € R\ 0., respecto a L ; existe una constante C, < co tal que

|(Hor — ) " 1panm |, < Cev/M,, (2.3.10)
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para todo r > 0. Notemos que

1/2 1/2
1 . 2
Z |gw,s(y§e)|2 = F< y | (Hos =€) 1B(y,s)>
d(z,y)>s z,y)>s
1/2
1 1 2
= F (Hw,s - 6) ]-B(w,s)>|
d(w,y)>s
= ﬁ ( ) 1B(ac s) H (*)
Reemplazando en (x) la desigualdad (2.3.10) se concluye la demostracién. O

Proposicién 2.3.5. Asumamos que eziste una sucesion u, > 0 tal que Y 2 uy b < oo
Y >l pruy < 00. Sea B C R un conjunto de Borel yw € Q, x € X fijos.

Supongamos que

Zpslvw )| < oo, (2.3.11)

para casi todo s € B, respecto a L. Entonces, para casi todo e € B, respecto a L;

sup Y |Gor(z,y5€)|* < 0. (2.3.12)
r>0 yex

Demostracion. Para todo e € C\ 0y, la representacién de la férmula (2.3.6) y la desigual-

dad de Cauchy-Schwarz nos permiten obtener

1/2
S Gurlw g2 | < |Guola,aie)
yeX

1/2
+) peNecalgosa(@e) | D lgwslyse)l
s=1 d(z,y)<s
Usando la proposicién (2.3.9), para casi todo e € R, respecto a L;

1/2
Z |G (2,95 )] < |Gy oz, z;e)| + Ce Zpsust,ﬂgw,s,l(m; e)l. (2.3.13)
yeX s=1

La hipétesis (2.3.11) implica que para casi todo e € B, respecto a £, el producto []o2,(1—
psY(B(z,s);e)) converge. Por otro lado, para dicho e, se tiene de (2.3.7) que existe una

constante C!, < oo tal que para todo s > 0
Ni|gw,s(z;€)| < CL. (2.3.14)
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Capitulo 2. Localizacién espectral

Reemplazando (2.3.14) en (2.3.13) se tiene

1/2
”
S 1Cur(@ i) | <|Cuole.zie) + CCLY paus.
yeX s=1
demostrando el resultado. O

Antes de probar el teorema (2.3.1) recordemos el criterio de localizacién de Simon-Wolft:

Teorema 2.3.6. Asumamos que P pose densidad condicional a lo largo de la coor-
denada x—ésima. Sea B un conjunto de Borel tal que G, .(e) = fR% =
lim o [|[(A+ Ve — e — ie)_16wH2 < o0 para casi todo (w,e) € Q x B, respecto a P& B.

Entonces 15 .., (B) = 0 para casi todo w € Q, respecto a P.

Demostracion. El resultado se sigue del hecho que

dpig ac(e) = L (Hﬁ)l H(A +Vo—e— ie)_16w|2> .

Para los detalles ver [1]. O
Ahora, desarrollaremos la demostracién del teorema (2.3.1)

Demostracion. (Del teorema 2.3.1) Seaw € Qy e € R\ 0, fijos y la sucesién u, > 0

tal que > 7 pru, < co. La proposicién (2.3.5) nos dice que

sup Y |Gur(z,y5€)]* < 00
r>0 yX

. Por el teorema de convergencia mondtona tenemos

/ dpg(A) o dg () — sup / dpg (N)
R e>0 R(

(e—N)2  elo(e—A)2+e2 e—A)2e2’
Ya que z € C\ R,

im |(Huyr—2)"" = (Ho—2)"'|| =0,

r—>00
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2.3. Criterio para la localizacién espectral

tenemos que el limite en la topologia débil estrella lim, —, « p3 . es igual a pg, donde p .

es la medida espectral para H, , y 6. Por lo tanto

/m:sup lim M< sup /M
R (6 - )\)2 e>0 T JR (6 - )‘)2 +e2 ~ e>0,r>1JR (6 - )‘)2 +e?

dpsr(\)
=su —
p/ (€ — )2

= sup H(Hw,r - 6)71690”2
r>1

= 5p 3 (Gl (@i ) < 0.
r>1
=" yeX

En la igualdad final usamos el hecho que {,},ex es una base ortonormal para (?(X). Ya
que L(o,) = 0y que la cota (2.3.12) vale para casi todo e € R\ oy, respecto a L; tenemos
que para cada w € Q, G, ,(e) < oo para casi todo e € R respecto de £. Esto prueba (1).
La parte (2) se sigue del hecho que G, ,(e) < oo para casi todo (w,e) € Q x R, respecto
alP® Ly el criterio de Simon-Wolff. La parte (3) es consecuencia de la parte (2) y la
hipétesis (2.3.11). O

2.3.1. Demostracion del teorema de localizacién espectral

Aplicaremos el teorema (2.3.1) para demostrar los teoremas (2.2.1) y (2.2.3).

Demostracién. (Del teorema 2.2.3) Ya que v, (B(x,s);€) = >4, 4)<s Ju,s(yi€), la
desigualdad de Cauchy-Schwarz y la proposicién (2.3.4) permiten decir que para casi

todo e € R, respecto a L,

Ve (B(z, s);€)| < Ceusy/ms. (2.3.15)

Por lo tanto ) ps|7w(B(z, 8); €)| < 0oy el resultado se sigue por el teorema (2.3.1). [

La demostracién del teorema (2.2.1) de Molchanov requiere més trabajo. Debemos

primero introducir algunas notaciones.
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Capitulo 2. Localizacién espectral

Preliminares.

Es conveniente considerar el complejo v = a + ih € C,(en el semiplano superior) y
denotar por k, la distribucién de Cauchy con densidad k, . Si v es una medida de
probabilidad de Borel sobre la esfera de Riemann S = C U {oco}, y 7 : S—S es una
aplicacién de Borel, entonces 7v denotara la medida de probabilidad inducida de Borel

sobre S:

()(B) = v(r~(B)),

para los conjuntos de B C S. Si n > 2 es un entero, y v es una medida de probabilidad
sobre S, consideremos

Agw=1(y*x-- %)
n veces

donde 7(z) = z/n, y * es la convolucién de medidas usual. Por lo tanto, si Y7, - ,Y,, son
variables aleatorias i.i.d. sobre S con distribucién v, entonces A,v es la distribucién de
(Y1 4+ ---+Y,)/n. La siguiente proposicién resume algunas de las propiedades bésicas de
la distribuciones de Cauchy.

Proposicién 2.3.7. Las distribuciones de Cauchy tienen las siguientes propiedades:

1. Siwvy,vg € Cy, entonces

Koy * kuy = Ky 1o,
2. SiT(z)=—-Z o7(2) = (az+0b)/(cz+d), donde a,b,c,d € R, ad—bc > 0, entonces
Tky = krv,
para todo v € C4
3. Para todo v € Cy y enteros n > 2,

Anky = kpy.

Demostracion. La demostracion usa hechos basicos de la teoria de funciones harmonicas.
Para funciones continuas acotadas h = R—R, sea U, : C;.—R definido por Uy (v) =
Jg h(t)dky(t). Luego Up(v) es la tinica funcién harmonica acotada en C1 que extiende

continuamente continuamente sobre R con lim, o Uy (2 +iy) = h(z). Si X es una variable
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2.3. Criterio para la localizacién espectral

aleatoria con distribucién de Cauchy k,, X1 ~ k,, entonces Eh(X) = Uy (v). Sea X7 ~ k,,
y Xy ~ ky,. Para t € R fijo, sea hi(s) = h(s + t). Entonces

EA(X; + Xz) = / / h(s + t)dky, (5)dky, (1)

_ / { / ht(s)dkul(s)}dkvz )

:/wwm@w%m
:/fm@+MM$M%A0

= Uh(ﬂl + 1)2).

Ya que h es arbitrario, concluimos que X; + Xo ~ ki, 14,. Esto prueba (1). Para la
demostracién de (2), consideremos el caso 7(z) = (az + b)/(cz + d). La aplicacién 7 es

una biyeccién analitica C\ {—d/c}—C\ {a/c} con inversa analitica. Tenemos

(ad — bc) Im z

Im7(z) = ot d?

Por lo tanto 7 mapea C;—C_, C_—C_, R\ {—d/c}—R\ {a/c}. Sea X ~ k, y h:
R—R una funcién continua acotada suyo soporte no contiene a a/c y sea f(s) = h(7(s)).

Entonces

Ur(v) = Up(r(v)), Imwv>0.

Por lo tanto

[ ke = Un(r(0) = Uye) = EF(X) = ER(r(X).

Ya que h es arbitraria, esto implica que 7(X) ~ k;(,). El caso 7(2) = —(z) es probado

usando el hecho que 7 preserva armonicidad. (3) se sigue de (1) y (2). O

Usaremos transformaciones lineales fraccionales de la forma

donde p > 0. Notar que 7,4, = 7, 0 Ty. La transformacién 7, es importante en el modelo
jerdrquico de Anderson por la siguiente relacién de recursividad, probada por Molchanov

en [?].
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Proposicién 2.3.8. Sea w € Q y z € C\ {0y} dado. Entonces para todo z € X,

o(B(2,0);2) = ——. 2.3.16
1B, 0)2) = S5 (2316)
Para todo r > 1 y B, € P, tenemos la formula de recurrencia
(By;z) = 1 > (Br_1;;2) (2.3.17)
Yu\Dr;2) = Tp, N Y \Dr—1,5; 2 s 0.

r Brfl,jCBr

donde la suma contiene N, términos, correspondiente a las N, bolas B,_1 ; de radio

r — 1 contenidas en B,..

Demostracion. La férmula (2.3.16) es clara ya que Gy (7, y;2) = (w(z) — 2) 71 (05 | 6,)-

Para r > 1 la identidad del resolvente nos dice que
(Hw,r - Z)illBr - (Hw,r—l - Z)illBT = _prVw(Br§ Z)(Hw,r—l - Z)illBr-
Tomando (1p, | -) en la ecuacién anterior obtenemos

Nr’Yw(Br;z) - Z Nr—l’Yw(Br—l,j;z) = _pr’Yw(Br;Z) Z Nr—l’Yw(Br—Lj;Z)-
B,_1,,;CB, B,_1,;CB,

La férmula (2.3.17) se sigue luego de dividir por N, la ecuacién anterior y resolverla para

Yoo (Br; 2). O

2.3.2. Demostracion del teorema de Molchanov.

Demostracion. (Teorema de Molchanov) Ya que para cada w fijo, £L(c) = 0, tenemos
e ¢ o, para casi todo (w,e) € Q x R respecto a P x L.

Por lo tanto existe un conjunto Borel medible £ C R con las siguientes propiedades:

1. L(R\ E) =0.

2. Para cada e € F fijo, existe un conjunto . € F con P(Q.) = 1y tal que e ¢ o,

para casi todo w € €.

Sea e € F fijo. Entonces para casi todo w € €., y por tanto para casi todo w € {2 respecto

a P, todas las férmulas de representacion de las proposiciones (2.3.2) y (2.3.8) valen. Se
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sigue de (2.3.16) y de la proposicién (2.3.7) {7, (Br;e)}zex son variables aleatorias de
Cauchy i.i.d. con distribucién k,,, donde vo(e) = —(e — a +ih)~!. Mds atin, (2.3.17) y la
proposicién (2.3.7) nos dicen que para r > 1, {7,(B;;€e)}p,cp, son variables aleatorias
de Cauchy i.i.d con distribucién, donde v,.(e) = 75 vo(e). Ya que A\,— Ao = 1 cuando

r—s 00, la clausura de la orbita
Vie) = (J{vr ()},
r>0

es igual a V(e) U{rvo(e)}, un compacto en Cy. Ya que sup, [v.(e)| < oo, existe una

constante K (e) < oo, tal que

B(hu(Brie)] > w) < 51,

para todo niimero real u > 0, entero r > 0y B, € P. Fijando = € X y tomando u, = r'*¢.
Por el lema de Borel-Cantelli, para casi todo w € {2, respecto a P, existe una constante
L, (e) < oo, tal que

1w (B(z;7)s€)| < Lu(e)ur, (2.3.18)

para todo r > 0. La parte (3) del teorema (2.3.1) nos dice que y ,,, = 0 para casi todo

w € ), respecto a P. Ya que z € X es arbitrario, el resultado vale. O
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Capitulo 3

Estadisticas de Poisson

En este capitulo probaremos que para ds, < 1, los niveles de energfa para H,, son,

asintoticamente, un proceso puntual de Poisson; luego de un reajuste adecuado.

3.1. Modelo de Anderson

Sea (X,d,A) un modelo jerdrquico regular. Consideremos el espacio de probabilidad
(2, F,P) donde Q = R*, F la o—algebra medida producto de Borel sobre €, y P es una
medida de probabilidad dada sobre (£2, F). Para w € €, consideremos

Vo= w(@) (0 | )b, (3.1.1)

zeX

H,=A+V, (3.1.2)

La familia de operadores autoadjuntos {H, }wex indexada por el pardmetro aleatorio w
del espacio de probabilidad (2, F,P) es llamado el modelo de Anderson jerarquico.

Lo anterior es un caso particular del operador de Schrodinger
Hw = HO + Vw>

donde Hj es un operador autoadjunto actuando sobre 1?(X) y V,, es un potencial aleatorio

que actiia diagonalmente sobre [2(X), es decir,
(Vop)(@) = w(@)p(z),  ¢el(X),zeX;

con {w(x)},x variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con densidad
acotada <y, condicién fundamental para el desarrollo de los resultados de este capitulo.
Aqui P = X exvy(t)dt. Como vimos en el capitulo dos, las aproximaciones de volumen fini-

to a H,, estan dadas por la sucesién (By)r>1 de subconjuntos finitos de X, |~ Br = X,y
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la correspondiente sucesién de operadores (Hy)x>1 aproximando a H,,, tal que el subespa-
cio [?(By,) es invariante para Hy’. En este capitulo, la idea es estudiar el comportamiento

asintético de los autovalores

w,k w,k w,k
e]" <ey < < e|Bk|’

de HY, restringido a 12(By), cuando k tiende a infinito. El primer paso es probar que
existe una medida de probabilidad no aleatoria p®” sobre R tal que, con probabilidad

uno, la medida de conteo de autovalores aleatoria normalizada

1B

\
@ 6(6;}7]6), (313)

Jj=1

pr =

% en la topologia débil estrella, cuando k tiende a infinito. Especificamente

converge a [
la medida p*¥ es llamada la densidad de estados para H,,. Para k suficientemente grande
y dado € > 0, el nimero de autovalores en un intervalo pequeno (e —e, e+¢) alrededor del
punto e € R es del orden de |By|u*”((e+e,e—¢)). Por lo tanto, es conveniente considerar

la medida puntual reajustada

| By |

Pe= Z 5(1Brl(e™" —e)). (3.1.4)

Ejemplo 3.1.1. Si X ={1,2,...}, Hy = 0 y los volumenes finitos de aprozimaciones son
By ={1,2,...,k}, HY es la restriccion de H,, sobre I*>(By). Luego HY posee autovalores
estadisticamente independientes {w(z)}zep, v se sigue de la ley fuerte de los grandes

numeros de Kolmogorov que para cada conjunto de Borel A C R,

in i (4) = 4 (4) = / Y (t)dt,
— 00 A

para casi todo w € §2, respecto a P.
Denotemos por L la medida de Lebesgue sobre R. Asumamos que 7y es continua en el
punto e € R y que v(e) > 0. Si Ay, As,--+ Ay C R son conjuntos de Borel acotados,

entonces el vector aleatorio

[ It)ye(Al)v :’E(AQ)a ) I:))E(Am)} )

posee distribucion multinomial, por lo que

k' Ty T2 Tm+41
1|qk,1qk,2 % m1>

w,e _ w,e _ w,e _ _
P{gk (A1)—’I“1, k (AQ)_TQa"'7 k (Am)_rm}_TllT'g!""f‘er
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conrs=0,....k vy Z:@ilrs = k., donde

qr.s = P{(kw(l) —¢) GAS}z/ ~(t)dt, s=1,...,m+1.
e+k—1A,

y A1 =R\ (UL, A,). La continuidad de 7y en e nos permite concluir que

lim kgys= lim k~y(t)dt (3.1.5)
k—> o0 k—o0 Jopp—14,
= lim W(E + e)du (3.1.6)
k— 00 A, k
=v(e)L(As). (3.1.7)

Ademds recordemos que la funcion generadora de momentos para dicho vector aleatorio

es:
k
Pti,e tm (5(1:16(141)7 e ag(]:;j’e(Am)) = Z qk,jetj
j=1
Luego
k
Dty oe st (§ (A1), 60 (Am)) = qu,jetj
j=1
k
= | Yl — 1) +1
j=1
k
- (e )

Jj=1

pues Z;n:l qr,; = 1. Usando la ecuacion (3.1.7) se obtiene que

it 67 (D 6 () = e | (e 1) )

con Aj = y(e)L(A;), que corresponde a la funcion generadora de momentos de la distri-
bucidn de Poisson multivariable. Ast, las variables aleatorias £°(As), s =1,...,m, son

asintéticamente independientes y poseen distribucion de Poisson Py = e~ s Y reN %5(1‘)

Observacion 3.1.2. Usando el mismo argumento y el formalismo adecuado en variable

compleja se puede hacer para funcion caracteristica.
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En lo sucesivo consideraremos al espacio métrico S equipado con o—algebra de Borel
Bg, es decir, la o—4algebra de Borel generada por los conjunto abiertos de S. Denotemos
por M el conjunto de todas las medidas no negativas de Borel u sobre (59, Bs) tales que

1(A) < oo para cada conjunto de Borel acotado A C S.

Definicion 3.1.3. Una medida p € M es llamada puntual si i puede ser escrita como
W= Z&(xj), xj €5,
jeJ
donde J es un conjunto numerable. Denotaremos por M, el conjunto de todas las medidas

puntuales sobre (S, Bg).

Si g € M,, entonces tenemos que pu(A) € N para cada conjunto de Borel acotado
A C S. Un proceso puntual sobre S es la aplicacién w——p® del espacio de probabilidad
(Q, F,P) al espacio M, tal que para cada conjunto de Borel acotado A C S, la aplicacién

w—p¥(A) es medible. Si p* es un proceso puntual, la aplicacién
v(B) =Eu(B), B e Bs,

define una medida sobre (S, Bgs). La medida v es llamada la medida de intensidad del

proceso puntual u®.

Definicién 3.1.4. Sea v € M. Un proceso puntual de Poisson sobre S con intensidad v

es una proceso puntual £ con las siguientes propiedades:

= Para cada conjunto de Borel acotado A C S, la variable aleatoria € (A) se distribuye

Poisson con pardmetro v(A).

= Dados los conjuntos disjuntos de Borel Ay, As, ..., Ay en S, las variables aleatorias

E9(A1),£9(A),...,EY(Ay) son independientes.

Definicién 3.1.5. Una sucesion & de procesos puntuales en S, definidos en el mismo
espacio de probabilidad, se dice que converge a un proceso puntual de Poisson en S con in-

tensidad v € M si cada conjunto disjunto de Borel acotado Ay, As, ..., Ay €5, tenemos

Jim P{E(A) = r1, 68 (A2) = o, 6 (An) =} = [[ Bagan (), (318)
s=1

para todo r1,72, - ,Tm € N.
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Por lo tanto, en el ejemplo (3.1.1) vimos que la sucesién de procesos puntuales ;" sobre
R converge a un proceso de Poisson sobre R con intensidad 7(e)L£. Es bien sabido que la
convergencia de las funciones caracteristicas es suficiente para caracterizar la medida de

probabilidad, como recordamos en la siguiente proposicién:

Proposicién 3.1.6. Sean X eY dos vectores aleatorios. Denotemos por Fx (x) y Fy (y)
sus distribuciones adjuntas y, por px(t) y oy (t) sus correspondientes funciones carac-

teristicas. Entonces,

Fx(z) = Fy (z),Vz € R'<=0x (t) = @y (t)Vt € R".

En nuestro contexto de distribuciones de Poisson tenemos que la condicién (3.1.8) es

equivalente, en termino de las funciones caracteristicas, a

lim Ee' 225=1 16 (4 = TTexp (v(Aq) (e — 1)), (3.1.9)
s=1

k—o0
para todo t1,ta, -+ ,t;, € R. Ambas (3.1.8) y (3.1.9) son equivalentes a la definicién usual
de convergencia en la ley de vectores aleatorios en N™.
No obstante, a menudo es complejo obtener explicitamente el limite (3.1.8) o la funcién
caracteristica (3.1.9). En este sentido un resultado conocido es el teorema de Grigelionis

[?], el cual entrega condiciones suficientes para garantizar (?7)

Teorema 3.1.7. (Grigelionis) Sea (ny)r>1 una sucesion de nimeros naturales, sean

para cada k > 1, § 1, & 5, -+, &, Procesos puntuales independientes sobre S y sea
Nk
& = Zéﬁj
j=1
Sea v € M y suponga que para cada conjunto de Borel acotado A C S, tenemos

lim mix P{¢ (A) > 1} =0, (3.1.10)

k—o0 1<j<ny

klingozlp{ﬁﬁj(/l) > 1} = v(A), (3.1.11)
iz
Jim S P{gR(4) 22} =0 (3.1.12)
j=1

Entonces & converge a un proceso puntual de Poisson sobre S con intensidad v.
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Demostracion. Utilizaremos la notacién estdndar ab = Y - | asbs, para a,b € R™ y |a| =
Yoot a para a € N™. Denotamos por {e s} ; la base usual de R™. Sean Ay, Ag, -+ , Ay,

conjuntos de Borel acotados disjuntos en S. Sea X}’ el vector aleatorio,

X¢ = [0 (A, €8 (Aa), -+ . €8 (An)],
y sea ¢y : R™ — C la correspondiente funcién caracteristica

or(t) = Be™™F |t e R™.

La idea es probar que se cumple (3.1.9), es decir, para todo t € R™,

klin;o or(t) = ﬁexp (V(AS)(e”S — 1)) (3.1.13)
Para ello, consideramos

X/‘:,j = [ff,j(Al)aflf,j(Aﬂa T 751?,3’("477%)] )

Ok j(t) = Ee"XFa, teR™

y el conjunto

A

I
=
>

De la ecuacién (3.1.10) existe ko tal que para todo k > ko,

max P{¢f (A) > 1} < 1/4

1<j<ng
Por lo tanto para k > kg y 1 < 5 < ng,
S OP{Xp; =al(e —1)| <2 > P{Xp; =a} =2P{&(A) > 1} < 1/2
e >1 ler|>1
y podemos escribir

$rj(t) =14 > P{Xp, =a} (e -1

jal>1
—exp | > P{XY; = a}(e = 1)+ By, |,
jal>1

donde

Eny=f| D P{XZ; =al( 1) |,

laf=1
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v f(2) =log(1+ 2) — 2. La funcién f es analitica en el disco abierto {|z| < 1} y
1f(2)| < C |z para |z] < 1/2, (3.1.14)

donde 0 < C' < oo es una constante. Luego, escribimos

dOP{XP; =a}e® —1) = Y P{XP; =a}(e — 1))+ Fi, (3.1.15)
laf>1 laf=1
=Y P{X}; = e} — 1) + Fy (3.1.16)
s=1
=Y P{g(A) = 1} (e = 1) + Grj + Fry (3117
s=1
donde
Frj= Y P{Xp;=a}(e -1),
la|>2
y
Gk,j = Z (]P){X;:,J = es} - P{&IL:,](AS) = 1}) (eitS - 1)'
s=1

Por lo tanto,

Pk, (t) = exp <Z P&y ;(As) = 1}(e™ — 1) + Hzm) ;

donde
Hkyj = Ek’j + Fk’j + Gk’j.

Luego tenemos, por independencia que,

N

o) = [ [ ons(t) (3.1.18)
j=1
m Nk ) Nk
=exp [ D | D P{gr (A =1} (€™ = 1)+ > Hy (3.1.19)
s=1 \j=1 j=1
De los supuestos (3.1.10) y (3.1.11) implica que
ny
Jim. _Z;P{fi’,j(fls) =1} = v(4,) (3.1.20)
j:
Es suficiente demostrar que
n
kh;r{.loz:lHk’j =0 (3.1.21)
j=
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Capitulo 3. Estadisticas de Poisson

Para ello, notamos primero que de (3.1.21)
|Fi,j| < 2P{&;;(A) > 2} (3.1.22)

Por otra parte, de la desigualdad (3.1.14) se deduce
2

Begl<C |23 P{XE, =a} | =40 (P{eg,(4) > 1})°. (3.1.23)

| =1

Finalmente para estimar |Gy |, notamos

{Xif,j =es) C {S?;ij(As) =1},

(€2, (As) = 1P\ {X}; = es}) C {&;(A) > 2}
Por lo tanto,

|G| < 2mP{&; ;(A) > 2} (3.1.24)

Por la ecuacién (3.1.12), se tiene
i (G| < 2m lim B (€7;(4) > 2) =0,

Concluyendo la demostracién. O

3.1.1. Corolarios del teorema del limite de Grigelionis

El objetivo de esta subseccién es estudiar condiciones suficientes sobre un proceso pun-
tual que sean mds faciles de verificar en comparacién a las del teorema de Grigelionis
(3.1.7). En el contexto de nuestro problema, es mds natural considerar las integrales de
Poisson

/Im(t —2)7tde¥(t), Tmz >0,
R
en lugar de los eventos {£¥(A) > 1} y {£¥“(A4) > 2}. Para ello definimos la integral

Z(p, f) = o F@O ) du(t)dp(t’).

Donde p € S es una medida positiva de Borel y f : S — [0,00) una funcién de Borel.
Sip=3_,0(t;) es una medida puntual sobre Sy f(t) = 14(t) es la funcién indicatriz de
un conjunto de Borel acotado A € S , entonces tenemos:
T(p,1a) = Y La(ti)lalt;) = p(A)(u(A) - 1),
i#]
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3.1. Modelo de Anderson

y por lo tanto Z(p,14) # 0 < p(A) > 2. Si £¥ es un proceso puntual sobre S, entonces

D P{E(A) =1} =) (- DP({E¥(A) = 1)}

1>2 1>2
<0 - DP{E(A) = 1}
1>2
=EZ(£¥,14)
Ya que,
P{¢¥(A) > 1} = BE¥(A) = > _P{¢¥(4) > 1},
1>2
se tiene claramente geu si
(2/) ll)ngo Z Efg,g (A) - V(A>7
j=1

Nk
(3) klirr;oZEz(g,jJ,1A) =0,
j=1

entonces las condiciones (3.1.11) y (3.1.12) del teorema (3.1.7) se cumplen. El siguiente
paso es escribir (2') y (3'), en funcién de E [ fdgj; ;, donde f pertence a una familia F' de

funciones suficientemente adecuada.

Teorema 3.1.8. Para cada k > 1, sean & 1, &) 5, &}, procesos puntuales sobre Sy
sea £V = Z;Lil E&y ;. Sea v € M. Supongamos que existe 0 < C' < oo tal que v < Cp
y &Y < Cup ra alguna medida mu € M y para todo conjunto Boreliano A C S. Suponga
que F C LY(S, ) es una familia de funciones de manera que las combinaciones lineales
de funciones en F son densas en L1(S, 1) y tal que para cada conjunto acotado de Borel

A C S, existe f € F tal que f > 14. Suponga que para todo f € F, tenemos

@) jin [ i = [ sav

ng
11 7. w —
(8") Jim > EIE:;. f)=0.
j=1
Entonces (2') y (3") valen para todos los conjuntos acotados de Borel A C S.
Demostracion. Sea A un conjunto acotado de Borel. Sea ¢ > 0. Existe combinacién
lineal g = >, ¢ifi, fi € F, con [|g—14|dp <e. Entonces |[gdv —v(A)| < Cey
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Capitulo 3. Estadisticas de Poisson

| [ gd&p — &80 (A)| < Ce. Ya que limg e [ gd€f? = [ gdv, tenemos
v(A) —2Ce < lim ' (A) < lim Y(A) < v(A) + 2Ce,
k—o0 k—o0

y (2') se obtiene después de hacer € | 0. Ahora, sea f € F tal que f > 14. Ya que,
(&g 1, 1a) > Z(& 5, f), (3') sigue desde (3"), por el teorema de la convergencia dominada.

O

Observacion 3.1.9. Si consideramos el caso cuando S = R, u = L la medida de Lebesque
en R, v =M\ para A\ >0 y F como la familia de funciones {Im(t — 2) ™ }1m »>0, la cual
es densa sobre en L*(R) como vimos en al proposicion (1.4.2), entonces con la ayuda del

teorema anterior podemos escribir el teorema (3.1.7) en la siguiente version:

Teorema 3.1.10. Sea (ny)r>1 una sucesion de nimeros naturales; sean, para cada k > 1,

§i1:8k 2y 28k, Procesos puntuales independientes sobre R y sea

ng
&= &
j=1

Supongamos que valen las siguientes hipotesis:

(H0): Eziste una constante 0 < C' < oo tal que para todo k > 1 y cada conjunto de Borel
acotado A C R,

ng
> EE(A) < CL(A)
j=1
(H1): Para cada conjunto de Borel acotado A C R,
i 3 g >1}=0.
Jim max PAET, (4) > 1} =0

(H2): Eziste una constante 0 < XA < oo tal que para Im z > 0,

Nk
lim ZE/ Im(t — 2) " 1deg (1) = 7.

k—o00 4
j=

(H3): ParaImz >0,

k—o0 4
Jj=1

ng

lim ZE/ Tt — =)~ Tm(t' — =) Ld€x, (1)deg, (t') = 0
t£t!

Entonces, & converge a un proceso puntual Poisson sobre R con intensidad AL.

Este teorema serd fundamental en el desarrollo de la siguiente seccion.
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3.2. Densidad de estados en el modelo de Anderson

jerarquico

En esta seccién (X, d, A) es un modelo de Anderson jerarquico homogéneo de grado n.
No se impondran condiciones de decaimiento sobre la sucesién (p,),>1. En particular, A
tendrd dimensién espectral arbitraria d,. Las variables aleatorias {w(z)}zex las consi-
deraremos independientes e idénticamente distribuidas con distribuciéon de probabilidad

comin 1. Por lo tanto la medida de probabilidad P sobre = R¥ es la medida producto
P= XxeXMV~
Las aproximaciones de volumen finito a H,, son definidas como sigue: Fijamos =g € X y
consideraremos la sucesién creciente de las bolas
By, = B(zo, k), k>0.

Cada By tiene cardinalidad |By| = n*. Consideramos el operador truncado HY dado por

k
H;J = ZpsEs + Vom

s=1
El subespacio [?(By) es invariante para H}’. Recordar que la medida de conteo de auto-

valores normalizada u} para H}? es definida como:

= ik > (et (3.2.1)

La medida espectral promedio para H,, es la tnica medida de Borel u®’ sobre R definida
por

[ 1O @) =B, | £, S € Co®) (3.22)
Por simetria, [ f(t)du®(t) =E (0, | f(Hy)ds) para todo z € X. De ésta forma la medida
espectral promedio u®’ la podemos interpretar como la densidad de estados para H,,.

Para la demostracion de dicha afirmacién necesitamos el siguiente resultado:

Proposicién 3.2.1. Para cada z € C\ R existe un conjunto Q, € F, con P(Q,) =1y

tal que para todo w € 2, la diferencia

Dy, = /(t — 2) " tdu (t) — /(t —2)"tdu(t),
converge a cero cuando k tiende a infinito.
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Capitulo 3. Estadisticas de Poisson

Demostracion. Sea e > 0 dado. Como ) -, ps = 1, ps > 0, podemos elegir 7 = r(e, 2)

tal que:
s i <: (3.2.3)
| Tm 2|2 Ps =5 2.
s=r+1
Entonces para k > r,
1 3 B -
Dy =rp= > (8o | (HY = 2)"00) = E(day | (Ho = 2) "0y (3.2.4)
1Bl 5.
1 w — w _
=B > e | (HY —2)7" = (HZ = 2)7")da) (3.2.5)
1Byl S5,
1 3 B -
+|Bk| Z <5I | (HT o Z) 15z> 7E<5IO | (Hw 72) 1§z0> (326)
€ By,

Ya que HY = HY | + p, E,, las identidades del resolvente nos dicen que para z € C\
HY  —2) ' —(HY —2) Y =p (HY , —2)'E.(HY — 2)7 1,
r—1 T r—1 T
por lo tanto
(S, —2) ' = (BY — 2| < ———p,, z€C\R (3.2.7)
" " ~ |Imz|

Iterando (3.2.7) obtenemos para k > ry z € C\ R que

k
w — w — 1 S
”(Hr - Z) - (Hk —Z) 1” < m E Ps < 5 (328)
s=r—+1

De ésta forma por (3.2.8) obtenemos que

|B*1k| 7 (0, | ((HE —2)7t = (H2 —2)7") 6| < g (3.2.9)
TEDBy,

Recordando que By, es la unién disjunta de bolas de radio n*~"

k—r
By = U By ;,
j=1
y por lo tanto

1?(Bg)

k—r
P (Bx.)).
j=1

Luego, como cada subespacio es invariante bajo H:”, podemos escribir

k—m
1 1"
m Z <6x | (H:} - Z)_15$> = oy Z n-" Z <5z | (H;f) _ Z)_15$>,
k € By j=1 2€By,
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3.2. Densidad de estados en el modelo de Anderson jerarquico

Notar que el lado derecho es el promedio de nF~" variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas. Por lo tanto, la ley de los grandes ntimeros de Kolmogorov

nos dice que existe un conjunto Q, . € F con P(2, ) = 1y tal que para todo w € £, .,

1
1f | (HY —2)71,) = — Y E(6, | (H? —2)7'5,), 3.2.10
kg;wﬁg; | (Hy = 2)76) m£%< [(Hy = 2)7',). (3210

donde B es alguna bola de radio r fija. De las cotas (3.2.7) y (3.2.3) obtenemos

(60 | (H? = 2)710,) — (0, | (Ho —2)102) | < g

combinando ésto ultimo con (3.2.10) obtenemos

khm sup Brl Z 6z | (HY —2)7 620 = E (620 | (Ho — 2) "' 04) <

rEBy,

l\D\m

Por lo tanto para w € Q, ., limy,_,o sup | D | < € , El argumento no depende del valor

de £ > 0 escogido, por lo tanto la demostracién concluye tomando e —07. O

Usando la proposicién anterior y la proposicién (1.4.2), se obtiene el teorema principal de

la seccidn:

Teorema 3.2.2. Ezxiste un conjunto Qe F con P(ﬁ) = 1 tal que para todo w € Q Y

i [ r@du(o) = [ )

Demostracion. Sea G un conjunto numerable denso en C \ R. Recordar que por la pro-

f € Co(R) tenemos

posicién (1.4.2) cualquier funcién f € Cy(R) puede ser aproximada uniformemente por

1

combinaciones lineales de funciones t—(t—z) "1, con z € G, el resultado se sigue tomando

Q=,cq 2= O
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Capitulo 3. Estadisticas de Poisson

3.3. Estadisticas de Poisson de autovalores en el mo-

delo jerarquico de Anderson

Recordar que existen C; > 0, Cy > 0y p > 1 tales que
Cip™" <p, <Cop",

para r suficientemente grande. Entonces la dimensién espectral de A es igual a

logn
sp = 27— 3.3.1
P logp ( )
En esta seccién asumiremos que
0<dsp <1 (3.3.2)

Respecto a la distribucién de probabilidad p", supondremos que i posee densidad

acotada

dp¥ (t) = (1)t y |7l < 0. (3.3.3)

Previo a la presentacion del resultado principal de la seccién, introduciremos dos estima-
ciones para el caso general de operadores de Schrodinger discretos. En ambos casos, la

suposicién (3.3.3) juega un rol importante.
Lema 3.3.1. (Wegner) Sea My un operador autoadjunto sobre 1*(X) y
M, = My +V,
Entonces para cada funcién de Borel medible h : R—[0,00) y z € X, tenemos

B (5, | HM)5) < Il [ bio)d (3:3.4)

Por lo tanto, siv,, esla medida espectral para 6, y M, yv® = Ev,, es la correspondiente
medida promedio; entonces v’ es absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue,

dv® (t) = v(t)dt

[olloe < 1Vl -
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3.3. Estadisticas de Poisson de autovalores en el modelo jerarquico de Anderson

Para un operador acotado A sobre un espacio de Hilbert, denotamos por Im A al operador

autoadjunto 4 (4 — A*).

Lema 3.3.2. (Minami) Sea My un operador autoadjunto sobre I*(X) y
M, = My + V.

Entonces para cada x,y € X y Im z > 0, tenemos

(0 | Im(M,, — 2)7165) (65 | Im(M,, — 2z)714,)

Trz J.
(6, | Tm(M,, — 2)=8,) (8, | Im(M,, — 2)~4,) <m?lylle  (3.3.5)

Demostracion. Ver la demostracién en [2]. O

La estimacién de Wegner nos dice que %’ es absolutamente continua con respecto a la

medida de Lebesgue,
dp®(t) = n(t)dt,

m®)lloe < Mo -

Sie € Rye > 0son dados, entonces en vista del teorema (3.2.2) esperamos que el niimero

de autovalores de Hy restringido al conjunto [?(By) en el intervalo (e — e, e + ),

#{z| e;"’ke (e—s,eJre)},

tenga tamafo tipico |By|u*’ (e — €, e + €) para k grande. El comportamiento estadisticos

k . .
de los autovalores 5" cercanos a e es capturado por la medida reajustada &, dada por

| Br|
¢ = 8(IBul(e]" —e)). (3.3.6)
i=1
Realizaremos la siguiente condicién de regularidad sobre e: Para Im z > 0,
lsl’ﬁ)l Im(t — e — e2) " In(t)dt = mn(e). (3.3.7)
y asumimos que
n(e) > 0. (3.3.8)

La condicién (3.3.8) vale para casi todo e € supp(u®?), respecto a la medidad de Lesbes-
gue.

El resultado respecto a los autovalores de Poisson es:
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Capitulo 3. Estadisticas de Poisson

Teorema 3.3.3. Bajo las condiciones consideradas en la presente seccidn, & converge

a un proceso puntual de Poisson sobre R con intensidad n(e)L.

La idea principal es aproximar H} con H} para r < k, como en la demostracién del

teorema (3.2.2). Consideremos r dependiendo de k, r = ry, tal que

lim % =, (3.3.9)
con
0<dsp <c<l. (3.3.10)
Sean
St <<y,

los autovalores de H;” restringido a I12(By) y sea

| By |

C=D MBI —e)),
i=1

la correspondiente medida reajustada cercana a e. Ya que Bj es la unién disjunta de

k .
~" bolas de radio 7,
k—ry
n

= U B
j=1

tenemos la correspondiente descomposicién en suma directa

krk

| 2(By) = EB 1 12(Bg ).

UJE

Por lo tanto, el proceso puntual " es la suma de nF~ procesos puntuales indepen-

dientes,
k Tl
Z 5k J7
donde
n"k
kg
0 =Y (Bl —e)),
1=1
y é‘l"’k’j, l=1,---,n" son los autovalores de H;" restringido a I2(By.,j). La demostracién

del teorema (3.3.3) se realizard de la siguiente manera. Primero estableceremos que los

procesos puntuales £ y £ son asintoticamente cercanos en el siguiente sentido:
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Proposicién 3.3.4. Para cada f € L1 (R, dt),

lim IE‘ / fdEPe — / fdege

k— 00

= 0. (3.3.11)

Demostracion. Primero probaremos que (3.3.11) vale para la familia de funciones
g.(t) =Im(t —2)~, Imz>0.

Tomando

a=e+ (3.3.12)

A
|Bi|’

Tenemos

- 1
/gzdg‘]:’e - \/gzdé']‘:’e - m Imz <5m | ((H;:; — Zk)71 — (H;: — Zk)71)5m> .

Por lo tanto

‘/gzdﬁkv_/gzdfz,e

1 - 1 n2*
< —0 = t——— | — |-
= | Im 2|2 Z ps = cons | Tm 2|2 (pm-,)

s=rr+1

Las formulas (3.3.9) y (3.3.10) implican que para k suficientemente grande, p"™* > o'k

k
n2k - n2
e — o )
P p

y ;er, < 1 por la férmula (3.3.1). Por lo tanto vale (3.3.11).

Por otro lado, notemos que para cada conjunto de Borel acotado A C R, tenemos que

donde ds), < ¢’ < ¢ < 1. Por lo tanto

§O9(A) = D (0a | FHE))

xr€ By,

donde f(t) = 14(|Bg|(t — €)). La estimacién de Wegner (3.3.4) nos dice que para cada
T € Bk,

B | S0 < ol [ 50 =12, (3:3.13)

Sumando (3.3.13) sobre todos los & € By, obtenemos

B (A) < ([l £(A). (3.3.14)
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Similarmente

EG () < |17l £(A). (3.3.15)

Finalmente, para probar (3.3.11), con f € L;(R,dt), recordemos que por la proposicién
(1.4.2) las combinaciones lineales de funciones {g, }1m »>0 son densas en L;(R, dt). Por lo

tanto, dado € > 0, existe una combinacién lineal
p . .
g(t) = Zaj Im(t — 29)71 Im29 >0,
j=1

/R () — gt < <.

Notemos que

E‘/fgz’e/fdng’e(t)‘ SE/UW‘CI&J,&

+E ’gdfk - /gdgf’e

+E/|g— fldéee,

Usando las cotas (3.3.14) y (3.3.15) y que el resultado vale para la familia de funciones
g, se sigue que

i sw| [ ag - [ 1 0)] <21l
Asf (3.3.11) se obtiene al hacer ¢ | 0.

Corolario 3.3.5. Sean A, As,---, A, conjunto de Borel disjuntos en R. sean X y

Xy los vectores aleatorios

XLI: = [ IL:Ve(Al)’g;:’e(AZ)a e a§z7e(Am)]y
Xl{: = [5;76(A1)’ U 75:76(Am)]~

Y sean qbk,ggk : R™—C las correspondientes funciones caracteristicas
o (t) = B g, = Be'X% | t e R™.
Entonces para todo t € R™,

lim |gy(t) — Gx(t)| = 0.

k— 00

Proposicion 3.3.6. El proceso puntual 5,“;5 converge a un proceso puntual de Poisson

sobre R con intensidad n(e)L.
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Demostracién. Debido al corolario (3.3.5) basta probar que {N‘,:e y {N}:E verifican las cuatro

hipotesis del teorema (3.1.10)

(H0O) De la demostracién de la proposicion (3.3.4) tenemos IE{N‘]:E(A) < 7|l £(A). Luego
vale la hipotesis (H0).

(H1) Debemos verificar que para cada conjunto de Borel acotado A C R,

lim mix P (5;’;;(14) > 1) =0 (3.3.16)

k—oco1<j<nk— "k
En efecto, de la desigualdad de Chebyshev, la cota (3.3.13) y la definicién de E,‘:f

tenemos
P(€5(4) > 1) <EE(4)

‘Bk j|
< : L(A

= """ |yl £(A)

Como limy o 7 = ¢, con 0 < ¢ < 1, necesariamente n"—F tiende a cero si k

tiende a infinito, obteniendo (3.3.16).

(H2) Debemos probar que para todo Im z > 0,

lim E / Im(t — =)~ d&< (1) = m(e).

k— 00
Tenemos
~ 1
lfm E/Im t—2)"'dE(t) =——EIm 6o | (HE —21,)7 "6,
1
:mﬂ‘]lm D (0a | (HE —2) ™" = (Ho — 2) " 1)0x)
r€ By,

+EIm (8, | (HY — 2t) ™ 62 )
:]k,w + Ilk7w
Notar que Iy ,—mn(e) por la condicién de regularidad (3.3.7) y mientras que el

término Iy ., tiende a cero si k tiende a infinito, como vimos en la demostracién de

la proposicién (3.3.4).

(H3) Debemos probar que para cada funcién del tipo g.(t) = Im(t — z) =%, Im 2z > 0,
nkTE

lim > BI(§),9:) =0. (3.3.17)
j=1

k— o0
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Recordando que [,,, g(t)g(t’)dg‘];’;(t)g:j(t’). En efecto,

2
BUPTE S 9 = | D2 (00 | I(Hy, — 2)7'0,)
©€By
_ Z <5m | (IIII(_[—I;:‘;C _ Zk)71)25x>
©€ By
= Z det <§$ | Im(Hrk' - Zk)71§z> <§z | Im(Hrk. - Zk)71§y>
TYEBkg (Oy | Tm(Hy, = 2)7"0x)  (dy [ Tm(Hr, — 25) '3y

Usando la estimacién de Minami (3.3.5) obtenemos la cota
cw,e 2
|Bel"EZ (855, 9:) < 7 |1Vl | Bros

y por lo tanto
nkE=Th

fw,e 2 —ry
> EL(E,g:) <7 | n

j=1

Como limg_, o, 7 = +00, se concluye la demostracion.
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Conclusion

En esta tesis estudiamos el modelo jerarquico de Anderson. Vimos las propiedades
espectrales de el Laplaciano jerarquico y las propiedades espectrales genéricas del modelo

jerdrquico de Anderson. Los resultados mas relevantes fueron:

1. Si el modelos tiene dimensién espectral menor o igual a cuatro entonces, con pro-

babilidad uno, el espectro de H,, es denso puntual puro.

2. Si la dimensin espectral es menor estricta que uno, los niveles de energa para H,,

son asintéticamente un proceso puntual de Poisson, luego de un ajuste apropiado.

Las preguntas naturales que surgen, y que perfectamente podrian ser proyecto de tesis de

doctorado, son las siguientes:

1. ;La localizacién espectral vale para una densidad arbitraria del operador aleatorio?

2. ;Los autovalores seguiran comportandose, asintéticamente, como un proceso pun-

tual de Poisson para dimensin espectral mayor o igual a uno?

3. La conjetura de Anderson. Esta nos dice que en dimensin tres existe transicion de
fase en el modelo Anderson, es decir, existe una constante cg tal que el modelo
H = Hy + ¢V, con Hy el Laplaciano discreto usual sobre Z¢ | tiene el siguiente
comportamiento: Para ¢ > c¢p: H, con probabilidad uno, posee espectro puntual
puro. Para ¢ < cg: H, con probabilidad uno, posee espectro absolutamente continuo.
A la fecha, en dimensin tres, no existe respuesta si el modelo de Anderson posee

espectro absolutamente continuo.

Las variables aleatorias de Cauchy juegan un rol muy especial en la teoria de operadores
discretos de Shrodinger y una pregunta natural es si podriamos extender el teorema
(2.2.1) a distribuciones distintas a las de Cauchy. El teroma (2.2.3) es una respuesta
parcial a dicha pregunta, es decir, el teorema nos dice que se verifica localizacién para
distribuciones generales de w(x), en cualquier desorden, no sin antes imponer condiciones
sobre el decaimiento de p, mds restrictiva que (2.2.1); lo cual se traduce en acotar la

dimensién espectral del modelo.
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