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Resumen

Universidad Católica del Norte
Facultad de Ciencias

Maestŕıa en Ciencias Mención Matemática

ESTADÍSTICAS DE POISSON Y DIMENSIÓN ESPECTRAL PARA EL

MODELO DE ANDERSON JERÁRQUICO

Autor: Pérez Contreras, Ariel Alonzo

Tutor: Curinao, Jorgue Littin

Fecha: , 2017

Resumen

En la presente tesis se estudian las propiedades espectrales del modelo de Anderson

jerárquico. Este modelo es un aproximación del modelo tight-binding de Anderson sobre

Zd. En el modelo jerárquico de Anderson consideramos un conjunto numerable X y una

métrica d, con la cual le damos una estructura jerárquica a X. El Laplaciano jerárquico

libre es un operador autoadjunto H0 actuando sobre el espacio de Hilbert l2(X). El espec-

tro de H0 consiste infinitos autovalores aislados degenerados. Estudiamos perturbaciones

del operador H0 mediante el potencial aleatorio Vω definido por (Vωφ)(x) = ω(x)φ(x),

para φ perteneciendo a l2(X). Los números ω(x) son variables aleatorias independientes

idénticamente distribuidas con densidad acotada. El modelo jerárquico de Anderson es el

operador aleatorio autoadjunto Hω = H0 + Vω. En la tesis se estudiaron, entre otros, los

siguientes resultados:

1. Si el modelo tiene dimensión espectral menor a igual a cuatro entonces, casi segu-

ramente, el espectro de Hω es denso puntual puro.

2. Si la dimensión espectral es menor estricta que uno, los niveles de enerǵıa para

Hω son asintóticamente un proceso puntual de Poisson, luego de un reescalamiento

apropiado.

Palabras claves: Modelo jerárquico de Anderson, Laplaciano jerárquico, localización

espectral, estad́ısticas de Poisson.
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Introducción

Introducción

La noción del operador aleatorio discreto de Schrodinger puede ser formulado de la

siguiente manera: Sea X un conjunto numerable y sea H0 un operador autoadjunto ac-

tuando sobre l2(X). H0 es el operador enerǵıa del sistema cuántico no perturbado, y es

usualmente tomado como el Laplaciano. Sea ω = {ω(x)}x∈X una familia de variables

aleatorias independientes e identicamente disdribuidas. El desorden es modelado por el

potencial aleatorio Vω actuando diagonalmente sobre l2(X):

(Vωϕ)(x) = ω(x)ϕ(x), ϕ ∈ l2(X), x ∈ X.

El sistema cuántico desordenado es entonces descrito por el operador aleatorio autoad-

junto

Hω = H0 + cVω,

donde c > 0 es una constante de acoplamineto que mide la fuerza del desorden. Las

propiedades espectrales de Hω reflejan las propiedaddes fisicas del sistema desordenado.

Localización corresponde a un espectro puntual puro, y mientras que transporte corres-

ponde a un espectro absolutamente continuo.

En el primer caṕıtulo daremos la definición del Laplaciano jerárquico y sus propiedades

espectrales básicas. Los resultados de éste caṕıtulo están presentes en los trabajos [8] y

[3]. El segundo caṕıtulo está basado en los trabajos [3] y [4], dedicado al estudio de los

propiedades espectrales genéricas de Hω. Se demostrará que para dimensión espectral

menor o igual a cuatro, el modelo jerárquico de Anderson presenta localización. En el

tercer caṕıtulo, basado en el trabajo [5], nos dedicaremos al comportamiento asintotico

de los autovalores para nuestro modelo. En el cual se probará que para dimensión espectral

menor estricta a uno, los autovalores se comportan como procesos puntuales de Poisson.

vi



Caṕıtulo 1

Laplaciano jerárquico

1.1. Estructuras Jerárquicas

Sea X un conjunto numerable y d : X × X 7−→N una métrica sobre X. Para x ∈ X y

r ∈ N, denotamos por B(x, r) la bola cerrada con centro x y radio r,

B(x, r) = {y ∈ X | d(x, y) ≤ r}.

Diremos que la métrica d es jerárquica sobre X si valen las siguientes condiciones:

1. Dados x1, x2 ∈ X y r ∈ N se tiene B(x1, r) ∩B(x2, r) = ∅ o B(x1, r) = B(x2, r), es

decir, dos bolas con el mismo radio son disjuntas o iguales.

2. Dado x ∈ X y r ≥ 1, existe nr(x) ∈ {1, 2, . . .} e y1(x), . . . , ynr(x) ∈ X tales que

B(x, r) =

nr(x)⋃
j=1

B(yj(x), r − 1),

es decir, toda bola de radio r ≥ 1 es la unión disjunta de bolas de radio r − 1.

3. Para cada x ∈ X, X =
⋃∞
r=0B(x, r).

Si d es una métrica jerárquica sobre X, diremos que que (X, d) es una estructura jerárquica.

En adelante consideraremos n0(x) = 1. Además |B(x, r)| denotará la cardinalidad de

B(x, r).

Una estructura jerárquica puede ser descrita equivalentemente en términos de un sistema

de particiones incrustadas. Una partición P de X es una colección finita de subconjuntos

disjuntos de X cuya unión es igual a X, es decir, P = {Bi}i∈I , X =
⋃
i∈I Bi y Bi∩Bj = ∅

para i 6= j. Dadas dos particiones P y P ′, escribiremos P > P ′ si cada B ∈ P es



Caṕıtulo 1. Laplaciano jerárquico

un subconjunto de algún B′ ∈ P ′. Una estructura jerárquica (X, d) induce un sistema

incrustado de particiones sobre X. Ya que por las propiedades (1) y (3), para todo r ≥ 1,

las bolas de radio r forman una partición Pr de X, y por la propiedad (2), Pr es más fina

que Pr+1. Rećıprocamente, si consideramos la partición P0 = {{x}}x∈X y supongamos que

P1 > P2 > · · · es un sistema particiones incrustada sobre X tal que para cada x, y ∈ X,

existe r ≥ 0 y B ∈ Pr conteniendo a x e y. Si definimos d(x, y) como mı́nimo de dichos

r, entonces (X, d) es una estructura jerárquica.

Si para cada r ≥ 1, el número nr(x) es independiente de x, nr(x) = nr, diremos que

(X, d) es una estructura jerárquica regular. En este caso, tenemos

|B(x, r)| = Nr =

r∏
s=0

ns.

para cada x ∈ X. Más aún, si nr = n para r ≥ 1, diremos que (X, d) es una estructura

jerárquica homogénea de grado n. En el caso de un estructura jerárquica homogénea

claramente se tiene Nr = nr.

Ejemplo 1.1.1. El dinero posee una estructura jerárquica regular, por lo general no

homogénea.

Ejemplo 1.1.2. Sea X = {0, 1, 2, · · · } y consideremos sobre este espacio la métrica

d(j, k) = mı́n{r ≥ 0 | j y k pertenecen al mismo elemento de Pr},

donde {Pr} es la sucesión de particiones incrustada

X = {0} ∪ {1} ∪ · · ·

X = {0, 1} ∪ {2, 3} ∪ · · ·

· · ·

X = {0, · · · , 2r − 1} ∪ {2r, · · · , 2 · 2r − 1} ∪ · · ·

· · ·

Aśı, la bola Br(j) = {k ∈ N0 | d(j, k) ≥ r} es el elemento de Pr conteniendo a j ∈ N0.

De ésta forma (X, d) es una estructura jerárquica regular no homogénea.

Ejemplo 1.1.3. Un caso más general es considerar X como reticulado Zd. Los elementos

de X son del tipo x = (x1, x2, . . . , xd), con x1, x2, . . . xd ∈ Zd. Sea m ≥ 2 un entero fijo.

Para r ≥ 0 y x ∈ Zd, consideremos el cubo

Qx,r = {y ∈ Zd | 0 ≤ yk − xk < mr para 1 ≤ k ≤ d}.
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1.1. Estructuras Jerárquicas

Sea Pr la partición

Pr = {Qx,r}x∈(mrZ)d ,

de Zd. Entonces el sistema de particiones (Pr)r≥0 define una estructura jerárquica ho-

mogénea de grado n = md.
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Caṕıtulo 1. Laplaciano jerárquico

1.2. Laplaciano jerárquico

En esta sección definiremos al Laplaciano jerárquico, la medida espectral asociada a

un operador. Además caracterizaremos el espectro del Laplaciano jerárquico y la medida

espectral asociada al mismo.

Sea (X, d) una estructura jerárquica. Consideremos el espacio de Hilbert l2(X) de las

funciones φ : X 7−→C tales que ∑
x∈X
|φ(x)|2 <∞.

El producto interno sobre l2(X) es dado por:

〈φ|ϕ〉 :=
∑
x∈X

φ(x)ϕ(x).

Para r ≥ 0, definimos el operador promedio Er : l2(X)−→l2(X) por

(Erφ)(x) :=
1

|B(x, r)|
∑

y∈B(x,r)

φ(y).

ConsideremosHr como es espacio de todas las funciones φ ∈ l2(X) tales que son constantes

sobre B(x, r). Notar que Hr es cerrado luego, por teoŕıa clásica de espacios de Hilbert,

cada ϕ ∈ l2(X) se puede escribir únicamente como ϕ = φ1+φ2, donde φ1 ∈ Hr y φ2 ∈ H⊥r .

Además los elementos φ2 ∈ H⊥ son tales que
∑
y∈B(x,r) φ2(y) = 0. Luego

(Erϕ)(x) = (Er(φ1 + φ2))(x) =
1

|B(x, r)|
∑

y∈B(x,r)

φ1(y) = φ1(x), ∀φ1 ∈ Hr.

Vale decir Erφ1 = φ1, lo que implica que Er es la proyección ortogonal sobre el espacio

cerrado Hr ⊂ l2(X) de las funciones que son constantes sobre cada bola de radio r.

Sea (pr)r≥1 una sucesión de números reales tales que pr > 0 y
∑∞
r=1 pr := 1. Consideremos

p0 := 0 y

λr :=

r∑
s=0

ps, r = 0, 1, 2, . . . ,∞.

El Laplaciano jerárquico ∆ : l2(X)−→l2(X) es definido por:

∆ :=

∞∑
r=0

prEr.

De ésta forma, (X, d,∆) es llamado modelo jerárquico. Si (X, d) es regular (resp. ho-

mogéneo) entonces diremos que (X, d,∆) es regular (resp. homogéneo).
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1.2. Laplaciano jerárquico

Observación 1.2.1. Notar que ∆ es un operador acotado autoadjunto. En efecto, como

kerEr ⊥ ImEr, se sigue que la proyección Er es autoadjunta y por consiguiente ∆ es un

operador autoadjunto. Además

0 ≤ ‖∆‖ ≤ sup
‖ϕ‖≤1

∞∑
r=0

pr|Erϕ|

≤
∞∑
r=0

pr

(
sup
‖ϕ‖≤1

|Erϕ|

)

≤
∞∑
r=0

pr = 1.

Definición 1.2.2. Sea A : D(A)−→H un operador lineal, donde D(A) es un subespacio

denso del espacio de Hilbert H. El conjunto resolvente del operador A viene dado por:

%(A) := {z ∈ C | (A− z) : D(A)−→H es biyectivo}.

Para z ∈ %(A) es operador (A − z) es invertible y su inversa (A − z)−1 : H−→D(A) es

llamado el resolvente. Llamamos al espectro de A al conjunto

sp(A) = C \ %(A),

el cual siempre es cerrado.

Recordemos que si A es acotado, entonces sp(A) es compacto. En el caso de que A es

autoadjunto, sp(A) ⊂ R y más aún, para z ∈ C \ R ⊆ %(A), se tiene la desigualdad

‖(A− z)−1‖ ≤ 1

dist(z, sp(A))
≤ 1

| Im z|
. (1.2.1)

Permitamos introducir algunas identidades que se utilizarán en adelante:

Proposición 1.2.3. Para A : D(A)−→H operador lineal y z1, z2 pertenecientes a %(A)

se sigue que

(A− z1)−1 − (A− z2)−1 = (z1 − z2)(A− z1)−1(A− z2)−1. (1.2.2)

Si además B : D(B)−→H es definido en un dominio común, D(B) = D(A), entonces

(A− z)−1 − (B − z)−1 = (A− z)−1(B −A)(B − z)−1. (1.2.3)

La demostración de la proposición (1.2.3) puede ser consultada en [11].

Como ya sabemos el espectro del Laplaciano jerárquico ∆ es un subconjunto de los núme-

ros reales. La siguiente proposición indica que más aún, dicho espectro es bien conocido:
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Caṕıtulo 1. Laplaciano jerárquico

Proposición 1.2.4. Sea ∆ el Laplaciano jerárquico, entonces:

1. El espectro de ∆ está dado por

sp(∆) = {λr | r = 0, . . . ,∞}. (1.2.4)

Cada λr :=
∑r
s=0 ps, con r < ∞, es un autovalor de ∆ de multiplicidad infinita.

El punto λ∞ = 1 no es un autovalor.

2. Er − Er+1 es la proyección ortogonal sobre el autoespacio asociado a λr y

∆ =

∞∑
r=0

λr(Er − Er+1).

Demostración. Notar que

l2(X) = H0 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ · · · ,

y que
⋂∞
r=0Hr = {0}, pues una función no nula constante sobre cada bola tendŕıa que

ser constante sobre X y por lo tanto tendŕıa norma l2 infinita. Luego podemos escribir

l2(X) =

∞⊕
r=0

Lr,

donde Lr = H⊥r+1 ∩ Hr. Notar que Lr es el subespacio de dimensión infinita de las

funciones ϕ tales que

Esϕ =

ϕ para 0 ≤ s ≤ r,

0 para s > r.

Por lo tanto, para cada ϕ ∈ Lr,

∆ϕ =

∞∑
s=0

psEs(ϕ) =

r∑
s=0

psϕ = λrϕ.

Aśı, λr es autovalor de ∆. Por último notar que para ϕ ∈ l2(X) se sigue: (Er−Er+1)(ϕ) = 0

sobre las bolas de radio r+ 1 y es una función contante sobre bolas de radio r, por lo que

(Er − Er+1)ϕ ∈ Lr. Aśı (Er − Er+1) proyecta sobre el autoespacio asociado a λr.

Para x ∈ X, denotamos por δx el delta de Kronecker en x: δx(y) = 1⇐⇒y = x. Recordemos

que cualquier medida µ sobre R posee una única decomposición de la forma:

µ = µpp + µac + µsing.

6



1.2. Laplaciano jerárquico

donde µpp es una medida puntual pura, µac es absolutamente continua respecto a la

medida de Lebesgue y µsing es continua y singular respecto a la medida de Lebesgue.

Definición 1.2.5. Sea A un operardor autoadjunto sobre el espacio de Hilbert H. Defi-

nimos:

Hpp = {ϕ | µϕ es puntual pura}.

Hac = {ϕ | µϕ es absolutamente continua}.

Hsing = {ϕ | µϕ es continua singular}.

Como también:

sppp(A) = {λ | λ es autovalor de A}.

spcont(A) = sp(A � Hcont ≡ Hsing ⊕Hac).

spac(A) = sp(A � Hac).

spsing(A) = sp(A � Hsing).

Estos conjuntos son llamados espectro puntual puro, continuo, absolutamente continuo y

singular(o continuo singular) respectivamente.

Consideremos un operador autoadjunto A y ϕ ∈ l2(X). Luego f 7→ 〈ϕ, f(A)ϕ〉 es un

funcional lineal positivo sobre C(sp(A)). De ésta forma tenemos:

Teorema 1.2.6. (Riesz-Markov) Existe una única medida sobre el conjunto compacto

sp(A) tal que

〈ϕ, f(A)ϕ〉 =

∫
sp(A)

f(λ)dµϕ,

donde µϕ es llamada la medida espectral asociada al vector ϕ.

Para los detalles de la defición (1.2.5) y la demostración del teorema (1.2.6) puede con-

sultar [9].

Observación 1.2.7. En nuestro caso la medida espectral para δx y ∆ es la medida de

probabilidad µx sobre R tal que

〈δx | f(∆)δx〉 =

∫
fdµx,

para cada función Borel medible f : R−→C.

7



Caṕıtulo 1. Laplaciano jerárquico

Dado que conocemos expĺıcitamente el espectro de ∆, podemos obtener una expresión

para la medida espectral del Laplaciano jerárquico.

Proposición 1.2.8. Tenemos

µx =

∞∑
r=0

(
1

|B(x, r)|
− 1

|B(x, r − 1)|

)
δ(λr), (1.2.5)

donde δ(λr) denota la delta de Dirac en λr.

Demostración. Por linealidad basta conocer 〈δx, f(∆)δx〉. En efecto, usando la descom-

posición espectral de ∆ dada por la proposición (1.2.4), tenemos

〈δx | f(∆)δx〉 =

∞∑
r=0

f(λr) 〈δx | (Er − Er+1)δx〉

=

∞∑
r=0

f(λr)

〈
δx |

1B(x,r)

|B(x, r)|
−

1B(x,r+1)

|B(x, r + 1)|

〉

=

∞∑
r=0

f(λr)

(
1

|B(x, r)|
− 1

|B(x, r + 1)|

)
,

donde 1B(x,r)(y) = 1 si y ∈ B(x, r) y 0 en otro caso.

Observación 1.2.9. Para un estructura jerárquica regular, µx es independiente de x y

µx = µ =

∞∑
r=0

(
1

Nr
− 1

Nr+1

)
δ(λr). (1.2.6)

En este caso, diremos que µ es la medida espectral para ∆.

8
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1.3. Dimensión espectral

En esta sección consideraremos modelos jerárquicos regulares. La dimensión espectral

es una medida de acoplamiento de regiones distantes de X. Una dimensión espectral

pequeña significa un acoplamiento débil y una dimensión espectral grande significa un

acoplamiento fuerte.

Definitión 1.3.1. La dimensión espectral de un modelo jerárquico es número dsp, el cual

viene dada por la expresión

ĺım
t−→0

logµ([1− t, 1])

log t
=
dsp
2
,

siempre que el ĺımite exista.

La definición anterior tiene estrecha relación con el paseo aleatorio generado por el

Laplaciano jerárquico sobre X dado que∑
y∈X
〈δx | ∆δy〉 = 1,

para todo x ∈ X, con probabilidad de transición pxy = 〈δx | ∆δy〉. Antes de los detalles

recordemos las siguientes definiciones:

Definición 1.3.2. Un estado x0 se dice recurrente si con probabilidad uno Zk = x0, dado

que Z0 = x0, para algún k ∈ N.

Definición 1.3.3. Una cadena de Markov se dice irreducible si dado cualquier par de

puntos x e y, existe n ∈ N tal que

p(n)
xy = P (Zn = y | Z0 = x) > 0.

Observación 1.3.4. Si una cadena es recurrente, todos los estados son transcientes o

bien recurrentes. En cuyo caso diremos que la cadena es transciente(respect. recurrente).

El camino aleatorio, generado por ∆, puede ser definido de la siguiente manera; comen-

zamos en el punto x0 ∈ X, el camino aleatorio (x0, x1, x2, · · · ) en X, los puntos xk, k ≥ 1

son elegidos de la siguiente manera: Dado xk, k ≥ 0, elegimos un radio aleatorio r con

probabilidad pr. Después de eso, elegimos un punto aleatorio xk+1 ∈ B(xk, r) de acuerdo

9



Caṕıtulo 1. Laplaciano jerárquico

a la distribución uniforme. Todas estas elecciones son realizadas de manera independiente

de xj , j ≤ k.

Recordemos el siguiente criterio para la recurrencia para una cadena de Markov: Sea

(Zk)k≥0 una cadena de Markov con matriz de transición [pxy] = ∆. Consideremos

Ik =

1, si Zk = x0

0, si Zk 6= x0

.

Entonces el número de visitas al estado x0 es
∑∞
k=0 Ik. Por lo que el valor esperado de

veces en el que la cadena está en el instante x0 es

E

( ∞∑
k=0

Ik | Z0 = x0

)
=

∞∑
k=0

E(Zk = x0 | Z0 = x0)

=

∞∑
k=0

P(Zk = x0 | Z0 = x0)

=

∞∑
k=0

pkx0x0

=

∞∑
k=0

〈
δx0 | ∆kδx0

〉
=
〈
δx0 | (1−∆)−1δx0

〉
= R.

El camino aleatorio comenzando el x0 es recurrente para R = ∞ y transciente para

R <∞.

Polya también nos entrega un criterio para caminos aleatorios sobre Zd generado por el

Laplaciano discreto ∆Zd usual, el cual nos dice que el camino aleatorio es recurrente si

d = 1, 2 y transciente si d > 2.

El correspondiente criterio para el Laplaciano jerárquico es:

10



1.3. Dimensión espectral

Proposición 1.3.5. Consideremos un modelo jerárquico homogéneo de grado n ≥ 2.

Supongamos que existen constantes C1 > 0, C2 > 0 y ρ > 1 tales que

C1ρ
−r ≤ pr ≤ C2ρ

−r,

para r suficientemente grande. Entonces:

(1) La dimensión espectral es

dsp(n, ρ) = 2
log(n)

log(ρ)
. (1.3.1)

Por lo tanto 0 < dsp(n, ρ) ≤ 2 si y sólo si n ≤ ρ.

(2) El camino aleatorio generado por ∆ es recurrente si 0 < dsp(n, ρ) ≤ 2 y trasciente

si dsp(n, ρ) > 2.

Demostración. Notar que µ([1 − t, 1]) es una función por pedazos de t con saltos de

discontinuidad en los puntos 1− λr. Además

µ([λr0 , 1]) =

∞∑
r=0

(
1

Nr
− 1

Nr+1

)
δλr

([λr0 , 1]),

donde

δλr
([λr0 , 1]) =

 1 , si λr0 ≤ λr

0 , caso contrario

.

Como λr es monótona respecto a r, se sigue que

δλr
([λr0 , 1]) =

 1 , si r0 ≤ r

0 , caso contrario

.

Por lo tanto

µ([λr0 , 1]) =

∞∑
r=r0

1

Nr
− 1

Nr+1
=

1

Nr0
(1.3.2)

Luego, como

C1(ρ−1)−1ρ−r = C1

∞∑
s=r+1

(
1

ρ

)r
≤ 1−λr =

∞∑
s=r+1

ps ≤ C2

∞∑
s=r+1

(
1

ρ

)r
= C2(ρ−1)−1ρ−r.

Se tiene para t = 1− λr

log(n−r)

log(C2(ρ− 1)−1ρ−r)
≤ logµ([1− t, 1])

log t
≤ log(n−r)

log(C1(ρ− 1)−1ρ−r)
, (1.3.3)

11
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como λr−→1 cuando r−→∞, se sigue que t−→0 cuando r−→∞, por lo tanto de (1.3.3)

obtenemos:

ĺım
t−→0

logµ([1− t, 1])

log t
=

log(n)

log(ρ)
.

Para el caso general, sea (tk)k≥0 es tal que tk−→0 cuando k−→∞. Como 1 es punto de

acumulación de λrk , con (rk)k≥0 tal que rk−→∞ cuando k−→∞; podemos hallar k ∈ N

de tal forma que 1− λrk+1
≤ tk ≤ 1− λrk , donde rk = sup{j | tj ≤ 1− λrj}. Luego vale

(1.3.3) para (tk)k≥0 y (rk)k≥1. Por lo tanto

ĺım
t−→0

logµ([1− t, 1])

log t
=

log(n)

log(ρ)
.

Concluyendo (1).

Para la parte (2), tenemos para un módelo jerárquico regular Nr = nr y Nr+1 = nr+1.

Luego

R =
〈
δx0

, (1−∆)−1δx0

〉
=

∫
dµ(ξ)

1− ξ
=

∞∑
r=0

N−1
r −N−1

r+1

1− λr
=

∞∑
r=0

n−r − n−r−1

1− λr
.

Las cotas

C−1
2 (ρ− 1)(1− 1/n)

∞∑
r=0

(ρ/n)r ≤ R ≤ C−1
1 (ρ− 1)(1− 1/n)

∞∑
r=0

(ρ/n)r

nos dicen que R <∞ para ρ < n y que R =∞ para ρ ≥ n.

12
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1.4. La densidad de estados

En esta sección consideraremos a (X, d) como una estructura jerárquica regular por

los parámetros nr y ∆ es el Laplaciado jerárquico definido por los parámetros pr. De-

mostraremos que la medida espectral µ es igual a los estados de densidad medidos por

∆.

Definición 1.4.1. La densidad de estados es la medida de probabilidad que describe

distribución asintótica de los autovalores de una aproximación grande de volumen finito

de ∆.

Denotemos por C0(R) el espacio de las funciones f : R−→C que se anulan en el infinito,

es decir, ĺım|t|−→∞ |f(t)| = 0. Si (µk)k≥1 y µ son medidas de probabilidad de Borel sobre

R, decimos que µk converge en la topoloǵıa débil estrella a µ si, para toda f ∈ C0(R), se

cumple

ĺım
k−→∞

∫
f(t)dµk(t) =

∫
f(t)dµ(t).

Sea G ⊂ C\R un subconjunto denso numerable. Como cualquier función f ∈ C0(R) puede

ser escrita como combinación lineal de funciones t7−→(t− z)−1, con z ∈ G, entonces una

condición suficiente para la convergencia débil estrella de la sucesión (µk) es:

Proposición 1.4.2. Sean (µk)k≥1 y µ medidas de probabilidad sobre R, si

ĺım
k−→∞

∫
dµk(t)

t− z
=

∫
dµ(t)

t− z
, (1.4.1)

donde z ∈ G; entonces (µk)k≥1 converge en la topoloǵıa débil estrella a µ.

Demostración. La idea de la demostración es usar el hecho que la familia de funciones

fa,ε = 1
(t−ε)2+a2 , con a, ε ∈ R, son densas en L2(R) y por tanto en Cb(R). Como podemos

escribir

fa,ε =
1

2ia

[
1

(t− ε)− ia
− 1

(t− ε) + ia

]
,

entonces se puede probar que la familia de funciones
{

1
t−ε±ia

}
son densas en Cb(R). Por

dicho argumento de densidad se sigue el resultado.

13



Caṕıtulo 1. Laplaciano jerárquico

Existen varias aproximaciones de volumen finito de ∆. Consideraremos dos de éstas apro-

ximaciones y mostraremos que poseen el mismo limite de densidad de estados, igual a µ.

Sea x0 ∈ X un elemento fijo y consideremos la sucesión creciente de bolas

Bk = B(x0, k), con k ≥ 0.

Cada Bk tiene cardinalidad |Bk| = Nk. Para k ≥ 0, definimos ∆k como el Laplaciado

jerárquico truncado

∆k =

k∑
s=0

psEs. (1.4.2)

Notemos que el subespacio

l2(Bk) = {φ ∈ l2(X) | φ(x) = 0 para x /∈ Bk}, (1.4.3)

es invariante para ∆k. Sea ekj , con k = 1, · · · , Nr, los autovalores del operador restringido

∆k � l2(Bk) y sea µk la correspondiente medida de conteo de autovalores normalizada,

µk =
1

Nr

Nr∑
j=1

δ(ekj ). (1.4.4)

Proposición 1.4.3. La sucesión µk converge a la medida espectral µ en la topoloǵıa

débil estrella cuando k−→∞.

Demostración. Por la proposición (1.2.4), podemos diagonalizar ∆k. Sumando por partes,

tenemos la descomposición espectral

∆k =p0E0 + p1E1 + · · ·+ pkEk

=p0(E0 − E1) + (p0 + p1)(E1 − E2) + · · ·

+ (p0 + p1 + pk−1)(Ek−1 − Ek) + (p0 + · · · pk)Ek.

Luego, usando la misma idea de la proposición (1.2.8) se sigue que

µk =
1

Nr
δ(λk) +

k−1∑
r=0

(
1

Nr
− 1

Nr+1

)
δ(λr), (1.4.5)

Aśı cuando k−→∞ se sigue que µk−→µ.

14
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Supongamos que ∆̃k es otra sucesión de operadores acotados autoadjuntos aproximando

a ∆ y que l2(Bk) es un subespacio invariante de ∆̃k. Si µ̃k es la medida de conteo de

autovalores normalizada correspondiente a ∆̃k, entonces∫
fdµ̃k =

1

Nr

∑
x∈Bk

〈
δx | f(∆̃k)δx

〉
,

para toda función de Borel acotada f : R−→C.

Proposición 1.4.4. Supongamos que
∥∥∥∆k − ∆̃k

∥∥∥−→0 cuando k−→∞. Entonces µ̃k

converge a µ en la topoloǵıa débil estrella.

Demostración. Ya que µk converge a µ en la topoloǵıa débil estrella, por la proposicón

(1.4.2) es suficiente mostrar que para cada Im z 6= 0, la diferencia

Dk(z) =

∫
dµk(t)

t− z
−
∫
dµ̃k(t)

t− z
,

converge a 0 cuando k−→∞. Note que por (1.2.1) y (1.2.3) se sigue que

∥∥∥(∆k − z)−1 − (∆̃k − z)−1
∥∥∥ ≤

∥∥∥(∆k − ∆̃k)
∥∥∥

| Im z|2
,

y por lo tanto

|Dk(z)| =

∣∣∣∣∣ 1

Nr

∑
x∈Bk

〈
δx |

(
(∆k − z)1 − (∆̃k − z)−1

)
δx

〉∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∆k − ∆̃k

∥∥∥
| Im z|2

.

Lo cual converge a cero cuando k−→∞.

Denotemos por Pk la proyección ortogonal sobre l2(Bk) y consideremos

∆̃k = Pk∆Pk.

Luego
∥∥∥∆k − ∆̃k

∥∥∥ ≤ ∑∞
r=k+1 pr y la sucesión verifica las hipótesis de la proposición

anterior. Por lo que el ĺımite de la medida de conteo de autovalores normalizada es igual

a µ. Entre las diferentes aproximaciones de volumen finito de ∆, el Laplaciano truncado

∆k es el más conveniente. Por lo que la medida espectral µ puede ser interpretada como

la densidad de estados de ∆.
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Caṕıtulo 2

Localización espectral

Nuestro objetivo en este caṕıtulo es entender propiedades genéricas del operador Hω,

que acontinuación definiremos. Por propiedades genéricas, nos referimos a que debe existir

un conjunto Ω̃ ∈ F , con P(Ω̃) = 1, tal que para todo ω ∈ Ω̃; Hω tiene cierta la propiedad

deseada. En este caso diremos que para casi todo ω ∈ Ω, Hω posee la propiedad deseada.

Comenzaremos describiendo el espectro de Hω, el cual denotaremos por sp(Hω).

2.1. Definición del modelo

Sea (X, d,∆) un modelo jerárquico regular. Consideremos el espacio de probabilidad

(Ω,F ,P) donde Ω = RX, F la σ−álgebra medida producto de Borel sobre Ω, y P es una

medida de probabilidad dada sobre (Ω,F). Para cada ω ∈ Ω, consideremos el operador

Hω := ∆ + Vω (2.1.1)

donde Vω viene dado por

Vω :=
∑
x∈X

ω(x) 〈δx | ·〉 δx, (2.1.2)

aqúı el conjunto {ω(x) | x ∈ X} es una colección de variables aleatorias independientes

e idénticamente distribuidas. Notamos que, a priori, el operador Vω puede ser no acota-

do(dependerá de la distribución de ω(x), x ∈ X), y por lo tanto los operadores Vω y Hω

son no acotados(autoadjuntos) con dominio

Dω =

{
ϕ |

∑
x∈X
|ϕ(x)|2(1 + |ω(x)|2) <∞

}
.

La familia de operadores autoadjuntos {Hω}ω∈Ω indexado por los eventos del espacio

de probabilidad (Ω,F ,P) es llamado el modelo jerárquico de Anderson. La idea
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es dar resultados, con cierta precisión, sobre el espectro de sp(Hω). Para ello, damos a

continuación algunos resultados preliminares que apuntan en este sentido:

Proposición 2.1.1. Sea A un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert H.

Si B es un operador autoadjunto acotado sobre H, b1 = ı́nf sp(B) y b2 = sup sp(B),

entonces sp(A+B) ⊂ sp(A) + [b1, b2].

Si A es un operador acotado y B es acotado inferiormente, entonces sp(A+B) ⊂

[́ınf sp(A) + ı́nf sp(B),∞].

Si A es acotado y B es acotado superiormente, entonces sp(A + B) ⊂

(−∞, sup sp(A) + sup sp(B)].

Demostración. Supongamos que B es acotado. Podemos asumir sin perdida de generali-

dad que b1 = −||B|| y b2 = ||B|| (basta considerar θ1B + θ2I, para θ1 y θ2 apropiados).

Si z /∈ sp(A) + [−||B||, ||B||], entonces dist(z, sp(A)) > ||B|| y por tanto ||(z − A)−1|| <

||B||−1. Luego

||(z −A)−1B|| ≤ ||(z −A)−1|| · ||B|| < 1,

por lo que el operador

z −A−B = (z −A)(1− (z −A)−1B),

tiene inversa acotada. Supongamos ahora queB es acotado inferiormente, digamos ı́nf sp(B) =

b ∈ R. Sea a = ı́nf sp(A). Luego para cualquier vector ϕ,

〈(A+B)ϕ | ϕ〉 ≥ a+ b,

y por lo tanto sp(A + B) ⊂ [a + b,∞). El caso en que B es acotado superiormente se

demuestra de manera similar.

Proposición 2.1.2. (Citerio de Weyl) Sea A : D(A)−→H un operador autoadjunto

sobre el espacio de Hilbert H. Entonces

sp(A) =
{
λ ∈ R | ∃(ϕn) ⊂ D(A), ‖ϕ‖ = 1 : ĺım

n−→∞
‖(A− λ)ϕn‖ = 0

}
.

Demostración. La demostración puede ser consultada en [10].
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Proposición 2.1.3. Sean SV el soporte de µV , S = sp(∆) + SV y Sω = sp(Hω). Para

los números racionales r1 < r2, consideremos el evento

Qr1,r2 = {Sω ∩ (r1, r2) 6= ∅}.

Si (r1, r2) ∩ S 6= ∅ entonces P(Qr1,r2) = 1.

Demostración. Supongamos que (r1, r2)∩S 6= ∅ y sea u ∈ (r1, r2). Luego podemos escribir

u = λs + e donde e ∈ SV y s ∈ {1, 2, · · · ,∞}. Para cada ε > 0 y una bola Br de radio r

consideremos el evento

E(Br, ε) :=

{
ω | máx

x∈Br

|ω(x)− e| < ε

}
.

Ya que µV ((e−ε, e+ε)) > 0 y las variables aleatorias {ω(x) | x ∈ Br} son independientes,

tenemos que

P(E(Br, ε)) =
(
µV ((e− ε, e+ ε))

)Nr
> 0.

Por la construción de la estructura jerárquica, X se puede escribir como la unión numerable

de bolas disjuntas de radio r, esto es: X =
⋃∞
j=1Br,j . Sea

Er,ε = ĺım sup
j
E(Br,j , ε).

Ya que los eventos {E(Br,j , ε), j = 1, · · · ,∞} son independientes y
∑∞
j=1 P(E(Br,j , ε)) =

∞, el teorema de Borel-Cantelli nos asegura que P(Er,ε) = 1. Luego el evento

E =
⋂
r≥0

Er,1/(r+1),

tambien tiene probabilidad 1. Por construcción, para ω ∈ E , existe una sucesión (Br,jr )r≥0

de bolas de radio creciente tales que

(∗) máx
x∈Br,jr

|ω(x)− e| < 1

r + 1
,

pata todo r ≥ 0.

Para r ≥ 1, consideremos qr = min(r − 1, s). Note que para cada r ≥ 1 podemos tomar

una función normalizada ϕr constante sobre cada bola de radio qr, subbola de Br,jr , nula

fuera de Br,jr y tal que Eqr+1ϕr = 0(como lo realizado en la demostración del teorema

(1.2.4)). Luego ϕr es autofunción de ∆ asociada a λqr Entonces

ĺım
r−→∞

||∆ϕr − λsϕr|| = 0,
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y, por (*),

ĺım
r−→∞

||Hωϕr − (λs − e)ϕr|| = 0,

para ω ∈ E . Por lo tanto ϕr es una sucesión de Weyl para el operador Hω y u = λs + e ∈

sp(Hω). De ésta forma u ∈ (r1, r2) ∩ Sω y

(r1, r2) ∩ Sω 6= ∅,

es decir, ω ∈ Qr1,r2 . Hemos mostrado que E ⊂ Qr1,r2 . Ya que P(E) = 1, podemos concluir

que P(Qr1,r2) = 1.

El siguiente teorema es un resultado análogo al de H. Kunz y B. Souillard, el cual puede

ser consultado en [6].

Teorema 2.1.4. Supongamos que las variables aleatorias {ω(x)}x∈X son i.i.d. con dis-

tribución µV , es decir, P×x∈XµV . Sea SV el soporte de µV y IV el intervalo cerrado más

pequeño(clausura convexa) conteniendo a SV . Entonces para casi todo ω ∈ Ω, respecto

a P, tenemos que

sp(∆) + SV ⊂ sp(Hω) ⊂ (sp(∆) + IV ) ∩ ([0, 1] + SV ).

En particular, si SV es conexo, entonces SV = IV y

sp(Hω) = sp(∆) + SV ,

para casi todo ω ∈ Ω, respecto a P.

Demostración. Para la contención sp(Hω) ⊂ (sp(∆) + IV ) ∩ ([0, 1] + SV ) consideremos

el subconjunto aleatorio real Sω = sp(Hω). Para casi todo ω ∈ Ω, respecto a P, tenemos

que ω(x) ∈ SV y por lo tanto sp(Vω) ⊂ SV Para cada ω ∈ Ω fijo, usamos la proposición

(2.1.1) primero con A = ∆ y B = Vω obteniendo sp(Hω) ⊂ sp(∆)+IV . Luego con A = Vω

y B = ∆ obteniendo sp(Hω) ⊂ [0, 1] + SV . Por lo que Sω ⊂ (sp(∆) + IV ) ∩ ([0, 1] + SV ).

Por otro lado, para sp(∆) + SV ⊂ Sω, consideremos el evento

Q =
⋂

r1<r2:(r1,r2)∩S 6=∅

Qr1,r2 .
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entonces P(Q) = 1, ya que su complemento es la unión numerable de conjuntos cuya

probabilidad es nula. Afirmamos que

ω ∈ Q=⇒S ⊂ Sω.

En efecto, sea ω ∈ Q. Supongamos que u ∈ S. Para los racionales r1 < u < r2, tenemos

que (r1, r2) ∩ S 6= ∅ y por lo tanto ω ∈ Qr1,r2 . Luego Sω ∩ (r1, r2) 6= ∅. Ya que Sω es un

conjunto cerrado, podemos concluir, luego de r1 ↑ u y r2 ↓ u, que u ∈ Sω.

21
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2.2. Teoremas de localización espectral

Denotemos por spac(Hω) a la parte absolutamente continua del espectro de Hω y por

spcont(Hω) a la parte continua. En esta sección enunciaremos los dos resultados más im-

portantes del presente trabajo. El primero es debido a Molchanov [7], el cual nos entrega

condiciones suficientes para que spcont(Hω) = ∅, siempre que las variables aleatorias po-

sean distribución de Cauchy. El segundo resultado trata de replicar la misma conclusión

indepensiente de la distribución de las variables aleatorias, no sin antes imponer condi-

ciones sobre la dimensióin espectral del modelo. En [7], se probó el siguiente teorema:

Teorema 2.2.1. (Molchanov) Sea (X, d,∆) un modelo jerárquico regular. Supongamos

que existe ε > 0 tal que
∞∑
r=1

prr
1+ε <∞, (2.2.1)

Si las variables aleatorias {ω(x) : x ∈ X} son i.i.d con distribución de Cauchy,

ka,h(e)de =
1

π

h

(e− a)2 + h2
de, e > 0,

para los parámetros a ∈ R y h > 0, entonces spcont(Hω) = ∅ para casi todo ω respecto

a P.

Observación 2.2.2. Notar que el teorema anterior es valido para cualquier desorden.

Dada una constante de acoplamiento c > 0, el operador aleatorio puede ser escrito como

∆ +
∑
x∈X cω(x) 〈δx | ·〉 δx. Si ω(x) tiene distribución de Cauchy ka,h, entonces cω(x) tie-

ne distribución de Cauchy kca,ch. Por lo tanto, bajo las hipótesis del teorema, ∆ + cVw

posee espectro puramente puntual para casi todo ω, respecto a P. Notar que la condición

(2.2.1) es bastante débil, pues no depende de las particiones, sino sólo de pr. Esto nos

dice que el teorema (2.2.1) vale en dimensión espectral arbitraria. En efecto, dado n ≥ 2

y dsp un número real positivo. Notar que existe un único ρ > 1 tal que dsp = dsp(n, ρ).

Ahora bien, si consideramos pr = Cρ−r, donde C es una constante de normalización de

tal forma que
∑∞
r=1 pr = 1. Luego los pr satisfacen (2.2.1). Por lo tanto, podemos cons-

truir modelos jerárquicos de Anderson de dimensión espectral arbitraria para los cuales

el teorema (2.2.1) vale.
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Respecto a la medida de probabilidad P, denotamos por L la medida de Lebesgue sobre

R. Para cualquier x ∈ X, Ω puede ser descompuesto a lo largo de las coordenada x−ésima

como Ω = R × Ω̃, donde Ω̃ = RX−{x. Sea P̃x la correspondiente marginal de P definida

por P̃x(B̃) = P(R × B̃), donde B̃ ⊂ Ω̃ es un conjunto de Borel. Entonces para casi todo

ω̃ ∈ Ω̃, respecto a P̃, existe una medida de probabilidad Pω̃x sobre R tal que el teorema

condicional de Fubini vale: Para todo f ∈ L1(Ω,P) tenemos∫
Ω

f(ω)dP(ω) =

∫
Ω̃

(∫
R
f(ξ, ω̃)dPω̃x (ξ)

)
dP̃x(ω̃)

Si para casi todo ω̃ ∈ Ω̃, respecto a P̃x, es absolutamente continua con respecto a L,

entonces decimos que P posee una densidad condicional a lo largo de la coordenada

x−ésima. P es llamada condionalmente absolutamente continua si para cada x ∈ X,

P posee una densidad condicional a lo largo de la coordenada x−ésima. Un caso especial

de una medida de probabilidad condicionalmente continua es la medida producto P =

⊗x∈XPx, donde cada Px es una medida de probabilidad sobre R absolutamente continua

respecto a L.

El resultado principal sobre localización espectral es:

Teorema 2.2.3. Sea (X, d,∆) un modelo jerárquico regular. Supongamos que existe un

suceción ur > 0 tal que
∑∞
r=1 u

−1
r <∞ y

∞∑
r=1

prur
√
Nr <∞. (2.2.2)

Entonces:

(1) Para todo ω ∈ Ω, spac(Hω) = ∅.

(2) Si P es condicionalmente absolutamente continua, entonces spcont(Hw) = ∅ para

casi todo w; respecto a P.

Observación 2.2.4. La condición (2.2.2) es más restrictiva que la condición (2.2.1).

El requerimiento sobre el decaimiento de pr impone una cota superior sobre la dimen-

sión espectral de ∆. El teorema (2.2.3) y la proposición (1.3.5) nos permiten construir

modelos jerárquicos de dimensión espectral dsp ≤ 4 que exhibe localización en desórdenes

arbitrarios. Si (X, d) es una estructura jerárquica homogénea de grado n ≥ 2 y pr = Cρ−r

con ρ >
√
n, entonces la hipótesis (2.2.2) se verifica para ur = r1+ε. Dada 0 < dsp < 4

podemos ajustar ρ >
√
n de tal forma que dsp(n, ρ) = dsp. Si pr = Cr−2−εn−r/2, enton-
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Caṕıtulo 2. Localización espectral

ces el modelo tiene dimensión espectral dsp = 4 y (2.2.2) se verifica para ur = r1+ε/2.

También se pueden construir modelos triviales con dsp = 0 tomando pr de tal forma que

decrezca más rápido que ρ−r para cualquier ρ. Notar además que la que homogeneidad de

la estructura jerárquica no es necesaria para el teorema (2.2.3).
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2.3. Criterio para la localización espectral

En esta sección formularemos una condición suficiente para que Hω posea spac(Hω) = ∅

para todo ω ∈ Ω, y una condición sufiente para que Hω posea spcont(Hω) = ∅ para casi

todo ω, respecto a P.

Consideremos el operador truncado

Hω,r =

r∑
s=0

psEs + Vω, r ≥ 0, (2.3.1)

donde (Erϕ)(x) := |B(x, r)|−1∑
y∈B(x,r) ϕ(x) y ω ∈ Ω fijo. Para cualquier bola Br

de radio r, el subespacio l2(Br) es invariante bajo Hω,r. Para cada r fijo, definimos

σ(ω,Br) como el conjunto de los autovalores del operador Hω,r restringido a l2(Br) y

σω =
⋃
σ(ω,Br), la unión es sobre de todos los posibles radios. Notar que σω es un sub-

conjunto numerable de R, y por tanto con medida de Lebesgue cero. Para z ∈ C \ σω,

r ≥ 0, y x, y ∈ X, consideremos

Gω,r(x, y; z) =
〈
δx | (Hω,r − z)−1δy

〉
.

Para z ∈ C \ σr, r ≥ 0 y t ∈ X, consideremos

gω,r(t; z) =
1

Nr

∑
d(t′,t)≤r

Gω,r(t
′, t; z),

es decir, gω,r es el promedio de Gω,r(·, t; z) sobre las bolas B(t, r).

Claramente Gω,r(t
′, t; z) = Gω,r(t, t

′; z), pues la medida espectral adjunta para δt, δt′ y

Hω,r es real. Notar que

gω,r(t; z) =
1

Nr

∑
d(t′,t)≤r

Gω,r(t, t
′; z) =

1

Nr

〈
δt | (Hω,r − z)−11B(t,r)

〉
. (2.3.2)

Para Br ∈ Pr, denotamos

γω(Br; z) =
1

Nr

〈
1Br | (Hω,r − z)−11Br

〉
.

Ahora bien, para x ∈ X y ω ∈ Ω fijos, denotamos por µωx la medida espectral para Hω y

δx, por µω
x,cont la parte continua de µωx y por µωx,ac la parte absolutamente continua. El

criterio principal de localización espectral para el modelo jerárquico de Anderson es:
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Caṕıtulo 2. Localización espectral

Teorema 2.3.1. Supongamos que existe una sucesión ur > 0 con
∑∞
r=1 u

−1
r <∞ y

∞∑
r=1

prur <∞. (2.3.3)

Sean x ∈ X y B ⊂ R conjunto de Borel dados. Entonces:

(1) Si para ω ∈ Ω fijo,
∞∑
s=1

ps|γ(B(x, s); e)| <∞, (2.3.4)

para casi todo e ∈ B, respecto a L, entonces µωx,ac(B) = 0.

(2) Si P posee densidad condicional a lo largo de la coordenada x−ésima, y (2.3.4)

vale para casi todo (ω, e) ∈ Ω×B, respecto a P⊗L, entonces µωx,cont(B) = 0 para

casi todo ω ∈ Ω.

(3) Supongamos que para casi todo (ω, e) ∈ Ω×B, respecto a P×L, existe una constante

finita Cω,e,x tal que

|γω(Bx,r; e)| ≤ Cω,e,xur, (2.3.5)

para todo r. Si P posee densidad condicional a lo largo de la coordenada x−ésima,

entonces µx,cont(B) = 0 para casi todo ω ∈ Ω, respecto a P.

Probaremos las proposiciones (2.3.2), (2.3.4) y (2.3.5) y luego demostraremos el teorema

(2.3.1).

Proposición 2.3.2. Sea ω ∈ Ω, x, y ∈ X, z ∈ C \ σω y r ≥ 0 dados. Entonces

Gω,r(x, y; z) = Gω,0(x, y; z)−
r∑

s=d(x,y)

psNs−1gω,s−1(x; z)gω,s(y; z), (2.3.6)

y

gω,r(x; z) =
1

Nr
Gω,0(x, y; z)

r∏
s=1

(1− psγω(B(x, s); z)) . (2.3.7)

Demostración. La foŕmula (2.3.6) vale para r = 0 ya que p0 = 0. Para s ≥ 1, la identidad

del resolvente nos dice que

(Hω,s − z)−1δy − (Hω,s−1 − z)−1δy = −(Hω,s−1 − z)−1psEs(Hω,s − z)−1δy.

Notar que Es(Hω,s − z)−1δy = gω,s(y; z)1B(y,s). Tomando 〈δx | ·〉 en la ecuación anterior
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obtenemos

Gω,s(x, y; z)−Gω,s−1(x, y; z) = −psgω,s(y; z)
〈
δx | (Hω,s−1 − z)−11B(y,s)

〉
. (2.3.8)

Notar que por la ecuación (2.3.2),

〈
δx | (Hω,s−1 − z)−11B(y,s)

〉
=

Ns−1gω,s−1(x; z), si d(x, y) ≤ s,

0, si d(x, y) > s.

La fórmula (2.3.6) se sigue directamente resolviendo la recurrencia (2.3.8).

La demostración de (2.3.7) es similar. La identidad del resolvente nos dice que

〈
δx | (Hω,r − z)−11B(x,r)

〉
= (1− prγω(B(x, r); z))

〈
δx | (Hω,r−1 − z)−11B(x,r−1)

〉
.

y (2.3.7) se sigue luego de iterar la fórmula anterior.

Para la demostración de la proposición (2.3.4) necesitamos el siguiente lema:

Lema 2.3.3. Sea A una matriz Hermitiana de N × N y v ∈ CN . Entonces para todo

M > 0

L
({
e :

∥∥(A− e)−1v
∥∥2

2
≥M

})
≤ 4

√
N

M
‖v‖2 .

Demostración. Sean λ1, · · · , λN los autovalores de A y ϕ1, · · · , ϕN la correspondiente

base ortonormal de autovalores. En éste caso tenemos, v =
∑N
i=1 viϕi, ‖v‖

2
2 =

∑N
i=1 |vi|2

y (A − e)−1v =
∑N
i=1(λi − e)−1viϕi. Para cada i = 1, · · · , N , consideremos el intervalo

abierto Di = (λi − vi/
√
M,λi + vi/

√
M). El largo total de los N intervalos es

L

(
N⋃
i=1

Di

)
≤

N∑
i=1

m(Di) =
2

√
M
∑N
i=1 |vi|

≤ 2√
M

√
N‖v‖2.
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De la desigualdad de Chebyshev tenemos

L

({
e ∈ R \

N⋃
i=1

Di : ‖(A− e)−1v‖22 ≥M

})
≤ 1

M

∫
R\

⋃N
i=1Di

∥∥(A− e)−1v
∥∥2

2
de

=≤ 1

M

∫
R\

⋃N
i=1Di

N∑
i=1

∣∣∣∣ vi
λi − e

∣∣∣∣2 de
≤≤ 1

M

N∑
i=1

∫
R\

⋃N
i=1Di

∣∣∣∣ vi
λi − e

∣∣∣∣2 de
=≤ 1

M

N∑
i=1

2

∫ ∞
|vi/
√
M |

|vi|2

t2
dt

=
2

M

√
M

N∑
i=1

|vi|

≤ 2√
M

√
N‖v‖2

Lo cual prueba el resultado.

Proposición 2.3.4. Sea ur > 0 una sucesión con
∑∞
r=1 u

−1
r <∞. Sea ω ∈ Ω y x ∈ X

fijos. Entonces para casi todo e ∈ R, respecto a L, existe una constante Ce <∞ tal que ∑
d(x,y)≤s

|gω,s(y; e)|2
1/2

≤ Ceus, (2.3.9)

para todo s ≥ 0.

Demostración. Ya que l2(B(x, r)) es un subespacio de dimensión Nr invariante bajo Hω,r

y como
∥∥1B(x,r)

∥∥
2

=
√
Nr, tenemos por el lema (2.3.3) que para Mr > 0,

L
({
e ∈ R \ σω :

∥∥(Hω,r − e)−11B(x,r)

∥∥2

2
≥Mr

})
≤ 4Nr√

Mr

.

Sea Mr = (urNr)
2. Entonces

∑∞
r=1NrM

−1/2
r < ∞. Por el lema de Borel-Cantelli, para

casi todo e ∈ R \ σω, respecto a L ; existe una constante Ce <∞ tal que

∥∥(Hω,r − e)−11B(x,r)

∥∥
2
< Ce

√
Mr, (2.3.10)
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para todo r ≥ 0. Notemos que ∑
d(x,y)≥s

|gω,s(y; e)|2
1/2

=

 ∑
d(x,y)≥s

∣∣∣∣ 1

Ns

〈
δy | (Hω,s − e)−11B(y,s)

〉∣∣∣∣2
1/2

=
1

Ns

 ∑
d(x,y)≥s

∣∣〈δy | (Hω,s − e)−11B(x,s)

〉∣∣21/2

=
1

Ns

∥∥(Hω,s − e)−11B(x,s)

∥∥ (∗).

Reemplazando en (∗) la desigualdad (2.3.10) se concluye la demostración.

Proposición 2.3.5. Asumamos que existe una sucesión ur > 0 tal que
∑∞
r=1 u

−1
r <∞

y
∑∞
r=1 prur <∞. Sea B ⊂ R un conjunto de Borel y ω ∈ Ω, x ∈ X fijos.

Supongamos que
∞∑
s=1

ps|γω(B(x, s); e)| <∞, (2.3.11)

para casi todo s ∈ B, respecto a L. Entonces, para casi todo e ∈ B, respecto a L;

sup
r≥0

∑
y∈X
|Gω,r(x, y; e)|2 <∞. (2.3.12)

Demostración. Para todo e ∈ C\σω, la representación de la fórmula (2.3.6) y la desigual-

dad de Cauchy-Schwarz nos permiten obtener∑
y∈X
|Gω,r(x, y; e)|2

1/2

≤ |Gω,0(x, x; e)|

+

r∑
s=1

psNs−1|gω,s−1(x; e)|

 ∑
d(x,y)≤s

|gω,s(y; e)|2
1/2

.

Usando la proposición (2.3.9), para casi todo e ∈ R, respecto a L;∑
y∈X
|Gω,r(x, y; e)|2

1/2

≤ |Gω,0(x, x; e)|+ Ce

r∑
s=1

psusNs−1|gω,s−1(x; e)|. (2.3.13)

La hipótesis (2.3.11) implica que para casi todo e ∈ B, respecto a L, el producto
∏∞
s=1(1−

psγ(B(x, s); e)) converge. Por otro lado, para dicho e, se tiene de (2.3.7) que existe una

constante C ′e <∞ tal que para todo s ≥ 0

Ns|gω,s(x; e)| ≤ C ′e. (2.3.14)
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Reemplazando (2.3.14) en (2.3.13) se tiene

∑
y∈X
|Gω,r(x, y; e)|2

1/2

≤ |Gω,0(x, x; e)|+ CeC
′
e

r∑
s=1

psus.

demostrando el resultado.

Antes de probar el teorema (2.3.1) recordemos el criterio de localización de Simon-Wolff:

Teorema 2.3.6. Asumamos que P pose densidad condicional a lo largo de la coor-

denada x−ésima. Sea B un conjunto de Borel tal que Gω,x(e) :=
∫
R

dµω
x

(e−λ)2 =

ĺımε↓0
∥∥(∆ + Vω − e− iε)−1δx

∥∥2
< ∞ para casi todo (ω, e) ∈ Ω × B, respecto a P ⊗ B.

Entonces µωx,cont(B) = 0 para casi todo ω ∈ Ω, respecto a P.

Demostración. El resultado se sigue del hecho que

dµωx,ac(e) = π−1

(
ĺım
ε↓0

∥∥(∆ + Vω − e− iε)−1δx
∣∣2) .

Para los detalles ver [1].

Ahora, desarrollaremos la demostración del teorema (2.3.1)

Demostración. (Del teorema 2.3.1) Sea ω ∈ Ω y e ∈ R \ σω fijos y la sucesión ur > 0

tal que
∑∞
r=1 prur <∞. La proposición (2.3.5) nos dice que

sup
r≥0

∑
yX
|Gω,r(x, y; e)|2 <∞

. Por el teorema de convergencia monótona tenemos∫
R

dµωx (λ)

(e− λ)2
= ĺım

ε↓0

dµωx (λ)

(e− λ)2 + ε2
= sup

ε>0

∫
R

dµωx (λ)

(e− λ)2ε2
.

Ya que z ∈ C \ R,

ĺım
r−→∞

∥∥(Hω,r − z)−1 − (Hω − z)−1
∥∥ = 0,
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tenemos que el ĺımite en la topoloǵıa débil estrella ĺımr−→∞ µωx,r es igual a µωx , donde µωx,r

es la medida espectral para Hω,r y δx. Por lo tanto

∫
R

dµωx (λ)

(e− λ)2
= sup

ε>0
ĺım

r−→∞

∫
R

dµω,rx (λ)

(e− λ)2 + ε2
≤ sup
ε>0,r≥1

∫
R

dµω,rx (λ)

(e− λ)2 + ε2

= sup
r≥1

∫
R

dµω,rx (λ)

(e− λ)2

= sup
r≥1

∥∥(Hω,r − e)−1δx
∥∥2

= sup
r≥1

∑
y∈X
|Gω,r(x, y; e)|2 <∞.

En la igualdad final usamos el hecho que {δy}y∈X es una base ortonormal para l2(X). Ya

que L(σω) = 0 y que la cota (2.3.12) vale para casi todo e ∈ R\σω, respecto a L; tenemos

que para cada ω ∈ Ω, Gω,x(e) <∞ para casi todo e ∈ R respecto de L. Esto prueba (1).

La parte (2) se sigue del hecho que Gω,x(e) <∞ para casi todo (ω, e) ∈ Ω× R, respecto

a P ⊗ L y el criterio de Simon-Wolff. La parte (3) es consecuencia de la parte (2) y la

hipótesis (2.3.11).

2.3.1. Demostración del teorema de localización espectral

Aplicaremos el teorema (2.3.1) para demostrar los teoremas (2.2.1) y (2.2.3).

Demostración. (Del teorema 2.2.3) Ya que γω(B(x, s); e) =
∑
d(x,y)≤s gω,s(y; e), la

desigualdad de Cauchy-Schwarz y la proposición (2.3.4) permiten decir que para casi

todo e ∈ R, respecto a L,

|γω(B(x, s); e)| ≤ Ceus
√
ns. (2.3.15)

Por lo tanto
∑
s≥0 ps|γω(B(x, s); e)| <∞ y el resultado se sigue por el teorema (2.3.1).

La demostración del teorema (2.2.1) de Molchanov requiere más trabajo. Debemos

primero introducir algunas notaciones.
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Preliminares.

Es conveniente considerar el complejo v = a + ih ∈ C+(en el semiplano superior) y

denotar por kv la distribución de Cauchy con densidad ka,h. Si ν es una medida de

probabilidad de Borel sobre la esfera de Riemann S = C ∪ {∞}, y τ : S−→S es una

aplicación de Borel, entonces τν denotará la medida de probabilidad inducida de Borel

sobre S:

(τν)(B) := ν(τ−1(B)),

para los conjuntos de B ⊂ S. Si n ≥ 2 es un entero, y ν es una medida de probabilidad

sobre S, consideremos

Anν = τ(ν ? · · · ? ν︸ ︷︷ ︸
n veces

)

donde τ(z) = z/n, y ? es la convolución de medidas usual. Por lo tanto, si Y1, · · · , Yn son

variables aleatorias i.i.d. sobre S con distribución ν, entonces Anν es la distribución de

(Y1 + · · ·+ Yn)/n. La siguiente proposición resume algunas de las propiedades básicas de

la distribuciones de Cauchy.

Proposición 2.3.7. Las distribuciones de Cauchy tienen las siguientes propiedades:

1. Si v1, v2 ∈ C+, entonces

kv1 ? kv2 = kv1+v2

2. Si τ(z) = −z o τ(z) = (az+ b)/(cz+d), donde a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0, entonces

τkv = kτv,

para todo v ∈ C+

3. Para todo v ∈ C+ y enteros n ≥ 2,

Ankv = knv.

Demostración. La demostración usa hechos básicos de la teoŕıa de funciones harmonicas.

Para funciones continuas acotadas h = R−→R, sea Uh : C+−→R definido por Uh(v) =∫
R h(t)dkv(t). Luego Uh(v) es la única función harmonica acotada en C+ que extiende

continuamente continuamente sobre R con ĺımy↓0 Uh(x+ iy) = h(x). Si X es una variable
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aleatoria con distribución de Cauchy kv, X1 ∼ kv, entonces Eh(X) = Uh(v). Sea X1 ∼ kv1
y X1 ∼ kv1 . Para t ∈ R fijo, sea ht(s) = h(s+ t). Entonces

Eh(X1 +X2) =

∫ ∫
h(s+ t)dkv1(s)dkv2(t)

=

∫ {∫
ht(s)dkv1(s)

}
dkv2(t)

=

∫
{Uht

(v1)(s)} dkv2(t)

=

∫
{Uh(t+ v1)(s)} dkv2(t)

= Uh(v1 + v2).

Ya que h es arbitrario, concluimos que X1 + X2 ∼ kv1+v2 . Esto prueba (1). Para la

demostración de (2), consideremos el caso τ(z) = (az + b)/(cz + d). La aplicación τ es

una biyección anaĺıtica C \ {−d/c}7−→C \ {a/c} con inversa anaĺıtica. Tenemos

Im τ(z) =
(ad− bc) Im z

|cz + d|2
.

Por lo tanto τ mapea C+−→C−, C−−→C−, R \ {−d/c}−→R \ {a/c}. Sea X ∼ kv y h :

R−→R una función continua acotada suyo soporte no contiene a a/c y sea f(s) = h(τ(s)).

Entonces

Uf (v) = Uh(τ(v)), Im v > 0.

Por lo tanto ∫
hdkτ(v) = Uh(τ(v)) = Uf (v) = Ef(X) = Eh(τ(X)).

Ya que h es arbitraria, esto implica que τ(X) ∼ kτ(v). El caso τ(z) = −(z) es probado

usando el hecho que τ preserva armonicidad. (3) se sigue de (1) y (2).

Usaremos transformaciones lineales fraccionales de la forma

τp(z) =
z

1 + pz
,

donde p ≥ 0. Notar que τp+p′ = τp ◦ τp′ . La transformación τp es importante en el modelo

jerárquico de Anderson por la siguiente relación de recursividad, probada por Molchanov

en [?].

33
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Proposición 2.3.8. Sea ω ∈ Ω y z ∈ C \ {σω} dado. Entonces para todo x ∈ X,

γω(B(x, 0); z) =
1

ω(x)− z
. (2.3.16)

Para todo r ≥ 1 y Br ∈ Pr, tenemos la fórmula de recurrencia

γω(Br; z) = τpr

 1

Nr

∑
Br−1,j⊂Br

γω(Br−1,j ; z)

 , (2.3.17)

donde la suma contiene Nr términos, correspondiente a las Nr bolas Br−1,j de radio

r − 1 contenidas en Br.

Demostración. La fórmula (2.3.16) es clara ya que Gω,0(x, y; z) = (ω(x)− z)−1 〈δx | δy〉.

Para r ≥ 1 la identidad del resolvente nos dice que

(Hω,r − z)−11Br
− (Hω,r−1 − z)−11Br

= −prγω(Br; z)(Hω,r−1 − z)−11Br
.

Tomando 〈1Br | ·〉 en la ecuación anterior obtenemos

Nrγω(Br; z)−
∑

Br−1,j⊂Br

Nr−1γω(Br−1,j ; z) = −prγω(Br; z)
∑

Br−1,j⊂Br

Nr−1γω(Br−1,j ; z).

La fórmula (2.3.17) se sigue luego de dividir por Nr la ecuación anterior y resolverla para

γω(Br; z).

2.3.2. Demostración del teorema de Molchanov.

Demostración. (Teorema de Molchanov) Ya que para cada ω fijo, L(σ) = 0, tenemos

e /∈ σω para casi todo (ω, e) ∈ Ω× R respecto a P× L.

Por lo tanto existe un conjunto Borel medible E ⊂ R con las siguientes propiedades:

1. L(R \ E) = 0.

2. Para cada e ∈ E fijo, existe un conjunto Ωe ∈ F con P(Ωe) = 1 y tal que e /∈ σω
para casi todo ω ∈ Ωe.

Sea e ∈ E fijo. Entonces para casi todo ω ∈ Ωe, y por tanto para casi todo ω ∈ Ω respecto

a P, todas las fórmulas de representación de las proposiciones (2.3.2) y (2.3.8) valen. Se
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sigue de (2.3.16) y de la proposición (2.3.7) {γω(Br; e)}x∈X son variables aleatorias de

Cauchy i.i.d. con distribución kv0 , donde v0(e) = −(e− a+ ih)−1. Más aún, (2.3.17) y la

proposición (2.3.7) nos dicen que para r ≥ 1, {γω(Br; e)}Br∈Pr son variables aleatorias

de Cauchy i.i.d con distribución, donde vr(e) = τλr
v0(e). Ya que λr−→λ∞ = 1 cuando

r−→∞, la clausura de la órbita

V (e) =
⋃
r≥0

{vr(e)},

es igual a V (e) ∪ {τ1v0(e)}, un compacto en C+. Ya que supr≥0 |vr(e)| < ∞, existe una

constante K(e) <∞, tal que

P(|γω(Br; e)| > u) ≤ K(e)

u
,

para todo número real u > 0, entero r ≥ 0 y Br ∈ P. Fijando x ∈ X y tomando ur = r1+ε.

Por el lema de Borel-Cantelli, para casi todo ω ∈ Ωe respecto a P, existe una constante

Lω(e) <∞, tal que

|γω(B(x, r); e)| ≤ Lω(e)ur, (2.3.18)

para todo r ≥ 0. La parte (3) del teorema (2.3.1) nos dice que µωx,cont = 0 para casi todo

ω ∈ Ω, respecto a P. Ya que x ∈ X es arbitrario, el resultado vale.
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Caṕıtulo 3

Estad́ısticas de Poisson

En este caṕıtulo probaremos que para dsp < 1, los niveles de enerǵıa para Hω son,

asintoticamente, un proceso puntual de Poisson; luego de un reajuste adecuado.

3.1. Modelo de Anderson

Sea (X, d,∆) un modelo jerárquico regular. Consideremos el espacio de probabilidad

(Ω,F ,P) donde Ω = RX, F la σ−álgebra medida producto de Borel sobre Ω, y P es una

medida de probabilidad dada sobre (Ω,F). Para ω ∈ Ω, consideremos

Vω :=
∑
x∈X

ω(x) 〈δx | ·〉 δx, (3.1.1)

y

Hω := ∆ + Vω (3.1.2)

La familia de operadores autoadjuntos {Hw}w∈X indexada por el parámetro aleatorio ω

del espacio de probabilidad (Ω,F ,P) es llamado el modelo de Anderson jerárquico.

Lo anterior es un caso particular del operador de Schrodinger

Hω = H0 + Vω,

donde H0 es un operador autoadjunto actuando sobre l2(X) y Vω es un potencial aleatorio

que actúa diagonalmente sobre l2(X), es decir,

(Vωϕ)(x) = ω(x)ϕ(x), ϕ ∈ l2(X), x ∈ X;

con {ω(x)}xX variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas con densidad

acotada γ, condición fundamental para el desarrollo de los resultados de este capitulo.

Aqúı P = ×x∈Xγ(t)dt. Como vimos en el capitulo dos, las aproximaciones de volumen fini-

to a Hω están dadas por la sucesión (Bk)k≥1 de subconjuntos finitos de X,
⋃
k≥1Bk = X, y
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la correspondiente sucesión de operadores (Hω
k )k≥1 aproximando a Hω, tal que el subespa-

cio l2(Bk) es invariante para Hω
k . En este capitulo, la idea es estudiar el comportamiento

asintótico de los autovalores

eω,k1 ≤ eω,k2 ≤ · · · ≤ eω,k|Bk|,

de Hω
k , restringido a l2(Bk), cuando k tiende a infinito. El primer paso es probar que

existe una medida de probabilidad no aleatoria µav sobre R tal que, con probabilidad

uno, la medida de conteo de autovalores aleatoria normalizada

µωk =
1

|Bk|

|Bk|∑
j=1

δ(eω,kj ), (3.1.3)

converge a µav en la topoloǵıa débil estrella, cuando k tiende a infinito. Espećıficamente

la medida µav es llamada la densidad de estados para Hω. Para k suficientemente grande

y dado ε > 0, el número de autovalores en un intervalo pequeño (e−ε, e+ε) alrededor del

punto e ∈ R es del orden de |Bk|µav((e+ε, e−ε)). Por lo tanto, es conveniente considerar

la medida puntual reajustada

ξω,ek =

|Bk|∑
i=1

δ(|Bk|(eω,ki − e)). (3.1.4)

Ejemplo 3.1.1. Si X = {1, 2, . . .}, H0 = 0 y los volumenes finitos de aproximaciones son

Bk = {1, 2, . . . , k}, Hω
k es la restricción de Hω sobre l2(Bk). Luego Hω

k posee autovalores

estad́ısticamente independientes {ω(x)}x∈Bk
y se sigue de la ley fuerte de los grandes

números de Kolmogorov que para cada conjunto de Borel A ⊂ R,

ĺım
k−→∞

µωk (A) = µav(A) =

∫
A

γ(t)dt,

para casi todo ω ∈ Ω, respecto a P.

Denotemos por L la medida de Lebesgue sobre R. Asumamos que γ es continua en el

punto e ∈ R y que γ(e) > 0. Si A1, A2, · · ·Am ⊂ R son conjuntos de Borel acotados,

entonces el vector aleatorio

[ξω,ek (A1), ξω,ek (A2), · · · , ξω,ek (Am)] ,

posee distribución multinomial, por lo que

P {ξω,ek (A1) = r1, ξ
ω,e
k (A2) = r2, . . . , ξ

ω,e
k (Am) = rm} =

k!

r1!r2! · · · rm+1!
qr1k,1q

r2
k,2 · · · q

rm+1

k,m+1,
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con rs = 0, . . . , k y
∑m+1
s=1 rs = k., donde

qk,s = P {(kω(1)− e) ∈ As} =

∫
e+k−1As

γ(t)dt, s = 1, . . . ,m+ 1.

y Am+1 = R \ (∪ms=1As). La continuidad de γ en e nos permite concluir que

ĺım
k−→∞

kqk,s = ĺım
k−→∞

∫
e+k−1As

kγ(t)dt (3.1.5)

= ĺım
k−→∞

∫
As

γ(
u

k
+ e)du (3.1.6)

= γ(e)L(As). (3.1.7)

Además recordemos que la función generadora de momentos para dicho vector aleatorio

es:

ϕt1,··· ,tm (ξω,ek (A1), · · · , ξω,ek (Am)) =

 m∑
j=1

qk,je
tj

k

.

Luego

ϕt1,··· ,tm (ξω,ek (A1), · · · , ξω,ek (Am)) =

 m∑
j=1

qk,je
tj

k

=

 m∑
j=1

qk,j(e
tj − 1) + 1

k

=

 m∑
j=1

kqk,j
k

(etj − 1) + 1

k

,

pues
∑m
j=1 qk,j = 1. Usando la ecuación (3.1.7) se obtiene que

ĺım
k−→∞

ϕt1,··· ,tm (ξω,ek (A1), · · · , ξω,ek (Am)) = exp

 m∑
j=1

λj(e
tj − 1)

 ,

con λj = γ(e)L(Aj), que corresponde a la función generadora de momentos de la distri-

bución de Poisson multivariable. Aśı, las variables aleatorias ξω,ek (As), s = 1, . . . ,m, son

asintóticamente independientes y poseen distribución de Poisson Pλs
:= e−λs

∑
r∈N

λs

r! δ(r).

Observación 3.1.2. Usando el mismo argumento y el formalismo adecuado en variable

compleja se puede hacer para función caracteŕıstica.
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En lo sucesivo consideraremos al espacio métrico S equipado con σ−álgebra de Borel

BS , es decir, la σ−álgebra de Borel generada por los conjunto abiertos de S. Denotemos

por M el conjunto de todas las medidas no negativas de Borel µ sobre (S,Bs) tales que

µ(A) <∞ para cada conjunto de Borel acotado A ⊂ S.

Definición 3.1.3. Una medida µ ∈M es llamada puntual si µ puede ser escrita como

µ =
∑
j∈J

δ(xj), xj ∈ S,

donde J es un conjunto numerable. Denotaremos porMp el conjunto de todas las medidas

puntuales sobre (S,BS).

Si µ ∈ Mp, entonces tenemos que µ(A) ∈ N para cada conjunto de Borel acotado

A ⊂ S. Un proceso puntual sobre S es la aplicación ω 7−→µω del espacio de probabilidad

(Ω,F ,P) al espacioMp tal que para cada conjunto de Borel acotado A ⊂ S, la aplicación

ω 7−→µω(A) es medible. Si µω es un proceso puntual, la aplicación

ν(B) = Eµω(B), B ∈ BS ,

define una medida sobre (S,BS). La medida ν es llamada la medida de intensidad del

proceso puntual µω.

Definición 3.1.4. Sea ν ∈M. Un proceso puntual de Poisson sobre S con intensidad ν

es una proceso puntual ξω con las siguientes propiedades:

Para cada conjunto de Borel acotado A ⊂ S, la variable aleatoria ξω(A) se distribuye

Poisson con parámetro ν(A).

Dados los conjuntos disjuntos de Borel A1, A2, . . . , Am en S, las variables aleatorias

ξω(A1), ξω(A2), . . . , ξω(Am) son independientes.

Definición 3.1.5. Una sucesión ξωk de procesos puntuales en S, definidos en el mismo

espacio de probabilidad, se dice que converge a un proceso puntual de Poisson en S con in-

tensidad ν ∈M si cada conjunto disjunto de Borel acotado A1, A2, . . . , Am ∈ S, tenemos

ĺım
k→∞

P{ξωk (A1) = r1, ξ
ω
k (A2) = r2, . . . , ξ

ω
k (Am) = rm} =

m∏
s=1

Pν(As)({rs}), (3.1.8)

para todo r1, r2, · · · , rm ∈ N.
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Por lo tanto, en el ejemplo (3.1.1) vimos que la sucesión de procesos puntuales ξω,ek sobre

R converge a un proceso de Poisson sobre R con intensidad γ(e)L. Es bien sabido que la

convergencia de las funciones caracteŕısticas es suficiente para caracterizar la medida de

probabilidad, como recordamos en la siguiente proposición:

Proposición 3.1.6. Sean X e Y dos vectores aleatorios. Denotemos por FX(x) y FY (y)

sus distribuciones adjuntas y, por ϕX(t) y ϕY (t) sus correspondientes funciones carac-

teŕısticas. Entonces,

FX(x) = FY (x),∀x ∈ Rn⇐⇒ϕX(t) = ϕY (t)∀t ∈ Rn.

En nuestro contexto de distribuciones de Poisson tenemos que la condición (3.1.8) es

equivalente, en termino de las funciones caracteŕısticas, a

ĺım
k→∞

Eei
∑m

s=1 tsξ
ω
k (As) =

m∏
s=1

exp
(
ν(As)(e

its − 1)
)
, (3.1.9)

para todo t1, t2, · · · , tm ∈ R. Ambas (3.1.8) y (3.1.9) son equivalentes a la definición usual

de convergencia en la ley de vectores aleatorios en Nm.

No obstante, a menudo es complejo obtener expĺıcitamente el ĺımite (3.1.8) o la función

caracteŕıstica (3.1.9). En este sentido un resultado conocido es el teorema de Grigelionis

[?], el cual entrega condiciones suficientes para garantizar (??)

Teorema 3.1.7. (Grigelionis) Sea (nk)k≥1 una sucesión de números naturales, sean

para cada k ≥ 1, ξωk,1, ξ
ω
k,2, · · · , ξωk,nk

procesos puntuales independientes sobre S y sea

ξωk =

nk∑
j=1

ξωk,j

Sea ν ∈M y suponga que para cada conjunto de Borel acotado A ⊂ S, tenemos

ĺım
k→∞

máx
1≤j≤nk

P{ξωk,j(A) ≥ 1} = 0, (3.1.10)

ĺım
k→∞

nk∑
j=1

P{ξωk,j(A) ≥ 1} = ν(A), (3.1.11)

ĺım
k→∞

nk∑
j=1

P{ξωk,j(A) ≥ 2} = 0 (3.1.12)

Entonces ξωk converge a un proceso puntual de Poisson sobre S con intensidad ν.
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Caṕıtulo 3. Estad́ısticas de Poisson

Demostración. Utilizaremos la notación estándar ab =
∑m
s=1 asbs, para a, b ∈ Rm y |α| =∑m

s=1 αs para α ∈ Nm. Denotamos por {es}ms=1 la base usual de Rm. Sean A1, A2, · · · , Am
conjuntos de Borel acotados disjuntos en S. Sea Xω

k el vector aleatorio,

Xω
k = [ξωk (A1), ξωk (A2), · · · , ξωk (Am)] ,

y sea φk : Rm → C la correspondiente función caracteŕıstica

φk(t) = EeitX
ω
k , t ∈ Rm.

La idea es probar que se cumple (3.1.9), es decir, para todo t ∈ Rm,

ĺım
k→∞

φk(t) =

m∏
s=1

exp
(
ν(As)(e

its − 1)
)

(3.1.13)

Para ello, consideramos

Xω
k,j =

[
ξωk,j(A1), ξωk,j(A2), · · · , ξωk,j(Am)

]
,

φk,j(t) = EeitX
ω
k,j , t ∈ Rm

y el conjunto

A =

m⋃
s=1

As.

De la ecuación (3.1.10) existe k0 tal que para todo k ≥ k0,

máx
1≤j≤nk

P{ξωk,j(A) ≥ 1} < 1/4

Por lo tanto para k ≥ k0 y 1 ≤ j ≤ nk,∣∣∣∣∣∣
∑
|α|≥1

P{Xω
k,j = α}(eiαt − 1)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2
∑
|α|≥1

P{Xω
k,j = α} = 2P{ξωk,j(A) ≥ 1} < 1/2

y podemos escribir

φk,j(t) = 1 +
∑
|α|≥1

P
{
Xω
k,j = α

}
(eiαt − 1)

= exp

∑
|α|≥1

P{Xω
k,j = α}(eiαt − 1) + Ek,j

 ,

donde

Ek,j = f

∑
|α|≥1

P{Xω
k,j = α}(eiαt − 1)

 ,
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3.1. Modelo de Anderson

y f(z) = log(1 + z)− z. La función f es anaĺıtica en el disco abierto {|z| < 1} y

|f(z)| ≤ C |z|2 para |z| < 1/2, (3.1.14)

donde 0 < C <∞ es una constante. Luego, escribimos

∑
|α|≥1

P{Xω
k,j = α}(eiαt − 1) =

∑
|α|=1

P{Xω
k,j = α}(eiαt − 1)) + Fk,j (3.1.15)

=

m∑
s=1

P{Xω
k,j = es}(eits − 1) + Fk,j (3.1.16)

=

m∑
s=1

P{ξωk,j(As) = 1}(eits − 1) +Gk,j + Fk,j (3.1.17)

donde

Fk,j =
∑
|α|≥2

P{Xω
k,j = α}(eiαt − 1),

y

Gk,j =

m∑
s=1

(
P{Xω

k,j = es} − P{ξωk,j(As) = 1}
)

(eits − 1).

Por lo tanto,

φk,j(t) = exp

(
m∑
s=1

P{ξωk,j(As) = 1}(eits − 1) +Hk,j

)
,

donde

Hk,j = Ek,j + Fk,j +Gk,j .

Luego tenemos, por independencia que,

φk(t) =

nk∏
j=1

φk,j(t) (3.1.18)

= exp

 m∑
s=1

 nk∑
j=1

P{ξωk,j(As) = 1}

 (eits − 1) +

nk∑
j=1

Hk,j

 (3.1.19)

De los supuestos (3.1.10) y (3.1.11) implica que

ĺım
k→∞

nk∑
j=1

P{ξωk,j(As) = 1} = ν(As) (3.1.20)

Es suficiente demostrar que

ĺım
k→∞

nk∑
j=1

Hk,j = 0 (3.1.21)
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Para ello, notamos primero que de (3.1.21)

|Fk,j | ≤ 2P{ξωk,j(A) ≥ 2} (3.1.22)

Por otra parte, de la desigualdad (3.1.14) se deduce

|Ek,j | ≤ C

2
∑
|α|≥1

P{Xω
k,j = α}

2

= 4C
(
P{ξωk,j(A) ≥ 1}

)2
. (3.1.23)

Finalmente para estimar |Gk,j |, notamos

{Xω
k,j = es} ⊆ {ξωk,j(As) = 1},

y (
{ξωk,j(As) = 1} \ {Xω

k,j = es}
)
⊂ {ξωk,j(A) ≥ 2}

Por lo tanto,

|Gk,j | ≤ 2mP{ξωk,j(A) ≥ 2}. (3.1.24)

Por la ecuación (3.1.12), se tiene

ĺım
k−→∞

|Gk,j | ≤ 2m ĺım
k−→∞

P
(
ξωk,j(A) ≥ 2

)
= 0.

Concluyendo la demostración.

3.1.1. Corolarios del teorema del limite de Grigelionis

El objetivo de esta subsección es estudiar condiciones suficientes sobre un proceso pun-

tual que sean más fáciles de verificar en comparación a las del teorema de Grigelionis

(3.1.7). En el contexto de nuestro problema, es más natural considerar las integrales de

Poisson ∫
R

Im(t− z)−1dξω(t), Im z > 0,

en lugar de los eventos {ξω(A) ≥ 1} y {ξω(A) ≥ 2}. Para ello definimos la integral

I(µ, f) =

∫
t6=t′

f(t)f(t)dµ(t)dµ(t′).

Donde µ ∈ S es una medida positiva de Borel y f : S → [0,∞) una función de Borel.

Si µ =
∑
j δ(tj) es una medida puntual sobre S y f(t) = 1A(t) es la función indicatriz de

un conjunto de Borel acotado A ∈ S , entonces tenemos:

I(µ,1A) =
∑
i 6=j

1A(ti)1A(tj) = µ(A)(µ(A)− 1),
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y por lo tanto I(µ, 1A) 6= 0⇔ µ(A) ≥ 2. Si ξω es un proceso puntual sobre S, entonces∑
l≥2

P{ξω(A) ≥ l} =
∑
l≥2

(l − 1)P({ξω(A) = l)}

≤
∑
l≥2

l(l − 1)P{ξω(A) = l}

= EI(ξω,1A)

Ya que,

P{ξω(A) ≥ 1} = Eξω(A)−
∑
l≥2

P{ξω(A) ≥ l},

se tiene claramente qeu si

(2′) ĺım
k→∞

nk∑
j=1

Eξωk,j(A) = ν(A),

y

(3′) ĺım
k→∞

nk∑
j=1

EI(ξωk,j , 1A) = 0,

entonces las condiciones (3.1.11) y (3.1.12) del teorema (3.1.7) se cumplen. El siguiente

paso es escribir (2′) y (3′), en función de E
∫
fdξωk,j , donde f pertence a una familia F de

funciones suficientemente adecuada.

Teorema 3.1.8. Para cada k ≥ 1, sean ξωk,1, ξ
ω
k,2, · · · , ξωk,nk

procesos puntuales sobre S y

sea ξavk =
∑nk

j=1 Eξωk,j. Sea ν ∈ M. Supongamos que existe 0 < C < ∞ tal que ν ≤ Cµ

y ξavk ≤ Cµ ra alguna medida mu ∈ M y para todo conjunto Boreliano A ⊆ S. Suponga

que F ⊂ L1(S, µ) es una familia de funciones de manera que las combinaciones lineales

de funciones en F son densas en L1(S, µ) y tal que para cada conjunto acotado de Borel

A ⊂ S, existe f ∈ F tal que f ≥ 1A. Suponga que para todo f ∈ F , tenemos

(2′′) ĺım
k→∞

∫
fdξavk =

∫
fdν,

y

(3′′) ĺım
k→∞

nk∑
j=1

EI(ξωk,j , f) = 0.

Entonces (2′) y (3′) valen para todos los conjuntos acotados de Borel A ⊂ S.

Demostración. Sea A un conjunto acotado de Borel. Sea ε > 0. Existe combinación

lineal g =
∑
i cifi, fi ∈ F , con

∫
|g − 1A| dµ < ε. Entonces

∣∣∫ gdν − ν(A)
∣∣ < Cε y
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∣∣∫ gdξavk − ξavk (A)
∣∣ < Cε. Ya que ĺımk→ı́nf

∫
gdξavk =

∫
gdν, tenemos

ν(A)− 2Cε ≤ ĺım
k→∞

ξavk (A) ≤ ĺım
k→∞

ξavk (A) ≤ ν(A) + 2Cε,

y (2′) se obtiene después de hacer ε ↓ 0. Ahora, sea f ∈ F tal que f ≥ 1A. Ya que,

I(ξωk,j ,1A) ≥ I(ξωk,j , f), (3′) sigue desde (3′′), por el teorema de la convergencia dominada.

Observación 3.1.9. Si consideramos el caso cuando S = R, µ = L la medida de Lebesgue

en R, ν = λL para λ > 0 y F como la familia de funciones {Im(t− z)−1}Im z>0, la cual

es densa sobre en L1(R) como vimos en al proposición (1.4.2), entonces con la ayuda del

teorema anterior podemos escribir el teorema (3.1.7) en la siguiente versión:

Teorema 3.1.10. Sea (nk)k≥1 una sucesión de números naturales; sean, para cada k ≥ 1,

ξωk,1, ξ
ω
k,2, · · · , ξωk,nk

procesos puntuales independientes sobre R y sea

ξωk =

nk∑
j=1

ξωk,j .

Supongamos que valen las siguientes hipótesis:

(H0): Existe una constante 0 < C <∞ tal que para todo k ≥ 1 y cada conjunto de Borel

acotado A ⊂ R,
nk∑
j=1

Eξωk,j(A) ≤ CL(A)

(H1): Para cada conjunto de Borel acotado A ⊂ R,

ĺım
k→∞

máx
1≤nk

P{ξωj,k(A) ≥ 1} = 0.

(H2): Existe una constante 0 < λ <∞ tal que para Im z > 0,

ĺım
k→∞

nk∑
j=1

E
∫
R

Im(t− z)−1dξωk,j(t) = πλ.

(H3): Para Im z > 0,

ĺım
k→∞

nk∑
j=1

E
∫
t 6=t′

Im(t− z)−1 Im(t′ − z)−1dξωk,j(t)dξ
ω
k,j(t

′) = 0

Entonces, ξωk converge a un proceso puntual Poisson sobre R con intensidad λL.

Éste teorema será fundamental en el desarrollo de la siguiente sección.
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3.2. Densidad de estados en el modelo de Anderson

jerárquico

En esta sección (X, d,∆) es un modelo de Anderson jerárquico homogéneo de grado n.

No se impondrán condiciones de decaimiento sobre la sucesión (pr)r≥1. En particular, ∆

tendrá dimensión espectral arbitraria dsp. Las variables aleatorias {ω(x)}x∈X las consi-

deraremos independientes e idénticamente distribuidas con distribución de probabilidad

común µV . Por lo tanto la medida de probabilidad P sobre Ω = RX es la medida producto

P = ×x∈XµV .

Las aproximaciones de volumen finito a Hω son definidas como sigue: Fijamos x0 ∈ X y

consideraremos la sucesión creciente de las bolas

Bk = B(x0, k), k > 0.

Cada Bk tiene cardinalidad |Bk| = nk. Consideramos el operador truncado Hω
k dado por

Hω
k =

k∑
s=1

psEs + Vω,

El subespacio l2(Bk) es invariante para Hω
k . Recordar que la medida de conteo de auto-

valores normalizada µωk para Hω
k es definida como:

µωk =
1

nk

nk∑
j=1

δ(eω,kj ). (3.2.1)

La medida espectral promedio para Hω es la única medida de Borel µav sobre R definida

por ∫
f(t)dµav(t) = E 〈δx0 | f(Hω)δx0〉 , f ∈ C0(R) (3.2.2)

Por simetŕıa,
∫
f(t)dµav(t) = E 〈δx | f(Hω)δx〉 para todo x ∈ X. De ésta forma la medida

espectral promedio µav la podemos interpretar como la densidad de estados para Hω.

Para la demostración de dicha afirmación necesitamos el siguiente resultado:

Proposición 3.2.1. Para cada z ∈ C \ R existe un conjunto Ωz ∈ F , con P(Ωz) = 1 y

tal que para todo ω ∈ Ωz, la diferencia

Dk,ω =

∫
(t− z)−1dµwk (t)−

∫
(t− z)−1dµav(t),

converge a cero cuando k tiende a infinito.
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Caṕıtulo 3. Estad́ısticas de Poisson

Demostración. Sea ε > 0 dado. Como
∑
s≥0 ps = 1, ps ≥ 0, podemos elegir r = r(ε, z)

tal que:

1

| Im z|2
∞∑

s=r+1

ps <
ε

2
. (3.2.3)

Entonces para k > r,

Dk,ω =
1

|Bk|
∑
x∈Bk

〈
δx | (Hω

k − z)−1δx
〉
− E

〈
δx0 | (Hω − z)−1δx0

〉
(3.2.4)

=
1

|Bk|
∑
x∈Bk

〈
δx | ((Hω

k − z)−1 − (Hω
r − z)−1)δx

〉
(3.2.5)

+
1

|Bk|
∑
x∈Bk

〈
δx | (Hω

r − z)−1δx
〉
− E

〈
δx0
| (Hω − z)−1δx0

〉
(3.2.6)

Ya que Hω
r = Hω

r−1 + prEr, las identidades del resolvente nos dicen que para z ∈ C\

(Hω
r−1 − z)−1 − (Hω

r − z)−1 = pr(H
ω
r−1 − z)−1Er(H

ω
r − z)−1,

por lo tanto

∥∥(Hω
r−1 − z)−1 − (Hω

r − z)−1
∥∥ ≤ 1

| Im z|
pr, z ∈ C \ R. (3.2.7)

Iterando (3.2.7) obtenemos para k > r y z ∈ C \ R que

‖(Hω
r − z)−1 − (Hω

k − z)−1‖ ≤ 1

| Im z|2
k∑

s=r+1

ps <
ε

2
. (3.2.8)

De ésta forma por (3.2.8) obtenemos que∣∣∣∣∣ 1

|Bk|
∑
x∈Bk

〈
δx |

(
(Hω

k − z)−1 − (Hω
r − z)−1

)
δx
〉∣∣∣∣∣ < ε

2
. (3.2.9)

Recordando que Bk es la unión disjunta de bolas de radio nk−r

Bk =

nk−r⋃
j=1

Bk,j ,

y por lo tanto

l2(Bk) =

nk−r⊕
j=1

l2(Bk,j).

Luego, como cada subespacio es invariante bajo Hω
r , podemos escribir

1

|Bk|
∑
x∈Bk

〈
δx | (Hω

r − z)−1δx
〉

=
1

nk−r

nk−r∑
j=1

n−r
∑

x∈Bk,j

〈
δx | (Hω

r − z)−1δx
〉
,
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3.2. Densidad de estados en el modelo de Anderson jerárquico

Notar que el lado derecho es el promedio de nk−r variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas. Por lo tanto, la ley de los grandes números de Kolmogorov

nos dice que existe un conjunto Ωz,ε ∈ F con P(Ωz,ε) = 1 y tal que para todo ω ∈ Ωz,ε,

ĺım
k−→∞

1

|Bk|
∑
x∈Bk

〈
δx | (Hω

r − z)−1δx
〉

=
1

nr

∑
x∈B̃

E
〈
δx | (Hω

r − z)−1δx
〉
, (3.2.10)

donde B̃ es alguna bola de radio r fija. De las cotas (3.2.7) y (3.2.3) obtenemos

|
〈
δx | (Hω

r − z)−1δx
〉
−
〈
δx | (Hω − z)−1δx

〉
| < ε

2

combinando ésto último con (3.2.10) obtenemos

ĺım
k−→∞

sup

∣∣∣∣∣ 1

|Bk|
∑
x∈Bk

〈
δx | (Hω

r − z)−1δx
〉∣∣∣∣∣− E

〈
δx0
| (Hω − z)−1δx0

〉
<
ε

2
.

Por lo tanto para ω ∈ Ωz,ε, ĺımk−→∞ sup |Dk,ω| < ε , El argumento no depende del valor

de ε > 0 escogido, por lo tanto la demostración concluye tomando ε−→0+.

Usando la proposición anterior y la proposición (1.4.2), se obtiene el teorema principal de

la sección:

Teorema 3.2.2. Existe un conjunto Ω̃ ∈ F con P(Ω̃) = 1 tal que para todo ω ∈ Ω̃ y

f ∈ C0(R) tenemos

ĺım
k−→∞

∫
f(t)dµωk (t) =

∫
f(t)dµav.

Demostración. Sea G un conjunto numerable denso en C \ R. Recordar que por la pro-

posición (1.4.2) cualquier función f ∈ C0(R) puede ser aproximada uniformemente por

combinaciones lineales de funciones t7−→(t−z)−1, con z ∈ G, el resultado se sigue tomando

Ω̃ =
⋂
z∈G Ωz.
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Caṕıtulo 3. Estad́ısticas de Poisson

3.3. Estad́ısticas de Poisson de autovalores en el mo-

delo jerárquico de Anderson

Recordar que existen C1 > 0, C2 > 0 y ρ > 1 tales que

C1ρ
−r ≤ pr ≤ C2ρ

−r,

para r suficientemente grande. Entonces la dimensión espectral de ∆ es igual a

dsp = 2
log n

log ρ
(3.3.1)

En esta sección asumiremos que

0 < dsp < 1. (3.3.2)

Respecto a la distribución de probabilidad µV , supondremos que µV posee densidad

acotada

dµV (t) = γ(t)dt y ‖γ‖∞ <∞. (3.3.3)

Previo a la presentación del resultado principal de la sección, introduciremos dos estima-

ciones para el caso general de operadores de Schrodinger discretos. En ambos casos, la

suposición (3.3.3) juega un rol importante.

Lema 3.3.1. (Wegner) Sea M0 un operador autoadjunto sobre l2(X) y

Mω = M0 + Vω

Entonces para cada función de Borel medible h : R−→[0,∞) y x ∈ X, tenemos

E 〈δx | h(Mω)δx〉 ≤ ‖γ‖∞
∫
h(t)dt. (3.3.4)

Por lo tanto, si vω es la medida espectral para δx y Mω, y vav = Evω es la correspondiente

medida promedio; entonces vav es absolutamente continua con respecto a la medida de

Lebesgue,

dvav(t) = v(t)dt

y

‖v‖∞ ≤ ‖γ‖∞ .
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3.3. Estad́ısticas de Poisson de autovalores en el modelo jerárquico de Anderson

Para un operador acotado A sobre un espacio de Hilbert, denotamos por ImA al operador

autoadjunto 1
2i (A−A∗).

Lema 3.3.2. (Minami) Sea M0 un operador autoadjunto sobre l2(X) y

Mω = M0 + Vω.

Entonces para cada x, y ∈ X y Im z > 0, tenemos

Edet

〈δx | Im(Mω − z)−1δx
〉 〈

δx | Im(Mω − z)−1δy
〉〈

δy | Im(Mω − z)−1δx
〉 〈

δy | Im(Mω − z)−1δy
〉
 ≤ π2 ‖γ‖∞ (3.3.5)

Demostración. Ver la demostración en [2].

La estimación de Wegner nos dice que µav es absolutamente continua con respecto a la

medida de Lebesgue,

dµav(t) = η(t)dt,

y

‖η(t)‖∞ ≤ ‖γ‖∞ .

Si e ∈ R y ε > 0 son dados, entonces en vista del teorema (3.2.2) esperamos que el número

de autovalores de Hω
k restringido al conjunto l2(Bk) en el intervalo (e− ε, e+ ε),

#
{
i | eω,ki ∈ (e− ε, e+ ε)

}
,

tenga tamaño t́ıpico |Bk|µav(e− ε, e+ ε) para k grande. El comportamiento estad́ısticos

de los autovalores eω,kj cercanos a e es capturado por la medida reajustada ξω,ek dada por

ξω,ek =

|Bk|∑
i=1

δ(|Bk|(eω,ki − e)). (3.3.6)

Realizaremos la siguiente condición de regularidad sobre e: Para Im z > 0,

ĺım
ε↓0

∫
Im(t− e− εz)−1η(t)dt = πη(e). (3.3.7)

y asumimos que

η(e) > 0. (3.3.8)

La condición (3.3.8) vale para casi todo e ∈ supp(µav), respecto a la medidad de Lesbes-

gue.

El resultado respecto a los autovalores de Poisson es:
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Teorema 3.3.3. Bajo las condiciones consideradas en la presente sección, ξω,ek converge

a un proceso puntual de Poisson sobre R con intensidad η(e)L.

La idea principal es aproximar Hω
k con Hω

r para r < k, como en la demostración del

teorema (3.2.2). Consideremos r dependiendo de k, r = rk, tal que

ĺım
k−→∞

rk
k

= c, (3.3.9)

con

0 < dsp < c < 1. (3.3.10)

Sean

ẽω,k1 ≤ ẽω,k2 ≤ · · · ≤ ẽω,k|Bk|,

los autovalores de Hω
rk

restringido a l2(Bk) y sea

ξ̃ω,ek =

|Bk|∑
i=1

δ(|Bk|(ẽω,ki − e)),

la correspondiente medida reajustada cercana a e. Ya que Bk es la unión disjunta de

nk−r
k

bolas de radio rk,

Bk =

nk−rk⋃
j=1

Bk,j ,

tenemos la correspondiente descomposición en suma directa

Hω
rk

� l2(Bk) =

nk−rk⊕
j=1

Hω
rk

� l2(Bk,j).

Por lo tanto, el proceso puntual ξ̃ω,ek es la suma de nk−rk procesos puntuales indepen-

dientes,

ξ̃ω,ek =

nk−rk∑
j=1

ξ̃ω,ek,j ,

donde

ξ̃ω,ek,j =

nrk∑
l=1

δ(|Bk|(ẽω,k,jl − e)),

y ẽω,k,jl , l = 1, · · · , nrk son los autovalores de Hω
rk

restringido a l2(Bk,j). La demostración

del teorema (3.3.3) se realizará de la siguiente manera. Primero estableceremos que los

procesos puntuales ξω,ek y ξ̃ω,ek son asintoticamente cercanos en el siguiente sentido:

52



3.3. Estad́ısticas de Poisson de autovalores en el modelo jerárquico de Anderson

Proposición 3.3.4. Para cada f ∈ L1(R, dt),

ĺım
k−→∞

E
∣∣∣∣∫ fdξ̃ω,ek −

∫
fdξω,ek

∣∣∣∣ = 0. (3.3.11)

Demostración. Primero probaremos que (3.3.11) vale para la familia de funciones

gz(t) = Im(t− z)−1, Im z > 0.

Tomando

zk = e+
z

|Bk|
, (3.3.12)

Tenemos∫
gzdξ̃

ω,e
k −

∫
gzdξ

ω,e
k =

1

|Bk|
Im
∑〈

δx | ((Hω
rk
− zk)−1 − (Hω

k − zk)−1)δx
〉
.

Por lo tanto∣∣∣∣∫ gzdx̃i
ω,e

k −
∫
gzdξ

ω,e
k

∣∣∣∣ ≤ 1

| Im zk|2
∞∑

s=rk+1

ps = const
1

| Im z|2

(
n2k

ρrk

)
.

Las formulas (3.3.9) y (3.3.10) implican que para k suficientemente grande, ρrk ≥ ρc
′k

donde dsp < c′ < c < 1. Por lo tanto

n2k

ρrk
≤
(
n2

ρc′

)k
,

y n2

ρc′
< 1 por la fórmula (3.3.1). Por lo tanto vale (3.3.11).

Por otro lado, notemos que para cada conjunto de Borel acotado A ⊂ R, tenemos que

ξω,ek (A) =
∑
x∈Bk

〈δx | f(Hω
k )δx〉 ,

donde f(t) = 1A(|Bk|(t − e)). La estimación de Wegner (3.3.4) nos dice que para cada

x ∈ Bk,

E 〈δx | f(Hω
k )δ〉 ≤ ‖γ‖∞

∫
f(t)dt =

‖γ‖∞
|Bk|

L(A). (3.3.13)

Sumando (3.3.13) sobre todos los x ∈ Bk obtenemos

Eξω,ek (A) ≤ ‖γ‖∞ L(A). (3.3.14)
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Similarmente

Eξ̃ω,ek (A) ≤ ‖γ‖∞ L(A). (3.3.15)

Finalmente, para probar (3.3.11), con f ∈ L1(R, dt), recordemos que por la proposición

(1.4.2) las combinaciones lineales de funciones {gz}Im z>0 son densas en L1(R, dt). Por lo

tanto, dado ε > 0, existe una combinación lineal

g(t) =

p∑
j=1

aj Im(t− z(j))−1, Im z(j) > 0,

con ∫
R
|f(t)− g(t)|dt ≤ ε.

Notemos que

E
∣∣∣∣∫ fξω,ek −

∫
fdξ̃ω,ek (t)

∣∣∣∣ ≤E∫ |f − g|dξω,ek

+ E
∣∣∣∣gdξk − ∫ gdξ̃ω,ek

∣∣∣∣+ E
∫
|g − f |dξ̃ω,ek ,

Usando las cotas (3.3.14) y (3.3.15) y que el resultado vale para la familia de funciones

g, se sigue que

ĺım
k−→

supE
∣∣∣∣∫ fdξω,ek −

∫
fdξ̃ω,ek (t)

∣∣∣∣ ≤ 2 ‖γ‖∞ ε.

Aśı (3.3.11) se obtiene al hacer ε ↓ 0.

Corolario 3.3.5. Sean A1, A2, · · · , Am conjunto de Borel disjuntos en R. sean Xω
k y

X̃ω
k los vectores aleatorios

Xω
k = [ξω,ek (A1), ξω,ek (A2), · · · , ξω,ek (Am)],

X̃ω
k = [ξ̃ω,ek (A1), · · · , ξ̃ω,ek (Am)].

y sean φk, φ̃k : Rm−→C las correspondientes funciones caracteŕısticas

φk(t) = EeitX
ω
k , φ̃k = EeitX̃

ω
k , t ∈ Rm.

Entonces para todo t ∈ Rm,

ĺım
k−→∞

∣∣∣φk(t)− φ̃k(t)
∣∣∣ = 0.

Proposición 3.3.6. El proceso puntual ξ̃ω,ek converge a un proceso puntual de Poisson

sobre R con intensidad η(e)L.
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Demostración. Debido al corolario (3.3.5) basta probar que ξ̃ω,ek y ξ̃ω,ek verifican las cuatro

hipotesis del teorema (3.1.10)

(H0) De la demostración de la proposición (3.3.4) tenemos Eξ̃ω,ek (A) ≤ ‖γ‖∞ L(A). Luego

vale la hipotesis (H0).

(H1) Debemos verificar que para cada conjunto de Borel acotado A ⊂ R,

ĺım
k−→∞

máx
1≤j≤nk−rk

P
(
ξ̃ω,ek,j (A) ≥ 1

)
= 0 (3.3.16)

En efecto, de la desigualdad de Chebyshev, la cota (3.3.13) y la definición de ξ̃ω,ek,j

tenemos

P
(
ξ̃ω,ek,j (A) ≥ 1

)
≤ Eξ̃ω,ek,j (A)

≤ |Bk,j |
|Bk|

‖γ‖∞ L(A)

= nrk−k ‖γ‖∞ L(A)

Como ĺımk−→∞
rk
k = c, con 0 < c < 1, necesariamente nrk−k tiende a cero si k

tiende a infinito, obteniendo (3.3.16).

(H2) Debemos probar que para todo Im z > 0,

ĺım
k−→∞

E
∫

Im(t− z)−1dξ̃ω,ek (t) = πη(e).

Tenemos

ĺım
k−→∞

E
∫

Im(t− z)−1dξ̃ω,ek (t) =
1

|Bk|
E Im

∑
x∈Bk

〈
δx | (Hω

rk
− zk)−1δx

〉
=

1

|Bk|
E Im

∑
x∈Bk

〈
δx | ((Hω

rk
− zk)−1 − (Hω − zk)−1)δx

〉
+E Im

〈
δx0
| (Hω − zk)−1δx0

〉
=Ik,ω + IIk,ω

Notar que IIk,ω−→πη(e) por la condición de regularidad (3.3.7) y mientras que el

término Ik,ω tiende a cero si k tiende a infinito, como vimos en la demostración de

la proposición (3.3.4).

(H3) Debemos probar que para cada función del tipo gz(t) = Im(t− z)−1, Im z > 0,

ĺım
k−→∞

nk−rk∑
j=1

EI(ξ̃ω,ek,j ), gz) = 0. (3.3.17)
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Recordando que
∫
t 6=t′ g(t)g(t′)dξ̃ω,ek,j (t)ξ̃ω,ek,j (t′). En efecto,

|Bk|2I(ξ̃ω,ek,j , gz) =

 ∑
x∈Bk,j

〈
δx | Im(Hrk − zk)−1δx

〉2

−
∑

x∈Bk,j

〈
δx | (Im(Hω

rk
− zk)−1)2δx

〉

=
∑

x,y∈Bk,j

det

〈δx | Im(Hrk − zk)−1δx
〉 〈

δx | Im(Hrk − zk)−1δy
〉〈

δy | Im(Hrk − zk)−1δx
〉 〈

δy | Im(Hrk − zk)−1δy
〉


Usando la estimación de Minami (3.3.5) obtenemos la cota

|Bk|2EI(ξ̃ω,ek,j , gz) ≤ π
2 ‖γ‖2∞ |Bk,j |

2,

y por lo tanto
nk−rk∑
j=1

EI(ξ̃ω,ek,j , gz) ≤ π
2 ‖γ‖2∞ n−rk

Como ĺımk−→∞ rk = +∞, se concluye la demostración.
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Conclusión

En esta tesis estudiamos el modelo jerárquico de Anderson. Vimos las propiedades

espectrales de el Laplaciano jerárquico y las propiedades espectrales genéricas del modelo

jerárquico de Anderson. Los resultados más relevantes fueron:

1. Si el modelos tiene dimensión espectral menor o igual a cuatro entonces, con pro-

babilidad uno, el espectro de Hω es denso puntual puro.

2. Si la dimensin espectral es menor estricta que uno, los niveles de energa para Hw

son asintóticamente un proceso puntual de Poisson, luego de un ajuste apropiado.

Las preguntas naturales que surgen, y que perfectamente podŕıan ser proyecto de tesis de

doctorado, son las siguientes:

1. ¿La localización espectral vale para una densidad arbitraria del operador aleatorio?

2. ¿Los autovalores seguiran comportándose, asintóticamente, como un proceso pun-

tual de Poisson para dimensin espectral mayor o igual a uno?

3. La conjetura de Anderson. Ésta nos dice que en dimensin tres existe transición de

fase en el modelo Anderson, es decir, existe una constante c0 tal que el modelo

H = H0 + cVw, con H0 el Laplaciano discreto usual sobre Zd , tiene el siguiente

comportamiento: Para c > c0: H, con probabilidad uno, posee espectro puntual

puro. Para c < c0: H, con probabilidad uno, posee espectro absolutamente continuo.

A la fecha, en dimensin tres, no existe respuesta si el modelo de Anderson posee

espectro absolutamente continuo.

Las variables aleatorias de Cauchy juegan un rol muy especial en la teoŕıa de operadores

discretos de Shrodinger y una pregunta natural es si podŕıamos extender el teorema

(2.2.1) a distribuciones distintas a las de Cauchy. El teroma (2.2.3) es una respuesta

parcial a dicha pregunta, es decir, el teorema nos dice que se verifica localización para

distribuciones generales de ω(x), en cualquier desorden, no sin antes imponer condiciones

sobre el decaimiento de pr más restrictiva que (2.2.1); lo cual se traduce en acotar la

dimensión espectral del modelo.
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