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1. Introducciéon

La Teorfa de grafos estudia los espectros de matrices asociadas a un grafo y es
una disciplina con una amplia gama de aplicaciones. Desde sus comienzos, tiene
aplicaciones a la Quimica. También tiene aplicaciones, entre otras, en problemas
de Fisica Tedrica, Mecanica Cuantica, Ciencia de la Computacion, Optimizacién
Combinatorial y Biologia. Entre las matrices asociadas a un grafo simple y no dirigido
mencionamos la matriz de adyacencia, la matriz Laplaciana, la matriz Laplaciana
sin signo, la matriz de Randi¢, etc. Dado el hecho que ellas estan relacionadas con
casi todos los invariantes mas importantes de un grafo, sus espectros pueden dar
informacion acerca del grafo o de una aplicacién que es modelada por el grafo. La
Teoria Espectral de Grafos se apoya fuertemente en los resultados de la Teoria de
Matrices. Esta Tesis quiere relacionar el problema de grafos enteros con el tema de
grafos circulantes. Més precisamente, el problema que esta Tesis estudiar es el relativo

a los espectros de grafos circulantes, con énfasis en grafos circulantes enteros.

1.1. Conceptos basicos

En esta seccién recordamos algunos conceptos de la Teoria de Grafos que seran
usados en el desarrollo de esta Tesis. Esta tesis considera grafos simples no dirigidos.

Un grafo G = (V(G), E(G)) estd formado por un conjunto V(G) no vacio y
un conjunto F(G) C V(G) x V(G). Los elementos de V(G) y E(G) son llamados
vértices y lados, respectivamente. Asumimos que {i,i} ¢ E(G), para todo i € V(G).
Dos vértices i, j de un grafo se dicen adyacentes si {7, j} € E(G) , en tal caso se dice
el lado {i, j} es incidente a los vértices i y j. Si no hay lugar a confusién escribiremos

V' y E en lugar de V(G) y E(G), respectivamente.



El grado de un vértice i € V es denotado por d; y es el nimero de vértices
adyacentes a él.

La cardinalidad de V' es llamada el orden de G. El orden de un grafo puede ser
finito o infinito. En esta Tesis los grafos seran finitos.

Pasamos ahora a recordar conceptos que dicen relacion a dos grafos. Sean G =

(V,E)y G' = (V' E') dos grafos:
1. Los grafos G y G’ se dicen isomorfos si existe una biyecciéon ¢ : V' — V' tal que

{z,y} € E & {o(x),0y)} € F

para todo x,y € V. En tal caso se escribe G ~ G'.

2. SiV'CVy E C FE entonces se dice que G’ es un subgrafo de G y se escribe
G' CG.

3. Si G’ C Gy para cada {z,y} € E con z,y € V' ocurre {x,y} € E’ entonces se

dice G’ es un subgrafo inducido de G.

4. SiG' C Gy V' =V entonces G’ es llamado un subgrafo generado de G.

Un camino de n vértices en un grafo es una secuencia finita de n vértices donde
cada par de vértices consecutivos estdn conectados por un lado.

Un ciclo en un grafo es un camino donde el primer y el ultimo vértice de la
secuencia coinciden.

Un grafo se dice conectado si para todo par de vértices distintos existe un camino
que los ue.

Ahora pasamos a recordar otros conceptos sobre un grafo G=(V, E).



Un grafo de n vértices tal que para todo par de vértices {u,v} € V x V se tiene
que {u,v} € E recibe el nombre de grafo completo y es denotado por K.

Un grafo donde V =V, UV, y Vi NV; = ¢ tal que para todo {u,v} € E se tiene
u € Vi y v € V,recibe el nombre de grafo bipartito.

Un grafo bipartito de n vértices donde V.=V, UV, con |[Vi | =7, |[V5| = s tal
que r + s = n y donde cada vértice de V] es adyacente con cada vértice de V5 recibe
el nombre de grafo bipartito completo y es denotado por K, ;.

Un grafo en el cual todos sus vértices tienen un grado igual a k recibe el nombre

de grafo k—regular.

1.2. Matrices asociadas a grafos

A todo grafo se le pueden asociar ciertas matrices. A continuacion mostraremos
algunas de ellas.

Sea G = (V, E) un grafo donde V ={1,2,...,n}. Sea

d 0 - o 0
0 d,
D(G) =
0
[0 - 0 dn_

La matriz D(G) es llamada la matriz de grados de G. La matriz de adyacencia

A(G) = (ai;) de orden n x n esta definida por

1 ,{i,j} € EG)
0 {i,j} ¢ B(G)

Qij =



Los autovalores de la matriz de adyacencia son llamados autovalores del grafo. La

matriz Laplaciana es definida como

y la matriz Laplaciana sin signo como
Q(G) = D(G) + A(G).

Los autovalores de L(G) y Q(G) son llamados autovalores Laplacianos y autovalores
Laplacianos sin signo, repectivamente.

Las matrices A(G), L(G) y Q(G) son matrices reales simétricas. Entonces sus
autovalores son nimeros reales. Ademas observamos que los espectros son indepen-
dientes del etiquetado de los vértices. En efecto, al cambiar el etiquetado se obtienen

matrices similares via una matriz permutacién.

1.3. Grafos Bipartitos

Aqui entregamos condiciones necesarias y suficientes para que un grafo sea bi-

partito.
Lema 1 [7, Proposition 3.4.1]

i) Un grafo G es bipartito si y sdlo si para cada autovalor no nulo A de G se tiene

que —\ es también autovalor, con la misma multiplicidad.

it) Sea G un grafo conectado donde \; es su mayor autovalor. Entonces G es

bipartito si y solo si —\; es un autovalor de G.



Sea G = (V, E) un grafo conectado de orden n con V' = {1,2,...,n} y sean

M2 2>. 2\

los autovalores de A (G). Entonces A(G) es una matriz irreducible no-negativa. Em-
pleando la Teoria Perron-Frobenius obtenemos que A; es un autovalor simple de
A(G) y que existe un autovector positivo x asociado a A; tal que >, i, 27 = 1. El
autovector x es llamado autovector principal de G. En [10] se entrega una condicién
necesaria y suficiente para que G sea bipartito. Previamente recordamos el concepto

de conjunto independiente de vértices.

Definicién 1 Sea S C V. El conjunto S se dice independiente si para cada par de
vértices en S se tiene que ellos no son adyacentes. Un conjunto independiente S se

dice mazimal si no es un subconjunto de otro conjunto independiente.

Ejemplo 1 FEn el grafo

=W N =
(S N

tenemos que S; = {1,2,3} es un conjunto independiente , So = {1,2,3,4} es un con-
Junto independiente maximal y S3 = {5,6,7} es también un conjunto independiente

mazximal.

Teorema 1 [10] Si S es un conjunto independiente de un grafo conectado G y si x

es un autovector principal de G entonces

so)



La igualdad ocurre si y solo si G es bipartito donde S es un conjunto independiente

mazximal.

Corolario 1 Sea G un grafo conectado reqular de orden n. Sea S un conjunto in-
dependiente mazimal de G. Entonces G es bipartito si y sdlo si |S| = 5.

T
Demostraciéon. Sea G un grafo r—regular. Entonces x = [\/—ﬁ, ceey \/iﬁ} es el auto-
vector principal. Del teorema tenemos

1 1 1
EE:ZE?ZZ Z:EE: 1= ;:LS’fE 5

i€S €S
Con igualdad si y sélosi [S| = 5. m

Observamos que todo grafo conectado regular bipartito debe ser de orden par.



2. Grafos circulantes

Un grafo es llamado grafo circulante si su matriz de adyacencia es una matriz
circulante. Algunos resultados béasicos sobre matrices circulantes son dados a conti-
nuacion.

Una matriz circulante de orden n es una matriz de la forma

Co C1 Co e Cn—1
Ch—1 Cp C1 c. Cp—2
C =
Co [ S | Co C1
C1 ... Cp—2 Cp—1 Co i

Observamos que C' esta totalmente definida por su primera fila. En efecto, toda fila
posterior es obtenida como un desplazamiento a la derecha, en una posicién, de la
fila inmediatamente anterior. Entonces, basta escribir C' = cire(cy, ¢q, ..., ¢p1). Una

matriz circulante especial es la matriz permutacion

o 1 ... 0

I =
0 1
1 ... ... 0

de orden n. Algunas propiedades de II son
" =7, 0" = =1"'=1"

donde I1” y IT* indican la traspuesta y transpuesta conjugada de II, respectivamente.

La importancia de la matriz II queda en evidencia al observar que
C = circ(co, ¢y ... Cno1) = col +cill 4+ ... 4 cp 1T (1)

9



Reciprocamente una matriz C' es una matriz circulante si existe un polinomio P¢ tal
que C=Pq(1I).

Importantes propiedades de las matrices circulantes son inmediatas. Si C' es una
matriz circulante entonces su transpuesta conjugada es también una matriz circu-

lante. Sean C'y D dos matrices circulantes del mismo orden. Entonces,
CD = Po(I1) Pp(IT) = Pp(IT) Po(IT) = DC.

Esto nos dice que el producto de matrices circulantes es conmutativo. En particular,
una matriz circulante conmuta con su transpuesta conjugada. Asi se concluye que
toda matriz circulante es una matriz normal. Después de hacer uso de las potencias
de II, se tiene que el producto Po(IT1) Pp(IT) es un polinomio evaluado en II. Vemos
asi que el producto de dos matrices circulantes es también una matriz circulante. De

(1) tenemos que si A es un autovalor de IT entonces
Co + Cl)\ + 02/\2 + ...+ Cn_l/\n_1

es un autovalor de C'. Luego para encontrar los autovalores de C' basta conocer los

autovalores de II. Tenemos

" =1,.
Entonces los autovalores de II son las raices n-ésimas de la unidad: 1, w, w?, ..., w" !,
donde w = exp(2mi/n). En consecuencia, los autovalores de C' son
n—1
Aj =co+aw + Cow® + . 4w = E c;w" (2)
i=0

para 0 < 7 < n — 1. Haciendo uso de las potencias de w, facilmente se puede probar

10



que un autovector asociado al autovector A; es la j—ésima columna de la matriz

1 1 1 o 1

1 w w? . wn1

1 w? wt o w2(n=1)

1 w? wb o w3r=1)

1 wn—l w2(n—1) o w(n—l)(n—l)

Una matriz circulante tiene sumas filas iguales. Como ademads, la suma de las
entradas de la i-ésima fila de la matriz de adyacencia de un grafo es precisamente el
grado del i—ésimo vértice, se sigue que todo grafo circulante de sumas filas iguales
a k es un grafo k-regular.

Sea S = {s1,..., S} un conjunto de k enteros, 1 < s1,...,s, < n, tal que
seSen—sels. (3)

Un grafo circulante G(n, S) donde S cumple la propiedad (3) es un grafo con conjunto
de vértices V(G) = {0,...,n — 1} donde un lado es incidente con los vértices i y j
siempre cuando |i — j| € §; Ver [21]. El conjunto S es llamado el simbolo del grafo

circulante G. Como la cardinalidad de S es |S| = k, el grafo G(n, S) es k-regular.

Ejemplo 2 Sean = 7. Si S = {2,3,4,5}, entonces G = G(7,S) es el siguiente

grafo circulante 4—regular

11



Ahora si S = {1,6}, entonces G = G(7,8) es el grafo circulante 2—regular

En este punto queremos recordar el concepto de grafo Cayley. Sea B un grupo

finito de orden n. Sea S un subconjunto de B tal que
weSew'les

donde w™?! denota el inverso de w respecto a la operacién del grupo. Un grafo G de

orden n es llamado grafo Cayley con respecto al grupo B y al subconjunto S' si
{u,v} € B(G) ¢ uv ' €S,

Notemos que un grafo circulante G(n, S) es un grafo Cayley con respecto a B = Z,

y S con la propiedad (3).

Lema 2 [6] Un grafo circulante G(n,S), con S = {s1, Sa2,..., Sk}, es conectado si y
solo si

med{n, s1,S2,...,8,} = 1.

donde med{u,v} denota el maximo comin divisor de u y v.

Ejemplo 3 Sean = 6 y S = {2,4}. Entonces mcd{6,2,4} = 2 y el grafo G =
G(6,95)

12



es no conectado. Ahora si escogemos S = {1,5}. Entonces med{6,1,5} =1 y el grafo

G=G(6,9) es

el cual es conectado.

Con el siguiente ejemplo observamos que no es necesario que 1 € S para que el

grafo sea conectado.

Ejemplo 4 Sean = 9 y S = {2,7}. Entonces med{9,2,7} = 1 y en este caso
G =G(9,9) es el grafo

el cual es conectado.

Ejemplo 5 Todo grafo circulante de orden primo es un grafo conectado.

13



Notamos que la primera fila de la matriz de adyacencia de un grafo circulante
G(n,S) tiene un 1 en la j—ésima posicién si y sélo si j € S, para 0 < 7 < n — 1.
Entonces de (2) tenemos que el j—ésimo autovalor de G = G(n, S) es

seS

con autovector asociado v; = [1,w’, ... w7

Ejemplo 6 Sean =8y S ={1,3,4,5,7}. Entonces

01011101
10101110
010101171
O 101010011
11010101
11101010
01 1101Q01
_10111010_

y el espectro de G(8,5) es

{wj+w3j+w4j+w5j+w7j:O§j§7,w:e%}

14



3. Grafos Circulantes Enteros

Se denomina grafo entero a todo grafo para el cual todos los autovalores de su ma-
triz de adyacencia son numeros enteros. A continuacién daremos algunos resultados
debidos a W. So [27] relativos a grafos circulantes enteros.

Los grafos circulantes enteros pueden ser caracterizados por sus simbolos como

sigue.

2mi
n

Teorema 2 Sea G = G(n,S) yw = exp(<). Entonces

G es entero — Zwsj cZ
sesS

para todo 0 < j <n —1.

Como w’ para 0 < j < n — 1 son todas las soluciones de la ecuacién 2" = 1, la
equivalencia anterior se puede escribir como

G es entero <— st cZ
sesS

para x" = 1.
Lema 3 Siz" =1 yn =dg para ciertos d,g € Z, entonces Zi:(:pd)k € 7.

Demostracién. Notemos que 0 = 2" — 1 = (29)9 — 1 = (24 — 1)((z9)97 L + ... +
(%)% 4+ 2% +1). Si 2% — 1 = 0 entonces 2% = 1y asi S0 (zH)F = I (1) =
g—1 € Z. Ahora si (z9)97! + ... + (2%)? + 2% + 1 = 0 entonces inmediatamente
St =2t () (@) = -1 .

Usamos la notacién alb para indicar que a es un divisor de b. Para d divisor de

n, se definen los conjuntos
M,(d) ={d,2d,...,n—d}

15



de todos los posibles miiltiplos de d menores que n y
Gno(d)={k:1<k<n—1mecd(k,n)=d}

de todos los enteros menores que n cuyo maximo comun divisor con n es igual a d.
Como mecd(k,n) = med(n — k,n) tenemos que k € G,(d) siy sélo sin—k € G,(d).
Los conjuntos M,(d) y G,(d) satisfacen las siguientes propiedades

o M, (d) = dM=(1) y Gp(d) = dGs (1),

La coleccién {G,,(d) : d|n} es una particién de {1,2,...,n — 1}

» G,(d) C M,(d).

M,(g) C M, (f) si flgy gln.

De estas propiedades se desprenden el siguiente lema y corolario.
Lema 4 Sin = dg para ciertos d, g € Z entonces My(d) = Uy, Gn(hd).

Demostracién. Notemos que G,,(hd) C M, (hd) C M, (d) para cualquier h|g. Luego
Unyy Gn(hd) C My (d). Sea x € My(d). Entonces d|z. De la hipétesis, se sigue d|n.
Luego d|mcd(x,n). Sea k = mecd(x,n). Entonces k = dh para algin h y n = ks para
algin s. Asi dg = n = ks = dhs. De donde se sigue que h|g. Ademés, © € G, (k). En
consecuencia x € Gn(k) = Gn(hd) con h|g. Por lo tanto, M,(d) C Uy, Gn(hd). =

Corolario 2 Sin = dg para ciertos d,g € Z, entonces M, (d) = G,(d) si y sélo si

g es primo.

16



Demostracién. Sea h|g. Supongamos g primo. Entonces h =10 h =g. Parah =1
oh=g
M,(d) = |JGa(hd)
hlg

Gn(d) UG, (gd)

Gn(d) UG, (n)
= Gu(d)U¢

Gn(d).
Reciprocamente, sea M,(d) = G,(d). Usando el lema anterior Gy,(d) = Uy, Grn(hd).
De donde, se sigue que g no puede tener divisores distintos de g y 1. Entonces g es
primo. m

El siguiente teorema puede ser demostrado mediante inducciéon haciendo uso del

Lema 3 y Corolario 2.

Teorema 3 Seann > d; > dy > ... > ds = 1 todos los divisores propios de n. Si

x™ =1 entonces ZkeGn(di) z* € Z para cada i =1,2, ..., s.

Demostracion. Para cualquier d; divisor de n, del Lema 3 tenemos que

gi—1
S ae Y #-Sere 8
k‘GMn(di) ke{di,Qdi,--- ,nfdi} =1

donde n = d;g;. Como d; es el divisor propio més grande de n, g; = n/d; es primo. Del

: : ko ko_ ko_
Corolario anterior tenemos ZkeGn(dl)x = ZkeMn(dl)x = Zke{dlzdhm’n_dl}:p =

ol (z%)! € Z. Supongamos Zkecn(dl)xk, T D kG (d:) a2k € 7 para i < s. Por
demostrar

Y ez (6)

keGp, (di+1)

17



Como n = d; 119,41 para algin g;,1, del corolario anterior tenemos que
Mn(di-l—l) = U Gn(hdz-l-l)
hlgit+1
Sea h|g;+1 con h > 1. Entonces n = d;y19;41 = d;y1ht para cierto entero t. Luego
d;+1h divide a n. Asi entonces hd;11 = d; para algun j < ¢ + 1. Luego, usando la

hipétesis de induccién, tenemos

> Y ez (7)

h>1,h|gi+1 | kEGn(hdit1)

De la igualdad

SR SR Sl I S

kEMn(di+1) kGGn(LdH_l) h>1,h‘gi+1 kGGn(hdi+1)
podemos escribir

)R DR P N D DI

kEGn(di+1) k‘EMn(dH,l) h>1,h|gi+1 kEGn(hdi+1)
Usando (5) y (7) se sigue (6). =

Un resultado inmediato del teorema anterior es

Corolario 3 Si S es la unidn de conjuntos G, (d) donde dln y d < n entonces G es

un grafo circulante entero.

El corolario anterior nos da una condicién suficiente para que un grafo circulante
sea entero.

Las sumas de Ramanujan son definidas como

C(n>j>: Z w’®

$EGR(1)

18



para j € Z.
Recordamos que la funcién de Euler de un entero positivo m es la cardinalidad

del conjunto

de todos los primos relativos con m. Ademas recordamos que la funcion de Mdébius

p(m) de un entero positivo m estd definida por

0, m tiene factores primos repetidos;
p(m) = 1, m=1

(=1)%,  m es un producto de k factores primos distintos

Es importante observar que ¢(n,0) = |G,(1)| = ¢(n).

La suma de Ramanujan satisface la siguiente igualdad

e(n,j) = Z TH (;) - @(n/i(cz)(n,j))u (mcd?n,j)) €

rlmed(n.j)

La importancia de las sumas de Ramanujan radica en el hecho que ellas permiten

expresar explicitamente el espectro de los grafos circulantes enteros.

Teorema 4 Sea G un grafo circulante de n vértices con simbolo S = G, (d) donde

d es un divisor propio de n. Entonces

Xi(G) = e(n/d, j)

para 1 <5 <n—1.

19



Demostracién. Recordemos que G, (d) = dGy,/q(1). Luego, para 1 <t <n — 1,

NG = Y W)= Y W)

keGn(d) kedG,, 4(1)
= Y @)= Y (@)
kEGn/d(l) kJEGn/d(l)
= > ((a))
kEGn/d(l)
= c(n/d, j)
donde o = w® = *5* :eTQL% ]

Para n > 2 fijo, sea d|n y d < n. Denotamos por v, al vector (n—1)—dimensional
con 1 en la j—ésima entrada para todo j € G, (d) y 0 en el resto de las entradas. Sea

2mi/n Notamos que F

F la matriz de orden n — 1 con entradas Fy; = w* donde w = e
es invertible. Ademds, usando (4), podemos concluir F'vg = [A, -+, A\, 1] € Z" 1.
Entonces vq4 € A donde A es el espacio vectorial A = {v € Q"' : F'v € Q"'}

sobre Q.

Ejemplo 7 Para n =10, Dyg = {1,2,5}. Entonces

vi = [1,0,1,0,0,0,1,0,1)"
vo = [0,1,0,1,0,1,0,1,0)"
vs = [0,0,0,0,1,0,0,0,0]"

Este ejemplo ilustra un resultado general: Si d; y ds son divisores distintos de n
entonces vg4, v Vg4, no tienen entradas iguales a 1 en las mismas componentes. Este
resultado general es una consecuencia inmediata de G,,(dy) N Gp(d2) = ¢.

Recordamos que el polinomio ciclotémico ®,,(x) es el polinomio irreducible en Q

cuyas raices son las soluciones de la ecuacion z" = 1.

20



Lema 5 Siv € A, entonces F'v € Span{v, : d|n,d < n}.

Demostracién. Sean v = [vy,v9,...,0, 1] y u = Fv = [uj,uy,...,u, 1]7. Es
suficiente probar que u, = u; para med(s,n) = mcd(t,n). Sea d = mcd(s,n) =

med(t,n). Entonces 1 = med(s/d,n/d) = med(t/d,n/d). Luego w® y w' son raices

1

.z n . s . ; /
de la ecuacién x<¢ = 1. De la hipdtesis, us = >, v;w® € Q. De donde w*® es raiz

Jj=

del polinomio con coeficientes racionales

n—1

p(z) = Zvj:pj — Us.

j=1
Luego del Teorema de irreducibilidad de Abel, p(z) es un multiplo del polinomio

(I)n/d(ZE)
y asf, w' también es raiz de p(z). Es decir, p(w') = u; —us, = 0. ®
Lema 6 A = Span{v,:d|n,d < n}
Demostraciéon. Por el lema anterior

F(A) C Span{v, :dn,d <n} C A.

Como F es invertible, dimF(A) = dim.A. En consecuencia,

F(A) = Span{v, : d|n,d <n} = A.

Se sigue que {vy : d|n,d < n} es un conjunto generador de A. Ademds {vy :
dln,d < n} es un conjunto linealmente independiente en A ya que los conjuntos

G, (d) son disjuntos. Luego tenemos

21



Corolario 4 {v,:dn,d < n} es una base del espacio vectorial A.

Estamos en condiciones de probar una condicién necesaria y suficiente para que
un grafo circulante sea entero. Recordamos que la suficiencia ya fue probada en el

Corolario 3.

Teorema 5 Un grafo circulante G = G(n;S) sobre n vértices con simbolo S es
entero si y solo si
S=JG.a)
deD
para algun conjunto divisor D C D,,, donde D,, es el conjunto de todos los divisores

propios d del entero n.

Demostracién. Consideremos un vector v de orden n—1 con 1 en la j—ésima entra-
dasij € Sy0enotro caso. Como G es circulante entero, F'v = [A\(G) - -+ \,_1(G)]T €

7" ! y entonces v € A. Del Corolario 4,

vV = E CqVyq.

dn,d<n
Como v y vy son vectores con entradas 1 6 0 y los vectores vy no tienen entra-
das iguales a 1 en las mismas componentes, las constantes ¢y deben ser 1 6 0. En
consecuencia, S es unién de G, (d) para aquellos ¢; = 1. m
Entonces usando el Teorema 4 los autovalores A;, 0 < j < n — 1 de grafos
circulantes enteros pueden ser expresados usando la funcién de Ramanujam como

sigue

A=Y elf, ),
fer
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donde F' = {n/d: d € D}. De la férmula de Ramanujan concluimos que los autova-

lores de G = G(n; S) son,

Ly /med (7. )
Y = 2 A it 5) )

para 0 < j <n — 1. Ademads, como mcd(f,i) = med(f,n — i), tenemos

o S
med(f, i) med(f,n — 1)

para f € F, 1 <i<n—1. De (8) se sigue que los autovalores \; y A,_; son iguales
para 1 <7 <n—1.

La cardinalidad del conjunto G, (d) es
|Ga(d)| = [dGrya(D)] = |Gnja(1)] = @(n/d).

Usando este resultado en el Teorema 5 obtenemos
k=Y o(f) (9)
fEF

donde k = |S|y FF={n/d:d e D}.

Ejemplo 8 Sea n = 8. Entonces Dy = {1,2,4}, Gs(1) = {k : mcd(8,k) = 1} =
{1,3,5,7},Gs(2) = {k : mcd(8,k) = 2} = {2,6}, Gs(4) = {k : mcd(8,k) = 4} =
{4}. El conjunto S = {1,4,7} no genera un grafo circulante entero puesto que no
se puede formar como una union de los conjuntos dados anteriormente. En cambio
S = {1,3,4,5,7} define un grafo circulante entero pues S = Gs(1) U Gg(4) para
D = {1,4}. Ademds este grafo es 5—reqular pues ' = {8/1,8/4} = {8,2} y

k=¢(8)+¢((2) = {1,3,57H + {1} = 5.
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En este punto recordamos que si M es una matriz no negativa e irreducible,
entonces su radio espectral es un autovalor simple de M. Por lo tanto, si G es un
grafo conectado entonces p(A(G)) es un autovalor de A(G). Estamos en condiciones
de recordar que un grafo conectado es bipartito si y sélo si —p(A(G)) es también un
autovalor de A(G).

El uso de la ecuacién (8) nos permitird encontrar una condicién necesaria y

suficiente para que un grafo circulante entero sea bipartito.

Teorema 6 [26, Theorem 3] Un grafo circulante entero G = G(n; S) sobre n vértices
con simbolo S es bipartito si y sélo st n es par y S = UfeF Gn(n/f), donde para

algin nimero ly, el conjunto {2ly/f : f € F'} contiene solo enteros impares.

Demostraciéon. Podemos suponer que G es un grafo k—regular. Entonces el radio
espectral de A(G) es igual a k. Supongamos G bipartito. Entonces —k es un autovalor

de G, esto es,

para algun /. Usando (9) vemos que la ecuacion (10) ocurre sélo si

f _
o (entr) = -
para todo f € F. De (12)



para todo f € F. Ademas de (11) se sigue

S
med(f,1)

para todo f € F. Supongamos 2l/f = 2t para algin t. Entonces [ = tf. Luego

=2

#(fl) =1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, 2{/f es impar para algin .
Por otro lado, supongamos 2ly/ f impar para cierto ly y f € F. Es decir, 21,/ f =

2s + 1 para algin s. Luego f es par. Entonces

[
med(f,lo)  f/2

En consecuencia, el [j—ésimo autovalor es:

p(f fmed(£.10)
Yo = LA (o)

= T = D = -k

fer feF

S

Luego, G es bipartito y el teorema estd probado. m
Ejemplo 9 Sea n = 10. Entonces Dyg = {1,2,5}. Sea D = {1,5}. Luego F' =
{10,2} y

S = G10(10/10) U G10(10/2) = {1,3,7,9} U {5}

Paraly = 15 el conjunto {21y/10,2l5/2} = {ly/5,lo} es igual a {3,15} el cual contiene

solo enteros impares. Asi entonces S nos define un grafo circulante entero bipartito:




Ejemplo 10 Sea n = 14. Entonces D1y = {1,2,7} y escogemos D = {1}. Luego
F={14} y

S = Gu(14/14) = {1,3,5,9,11,13}

Para ly = 21 tenemos {2(21)/14} = 3. Por lo tanto, el siguiente grafo es circulante

entero bipartito.
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4. Una familia infinita de grafos bipartitos ente-
ros como copias de un grafo circulante entero

bipartito

En esta seccion comenzamos presentando un procedimiento sugerido por el pro-
fesor Oscar Rojo, para construir una sucesion infinita de grafos enteros bipartitos a
partir de un grafo entero bipartito dado. En particular, aplicamos este procedimien-
to a un grafo circulante entero bipartito para obtener una nueva familia de grafos
enteros semi-regulares.

Sea 0 la matriz con entradas iguales a cero de orden apropiado. Sea G un grafo
bipartito de n vértices y sea r > 2 un entero. El conjunto de vértices de G puede ser
dividido en dos conjuntos disjuntos V; con n; vértices y V5 con ny vértices tal que
cada lado del grafo conecta un vértice en V; con uno en V5. Claramente n = nj + ns.
Etiquetando los vértices en Vj por 1,2,...,n; y los vértices en V5 por ny + 1,1y +

2,...,n1 + n9, la matriz de adyacencia de G es de la forma

0 B

A(G) =
BT 0

donde B es una matriz de orden n; X ns. Sea G, el grafo obtenido de r copias de GG

identificando los vértices en el conjunto V.

Ejemplo 11 Para el grafo G

1

4
2

)
3
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tenemos V1(G) = {1,2,3} y Va(G) = {4,5}. Entonces el grafo Gy es

con matriz de adyacencia

- o O O

1

= o O O

1

_ o O O

1

o o o o

o o o o

0
0
0
0

o o o O

Observemos que Go es un grafo bipartito semi-regular con 3 + 2 - 2 vértices.

El teorema principal en esta seccion es

Teorema 7 \ es un autovalor no nulo de G si y sdlo si p = /r\ es un autovalor

no nulo de G,.

Demostracion. Etiquetando los vértices en Vj por 1,2,...,ny y los restantes vérti-
ces por ny + 1,n1 +2,...,n1 + - no, la matriz de adyacencia de G, es
0 B B
BT 0 0
A (Gr) =
BT 0 0
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Sea 1 un autovalor no nulo de G,. Entonces

O B --- B X X
B" 0 --- 0 yi Y1
. ) . =K
BT 0 ... 0 v, v,

donde x # 0 6 y; # 0 para algtun i. Luego

By, + Bys+ ...+ By, = ux

B'x = puy; (1<i<r).

Se sigue
1 (y: —y;) = 0 para i # j.
Luego, como p # 0, y; = y2 = ... =y, = y. Por lo tanto, rBy = px. Afirmamos

y # 0. En efecto, si y = 0 entonces x # 0y ux = 0. Como p # 0, x = 0, lo cual es

una contradiccion. En consecuencia

0 B X \/rBy \/L; 15’ 1 X
— — — /J/
BT 0 N BTx Wy Vr \Jry

Esto prueba que A\ = \/L;u es un autovalor de GG. Por otro lado, sea A un autovalor

no nulo de G. Entonces existe [ x z |7 #[ 0 0] tal que

0 B X X
=\
BT 0 Z Z

Afirmamos x # 0y z # 0. En efecto si x = 0 entonces z # 0. Ademas, x = 0
implica Bz = 0 y Az = 0. De esta tultima igualdad se sigue z = 0 pues A # 0, lo
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cual es una contradiccién. Luego x # 0. Ademas si z = 0 entonces x # 0 y Bz = 0.

Como A # 0, la ultima ecuacién implica x = 0, lo cual es una contradiccion. Luego

0 B --- B X 1Bz A/TX X
BT 0 --- 0 Ly BTx A\Z Ly
T 1 T 1
_B o --- 0__%2_ _Bx_ I A\Z | | 52 |

y asi g = /r\ es un autovalor no nulo de G,. =

Los siguientes corolarios son consecuencias inmediatas del Teorema 7.

Corolario 5 St G es un grafo entero bipartito y r es un cuadrado perfecto entonces

G, es un grafo entero bipartito.

Sea GG un grafo bipartito s—regular. Claramente los grados de los vértices en V}
como vértices de (G, tienen un grado igual a rs y los restantes vértices de GG, tienen
un grado igual a s. Esto es, si GG es un grafo bipartito regular entonces G, es un grafo

bipartito semi-regular.

Corolario 6 Si G es un grafo circulante entero bipartito entonces {Gy2}oy €5 una

sucesion infinita de grafos enteros bipartitos semi-regqulares.
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5. Grafos circulantes enteros hiperenergéticos y
grafos circulantes enteros equienergéticos

Definicion 2 La energia de un grafo G fue definida como la suma de los valores

absolutos de sus autovalores. Esto es,
E(G) =) |\l
i=1

Este concepto fue introducido por Ivan Gutman en 1978 [18] y es un parametro
derivado de la aproximacion orbital molecular de Hiickel para la energia m—electron
total.

Claramente la energia del grafo completo de orden n es 2n — 2. De esto surge la
pregunta: jExisten grafos de orden n cuya energia sea mayor a 2n — 27. En un co-
mienzo se pensd que no existian tales grafos y se propuso la conjetura que todo grafo
tiene energia a lo mas de 2n—2 en [18]. Pero en el articulo [30] se refuté tal conjetura.
En los argumentos usados para refutar esta conjetura, los grafos circulantes enteros
juegan un papel crucial.

Un grafo G se dice hiperenergético si su energia E(G) > 2n — 2. En el corolario
7, de mas abajo, se muestran algunos grafos con esta caracteristica. A continuacion
mostramos algunos resultados referidos a la energia de grafos circulantes enteros
extraidos de los articulos [22] y [23].

Sea n = pl'ps?...pp*, donde p; < py < ... < pi son primos distintos, y a; > 1.
Teorema 8 La energia de G(n,S) donde S = G, (1) es igual a 28p(n).
Ejemplo 12 Sea n = 12 = 223. Entonces k =2 y

E(G(12,G12(1))) = 2°p(12) = 2 - 4 = 16.
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De hecho, los autovalores de este grafo son {—4,—2,—2,0,0,0,0,0,0,2,2,4}, luego

su energia es 16.
Lema 7 Stk >2 0 k=2 yp, > 2, la siguiente desigualdad se cumple
2k 1o(n) > n.

El uso del Teorema 8 y del Lema 7 permite obtener una condicién necesaria y

suficiente para que un grafo circulante entero con S = G, (1) sea hiperenergético.

Corolario 7 FEl grafo G(n,S) donde S = G, (1) es hiperenergético si y solo si k > 2

ok =2yp > 2, donde k es el numero de factores primos distintos que dividen a n.

Demostracién. Del Teorema 8 y del Lema 7, tenemos

E(G(n,8)) = 2%(n)
= 2:2¢(n)

> 2n>2(n—1).

Ejemplo 13 Sea n =15=3-5. Entonces p1 =3 y k = 2. Asi tenemos
lo cual es mayor que 2(15 — 1) = 28.

Los siguientes resultados nos entregan informacién acerca de grafos circulantes

enteros, no coespectrales, con la misma energia.
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Teorema 9 Sea n un entero sin cuadrados, n = pips...px. Entonces la energia del

grafo circulante entero G(n, S) donde S = G, (p;) UG, (p;) no depende de la eleccion
de p; y pj,
k
E(G(n,9)) = 2%p(n) = 2" [ [ (ni = 1)
i=1

Los teoremas anteriores permiten construir al menos k grafos circulantes enteros,

no coespectrales, equienergéticos de n vértices:

G(n; Gu(1)), G(n; Gu(pr) U Gu(p2)), -y G(10; G(p1) U Gr(pr)).

Uno puede verificar después de un trabajo laborioso que si n = 2pg donde p >

q > 2 son numeros primos arbitrarios entonces los grafos

G, = G(2pg,5),S =G,(1)UG,(2).
H, = G(2pq,S),5 = Gn(p)UGa(2p) UGu(q) UGn(2q).

son equienergéticos con energfa igual a 8(p — 1)(q — 1).
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6. Producto completo de grafos circulantes

A lo largo de esta seccion consideramos e,, como el vector de unos de orden n.

6.1. Resultados generales del producto completo de grafos

regulares

La siguiente definicién de producto completo se puede encontrar en [14].

Definicién 3 Sean G = (Vi, Ey) y Gy = (Va, Ey) dos grafos con Vi NV, = ¢. El
producto completo de G1 y Gy es el grafo G1V Gy definido por Gy UGy mds los lados

que unen cada vértice de G1 con cada vértice de G5.

Ejemplo 14 Consideremos los siguientes grafos

G1 Go

El producto completo de estos grafos es

GV Gs
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con matriz de adyacencia

011 1|11
100 1)1 1
1 00 1|11 AG esel
A(Gl V G2> = - ( 1) 2
11 10|11 exel  A(Gy)
1 11 1|01
111 1|1 0
En general etiquetando los vértices de G; V G5 con 1,2,...,n; para los vértices
de Gy yconni+1,n,1+2,...,n1+ns para los vértices de Go, la matriz de adyacencia

de G V G5 esta dada por
A(Gy) e, el

n2

en2 ezl A (G2 )

Lema 8 Sean G| un grafo ri—reqular y Go un grafo ro—regular. Entonces
(0(A(G1)) = {r}) U(a(A(G2)) — {r2}) € o(A(G1V Ga))

Demostracién. Sea (A1, uy) un autopar de A(G1) con \; # 1y (A2, uz) un autopar

de A(Gs) con Ay # 5. Entonces el u; =0y e u; = 0. Luego

u A(Gy) e, el u
AG VG | | = (&) 2 !
0 enel  A(Gh) 0
. A(Gl)ul

0

u

S

0
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Luego Ay es un autovalor de GGy V G5. Similarmente,

0 0
A(Gl V Gg) - )\2 5

Uz U2

lo cual demuestra que Ay es un autovalor de G; V Go. =

Definamos la siguiente matriz simétrica

1 VALY
A/ 1Mo T2

Los autovalores de F5, son

(r1+72) + v/(r1 — r2)2 + 4nyny
2

(r1+12) — v/ (r1 — r2)? + 4nyny
5 .

b =

By =

Lema 9

O'(FQ) Q O'(A(Gl V Gg))
Demostracién. Sea A € o(F},). Entonces

r A/ nin X X
1 1762 1 -\ 1 (14>

SR X3 X2
para algin [ x; x5 |7 # [0 0]7. Afirmamos que A € o(A(G)) con autovector

T
asociado [ X1€n, 1/Z—;xzem } . En efecto,

36



_ —
A(G) e, el T1€y, T1T1€n, + Ngy /1 T2€n,

n2

T ni n
ene, A(Gs) s L2€n; M T1€ny + 724 /- T2€0,

(rixy + /ninaxs)e,,
"L(yninaTy + raza)ey,

xlenl

)
/1
. xZeng

donde la tltima igualdad se sigue de (14). m

Del Lema 8 y Lema 9 se sigue

Teorema 10 Sean Gy un grafo ri—regular y Go un grafo ro—reqular. Entonces
o(A(G1V Ga))) = (0(A(Gh)) — {r}) U (0(A(G2)) — {r2}) Uo(F)

Buscamos una base de autovectores ortogonales de A(G; V Gs). Comenzamos

buscando los autovectores de F5. Tenemos que

Pr+pBa=ri+ry Yy P1B2=rira —ning (15)

De la ecuacién

™ \/N1MN2 1 1
A/ 1Mo 9 xZ xz

T
Obtenemos x = % Entonces f; = [ 1 \5/% ] es un autovector para el auto-
1n2

T
valor 31 de F5. Similarmente fy = [ 1 Bz ] es un autovector para el autovalor
2

Vi
52 de FQ.
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Usando (15)

f,7f, = 1+ (B —r)(B: — 1)
nino
_ ning + P12 — ri(B1 + Ba) + 13 —0

ning

Luego f; y f2 son autovectores ortogonales de Fy. Para ¢ = 1,2, sean

ugi) =e,,, ug), s uT(f)

vectores ortogonales de la matriz A(G;). De las demostraciones de los lemas anteriores

tenemos que las columnas de la matriz

ugl) u,(fl) o .. O €n, €n, (16)
o ... 0 u§2) u%) brizri o Ba—r1

Vring 2 /ning M2
son los autovectores ortogonales de A(G1 V Gy).

En general el producto completo se define como

Definicién 4 Sea k > 2. Sea H un grafo de orden k. Sean Gi,Gs,...,Gy grafos
disjuntos simples no dirigidos. El producto completo sobre H de G1, G5, ...,Gy es el
grafo G =\ ; {G; : 1 < j <k} obtenido de los grafos Gi,Gs,...,Gy, al conectar los
vértices de G; con los vértices de G; para todo {i,j} € E(H). Es decir, V(G) =
Uf:l VI(Gi) y

E(G) = <U E(G,.)) U U {uwo}:ueV(G)veV(G))}

{i.jyeE(H)

Ejemplo 15 Sea k = 3. Sea H el grafo de orden 3 con E(H) = {{1,2},{2,3}}.

Consideremos los siguientes grafos
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G1 G2 Gd

El producto completo sobre H esta dado por

cuya matriz de adyacencia asociada es

A(Gl) 6485 0
AG) = | ese] A(Gy) ege
0 egeg A(Gg)

Etiquetamos los vértices del producto completo sobre H con la etiquetas 1, 2, ..., Zk

=1 T
comenzando con los vértices de G; continuando con los vértices de Go, Gs, ..., G
y finalizando con Gj. Sea
1, {i,j} € E(H)
ij =
0 , otro caso

Ejemplo 16 Para el ejemplo anterior, tenemos que 019 = 091 = 093 = 035 = 1,

013 =031 =0
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En general, la matriz de adyacencia del producto completo sobre H es

T T T

A(Gl) (5126n18n2 5136n18n3 51ken1enk

T T T

5128n26n1 A(Gg) 5238n26n3 52ken2enk

— T T T

A(G) = 013€ng€p, 023€n5€y, A(Gs) 53ken3enk (17)
T T T

_(51kenken1 dok€n,€p, O3k€n,€p A(Gg) |

Los siguientes resultados son dados para grafos G; cada uno de ellos r;-regular.

Entonces r; es un autovalor de A(G;) con autovector asociado ey,.

Lema 10

(0(A(Gi)) = {ri}) € o(A(G))

k
=1

Demostracién. Sea (\;, u;) un autopar de A(G;) con \; # r;. Entonces efiui =0

para todo ¢ = 1,2, ..., k. Recordemos que A(G) tiene la forma (17). Tenemos

ui A(Gl)ul uq

0 0 0
A(G) ) - . =AM

0 0 0

Luego A\; € 0(A(G)). Similarmente, \; € 0(A(G)) para todo i =2,3,....,k. &

Definamos la siguiente matriz simétrica

r1 O12¢/Ming  O13y/MiN3 ... O1p/Niny
512“”1”2 T9 523,/n2n3 (52kw/n2nk
Fk - 513«/”177/3 5231/712713 T3 53]«/71,371]?

_51]6\/71171]g 52k\/n2nk 53k\/n3nk Tk
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Lema 11
o(Fy) C o(A(G)).

Demostracién. Sea A € o(F},) con autovector asociado [ z; o ... a |* Afirma-

mos que A € o(A(G)) con autovector asociado { T1€py () mhTo€ny o ) piTken, }

En efecto,

T1€pn, T121€n, + 012y/M1N2T2€n, + 013\/N1N3T3€,, + ... + 01k /M1 NETLER,

n n

n—;xQenQ 512n1$1en2 -+ A/ n—;rgl’gen2 + 523«/7117131]36”2 + ...+ 52k\/n1nkmken2
A(G) =

n n

- Tken, 01k T1€py, — O2y/N1N2T2€n, + Ogp/MN3T3€n, + .. £ | [T TR TRy,

(1121 + 612¢/MN2T2 + 0134/M1N3T3 + ... + Oy /TR TE )€y
\/ L (012/Min2 + T2T2 + 0234/NaN3T3 + ... + Oop/N2N Tk ) €5,

[ (S1ky/ T + O2k/N2Tt T2 + O3 /N3N T3 + ... + Thg)€n,

xlenq

\/ Z_;IZenz
= A

ni
A/ n_kxkenk

Hemos probado que o(F;) C 0(A(G)). =

Teorema 11 [9, Theorem 5] Sea G; grafo ri—reqular para i = 1,2,... k, . Sea
R=\y,{G,:j e V(H)}. Entonces el espectro de G es

0 (R) = Uiy (0 (A(GY) = {ri}) Uo (F)
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donde F}, es la matriz simétrica de orden k X k

T 512\/”1”2 51k\/n1nk
512\/”1”2 ()
' O(k—1)kr/Th—1T0k

51k\/n1nk 5(k—1)k\/nk71nk Tk

Demostracion. Es inmediata de los lemas 3y 4. m

Buscamos autovectores ortogonales de A(G). Para ¢ = 1,2, ..., k, sean
(4) (4) u®

u’ =ep, Uy, .., 0y

autovectores ortogonales de A(G;). Sean las columnas de la matriz

[ fu fi2oee e S ]
f21 f22 f2k
| fkl ka fkk ]

autovectores ortogonales de la matriz Fj,. De las demostraciones de los lemas ante-

riores obtenemos

Teorema 12 Las columnas de las matrices
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fnem flgem flkem

ni ni ni
f211 / Eem fgg, / n—26n2 fgk n—26n2

ni n1 ni
fk11 / n—kenk fk21 / n—kenk fkk1 / Eenk

son autovectores ortogonales de A(Q).

6.2. El producto completo de grafos circulantes

Poseemos bastante informacién acerca de los autovectores y autovalores de un gra-
fo circulante. Queremos aprovechar esta informacién para obtener resultados acerca
de los autovalores y autovectores del producto completo de grafos circulantes.

Sea G; = G(ny,S1) un grafo circulante r;—regular y Gy = G(ng, S3) un grafo
circulante ro—regular. Entonces los autovalores de G; son

Aj = Z wi,w = exp(2mi/ny)

sSES]

1T
con autovectores asociados vy ; = [ 1w ... wim_l” ] donde 0 <j<ny—1y

los autovalores de G5 son

Ay = Z Wy, wy = exp(2mi/ng)

SESH

) 1T
con autovectores asociados vy ; = [ 1wy ... wém_l)ﬂ donde 0 < j < ng—1.
En particular para j = 0 se tiene A\j g =71 y Ay = 2.

Aplicando el Teorema 10, los autovalores del producto completo G; V G5 son

At U g2 U {8y, Be)
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con

(r1+712) +/(r1 — r2)? + dnyng
2

(r1+12) — \/(r1 —r2)? + 4dnyny
2

B =

Ba =

Ademsds, de (16), tenemos que los autovectores del producto completo G; V Gy

estan dados por las columnas de la matriz

Vit .. Vi(n;-1) 0 0 €, €n,

B1—r1 Ba—T1
0 0 Vo1 ... V3(ny—1) mem menz

Ejemplo 17 Sean Gy = G(6,{2,3,4}) y Go = G(4,{1,3}). Entonces

(ri+72) +/(r1 —7r2)2 +4mny, 5+ 46

B = 5 ==
ﬁ B (7“1 -+ 7‘2) — \/(Tl — 7”2)2 + 4711712 o 5 — 4\/6
2 2 2

B1—m 4\/6 -1
Vine 46
Bo—ri _ —4V6-1
Viuns 46
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Entonces Gy V Gy tiene por autovalores y autovectores a

autovalor autovector

T
A = wi 4w +wi [1 wi Wi oW owl w00 0 O]

T

A2 = wi +wf +wf [1 wi wh Wl Wt w® 000 O]
T

(1 wd Wb W w2 w000 0]

T
[1 wi W wi? Wl Ww? 0 0 0 0}

s 9 12

—, 8 12 16
A1’4 — wl + wl + wl

T
10 15 20

T
Aoy = wy + Wi h()00001c¢w§@}
T
Moo = wj + wh h()00001¢gw§@}
T
Ao = Wi + wh h()00001cgwg@}
T
— 5+4V6 4/6-1 46-1 4V6-1 4\/671]
I 5 [1111:114ﬁ i Al 4
_ 5-4v6 —4v6-1 —4v/6-1 —4v6-1 74\/671w
B2 5 {111j111 i s o G

Aplicando Teorema 10 y Teorema 11 podemos obtener los autovalores y autovec-

tores del producto completo para 3 é mas grafos.

6.3. Producto completo de grafos circulantes enteros

En esta secciéon queremos obtener grafos enteros como producto de grafos cir-
culantes enteros. Si G; y Gg son grafos enteros, usando el Teorema 10, podemos
concluir que Gy V Gy es un grafo entero si y sélo si los autovalores de la matriz Fj

son enteros. Lo cual ocurre si y sélo si 1 = r9 y n1 = no. Esto es, si y sélo si G; = Gs.

En general, consideramos G; = G = ... = G = G donde G es un grafo

circulante entero. En este caso, escribiremos el producto completo de estos grafos

como R =\/, {G}. Como corolario del Teorema 11 tenemos
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Corolario 8 Sea G; = G5 = ... = Gy = G un grafo r—reqular de orden n. Entonces
(a) los autovalores de R = \/;; {G} son los autovalores de A (G) diferentes de r, cada

uno con multiplicidad k, y los autovalores de
F:rlk+nA(H).

(b) Si, ademds, G y H son grafos enteros entonces R = \/; {G} es un grafo

entero.

Demostracién. (a) Sea G; = Gy = ... = G = G grafo de orden n y r—regular.

Del Teorema 11, tenemos

o (R)=Ui, (0 (A(9)) —{r}) U (F)

donde
T 51271 51kn
P 0o 1

5(k—1)kn
| Owen O(k—1)kM o

O (512 51k

512 0 .
: . . 5(k—1)k
| (5114: e 5(k_1)k O |

(b) Es un resultado inmediato de la hipétesis de la parte (a). =
Si en el Corolario agregamos la condicién que G y H sean grafos circulantes

enteros entonces todos los autovalores de R = \/,; {G} son enteros y son conocidos.

46



En efecto, sea G = G(n, ) un grafo circulante entero r—regular con S = |, ,; Gn(d)

y d € D C D,,. Entonces los autovalores de G(n, S) son

>\j = Zc(faj)a

feF

con F={n/d:de D} 0<j<n-—1. Sea H=G(k,Sy) un grafo circulante entero

de orden k£ con Sy = Uk/d Gi(d) y d € Dy C Dy, entonces sus autovalores son

)\H,j = Z C(f?j)a

fe€FH
con Fy ={k/d:de€ Dy} y0<j<k-—1.

De la parte (a) del Corolario 8 tenemos que los autovalores de R =/, {G} son
{)\1a )\27 cee 7/\n—1}
con multiplicidad £ y los autovalores de la matriz F' = rlj, + nA(H):

{7’ + TL)\H’U,T' + N)\H’l, o T +n)\H,(k—1)}

Ejemplo 18 Sean G = G(8,5) con S = {1,3,4,5,7} = Gs(1) U Gs(4) un grafo
S—regular y H = G(6,Sy) con Sy = {1,3,5} = Gg¢(1) U Gg(3). Entonces F =
{8/1,8/4} = {8,2} y Fy = {6/1,6/3} = {6,2}. Por lo tanto los autovalores de
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R =\ y{G} son

con multiplicidad 6 y los autovalores de la matriz F' = 51}, + 8A(H):

5+ 8 o = 5+8(c(6,0) +¢(2,0)) =5+8(2+1) =29
548 u1 = 5+8(c(6,1)+¢(2,1))=5+8(1+-1)=5
548 g2 = 5+8(c(6,2) +¢(2,2)) =5+8(-1+1)=5
548 g3 = 5+8(c(6,3)+¢(2,3) =5+8(—2+—1)=—19
548 g4 = 5+8(c(6,4) +¢(2,4)=5+8(-1+1)=5
548 s = 54+8(c(6,5) +¢(2,5) =5+8(1+—-1)=5

Observamos que la energia del grafo en el ejemplo anterior es 137 y la energia
del grafo completo de 48 vértices es 2-48 — 2 = 94. Por lo tanto, el grafo es un grafo

hiperenergético.
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