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1. Introducción

La Teoŕıa de grafos estudia los espectros de matrices asociadas a un grafo y es

una disciplina con una amplia gama de aplicaciones. Desde sus comienzos, tiene

aplicaciones a la Qúımica. También tiene aplicaciones, entre otras, en problemas

de F́ısica Teórica, Mecánica Cuántica, Ciencia de la Computación, Optimización

Combinatorial y Bioloǵıa. Entre las matrices asociadas a un grafo simple y no dirigido

mencionamos la matriz de adyacencia, la matriz Laplaciana, la matriz Laplaciana

sin signo, la matriz de Randić, etc. Dado el hecho que ellas están relacionadas con

casi todos los invariantes más importantes de un grafo, sus espectros pueden dar

información acerca del grafo o de una aplicación que es modelada por el grafo. La

Teoŕıa Espectral de Grafos se apoya fuertemente en los resultados de la Teoŕıa de

Matrices. Esta Tesis quiere relacionar el problema de grafos enteros con el tema de

grafos circulantes. Más precisamente, el problema que esta Tesis estudiar es el relativo

a los espectros de grafos circulantes, con énfasis en grafos circulantes enteros.

1.1. Conceptos básicos

En esta sección recordamos algunos conceptos de la Teoŕıa de Grafos que serán

usados en el desarrollo de esta Tesis. Esta tesis considera grafos simples no dirigidos.

Un grafo G = (V (G), E(G)) está formado por un conjunto V (G) no vaćıo y

un conjunto E(G) ⊂ V (G) × V (G). Los elementos de V (G) y E(G) son llamados

vértices y lados, respectivamente. Asumimos que {i, i} /∈ E(G), para todo i ∈ V (G).

Dos vértices i, j de un grafo se dicen adyacentes si {i, j} ∈ E(G) , en tal caso se dice

el lado {i, j} es incidente a los vértices i y j. Si no hay lugar a confusión escribiremos

V y E en lugar de V (G) y E(G), respectivamente.

3



El grado de un vértice i ∈ V es denotado por di y es el número de vértices

adyacentes a él.

La cardinalidad de V es llamada el orden de G. El orden de un grafo puede ser

finito o infinito. En esta Tesis los grafos serán finitos.

Pasamos ahora a recordar conceptos que dicen relación a dos grafos. Sean G =

(V,E) y G′ = (V ′, E ′) dos grafos:

1. Los grafos G y G′ se dicen isomorfos si existe una biyección ϕ : V → V ′ tal que

{x, y} ∈ E ⇔ {ϕ(x), ϕ(y)} ∈ E ′

para todo x, y ∈ V . En tal caso se escribe G ≃ G′.

2. Si V ′ ⊆ V y E ′ ⊆ E entonces se dice que G′ es un subgrafo de G y se escribe

G′ ⊆ G.

3. Si G′ ⊆ G y para cada {x, y} ∈ E con x, y ∈ V ′ ocurre {x, y} ∈ E ′ entonces se

dice G′ es un subgrafo inducido de G.

4. Si G′ ⊆ G y V ′ = V entonces G′ es llamado un subgrafo generado de G.

Un camino de n vértices en un grafo es una secuencia finita de n vértices donde

cada par de vértices consecutivos están conectados por un lado.

Un ciclo en un grafo es un camino donde el primer y el último vértice de la

secuencia coinciden.

Un grafo se dice conectado si para todo par de vértices distintos existe un camino

que los ue.

Ahora pasamos a recordar otros conceptos sobre un grafo G=(V,E).
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Un grafo de n vértices tal que para todo par de vértices {u, v} ∈ V × V se tiene

que {u, v} ∈ E recibe el nombre de grafo completo y es denotado por Kn.

Un grafo donde V = V1 ∪V2 y V1 ∩V2 = φ tal que para todo {u, v} ∈ E se tiene

u ∈ V1 y v ∈ V2 recibe el nombre de grafo bipartito.

Un grafo bipartito de n vértices donde V = V1 ∪ V2 con |V1 | = r , |V2 | = s tal

que r+ s = n y donde cada vértice de V1 es adyacente con cada vértice de V2 recibe

el nombre de grafo bipartito completo y es denotado por Kr,s.

Un grafo en el cual todos sus vértices tienen un grado igual a k recibe el nombre

de grafo k−regular.

1.2. Matrices asociadas a grafos

A todo grafo se le pueden asociar ciertas matrices. A continuación mostraremos

algunas de ellas.

Sea G = (V,E) un grafo donde V = {1, 2, . . . , n} . Sea

D (G) =























d1 0 · · · · · · 0

0 d2
. . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0 dn























.

La matriz D(G) es llamada la matriz de grados de G. La matriz de adyacencia

A(G) = (ai,j) de orden n× n está definida por

ai,j =







1 , {i, j} ∈ E(G)

0 , {i, j} /∈ E(G)
.
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Los autovalores de la matriz de adyacencia son llamados autovalores del grafo. La

matriz Laplaciana es definida como

L(G) = D(G)− A(G)

y la matriz Laplaciana sin signo como

Q(G) = D(G) + A(G).

Los autovalores de L(G) y Q(G) son llamados autovalores Laplacianos y autovalores

Laplacianos sin signo, repectivamente.

Las matrices A(G), L(G) y Q(G) son matrices reales simétricas. Entonces sus

autovalores son números reales. Además observamos que los espectros son indepen-

dientes del etiquetado de los vértices. En efecto, al cambiar el etiquetado se obtienen

matrices similares via una matriz permutación.

1.3. Grafos Bipartitos

Aqúı entregamos condiciones necesarias y suficientes para que un grafo sea bi-

partito.

Lema 1 [7, Proposition 3.4.1]

i) Un grafo G es bipartito si y sólo si para cada autovalor no nulo λ de G se tiene

que −λ es también autovalor, con la misma multiplicidad.

ii) Sea G un grafo conectado donde λ1 es su mayor autovalor. Entonces G es

bipartito si y sólo si −λ1 es un autovalor de G.
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Sea G = (V,E) un grafo conectado de orden n con V = {1, 2, . . . , n} y sean

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn

los autovalores de A (G). Entonces A(G) es una matriz irreducible no-negativa. Em-

pleando la Teoŕıa Perron-Frobenius obtenemos que λ1 es un autovalor simple de

A(G) y que existe un autovector positivo x asociado a λ1 tal que
∑

i∈V x2
i = 1. El

autovector x es llamado autovector principal de G. En [10] se entrega una condición

necesaria y suficiente para que G sea bipartito. Previamente recordamos el concepto

de conjunto independiente de vértices.

Definición 1 Sea S ⊆ V . El conjunto S se dice independiente si para cada par de

vértices en S se tiene que ellos no son adyacentes. Un conjunto independiente S se

dice maximal si no es un subconjunto de otro conjunto independiente.

Ejemplo 1 En el grafo

1
2
3

5

6
4

7

tenemos que S1 = {1, 2, 3} es un conjunto independiente , S2 = {1, 2, 3, 4} es un con-

junto independiente maximal y S3 = {5, 6, 7} es también un conjunto independiente

maximal.

Teorema 1 [10] Si S es un conjunto independiente de un grafo conectado G y si x

es un autovector principal de G entonces

∑

i∈S
x2
i ≤

1

2
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La igualdad ocurre si y sólo si G es bipartito donde S es un conjunto independiente

maximal.

Corolario 1 Sea G un grafo conectado regular de orden n. Sea S un conjunto in-

dependiente maximal de G. Entonces G es bipartito si y sólo si |S| = n
2
.

Demostración. Sea G un grafo r−regular. Entonces x =
[

1√
n
, · · · , 1√

n

]T

es el auto-

vector principal. Del teorema tenemos

∑

i∈S
x2
i =

1

n

∑

i∈S
1 =

1

n
|S| ≤ 1

2

Con igualdad si y sólo si |S| = n
2
.

Observamos que todo grafo conectado regular bipartito debe ser de orden par.
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2. Grafos circulantes

Un grafo es llamado grafo circulante si su matriz de adyacencia es una matriz

circulante. Algunos resultados básicos sobre matrices circulantes son dados a conti-

nuación.

Una matriz circulante de orden n es una matriz de la forma

C =























c0 c1 c2 . . . cn−1

cn−1 c0 c1 . . . cn−2

...
. . . . . . . . .

...

c2 . . . cn−1 c0 c1

c1 . . . cn−2 cn−1 c0























.

Observamos que C está totalmente definida por su primera fila. En efecto, toda fila

posterior es obtenida como un desplazamiento a la derecha, en una posición, de la

fila inmediatamente anterior. Entonces, basta escribir C = circ(c0, c1, . . . , cn−1). Una

matriz circulante especial es la matriz permutación

Π =

















0 1 . . . 0
...

. . . . . .
...

... . . . 0 1

1 . . . . . . 0

















de orden n. Algunas propiedades de Π son

Πn = In,Π
T = Π∗ = Π−1 = Πn−1

donde ΠT y Π∗ indican la traspuesta y transpuesta conjugada de Π, respectivamente.

La importancia de la matriz Π queda en evidencia al observar que

C = circ(c0, c1, . . . , cn−1) = c0I + c1Π+ . . .+ cn−1Π
n−1. (1)
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Rećıprocamente una matriz C es una matriz circulante si existe un polinomio PC tal

que C=PC(Π).

Importantes propiedades de las matrices circulantes son inmediatas. Si C es una

matriz circulante entonces su transpuesta conjugada es también una matriz circu-

lante. Sean C y D dos matrices circulantes del mismo orden. Entonces,

CD = PC(Π)PD(Π) = PD(Π)PC(Π) = DC.

Esto nos dice que el producto de matrices circulantes es conmutativo. En particular,

una matriz circulante conmuta con su transpuesta conjugada. Aśı se concluye que

toda matriz circulante es una matriz normal. Después de hacer uso de las potencias

de Π, se tiene que el producto PC(Π)PD(Π) es un polinomio evaluado en Π. Vemos

aśı que el producto de dos matrices circulantes es también una matriz circulante. De

(1) tenemos que si λ es un autovalor de Π entonces

c0 + c1λ+ c2λ
2 + . . .+ cn−1λ

n−1

es un autovalor de C. Luego para encontrar los autovalores de C basta conocer los

autovalores de Π. Tenemos

Πn = In.

Entonces los autovalores de Π son las ráıces n-ésimas de la unidad: 1, ω, ω2, . . . , ωn−1,

donde ω = exp(2πi/n). En consecuencia, los autovalores de C son

λj = c0 + c1ω
j + c2ω

2j + . . .+ cn−1ω
(n−1)j =

n−1
∑

i=0

ciω
ij (2)

para 0 ≤ j ≤ n− 1. Haciendo uso de las potencias de ω, fácilmente se puede probar
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que un autovector asociado al autovector λj es la j−ésima columna de la matriz




























1 1 1 . . . 1

1 ω ω2 . . . ωn−1

1 ω2 ω4 . . . ω2(n−1)

1 ω3 ω6 . . . ω3(n−1)

...
...

...
. . .

...

1 ωn−1 ω2(n−1) . . . ω(n−1)(n−1)





























.

Una matriz circulante tiene sumas filas iguales. Como además, la suma de las

entradas de la i-ésima fila de la matriz de adyacencia de un grafo es precisamente el

grado del i−ésimo vértice, se sigue que todo grafo circulante de sumas filas iguales

a k es un grafo k-regular.

Sea S = {s1, . . . , sk} un conjunto de k enteros, 1 ≤ s1, . . . , sk < n, tal que

s ∈ S ⇔ n− s ∈ S. (3)

Un grafo circulanteG(n, S) donde S cumple la propiedad (3) es un grafo con conjunto

de vértices V (G) = {0, . . . , n − 1} donde un lado es incidente con los vértices i y j

siempre cuando |i − j| ∈ S; Ver [21]. El conjunto S es llamado el śımbolo del grafo

circulante G. Como la cardinalidad de S es |S| = k, el grafo G(n, S) es k-regular.

Ejemplo 2 Sea n = 7. Si S = {2, 3, 4, 5}, entonces G = G(7, S) es el siguiente

grafo circulante 4−regular

6

5

4
3

2

1

0
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Ahora si S = {1, 6}, entonces G = G(7, S) es el grafo circulante 2−regular

6

5

4
3

2

1

0

En este punto queremos recordar el concepto de grafo Cayley. Sea B un grupo

finito de orden n. Sea S un subconjunto de B tal que

w ∈ S ⇔ w−1 ∈ S

donde w−1 denota el inverso de w respecto a la operación del grupo. Un grafo G de

orden n es llamado grafo Cayley con respecto al grupo B y al subconjunto S si

{u, v} ∈ E(G) ⇔ uv−1 ∈ S.

Notemos que un grafo circulanteG(n, S) es un grafo Cayley con respecto a B = Zn

y S con la propiedad (3).

Lema 2 [6] Un grafo circulante G(n, S), con S = {s1, s2, . . . , sk}, es conectado si y

sólo si

mcd{n, s1, s2, . . . , sk} = 1.

donde mcd {u, v} denota el máximo común divisor de u y v.

Ejemplo 3 Sea n = 6 y S = {2, 4}. Entonces mcd{6, 2, 4} = 2 y el grafo G =

G(6, S)
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5

4

3 2

1

0

es no conectado. Ahora si escogemos S = {1, 5}. Entonces mcd{6, 1, 5} = 1 y el grafo

G = G(6, S) es

5

4

3 2

1

0

el cual es conectado.

Con el siguiente ejemplo observamos que no es necesario que 1 ∈ S para que el

grafo sea conectado.

Ejemplo 4 Sea n = 9 y S = {2, 7}. Entonces mcd{9, 2, 7} = 1 y en este caso

G = G(9, S) es el grafo

8

7

6

5
4

3

2

1

0

el cual es conectado.

Ejemplo 5 Todo grafo circulante de orden primo es un grafo conectado.
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Notamos que la primera fila de la matriz de adyacencia de un grafo circulante

G(n, S) tiene un 1 en la j−ésima posición si y sólo si j ∈ S, para 0 ≤ j ≤ n − 1.

Entonces de (2) tenemos que el j−ésimo autovalor de G = G(n, S) es

λj =
∑

s∈S
ωsj, (4)

con autovector asociado vj = [1, ωj, . . . , ω(n−1)j]T .

Ejemplo 6 Sea n = 8 y S = {1, 3, 4, 5, 7}. Entonces

C =









































0 1 0 1 1 1 0 1

1 0 1 0 1 1 1 0

0 1 0 1 0 1 1 1

1 0 1 0 1 0 1 1

1 1 0 1 0 1 0 1

1 1 1 0 1 0 1 0

0 1 1 1 0 1 0 1

1 0 1 1 1 0 1 0









































y el espectro de G(8, S) es

{ωj + ω3j + ω4j + ω5j + ω7j : 0 ≤ j ≤ 7, ω = e
2πi
n }
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3. Grafos Circulantes Enteros

Se denomina grafo entero a todo grafo para el cual todos los autovalores de su ma-

triz de adyacencia son números enteros. A continuación daremos algunos resultados

debidos a W. So [27] relativos a grafos circulantes enteros.

Los grafos circulantes enteros pueden ser caracterizados por sus śımbolos como

sigue.

Teorema 2 Sea G = G(n, S) y ω = exp(2πi
n
). Entonces

G es entero ⇐⇒
∑

s∈S
ωsj ∈ Z

para todo 0 ≤ j ≤ n− 1.

Como ωj para 0 ≤ j ≤ n − 1 son todas las soluciones de la ecuación xn = 1, la

equivalencia anterior se puede escribir como

G es entero ⇐⇒
∑

s∈S
xs ∈ Z

para xn = 1.

Lema 3 Si xn = 1 y n = dg para ciertos d, g ∈ Z, entonces
∑g−1

k=1(x
d)k ∈ Z.

Demostración. Notemos que 0 = xn − 1 = (xd)g − 1 = (xd − 1)((xd)g−1 + . . . +

(xd)2 + xd + 1). Si xd − 1 = 0 entonces xd = 1 y aśı
∑g−1

k=1(x
d)k =

∑g−1
k=1(1)

k =

g − 1 ∈ Z. Ahora si (xd)g−1 + . . . + (xd)2 + xd + 1 = 0 entonces inmediatamente
∑g−1

k=1(x
d)k = xd + (xd)2 + . . .+ (xd)g−1 = −1.

Usamos la notación a|b para indicar que a es un divisor de b. Para d divisor de

n, se definen los conjuntos

Mn(d) = {d, 2d, . . . , n− d}

15



de todos los posibles múltiplos de d menores que n y

Gn(d) = {k : 1 ≤ k ≤ n− 1,mcd(k, n) = d}

de todos los enteros menores que n cuyo máximo común divisor con n es igual a d.

Como mcd(k, n) = mcd(n− k, n) tenemos que k ∈ Gn(d) si y sólo si n− k ∈ Gn(d).

Los conjuntos Mn(d) y Gn(d) satisfacen las siguientes propiedades

Mn(n) = Gn(n) = φ

Mn(d) = dMn
d
(1) y Gn(d) = dGn

d
(1).

La colección {Gn(d) : d|n} es una partición de {1, 2, . . . , n− 1}

Gn(d) ⊂ Mn(d).

Mn(g) ⊂ Mn(f) si f |g y g|n.

De estas propiedades se desprenden el siguiente lema y corolario.

Lema 4 Si n = dg para ciertos d, g ∈ Z entonces Mn(d) =
⋃

h|g Gn(hd).

Demostración. Notemos que Gn(hd) ⊂ Mn(hd) ⊂ Mn(d) para cualquier h|g. Luego
⋃

h|g Gn(hd) ⊂ Mn(d). Sea x ∈ Mn(d). Entonces d|x. De la hipótesis, se sigue d|n.
Luego d|mcd(x, n). Sea k = mcd(x, n). Entonces k = dh para algún h y n = ks para

algún s. Aśı dg = n = ks = dhs. De donde se sigue que h|g. Además, x ∈ Gn(k). En

consecuencia x ∈ Gn(k) = Gn(hd) con h|g. Por lo tanto, Mn(d) ⊂
⋃

h|g Gn(hd).

Corolario 2 Si n = dg para ciertos d, g ∈ Z, entonces Mn(d) = Gn(d) si y sólo si

g es primo.
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Demostración. Sea h|g. Supongamos g primo. Entonces h = 1 o h = g. Para h = 1

o h = g

Mn(d) =
⋃

h|g
Gn(hd)

= Gn(d) ∪Gn(gd)

= Gn(d) ∪Gn(n)

= Gn(d) ∪ φ

= Gn(d).

Rećıprocamente, sea Mn(d) = Gn(d). Usando el lema anterior Gn(d) =
⋃

h|g Gn(hd).

De donde, se sigue que g no puede tener divisores distintos de g y 1. Entonces g es

primo.

El siguiente teorema puede ser demostrado mediante inducción haciendo uso del

Lema 3 y Corolario 2.

Teorema 3 Sean n > d1 > d2 > . . . > ds = 1 todos los divisores propios de n. Si

xn = 1 entonces
∑

k∈Gn(di)
xk ∈ Z para cada i = 1, 2, . . . , s.

Demostración. Para cualquier di divisor de n, del Lema 3 tenemos que

∑

k∈Mn(di)

xk =
∑

k∈{di,2di,··· ,n−di}
xk =

gi−1
∑

l=1

(xdi)l ∈ Z (5)

donde n = digi. Como d1 es el divisor propio más grande de n, g1 = n/d1 es primo. Del

Corolario anterior tenemos
∑

k∈Gn(d1)
xk =

∑

k∈Mn(d1)
xk =

∑

k∈{d1,2d1,··· ,n−d1} x
k =

∑g1−1
l=1 (xd1)l ∈ Z. Supongamos

∑

k∈Gn(d1)
xk, · · · ,

∑

k∈Gn(di)
xk ∈ Z para i < s. Por

demostrar

∑

k∈Gn(di+1)

xk ∈ Z. (6)
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Como n = di+1gi+1 para algún gi+1, del corolario anterior tenemos que

Mn(di+1) =
⋃

h|gi+1

Gn(hdi+1)

Sea h|gi+1 con h > 1. Entonces n = di+1gi+1 = di+1ht para cierto entero t. Luego

di+1h divide a n. Aśı entonces hdi+1 = dj para algún j < i + 1. Luego, usando la

hipótesis de inducción, tenemos

∑

h>1,h|gi+1





∑

k∈Gn(hdi+1)

xk



 ∈ Z. (7)

De la igualdad

∑

k∈Mn(di+1)

xk =
∑

k∈Gn(1·di+1)

xk +
∑

h>1,h|gi+1





∑

k∈Gn(hdi+1)

xk





podemos escribir

∑

k∈Gn(di+1)

xk =
∑

k∈Mn(di+1)

xk −
∑

h>1,h|gi+1





∑

k∈Gn(hdi+1)

xk



 .

Usando (5) y (7) se sigue (6).

Un resultado inmediato del teorema anterior es

Corolario 3 Si S es la unión de conjuntos Gn(d) donde d|n y d < n entonces G es

un grafo circulante entero.

El corolario anterior nos da una condición suficiente para que un grafo circulante

sea entero.

Las sumas de Ramanujan son definidas como

c(n, j) =
∑

s∈Gn(1)

ωjs

18



para j ∈ Z.

Recordamos que la función de Euler de un entero positivo m es la cardinalidad

del conjunto

ϕ(m) = |Gm(1)|

de todos los primos relativos con m. Además recordamos que la función de Möbius

µ(m) de un entero positivo m está definida por

µ(m) =



















0, m tiene factores primos repetidos;

1, m = 1;

(−1)k, m es un producto de k factores primos distintos

Es importante observar que c(n, 0) = |Gn(1)| = ϕ(n).

La suma de Ramanujan satisface la siguiente igualdad

c(n, j) =
∑

r|mcd(n,j)

rµ
(n

r

)

=
ϕ(n)

ϕ (n/mcd(n, j))
µ

(

n

mcd(n, j)

)

∈ Z.

La importancia de las sumas de Ramanujan radica en el hecho que ellas permiten

expresar expĺıcitamente el espectro de los grafos circulantes enteros.

Teorema 4 Sea G un grafo circulante de n vértices con śımbolo S = Gn(d) donde

d es un divisor propio de n. Entonces

λj(G) = c(n/d, j)

para 1 ≤ j ≤ n− 1.
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Demostración. Recordemos que Gn(d) = dGn/d(1). Luego, para 1 ≤ t ≤ n− 1,

λj(G) =
∑

k∈Gn(d)

(ωj)k =
∑

k∈dGn/d(1)

(ωj)k

=
∑

k∈Gn/d(1)

(ωj)dk =
∑

k∈Gn/d(1)

((ωd)j)k

=
∑

k∈Gn/d(1)

((α)j)k

= c(n/d, j)

donde α = ωd = e
2πid
n = e

2πi
n/d

Para n ≥ 2 fijo, sea d|n y d < n. Denotamos por vd al vector (n−1)−dimensional

con 1 en la j−ésima entrada para todo j ∈ Gn(d) y 0 en el resto de las entradas. Sea

F la matriz de orden n− 1 con entradas Fst = ωst donde ω = e2πi/n. Notamos que F

es invertible. Además, usando (4), podemos concluir Fvd = [λ1, · · · , λn−1]
T ∈ Zn−1.

Entonces vd ∈ A donde A es el espacio vectorial A = {v ∈ Qn−1 : Fv ∈ Qn−1}
sobre Q.

Ejemplo 7 Para n = 10, D10 = {1, 2, 5}. Entonces

v1 = [1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1]T

v2 = [0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0]T

v5 = [0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0]T

Este ejemplo ilustra un resultado general: Si d1 y d2 son divisores distintos de n

entonces vd1 y vd2 no tienen entradas iguales a 1 en las mismas componentes. Este

resultado general es una consecuencia inmediata de Gn(d1) ∩Gn(d2) = φ.

Recordamos que el polinomio ciclotómico Φn(x) es el polinomio irreducible en Q

cuyas ráıces son las soluciones de la ecuación xn = 1.
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Lema 5 Si v ∈ A, entonces Fv ∈ Span{vd : d|n, d < n}.

Demostración. Sean v = [v1, v2, . . . , vn−1]
T y u = Fv = [u1, u2, . . . , un−1]

T . Es

suficiente probar que us = ut para mcd(s, n) = mcd(t, n). Sea d = mcd(s, n) =

mcd(t, n). Entonces 1 = mcd(s/d, n/d) = mcd(t/d, n/d). Luego ωs y ωt son raices

de la ecuación x
n
d = 1. De la hipótesis, us =

∑n−1
j=1 vjω

sj ∈ Q. De donde ωs es ráız

del polinomio con coeficientes racionales

p(x) =
n−1
∑

j=1

vjx
j − us.

Luego del Teorema de irreducibilidad de Abel, p(x) es un múltiplo del polinomio

Φn/d(x)

y aśı, ωt también es ráız de p(x). Es decir, p(ωt) = ut − us = 0.

Lema 6 A = Span{vd : d|n, d < n}

Demostración. Por el lema anterior

F (A) ⊂ Span{vd : d|n, d < n} ⊂ A.

Como F es invertible, dimF (A) = dimA. En consecuencia,

F (A) = Span{vd : d|n, d < n} = A.

Se sigue que {vd : d|n, d < n} es un conjunto generador de A. Además {vd :

d|n, d < n} es un conjunto linealmente independiente en A ya que los conjuntos

Gn(d) son disjuntos. Luego tenemos
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Corolario 4 {vd : d|n, d < n} es una base del espacio vectorial A.

Estamos en condiciones de probar una condición necesaria y suficiente para que

un grafo circulante sea entero. Recordamos que la suficiencia ya fue probada en el

Corolario 3.

Teorema 5 Un grafo circulante G = G(n;S) sobre n vértices con śımbolo S es

entero si y sólo si

S =
⋃

d∈D
Gn(d)

para algún conjunto divisor D ⊆ Dn, donde Dn es el conjunto de todos los divisores

propios d del entero n.

Demostración. Consideremos un vector v de orden n−1 con 1 en la j−ésima entra-

da si j ∈ S y 0 en otro caso. ComoG es circulante entero, Fv = [λ1(G) · · ·λn−1(G)]T ∈
Zn−1 y entonces v ∈ A. Del Corolario 4,

v =
∑

d|n,d<n

cdvd.

Como v y vd son vectores con entradas 1 ó 0 y los vectores vd no tienen entra-

das iguales a 1 en las mismas componentes, las constantes cd deben ser 1 ó 0. En

consecuencia, S es unión de Gn(d) para aquellos cd = 1.

Entonces usando el Teorema 4 los autovalores λj, 0 ≤ j ≤ n − 1 de grafos

circulantes enteros pueden ser expresados usando la función de Ramanujam como

sigue

λj =
∑

f∈F
c(f, j).
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donde F = {n/d : d ∈ D}. De la fórmula de Ramanujan concluimos que los autova-

lores de G = G(n;S) son,

λj =
∑

f∈F
ϕ(f)

µ(f/mcd(f, j))

ϕ(f/mcd(f, j))
(8)

para 0 ≤ j ≤ n− 1. Además, como mcd(f, i) = mcd(f, n− i), tenemos

f

mcd(f, i)
=

f

mcd(f, n− i)

para f ∈ F , 1 ≤ i ≤ n− 1. De (8) se sigue que los autovalores λi y λn−i son iguales

para 1 ≤ i ≤ n− 1.

La cardinalidad del conjunto Gn(d) es

|Gn(d)| = |dGn/d(1)| = |Gn/d(1)| = ϕ(n/d).

Usando este resultado en el Teorema 5 obtenemos

k =
∑

f∈F
ϕ(f) (9)

donde k = |S| y F = {n/d : d ∈ D}.

Ejemplo 8 Sea n = 8. Entonces D8 = {1, 2, 4}, G8(1) = {k : mcd(8, k) = 1} =

{1, 3, 5, 7},G8(2) = {k : mcd(8, k) = 2} = {2, 6}, G8(4) = {k : mcd(8, k) = 4} =

{4}. El conjunto S = {1, 4, 7} no genera un grafo circulante entero puesto que no

se puede formar como una unión de los conjuntos dados anteriormente. En cambio

S = {1, 3, 4, 5, 7} define un grafo circulante entero pues S = G8(1) ∪ G8(4) para

D = {1, 4}. Además este grafo es 5−regular pues F = {8/1, 8/4} = {8, 2} y

k = ϕ(8) + ϕ(2) = |{1, 3, 5, 7}|+ |{1}| = 5.
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En este punto recordamos que si M es una matriz no negativa e irreducible,

entonces su radio espectral es un autovalor simple de M . Por lo tanto, si G es un

grafo conectado entonces ρ(A(G)) es un autovalor de A(G). Estamos en condiciones

de recordar que un grafo conectado es bipartito si y sólo si −ρ(A(G)) es también un

autovalor de A(G).

El uso de la ecuación (8) nos permitirá encontrar una condición necesaria y

suficiente para que un grafo circulante entero sea bipartito.

Teorema 6 [26, Theorem 3] Un grafo circulante entero G = G(n;S) sobre n vértices

con śımbolo S es bipartito si y sólo si n es par y S =
⋃

f∈F Gn(n/f), donde para

algún número l0, el conjunto {2l0/f : f ∈ F} contiene solo enteros impares.

Demostración. Podemos suponer que G es un grafo k−regular. Entonces el radio

espectral de A(G) es igual a k. Supongamos G bipartito. Entonces −k es un autovalor

de G, esto es,

−k =
∑

f∈F
ϕ(f)

µ(f/mcd(f, l))

ϕ(f/mcd(f, l))
(10)

para algún l. Usando (9) vemos que la ecuación (10) ocurre sólo si

µ

(

f

mcd(f, l)

)

= −1 (11)

y

ϕ

(

f

mcd(f, l)

)

= 1 (12)

para todo f ∈ F . De (12)

f

mcd(f, l)
∈ {1, 2} (13)
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para todo f ∈ F . Además de (11) se sigue

f

mcd(f, l)
= 2

para todo f ∈ F . Supongamos 2l/f = 2t para algún t. Entonces l = tf . Luego

f
mcd(f,l)

= 1, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, 2l/f es impar para algún l.

Por otro lado, supongamos 2l0/f impar para cierto l0 y f ∈ F . Es decir, 2l0/f =

2s+ 1 para algún s. Luego f es par. Entonces

f

mcd(f, l0)
=

f

f/2
= 2.

En consecuencia, el l0−ésimo autovalor es:

λl0 =
∑

f∈F
ϕ(f)

µ(f/mcd(f, l0))

ϕ(f/mcd(f, l0))

=
∑

f∈F
ϕ(f)

µ(2)

ϕ(2)
=
∑

f∈F
ϕ(f)(−1) = −k

Luego, G es bipartito y el teorema está probado.

Ejemplo 9 Sea n = 10. Entonces D10 = {1, 2, 5}. Sea D = {1, 5}. Luego F =

{10, 2} y

S = G10(10/10) ∪G10(10/2) = {1, 3, 7, 9} ∪ {5}

Para l0 = 15 el conjunto {2l0/10, 2l0/2} = {l0/5, l0} es igual a {3, 15} el cual contiene

solo enteros impares. Aśı entonces S nos define un grafo circulante entero bipartito:

0

2

4

6

8

1

3

5

7

9
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Ejemplo 10 Sea n = 14. Entonces D14 = {1, 2, 7} y escogemos D = {1}. Luego
F = {14} y

S = G14(14/14) = {1, 3, 5, 9, 11, 13}

Para l0 = 21 tenemos {2(21)/14} = 3. Por lo tanto, el siguiente grafo es circulante

entero bipartito.

0

2

4

6

8

10

12

1

3

5

7

9

11

13
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4. Una familia infinita de grafos bipartitos ente-

ros como copias de un grafo circulante entero

bipartito

En esta sección comenzamos presentando un procedimiento sugerido por el pro-

fesor Oscar Rojo, para construir una sucesión infinita de grafos enteros bipartitos a

partir de un grafo entero bipartito dado. En particular, aplicamos este procedimien-

to a un grafo circulante entero bipartito para obtener una nueva familia de grafos

enteros semi-regulares.

Sea 0 la matriz con entradas iguales a cero de orden apropiado. Sea G un grafo

bipartito de n vértices y sea r ≥ 2 un entero. El conjunto de vértices de G puede ser

dividido en dos conjuntos disjuntos V1 con n1 vértices y V2 con n2 vértices tal que

cada lado del grafo conecta un vértice en V1 con uno en V2. Claramente n = n1+n2.

Etiquetando los vértices en V1 por 1, 2, ..., n1 y los vértices en V2 por n1 + 1, n1 +

2, ..., n1 + n2, la matriz de adyacencia de G es de la forma

A (G) =





0 B

BT 0





donde B es una matriz de orden n1 × n2. Sea Gr el grafo obtenido de r copias de G

identificando los vértices en el conjunto V1.

Ejemplo 11 Para el grafo G

1

2

3

4

5
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tenemos V1(G) = {1, 2, 3} y V2(G) = {4, 5}. Entonces el grafo G2 es

1

2

3

4

5

6

7

con matriz de adyacencia
































0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

































.

Observemos que G2 es un grafo bipartito semi-regular con 3 + 2 · 2 vértices.

El teorema principal en esta sección es

Teorema 7 λ es un autovalor no nulo de G si y sólo si µ =
√
rλ es un autovalor

no nulo de Gr.

Demostración. Etiquetando los vértices en V1 por 1, 2, . . . , n1 y los restantes vérti-

ces por n1 + 1, n1 + 2, . . . , n1 + r · n2, la matriz de adyacencia de Gr es

A (Gr) =

















0 B · · · B

BT 0 · · · 0
...

...
. . .

...

BT 0 · · · 0

















.
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Sea µ un autovalor no nulo de Gr. Entonces

















0 B · · · B

BT 0 · · · 0
...

...
. . .

...

BT 0 · · · 0

































x

y1

...

yr

















= µ

















x

y1

...

yr

















donde x 6= 0 ó yi 6= 0 para algún i. Luego

By1 +By2 + ...+Byr = µx

BTx = µyi (1 ≤ i ≤ r) .

Se sigue

µ (yi − yj) = 0 para i 6= j.

Luego, como µ 6= 0, y1 = y2 = ... = yr = y. Por lo tanto, rBy = µx. Afirmamos

y 6= 0. En efecto, si y = 0 entonces x 6= 0 y µx = 0. Como µ 6= 0, x = 0, lo cual es

una contradicción. En consecuencia




0 B

BT 0









x
√
ry



 =





√
rBy

BTx



 =





1√
r
µx

µy



 =
1√
r
µ





x
√
ry



 .

Esto prueba que λ = 1√
r
µ es un autovalor de G. Por otro lado, sea λ un autovalor

no nulo de G. Entonces existe [ x z ]T 6= [ 0 0 ]T tal que





0 B

BT 0









x

z



 = λ





x

z



 .

Afirmamos x 6= 0 y z 6= 0. En efecto si x = 0 entonces z 6= 0. Además, x = 0

implica Bz = 0 y λz = 0. De esta última igualdad se sigue z = 0 pues λ 6= 0, lo
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cual es una contradicción. Luego x 6= 0. Además si z = 0 entonces x 6= 0 y Bz = 0.

Como λ 6= 0, la última ecuación implica x = 0, lo cual es una contradicción. Luego

















0 B · · · B

BT 0 · · · 0
...

...
. . .

...

BT 0 · · · 0

































x

1√
r
z

...

1√
r
z

















=

















√
rBz

BTx

...

BTx

















=

















λ
√
rx

λz
...

λz

















=
√
rλ

















x

1√
r
z

...

1√
r
z

















.

y aśı µ =
√
rλ es un autovalor no nulo de Gr.

Los siguientes corolarios son consecuencias inmediatas del Teorema 7.

Corolario 5 Si G es un grafo entero bipartito y r es un cuadrado perfecto entonces

Gr es un grafo entero bipartito.

Sea G un grafo bipartito s−regular. Claramente los grados de los vértices en V1

como vértices de Gr tienen un grado igual a rs y los restantes vértices de Gr tienen

un grado igual a s. Esto es, si G es un grafo bipartito regular entonces Gr es un grafo

bipartito semi-regular.

Corolario 6 Si G es un grafo circulante entero bipartito entonces {Gk2}k∈N es una

sucesión infinita de grafos enteros bipartitos semi-regulares.
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5. Grafos circulantes enteros hiperenergéticos y

grafos circulantes enteros equienergéticos

Definición 2 La enerǵıa de un grafo G fue definida como la suma de los valores

absolutos de sus autovalores. Esto es,

E(G) =
n
∑

i=1

|λi|

Este concepto fue introducido por Ivan Gutman en 1978 [18] y es un parámetro

derivado de la aproximación orbital molecular de Hückel para la enerǵıa π−electron

total.

Claramente la enerǵıa del grafo completo de orden n es 2n− 2. De esto surge la

pregunta: ¿Existen grafos de orden n cuya enerǵıa sea mayor a 2n − 2?. En un co-

mienzo se pensó que no exist́ıan tales grafos y se propuso la conjetura que todo grafo

tiene enerǵıa a lo más de 2n−2 en [18]. Pero en el art́ıculo [30] se refutó tal conjetura.

En los argumentos usados para refutar esta conjetura, los grafos circulantes enteros

juegan un papel crucial.

Un grafo G se dice hiperenergético si su enerǵıa E(G) > 2n− 2. En el corolario

7, de más abajo, se muestran algunos grafos con esta caracteŕıstica. A continuación

mostramos algunos resultados referidos a la enerǵıa de grafos circulantes enteros

extráıdos de los art́ıculos [22] y [23].

Sea n = pα1

1 pα2

2 ...pαk
k , donde p1 < p2 < ... < pk son primos distintos, y αi ≥ 1.

Teorema 8 La enerǵıa de G(n, S) donde S = Gn(1) es igual a 2kϕ(n).

Ejemplo 12 Sea n = 12 = 223. Entonces k = 2 y

E(G(12, G12(1))) = 22ϕ(12) = 22 · 4 = 16.
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De hecho, los autovalores de este grafo son {−4,−2,−2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 4}, luego
su enerǵıa es 16.

Lema 7 Si k > 2 ó k = 2 y p1 > 2, la siguiente desigualdad se cumple

2k−1ϕ(n) > n.

El uso del Teorema 8 y del Lema 7 permite obtener una condición necesaria y

suficiente para que un grafo circulante entero con S = Gn(1) sea hiperenergético.

Corolario 7 El grafo G(n, S) donde S = Gn(1) es hiperenergético si y solo si k > 2

o k = 2 y p1 > 2, donde k es el número de factores primos distintos que dividen a n.

Demostración. Del Teorema 8 y del Lema 7, tenemos

E(G(n, S)) = 2kϕ(n)

= 2 · 2k−1ϕ(n)

> 2n > 2(n− 1).

Ejemplo 13 Sea n = 15 = 3 · 5. Entonces p1 = 3 y k = 2. Aśı tenemos

E(15, G15(1)) = 22ϕ(15) = 32,

lo cual es mayor que 2(15− 1) = 28.

Los siguientes resultados nos entregan información acerca de grafos circulantes

enteros, no coespectrales, con la misma enerǵıa.
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Teorema 9 Sea n un entero sin cuadrados, n = p1p2...pk. Entonces la enerǵıa del

grafo circulante entero G(n, S) donde S = Gn(pi)∪Gn(pj) no depende de la elección

de pi y pj,

E(G(n, S)) = 2kϕ(n) = 2k
k
∏

i=1

(pi − 1)

Los teoremas anteriores permiten construir al menos k grafos circulantes enteros,

no coespectrales, equienergéticos de n vértices:

G(n;Gn(1)), G(n;Gn(p1) ∪Gn(p2)), ..., G(n;Gn(p1) ∪Gn(pk)).

Uno puede verificar después de un trabajo laborioso que si n = 2pq donde p >

q > 2 son números primos arbitrarios entonces los grafos

Gn = G(2pq, S), S = Gn(1) ∪Gn(2).

Hn = G(2pq, S), S = Gn(p) ∪Gn(2p) ∪Gn(q) ∪Gn(2q).

son equienergéticos con enerǵıa igual a 8(p− 1)(q − 1).
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6. Producto completo de grafos circulantes

A lo largo de esta sección consideramos en como el vector de unos de orden n.

6.1. Resultados generales del producto completo de grafos

regulares

La siguiente definición de producto completo se puede encontrar en [14].

Definición 3 Sean G1 = (V1, E1) y G2 = (V2, E2) dos grafos con V1 ∩ V2 = φ. El

producto completo de G1 y G2 es el grafo G1∨G2 definido por G1∪G2 más los lados

que unen cada vértice de G1 con cada vértice de G2.

Ejemplo 14 Consideremos los siguientes grafos

G1 G2

El producto completo de estos grafos es

G1 ∨G2
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con matriz de adyacencia

A(G1 ∨G2) =





























0 1 1 1 1 1

1 0 0 1 1 1

1 0 0 1 1 1

1 1 1 0 1 1

1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 1 0





























=





A(G1) e4e
T
2

e2e
T
4 A(G2)





En general etiquetando los vértices de G1 ∨ G2 con 1, 2, . . . , n1 para los vértices

de G1 y con n1+1, n1+2, . . . , n1+n2 para los vértices de G2, la matriz de adyacencia

de G1 ∨G2 está dada por




A(G1) en1
eTn2

en2
eTn1

A(G2)



 .

Lema 8 Sean G1 un grafo r1−regular y G2 un grafo r2−regular. Entonces

(σ(A(G1))− {r1}) ∪ (σ(A(G2))− {r2}) ⊆ σ(A(G1 ∨G2))

Demostración. Sea (λ1,u1) un autopar de A(G1) con λ1 6= r1 y (λ2,u2) un autopar

de A(G2) con λ2 6= r2. Entonces e
T
n1
u1 = 0 y eTn2

u2 = 0. Luego

A(G1 ∨G2)





u1

0



 =





A(G1) en1
eTn2

en2
eTn1

A(G2)









u1

0





=





A(G1)u1

0





= λ1





u1

0



 .
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Luego λ1 es un autovalor de G1 ∨G2. Similarmente,

A(G1 ∨G2)





0

u2



 = λ2





0

u2



 ,

lo cual demuestra que λ2 es un autovalor de G1 ∨G2.

Definamos la siguiente matriz simétrica

F2 =





r1
√
n1n2

√
n1n2 r2



 .

Los autovalores de F2 son

β1 =
(r1 + r2) +

√

(r1 − r2)2 + 4n1n2

2

β2 =
(r1 + r2)−

√

(r1 − r2)2 + 4n1n2

2
.

Lema 9

σ(F2) ⊆ σ(A(G1 ∨G2)).

Demostración. Sea λ ∈ σ(F2). Entonces





r1
√
n1n2

√
n1n2 r2









x1

x2



 = λ





x1

x2



 (14)

para algún [ x1 x2
]T 6= [ 0 0 ]T . Afirmamos que λ ∈ σ(A(G)) con autovector

asociado
[

x1en1

√

n1

n2
x2en2

]T

. En efecto,
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



A(G1) en1
eTn2

en2
eTn1

A(G2)









x1en1

√

n1

n2
x2en2



 =





r1x1en1
+ n2

√

n1

n2
x2en1

n1x1en2
+ r2

√

n1

n2
x2en2





=





(r1x1 +
√
n1n2x2)en1

√

n1

n2
(
√
n1n2x1 + r2x2)en2





= λ





x1en1

√

n1

n2
x2en2



 ,

donde la última igualdad se sigue de (14).

Del Lema 8 y Lema 9 se sigue

Teorema 10 Sean G1 un grafo r1−regular y G2 un grafo r2−regular. Entonces

σ(A(G1 ∨G2))) = (σ(A(G1))− {r1}) ∪ (σ(A(G2))− {r2}) ∪ σ(F2)

Buscamos una base de autovectores ortogonales de A(G1 ∨ G2). Comenzamos

buscando los autovectores de F2. Tenemos que

β1 + β2 = r1 + r2 y β1β2 = r1r2 − n1n2 (15)

De la ecuación




r1
√
n1n2

√
n1n2 r2









1

x



 = β1





1

x





Obtenemos x = β1−r1√
n1n2

. Entonces f1 =
[

1 β1−r1√
n1n2

]T

es un autovector para el auto-

valor β1 de F2. Similarmente f2 =
[

1 β2−r1√
n1n2

]T

es un autovector para el autovalor

β2 de F2.
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Usando (15)

f1
T f2 = 1 +

(β1 − r1)(β2 − r1)

n1n2

=
n1n2 + β1β2 − r1(β1 + β2) + r21

n1n2

= 0

Luego f1 y f2 son autovectores ortogonales de F2. Para i = 1, 2, sean

u
(i)
1 = eni

,u
(i)
2 , ...,u(i)

ni

vectores ortogonales de la matriz A(Gi). De las demostraciones de los lemas anteriores

tenemos que las columnas de la matriz





u
(1)
2 ... u

(1)
n1 0 ... 0 en1

en1

0 ... 0 u
(2)
2 ... u

(2)
n2

β1−r1√
n1n2

en2

β2−r1√
n1n2

en2



 (16)

son los autovectores ortogonales de A(G1 ∨G2).

En general el producto completo se define como

Definición 4 Sea k ≥ 2. Sea H un grafo de orden k. Sean G1, G2, ..., Gk grafos

disjuntos simples no dirigidos. El producto completo sobre H de G1, G2, ..., Gk es el

grafo G =
∨

H {Gj : 1 ≤ j ≤ k} obtenido de los grafos G1, G2, ..., Gk al conectar los

vértices de Gi con los vértices de Gj para todo {i, j} ∈ E(H). Es decir, V (G) =
⋃k

i=1 V (Gi) y

E(G) =

(

k
⋃

i=1

E(Gi)

)

∪





⋃

{i,j}∈E(H)

{{u, v} : u ∈ V (Gi), v ∈ V (Gj)}





Ejemplo 15 Sea k = 3. Sea H el grafo de orden 3 con E(H) = {{1, 2} , {2, 3}}.
Consideremos los siguientes grafos
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G1 G2 G3

El producto completo sobre H está dado por

cuya matriz de adyacencia asociada es

A(G) =











A(G1) e4e
T
2 0

e2e
T
4 A(G2) e2e

T
3

0 e3e
T
2 A(G3)











.

Etiquetamos los vértices del producto completo sobreH con la etiquetas 1, 2, ...,
∑k

i=1 ni

comenzando con los vértices de G1 continuando con los vértices de G2, G3, ..., Gk−1

y finalizando con Gk. Sea

δij =







1 , {i, j} ∈ E(H)

0 , otro caso

Ejemplo 16 Para el ejemplo anterior, tenemos que δ12 = δ21 = δ23 = δ32 = 1,

δ13 = δ31 = 0
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En general, la matriz de adyacencia del producto completo sobre H es

A(G) =























A(G1) δ12en1
eT
n2

δ13en1
eT
n3

... δ1ken1
eT
nk

δ12en2
eT
n1

A(G2) δ23en2
eT
n3

... δ2ken2
eT
nk

δ13en3
eT
n1

δ23en3
eT
n2

A(G3) ... δ3ken3
eT
nk

...
...

...
. . .

...

δ1kenk
eT
n1

δ2kenk
eT
n2

δ3kenk
eT
nk

... A(Gk)























(17)

Los siguientes resultados son dados para grafos Gi cada uno de ellos ri-regular.

Entonces ri es un autovalor de A(Gi) con autovector asociado eni
.

Lema 10

k
⋃

i=1

(σ(A(Gi))− {ri}) ⊆ σ(A(G))

Demostración. Sea (λi,ui) un autopar de A(Gi) con λi 6= ri. Entonces eTni
ui = 0

para todo i = 1, 2, ..., k. Recordemos que A(G) tiene la forma (17). Tenemos

A(G)

















u1

0

...

0

















=

















A(G1)u1

0

...

0

















= λ1

















u1

0

...

0

















Luego λ1 ∈ σ(A(G)). Similarmente, λi ∈ σ(A(G)) para todo i = 2, 3, ..., k.

Definamos la siguiente matriz simétrica

Fk =























r1 δ12
√
n1n2 δ13

√
n1n3 ... δ1k

√
n1nk

δ12
√
n1n2 r2 δ23

√
n2n3 ... δ2k

√
n2nk

δ13
√
n1n3 δ23

√
n2n3 r3 ... δ3k

√
n3nk

...
...

...
. . .

...

δ1k
√
n1nk δ2k

√
n2nk δ3k

√
n3nk ... rk






















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Lema 11

σ(Fk) ⊆ σ(A(G)).

Demostración. Sea λ ∈ σ(Fk) con autovector asociado [ x1 x2 ... xk ]T Afirma-

mos que λ ∈ σ(A(G)) con autovector asociado

[

x1en1

√

n1

n2
x2en2

...
√

n1

nk
xkenk

]T

.

En efecto,

A(G)



















x1en1

√

n1

n2
x2en2

...
√

n1

nk
xkenk



















=



















r1x1en1
+ δ12

√
n1n2x2en1

+ δ13
√
n1n3x3en1

+ ...+ δ1k
√
n1nkxken1

δ12n1x1en2
+
√

n1

n2
r2x2en2

+ δ23
√
n1n3x3en2

+ ...+ δ2k
√
n1nkxken2

...

δ1kn1x1enk
− δ2k

√
n1n2x2enk

+ δ3k
√
n1n3x3enk

+ ...+
√

n1

nk
rkxkenk



















=



















(r1x1 + δ12
√
n1n2x2 + δ13

√
n1n3x3 + ...+ δ1k

√
n1nkxk)en1

√

n1

n2
(δ12

√
n1n2x1 + r2x2 + δ23

√
n2n3x3 + ...+ δ2k

√
n2nkxk)en2

...
√

n1

nk
(δ1k

√
n1nkx1 + δ2k

√
n2nkx2 + δ3k

√
n3nkx3 + ...+ rkxk)enk



















= λ



















x1en1

√

n1

n2
x2en2

...
√

n1

nk
xkenk



















Hemos probado que σ(Fk) ⊆ σ(A(G)).

Teorema 11 [9, Theorem 5] Sea Gi grafo ri−regular para i = 1, 2, . . . , k, . Sea

R =
∨

H {Gj : j ∈ V (H)}. Entonces el espectro de G es

σ (R) = ∪k
i=1 (σ (A (Gi))− {ri}) ∪ σ (Fk)

41



donde Fk es la matriz simétrica de orden k × k

F =

















r1 δ12
√
n1n2 . . . δ1k

√
n1nk

δ12
√
n1n2 r2

. . .
...

...
. . . . . . δ(k−1)k

√
nk−1nk

δ1k
√
n1nk . . . δ(k−1)k

√
nk−1nk rk

















.

Demostración. Es inmediata de los lemas 3 y 4.

Buscamos autovectores ortogonales de A(G). Para i = 1, 2, ..., k, sean

u
(i)
1 = eni

,u
(i)
2 , ...,u(i)

ni

autovectores ortogonales de A(Gi). Sean las columnas de la matriz

















f11 f12 ... ... f1k

f21 f22 ... ... f2k
...

...
...

...
...

fk1 fk2 ... ... fkk

















autovectores ortogonales de la matriz Fk. De las demostraciones de los lemas ante-

riores obtenemos

Teorema 12 Las columnas de las matrices
















u
(1)
2 ... u

(1)
n1 0 ... 0 ... ... 0 ... 0

0 ... 0 u
(2)
2 ... u

(2)
n2 ... ... 0 ... 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 ... 0 0 ... 0 ... .... u
(k)
2 ... u

(k)
nk
















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y


















f11en1
f12en1

... ... f1ken1

f21
√

n1

n2
en2

f22
√

n1

n2
en2

... ... f2k
√

n1

n2
en2

...
...

...
...

...

fk1
√

n1

nk
enk

fk2
√

n1

nk
enk

... ... fkk
√

n1

nk
enk



















son autovectores ortogonales de A(G).

6.2. El producto completo de grafos circulantes

Poseemos bastante información acerca de los autovectores y autovalores de un gra-

fo circulante. Queremos aprovechar esta información para obtener resultados acerca

de los autovalores y autovectores del producto completo de grafos circulantes.

Sea G1 = G(n1, S1) un grafo circulante r1−regular y G2 = G(n2, S2) un grafo

circulante r2−regular. Entonces los autovalores de G1 son

λ1,j =
∑

s∈S1

ωs
1, ω1 = exp(2πi/n1)

con autovectores asociados v1,j =
[

1 ωj
1 . . . ω

(n1−1)j
1

]T

donde 0 ≤ j ≤ n1 − 1 y

los autovalores de G2 son

λ2,j =
∑

s∈S2

ωs
2, ω2 = exp(2πi/n2)

con autovectores asociados v2,j =
[

1 ωj
2 . . . ω

(n2−1)j
2

]T

donde 0 ≤ j ≤ n2 − 1.

En particular para j = 0 se tiene λ1,0 = r1 y λ2,0 = r2.

Aplicando el Teorema 10, los autovalores del producto completo G1 ∨G2 son

{λ1j}n1−1
j=1 ∪ {λ2j}n2−1

j=1 ∪ {β1, β2}
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con

β1 =
(r1 + r2) +

√

(r1 − r2)2 + 4n1n2

2

β2 =
(r1 + r2)−

√

(r1 − r2)2 + 4n1n2

2

Además, de (16), tenemos que los autovectores del producto completo G1 ∨ G2

están dados por las columnas de la matriz





v11 ... v1(n1−1) 0 ... 0 en1
en1

0 ... 0 v21 ... v2(n2−1)
β1−r1√
n1n2

en2

β2−r1√
n1n2

en2





Ejemplo 17 Sean G1 = G(6, {2, 3, 4}) y G2 = G(4, {1, 3}). Entonces

β1 =
(r1 + r2) +

√

(r1 − r2)2 + 4n1n2

2
=

5 + 4
√
6

2

β2 =
(r1 + r2)−

√

(r1 − r2)2 + 4n1n2

2
=

5− 4
√
6

2

y

β1 − r1√
n1n2

=
4
√
6− 1

4
√
6

β2 − r1√
n1n2

=
−4

√
6− 1

4
√
6
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Entonces G1 ∨G2 tiene por autovalores y autovectores a

autovalor autovector

λ1,1 = ω2
1 + ω3

1 + ω4
1

[

1 ω1
1 ω2

1 ω3
1 ω4

1 ω5
1 0 0 0 0

]T

λ1,2 = ω4
1 + ω6

1 + ω8
1

[

1 ω2
1 ω4

1 ω6
1 ω8

1 ω10
1 0 0 0 0

]T

λ1,3 = ω6
1 + ω9

1 + ω12
1

[

1 ω3
1 ω6

1 ω9
1 ω12

1 ω15
1 0 0 0 0

]T

λ1,4 = ω8
1 + ω12

1 + ω16
1

[

1 ω4
1 ω8

1 ω12
1 ω16

1 ω20
1 0 0 0 0

]T

λ1,5 = ω10
1 + ω15

1 + ω20
1

[

1 ω5
1 ω10

1 ω15
1 ω20

1 ω25
1 0 0 0 0

]T

λ2,1 = ω1
2 + ω3

2

[

0 0 0 0 0 0 1 ω1
2 ω2

2 ω3
2

]T

λ2,2 = ω2
2 + ω6

2

[

0 0 0 0 0 0 1 ω2
2 ω4

2 ω6
2

]T

λ2,3 = ω3
2 + ω9

2

[

0 0 0 0 0 0 1 ω3
2 ω6

2 ω9
2

]T

β1 =
5+4

√
6

2

[

1 1 1 1 1 1 4
√
6−1

4
√
6

4
√
6−1

4
√
6

4
√
6−1

4
√
6

4
√
6−1

4
√
6

]T

β2 =
5−4

√
6

2

[

1 1 1 1 1 1 −4
√
6−1

4
√
6

−4
√
6−1

4
√
6

−4
√
6−1

4
√
6

−4
√
6−1

4
√
6

]T

Aplicando Teorema 10 y Teorema 11 podemos obtener los autovalores y autovec-

tores del producto completo para 3 ó más grafos.

6.3. Producto completo de grafos circulantes enteros

En esta sección queremos obtener grafos enteros como producto de grafos cir-

culantes enteros. Si G1 y G2 son grafos enteros, usando el Teorema 10, podemos

concluir que G1 ∨ G2 es un grafo entero si y sólo si los autovalores de la matriz F2

son enteros. Lo cual ocurre si y sólo si r1 = r2 y n1 = n2. Esto es, si y sólo si G1 = G2.

En general, consideramos G1 = G2 = . . . = Gk = G donde G es un grafo

circulante entero. En este caso, escribiremos el producto completo de estos grafos

como R =
∨

H {G}. Como corolario del Teorema 11 tenemos
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Corolario 8 Sea G1 = G2 = . . . = Gk = G un grafo r−regular de orden n. Entonces

(a) los autovalores de R =
∨

H {G} son los autovalores de A (G) diferentes de r, cada

uno con multiplicidad k, y los autovalores de

F = rIk + nA (H) .

(b) Si, además, G y H son grafos enteros entonces R =
∨

H {G} es un grafo

entero.

Demostración. (a) Sea G1 = G2 = . . . = Gk = G grafo de orden n y r−regular.

Del Teorema 11, tenemos

σ (R) = ∪k
i=1 (σ (A (G))− {r}) ∪ σ (F )

donde

F =

















r δ12n . . . δ1kn

δ12n r
. . .

...
...

. . . . . . δ(k−1)kn

δ1kn . . . δ(k−1)kn r

















= rIk + n

















0 δ12 . . . δ1k

δ12 0
. . .

...
...

. . . . . . δ(k−1)k

δ1k . . . δ(k−1)k 0

















= rIk + nA (H) .

(b) Es un resultado inmediato de la hipótesis de la parte (a) .

Si en el Corolario agregamos la condición que G y H sean grafos circulantes

enteros entonces todos los autovalores de R =
∨

H {G} son enteros y son conocidos.
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En efecto, sea G = G(n, S) un grafo circulante entero r−regular con S =
⋃

n/d Gn(d)

y d ∈ D ⊆ Dn. Entonces los autovalores de G(n, S) son

λj =
∑

f∈F
c(f, j),

con F = {n/d : d ∈ D} 0 ≤ j ≤ n− 1. Sea H = G(k, SH) un grafo circulante entero

de orden k con SH =
⋃

k/d Gk(d) y d ∈ DH ⊆ DH,k entonces sus autovalores son

λH,j =
∑

f∈FH

c(f, j),

con FH = {k/d : d ∈ DH} y 0 ≤ j ≤ k − 1.

De la parte (a) del Corolario 8 tenemos que los autovalores de R =
∨

H {G} son

{λ1, λ2, . . . , λn−1}

con multiplicidad k y los autovalores de la matriz F = rIk + nA(H):

{r + nλH,0, r + nλH,1, . . . , r + nλH,(k−1)}

.

Ejemplo 18 Sean G = G(8, S) con S = {1, 3, 4, 5, 7} = G8(1) ∪ G8(4) un grafo

5−regular y H = G(6, SH) con SH = {1, 3, 5} = G6(1) ∪ G6(3). Entonces F =

{8/1, 8/4} = {8, 2} y FH = {6/1, 6/3} = {6, 2}. Por lo tanto los autovalores de
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R =
∨

H {G} son

λ1 = c(8, 1) + c(2, 1) = 0 +−1 = −1

λ2 = c(8, 2) + c(2, 2) = 0 + 1 = 1

λ3 = c(8, 3) + c(2, 3) = 0 +−1 = −1

λ4 = c(8, 4) + c(2, 4) = −4 + 1 = −3

λ5 = c(8, 5) + c(2, 5) = 0 +−1 = −1

λ6 = c(8, 6) + c(2, 6) = 0 + 1 = 1

λ7 = c(8, 7) + c(2, 7) = 0 +−1 = −1

con multiplicidad 6 y los autovalores de la matriz F = 5Ik + 8A(H):

5 + 8λH,0 = 5 + 8(c(6, 0) + c(2, 0)) = 5 + 8(2 + 1) = 29

5 + 8λH,1 = 5 + 8(c(6, 1) + c(2, 1)) = 5 + 8(1 +−1) = 5

5 + 8λH,2 = 5 + 8(c(6, 2) + c(2, 2)) = 5 + 8(−1 + 1) = 5

5 + 8λH,3 = 5 + 8(c(6, 3) + c(2, 3)) = 5 + 8(−2 +−1) = −19

5 + 8λH,4 = 5 + 8(c(6, 4) + c(2, 4)) = 5 + 8(−1 + 1) = 5

5 + 8λH,5 = 5 + 8(c(6, 5) + c(2, 5)) = 5 + 8(1 +−1) = 5

Observamos que la enerǵıa del grafo en el ejemplo anterior es 137 y la enerǵıa

del grafo completo de 48 vértices es 2 · 48− 2 = 94. Por lo tanto, el grafo es un grafo

hiperenergético.
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