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1. Introduccion

Una herramienta muy 1til para el analisis de la estructura de las 6rbitas en una vecindad
de un punto fijo xg de un difeomorfismo, es la linealizacién. Una linealizaciéon para un
punto fijo zy de un difeomorfismo F': 2 — X, donde X es un espacio de Banach y Q C X
es un conjunto abierto, es un cambio de coordenadas C" diferenciable (1 < r < 00) que
conjuga el sistema con su parte lineal, es decir, es una aplicacién ¢ : U C 2 — X, donde

U es una vecindad del punto fijo, tal que

O(F(x)) = So(x), para todo x € U (1.1)

con S = DF(x).

El estudio de la linealizacién tiene una larga historia, que se remonta a trabajos de
Poincaré [10] para difeomorfismos analiticos sobre C", quien prueba que si todos los
autovalores \; (i = 1,...,n) de la parte lineal del difeomorfismo tienen norma menor que
uno (o todos norma mayor que uno) y satisfacen la condicién de no resonancia, entonces es
analiticamente conjugado a su parte lineal. Los autovalores de una transformacién lineal

satisfacen la condicién de no resonancia si

N# A
j=1

para todo i € [1,n] y para toda n-upla de enteros (my, ..., m,) € N tal que my+...+m,, >
2.

Cuando todos los autovalores tienen norma igual a uno, Siegel (ver [14]) probd que la
conclusién de Poincaré se cumple si el punto (A, ..., \,) € C™ es de tipo (¢, v), es decir,

=TT 12D my)™
j=1 J=1

para todo i € [1,n] y para toda n-upla de enteros (my, ..., m,,) € N tal que my+...4+m,, >
2,donde ¢ >0y v >0.



En el caso de puntos fijos para difeomorfismo sobre R™ un resultado en esta linea es el
conocido Teorema de Hartman-Grobman [8], que garantiza que todo punto fijo hiperbédlico
para un difeomorfismo C? es linealizable C°. Este resultado fue generalizado a espacios
de Banach por Pugh (ver [11]).

La linealizacién C° no es suficiente para distinguir comportamientos geométricos més
finos, por ejemplo, el teorema Hartman-Grobman muestra que un nodo y un foco tienen
la misma dindmica, no obtante su comportamiento geométrico es distinto. Esto motiva
a buscar condiciones que garanticen la existencia de linealizaciones diferenciables, o mas
generalmente, conjugaciones diferenciables con otro difeomorfismo. Sternberg en [15] y
[16] probé que todo punto fijo hiperbdlico sin resonancias para difeomorfismo C* es C*°
linealizable en una vecindad de él, mas generalmente, dado un entero n > 0 y una matriz
hiperbdlica, existe un entero N > 2 tal que si dicha matriz no tiene resonancias de orden

menor N, entonces todo difeomorfismo cuya parte lineal es esta matriz es linealizable C™.

Un problema interesante es estudiar la linealizacién para difeomorfismos de clase C*
(k> 0 entero y 0 < a < 1 real), aplicaciones F que son C* y cuya derivada F*) satisface

una « condicién de Holder, es decir

(k) — Fk)

SO § it E Lt |
En esta direccién Belitskii en [2] y [3] probd que un difeomorfismo C*!' puede ser C*
linealizado localmente si las ¢ distintas normas de sus autovalores digamos p; < ps <
. < pq satisfacen que J;_,[pFp], pip; ] no contiene ninguna de las normas p; < py <
... < p, de sus autovalores, donde p; = méax{p;, 1} y p; = min{p;, 1}. Particularmente
todo difeomorfismo C*!' puede ser C! linealizado si los autovalores i, ..., \,, satisfacen
[ X || Aj 1# A | (k=1,...,n)si | A [< 1 <[] Sell en [13] extendio los resultados de
Sternberg y Belitskii dando hipdtesis menos restrinctivas para lograr la linealizacion C”.

En el estudio de sistemas dindmicos, la linealizacién C* es de especial interés. Hartman
en [7] mostré que toda contracciéon C! sobre R admite linealizacién C*# con 8 > 0
pequenio que depende de los autovalores de su parte lineal en el punto fijo. ElBialy en [6]
y Rodrigues y Sola-Morales en [12], de manera independiente generalizaron este resultado
a espacios de Banach. Por otro, lado Chaperon probd en [5] que una contraccién Ch®
digamos F, en un espacio de Banach es C1“ linealizable en una vecindad del punto fijo

si se satisface que



log o (F'(0)~")
loglo(F7(0))]"

donde para una matriz A, 0(A) denota el radio espectral de A que es el maximo del

1+a> (1.2)

médulo de sus autovalores. Asi, en el caso 2-dimensional podemos concluir que una C1®
contraccién en que |A;| = |As], admite una C** linealizacién. Observe que en una situacion

2-dimensional en que |A\;| < |Az] la condicién (1.2) puede ser escrita como

_ log])\1|

a> o -1 (1.3)

- log Ao
Otros resultados de linealizacién sobre puntos fijos en plano fueron obtenidos por Stowe en
[17]. Particularmente, montré que para expansiones C* de la forma F(z) = Sz + o(||z||*),
donde k£ > 2 es un entero, S = F'(0) y a y b los médulos de los autovalores de S con

1 < a < b, se obtienen los siguientes dos resultados:

1. Silog, b < k, entonces la sucesion (S o F™),cz converge uniformemente, es decir, F'

admite linealizaciéon CF.

2. Si log, b > k, entonces F puede ser transformado a otra expansién C* F, que
satisface

(F — 8)9(x1,0) =0, para todo 0 < j <k, (1.4)

para todo x; € R pequeno, de modo que la sucesién (SoF")nez converge
uniformemente en la topologia C*~!, concluyendo que F' admite linealizacién C*~1.
Ademads, se estima el exponente de Holder de la k — 1-ésima derivada para la

linealizacion ¢.

En este trabajo de tesis presentamos el resultado de Zhang y Zhang en [20], acerca de
linealizacién C! para contracciones C1® (0 < a < 1) en el plano, cerca del punto fijo 0.

Abordaremos el caso en que

0< M| <N <1, (1.5)

pues el caso [\ = |Ag], como se mencioné anteriormente, fue ya resuelto. un nimero «

el cual es menor que min (1, a;) dado por Hartman en [7] y Chaperon en [5] y probaremos
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que F puede ser linealizado por una trasformacién C* con tal que o > «. La demostracién
serd similar al método usado por Stowe en [17], pero tiene que ser modificada porque el
resultado dado en (1.4), de esta misma seccién, no se puede obtener para aplicaciones
O, Ademads, probaremos que estas transformaciones ¢ para la linealizacién C* no son
s6lo C! sino también C'? para algin 3 > 0 que depende de . Daremos estimaciones
para [ en varios casos y mostraremos con un ejemplo que estas estimaciones no puedes

mejorarse mas.



2. Una nocion de Linealizacion

Esta seccién la dividiremos en dos sub secciones las cuales estan enfocadas en aprender
trucos para hallar linealizacién. Ademds, veremos conceptos necesarios para hallar
linealizacién, a lo menos, C'! de contracciones en el plano, tanto para puntos fijos como

para autovalores no resonantes.

2.1. Algunos resultados de linealizacién C! para difeomorfismos

que son contracciones.

Como lo comentamos anteriormente, conseguir linealizacién C! es de especial interes. En
esta sub seccién veremos un resultado que dice que difeomorfismos reales con variable
real de clase C%* se puede linealizar C' cerca de un punto fijo y mostraremos un
ejemplos donde se vera que si el difeomorfismo carece de esta hipdtesis fundamental
el candidato a linealizacién no es C'. Ademds haremos mencién de una extencién de
este resultado, pero para contracciones en el plano y para difeomorfismos de clase C*,
analogamente demostraremos con un ejemplo que esa hipdtesis es fundamental para

conseguir linealizacion C.

La siguiente definicion nos permite diferenciar funciones que son continuamente

diferenciable con otras que tienen un poco mas de continuidad en su derivada.

Definicién 2.1. Sea X un espacio de Banach. Una aplicacion F : X — X es una CH®
contraccion si existe 0 < K <1 y 0 < a <1 tal que para todo x,y € X:

|F® (@) = FO )| < Kllz =yl (2.1)
donde F®) representa la k — esima derivada.

Proposicién 2.2. Sea f : R — R una contraccion CH* tal que f(0) =0 y f(0) = \.
Entonces existe un difeomorfismo ¢ : R — R de clase C* tal que

pof=Ap (2.2)
Demostraciéon Consideremos 0 < A < 1, de la ecuacién (2.2) se tiene que
(po f")(x) = N"¢(x), para todo x € R.
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Asi

o) = lim (¢01n)(~’f). (2.3)
Afirmacién 2.3. Siempre podemos suponer ¢ tal que ¢'(0) =1 y as?
¢(z) = lim f_(x) (2.4)

En efecto, sea

Como ¢(0) = 0, pues 0 es un punto fijo y ademds f™(x) — 0 para todo x € R cuando

n — 00, entonces

)
G0 = Mmoo

Luego de la ecuacion (2.3)

i @) 07 (@)
¢(f"(z))

ademds como ¢'(0) = lim ———=. Entonces podemos escribir (2.5) como

w ()

(2.5)

o) = ltm ¢'(0)1-)

n—o00 A

Por otro lado haciendo ¢(z) = ;’,((‘f))) se prueba la afirmacion.o

Observemos que ¢ asi definida conjuga, en efecto,



(60 f)(z) = tim L&)

n— oo )\
) fn'H(m) /\
p— 1 —_— . —
Ea S VIR
n+1
ST S C)

Nn—00 )\n+1

= \o(x).

Debemos probar que el limite (2.4) existe. Sea

Gn(g;) _ f/(fn_ ($))f/(£7;_ (:C)) . fl(x)

FU) U P
A A A

[ ()
)\'Il

sucesion (F,(x)), converge puntualmente en 0. Ademads que ((F,,) (x))n = (Gpn(x)),. Luego

Notemos que para F,(z) = tenemos que F,(0) — 0 cuando n — oo, es decir, la

para probar la convergencia uniforme de (F},(x)),, solo nos restaria probar la convergencia
uniforme de la sucesién (G,,(x)),. En efecto:

i
L

lg(Gn(2))]

IN

{(£52)

S (1) - (5]

7=

s
Il
o

Aplicando el teorema del valor medio en (2.6) tenemos que para cada i = 0,...,n — 1,

existe &; entre w y @ tal que

(55 ()]

10
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Donde ﬁ < 2 pues & esta en una pequena vecindad de 1. Considerando lo dicho
anteriormente y ademés que la funcién f es C1® contractible se tiene de (2.6) y (2.7)

que

Ig(G(2))] < Z_: |511-| f’(f;@c)) - f’/(\O)
= ;i ' (f' () = f(0)] 28)
<

2K n—1 4
TZ | f(@)]".
=0

Por otra parte,

[fi(@)] = |f'(x) = f(0)]
= f(f7 (=) = F(O)]
= /I )]

= (91 ) 29
= (A+ €)'zl
<A+t
Por lo tanto de (2.8) y (2.9) tenemos que:
g (G(2))] < ? > (e (2.10)

=0

Como la serie en (2.10) es convergente, se concluye que (Ig(G,,)), converge uniformemente
lo que implica que (Gn(x)), converge uniformemente. Asi hemos probado que (F,(x))
converge a una funcién de clase C'! o equivalentemente que el limite (2.4) existe y ademéds

que ¢ asf definida es de clase C*'. En el caso de A > 1 la demostracién es analoga utilizando

JT
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La condicién de C1® para f es fundamental en el teorema anterior, como veremos en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4. Considere la funcion f: R — {1} — R dada por

1
fx—Ax(l— ) 2.11
® 0 (211)
Afirmamos que f es C* pero no es C*, por lo que no se asequra la existencia del
difeomorfismo ¢ tal que se cumpla (2.2). En efecto, notemos que la derivada para todo

x # 0 esta dada por

F(z) =\ (1 - L ) . (2.12)

y la derivada de f en 0

f/(()) :ili%f( );f(O)
- limy Az (1—1/lg(x)) (2.13)

Asi de (2.12) y (2.13) podemos decir que f es C'. Ademds observemos que f no es C12,

pues para x =0 ey =1 tenemos que

—A A A A
F@-fol _ o, R e R
|z —yl® (z,y)—(0,1) |z —y|*
=00

por lo que es imposible hallar un 0 < K < 1 tal que se cumpla la condicion (2.1). Bajo
estas condiciones pasaremos a probar que para cada numero real x el limite definido en

(2.4) no existe. En efecto, de (2.11) inductivamente obtenemos que

() = A%}ﬁ) (1 _ m> ,

12



luego

M) T 1
T ”’JE&H(l—m)

~ (7)) (- i) .

donde F,(z) esta dado por

n

k=1

Notemos que de (2.9) podemos decir que lg(f*(z)) = 1g(A\)* = klg(\), ademds si0 < X < 1
tenemos que 1g(f*(x)) = k (=) con s > 1, luego

Fi(z) ~ ﬁ (1+%>,

donde el producto a la derecha de la igualdad es divergente, entonces el limite dado en
(2.14) lo es. Luego no existe tal ¢ que linealice (2.11).

Un resultado analogo que nos permite extender el teorema 2.2 es hallar una linealizacién
C* a partir de de difeomorfismos C*® en el plano, es decir, para difeomorfismos C*

podemos hallar linealizacién C1.

En el siguiente ejemplo consideremos un diefeomorfismo C* (mds que C?) el cual no

puede ser linealizable C? debido a que no es C%°.

Ejemplo 2.5. Sea f(x,y) = (a*x + 32, ay), Notemos que

DF(0,0) = ( ‘g 2)

Supongamos que existe una linealizacion ¢ : (x,y) — (u,v) = (Y(z,y),p(z,y)). Como
¢o f(x,y) = Df(0,0) o p(x,y), entonces tenemos que:

13



(W(a®x + %, ay), plaz® + ¥, ay)) = (a*(2,y), ap(z,y))

por lo que obtenemos que:

v(a*z +y? ay) = a*d(a,y).

Derivando con respecto a y esto ultimo se obtiene:

2y, (@ + 32, ay) + avy(a’x + v°, ay) = a*Yy(z,y)

Haciendo © = y = 0 se concluye que si a # 0 # 1 entonces ¢,(0,0) = (0,0). Ahora si

dertwamos la ultima igualdad con respecto a y nuevamente obtenemos

20, (az®+y?, ay)+2y 2y, (ax® +y2, ay)+2ath,, (ax®+y°, ay)|+a* Yy, (az’+y2, ay) = a*Py, (2, y).

Haciendo x = y = 0 se obtiene que 1,(0,0) = 0, Asi podemos concluir que el jacobiano

de ¢ en (0,0) estd dado por
0 O
= O7
Pz Py

luego ¢ no puede ser C%. Por lo tanto f no es C?-linealizable.

2.2. Resultados de linealizacién con autovalores no resonantes.

El problema de reduccién de un difeomorfismo no lineal a su forma lineal en una vecindad
del punto fijo es esencialmente idéntica a el problema en el caso de campos vectoriales.
El mayor obstaculo en ambas situaciones es la resonancia. Ademads, en contraste a
la resonancia de campos vectoriales la resonancia de difeomorfismos tiene un caracter
multiplicativo. En esta sub seccién veremos los resultados de linealizacién para autovalores

no resonantes mas importantes y daremos algunos ejemplos para su aplicacion.

Considere un difeomorfismo n-dimensional

T = Az + f(z), (2.15)

14



donde f(0) =0y f’(0) = 0. Denotaremos por (i, ..., \,,) los autovalores de la matriz A.
Entonces, la resonancia es definida por la relacién

Ae =A™, (2.16)

donde \™ = (A" A3 -+ - A" my. (k= 1,...,n) son cualquier entero no negativo tal que

|m| = >"7_, > 2. El nimero |m| es llamado el orden de la resonancia.

Lema 2.6. Sea la funcién f(x) € C" y suponga que existe no resonancia de orden

|m| > N. Entonces, el cambio de variable

Y=o+ p1(x) + ... + pp(x), (2.17)

donde ¢, (1 =2,...N) es un polinomio homogéneo de grado l, transforma el difeomorfismo
(2.15) en

y = Ay +on(y), (2.18)

donde o, junto con sus derivadas sobre el orden N se acumulan en el origen.

Es obvio que los cambios de variables son locales, es decir, que son vélidos sélo en alguna

vecindad pequena de un punto fijo del difeomorfismo.

El lema 2.6 es bien conocido y es vélido incluso cuando A tiene autovalores multiples.
Aqui, discutiremos sélo el caso de autovalores simples. La matriz A puede entonces ser

representada de la forma

Az
0 An

Por conveniencia diremos que la funcién f(z) estd dada de la siguiente forma

f(@) = fo(@) + f3(2) + ... + fn(2) + on(2),

donde fi(x), I =1,..., N, son polinomios homogéneos de grado /. Tenemos

15



filz) = Z Z dipity..1, 27 - ey

ko litetln=l

?

donde dj 41,1, con k =1,2....,ny ly+---+1, = [ son constantes y e, = (0,...,0,1,0,...,0)
con 1 en la entrada k-écima, es decir, fi(z) es una suma de monomios dyz'ey. por el

cambio de variable (2.17) obtenemos

y = T+ Zl]\;Q @l(i')

= Az + f(z) + le\ig oi1(Ax + 2721 fi(z))
(2.19)

=YY= Z;\iz pu(z) + Zl]iZ filz) + on(z) + Zl]\;Z pi(Az + Z?:l fi(@))

= Az + oy (x) = YL, o) + Yy file) + Xty oAz + Y1, f(x).

El proceso de eliminacién de excesivos términos comienza con el término cuadrético. En

virtud de encontrar s () escribimos la siguiente ecuacion

—Apa(2) + fo(@) + po(Az) = 0. (2.20)

Representando ¢y(x) en la forma

pa(x) = E E Crma e, ™ =a"

ko matetm,=2

reemplazando en (2.20) tenemos

—A Z Z ckmxmek—l—z Z dk,lllQ,_lnl’lll oo xﬁfek+z Z Ckm(A-T)mek

k. mi4-+m,=2 kE L+tl,=2 k mid-+mn=2

luego para conocer los coeficientes ¢y, obtenemos

(=M + Ak + dgm = 0, (2.21)
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donde m =2y k= (1,...,n). Ya que no existe resonancia, podemos despejar

dkm

S - 2.22
Ao — A (222)

Ckm

Con el fin de obtener 3(x) escribimos la siguiente ecuacién

—Aps(x) + @3(Az) + f3(2) + {p2(Az + foz))} =0,

donde {} encierra los términos ctbicos. Puesto que ya hemos encontrado ¢s(x) tenemos

la siguiente ecuacién para conocer los coeficientes de ¢3(x):

(=X + A™)Crm + g = 0. (2.23)

Aqui, dip, = dpgn + d,,,, donde d},, es el coeficiente de 2™ en la k-ésima componente de el
vector polinomial wo(Az + f2(2)). Repitiendo este proceso eliminamos todos los términos
hasta el grado N.

En el caso que exista resonancia de la forma A, = A™ uno no puede eliminar los monomios

de el tipo drmx™ey,. Para este caso tenemos que conocer el siguiente lema.
Lema 2.7. Sea f(z) € C", entonces el cambio de variables
y=z+p(x),

donde p(x) es un polinomio tal que p(0) = 0 y ¢'(0) = 0, transforma el difeomorfismo
(2.15) en la forma

T = Ax + Rn(z) + on(2), (2.24)
donde
|m|>2
Ry(x) = Z bemx™ ek (2.25)
A=Ay,

17



Ahora, sea la funcién f(z) analitica. Tomando N — oo reducimos el difeomorfismo

original tanto a su forma lineal o a la siguiente forma:

y = Ay + R(y), (2.26)
donde
R(y) = > bumy™ex. (2.27)
A=\,

Sin embargo el cambio de variables
Y=+ pa(x) + ... +pm(x)+ ... (2.28)
es, en general, mas que una serie formal, asi como el término en la derecha de (2.27).

Teorema 2.8. (Teorema de Poincaré-Dulac) Sea |N;| < 1 (N > 1), i = 1,....,n.
Entonces existe un cambio de variables analitico el cual transforma el difeomorfismo (2.15)
en

y= Ay + R(y), (2.29)

donde R(y) es un polinomio compuesto de monomios resonantes. En la ausencia de

resonancia R(y) = 0.

La situacién cuando el punto fijo 0 es de tipo silla, es decir, sus autovalores tienen norma
mayor y menor que uno, es mas complicada. La razén es que, incluso cuando el conjunto

{A1, A2, ..., A\u} es no resonante, el cero es un punto limite para el conjunto
{N" = Nehoo o, k=1,.,n. (2.30)

Aqui, el problema de la convergencia de la serie (2.28) se convierte en mucho mas incierto
debido a los ”"pequenos denominadores”que aparecen en (2.22). Esto estd establecido en
el trabajo de Siegel v Brjuno que en el caso de silla ambas posibilidades son realizadas,
es decir, cambios de variables en la forma de serie pueden converger y divergir también.

La situacién se clarifica en el caso de cambios de variables suaves C°.

Teorema 2.9. (Teorema de Sternberg) wun cambio de variable suave C* reduce el
difeomorfismo n-dimensional

T = Az + f(z)

en su forma lineal si la funcion f(x) € C* y si existe no resonancia.

18



En el caso de que exista resonancia, el tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.10. si f(z) € C™, entonces un cambio de variables suave C* transforma
el difeomorfismo (2.15) en

y = Ay + R(y), (2.31)

donde R(y) es una funcion suave C*° cuya serie de Taylor formal es compuesta por

monomios resonantes.
Se desprende de estos dos teoremas que la dependencia de la forma normal en la coleccién
A ={\, \g, ..., A} tiene un cardcter discontinuo.

Teorema 2.11. (Teorema de Belitskii) Sea f € CNT' y sea q el nimero de
diferentes valores absolutos en multiplicadores (A1, ...\,). Asumimos también que existe
no resonancia de orden menor o igual que N. Entonces, existe un cambio de variables

suave C'7! el cual transforma el sistema (2.15) en su forma lineal.

Se desprende de este teorema que un difeomorfismo no lineal puede ser transformado a su
forma lineal por un cambio de variables C” siempre que existan no resonancias de orden
|m| < N, donde N > rn.

Teorema 2.12. (Teorema de Belitskii) Sea f € C?, |\¢| #1 (k =1,..n) y asumimos

que la siguiente condicion se cumple
Al 7 AR A <1 <[], (2.32)

donde 1,5,k € {1,...,n}. Entonces el sistema (2.15) puede ser transformado en su forma

lineal por un cambio de variables C*.

Ejemplo 2.13. Consideraremos el difeomorfismo 2-dimensional

3 0 2x? — 12
7= SR BN (2.33)
0 2 To 3z179 + 975

y encontraremos un cambio de wvariable continuo como en (2.17) que trasforma este
sistema en (2.18).

Calculamos resonancia para Ay = 3
3=3"2"2 donde, mi+ms =N,
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luego

3 = 3moN-m
=0,
entonces
In3—NIn2
m =———
! In3—-1In2

y como N > 2 ymy € N no existe resonancia para A\ = 3.

Andalogamente para X = 2 tenemos

2 =3"2"2 donde, mi+ms =N,

luego
2 =3m2N-m
& o-om,
entonces
_ (I1-N)n2
L R

Como N > 2 ymy € N no existe resonancia para A = 2.

Ya que los autovalores son no resonantes, entonces existe un cambio de variable

Y=+ (PZ(x))

donde

d1(2,0)$% + dy1,) 1T + dl(o,z)ffg
pa(x) =
d2(2,o)$% + dy,1)T172 + d2(0,2)$g

Ademds como

3z} — 23
f(x) = ,
3x11o + 93
entonces dy2,0) = 3, dia1) =0, dioz) = —1, daz) =0, doa1y) =3 y dao2) = 9, también
Azo) = 3%2%, A1) = 312" y Az = 322
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Por lo tanto

2
1 2
T T T
y= + )
3 9
. o L1T2 — T2
4 2
luego como
J=1Z+p2()
con
161
— 92} + 4ad — 323 + Twyxd + 3623 — 2ot + 122903 + Sdwyad + 18ta)
P2(T) =
9 2 _ 45,2 243, .2 _ 6393 _ 27,3 243,2.2 _ 963,. 3
—§$1I2 — 18.’E2 - IxIIQ - TIlﬁCQ — TCCQ — IIlﬂUg — TI'IIL'Q — TZL‘l.IQ —
remplazando obtenemos
__ (30 Y 01(x)
y - + I
0 2 Y2 02()

donde

—31“;’ + 75611:% + 36x§ — gx‘f + 121’%1‘% + 54:51:10% + %x%

45 .2 243 2
_lel’? — Txlxg

_ 639
4

3 27,3 243 .2 .2 963 3 621 .4
Ty — zl‘ll‘g — T@d% — 71'133'2 — TLEQ
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3. Teorema de la Variedad Estable y Central

En esta secciéon mostraremos la demostracion del teorema de la variedad estable de
Irwin expuesta en [19]. También presentaremos el Teorema de la Variedad Central para
difeomorfismos que son contracciones en el plano. El Teorema de la Variedad Central es
una herramienta fundamental para hacer la demostracion del Teorema de Zhang-Zhang
en [20].

Se sabe que para demostrar el teorema de la variedad estable son importantes dos cosas;
primero que se debe conocer la existencia de la variedad inestable y segundo que el
difeomorfismo que se da sea invertible. La demostracién que daremos en esta seccién,
que fue propuesta por Irwin, no se necesita conocer de ante mano ninguna de esas dos

hipétesis.

Sea £ = F; & FE5 espacio de Banach con un automorfismo 7' el cual preserva la
descomposiciéon. Suponemos que 1’ es hiperbdlica, en particular, que contrae en F; y
expande en Fs. En otras palabras, para algin A, 0 < A < 1 tenemos

T <A, T3 < A, donde, T;=T|g,. (3.1)

Diremos que E estd dotado por la norma || - || dada por
||z|| = sup{z}, para todo x € E

y que p; = plg,, fi =pio fyque Ei(r) ={x € E;/||z]| <r}.

Definicién 3.1. Una funcion f: X — X, donde X es un espacio de Banach dotado de

la norma |- |, es una funcion Lipschitz si existe K > 0 tal que
[f(@) = f)| < Kl —y.
K se dird constante de Lipschitz.

Observacién 3.2. Dada dos funciones Lipschitz cualquiera F' y G tal que si la constante

de Lipschitz de I es menor que la de G, daremos como notacion que:
Lip(F) < Lip(Q)
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Lema 3.3. Sea F' un espacio de Banach, X un espacio métrico y f,g dos aplicaciones
continuas desde X a F. Suponga que f es inyectiva y que f~1 es Lipschitz. Si g satisface
que Lip(f — g) < [Lip(f~1)]7!, entonces g también es inyectiva y

Lip(g™") < ([Lip(f~")]" = Lip(f —g))~"
= Lip(f~")/(1 = Lip(g — f)Lip(f~)).

Demostracion

lg(2) =gl = [1f(x) = F)ll = [I(g = F)x) = (g = W)l
> - :

I -
[Lip(f D)7t = Lip(f — g)ld(z,y)
&

Lema 3.4. Si f : E(r) X Es(r) — E es una perturbacion de Lipschitz de T con
Lip(f—T) <e < 1=\, entonces si x = (x1,x2) ey = (Y1, y2) son puntos en Ey(r) X Ey(r)
con
21 — il < lz2 = oll,
entonces
1fi(z) = AW < A+ )l — ]
< (AT =9)llfa(2) = L)l

Demostracion Para la primera desigualdad observemos que

1fi(@) = L)l <|lp(f = T)(x) = po(f = T)(y) + Ti(z1) — Ta(y)]|
<|lpo(f =T)(x) = pi(f = T)WI + [T (1) — Ta(y)|
<ellz =yl + Allz1 — |
< A+ o)z —wll.

Y para la ultima desigualdad observemos que

[f2(z) = LI =] = 2(f = T)(x) — p2(f = T)(y) + To(x2) — Ta(y2))|
> (| Ta(z2) — To(y2)[| — [lp2(f — T)(x) — po(f —T)(y)]]
> A Hwgy = || = ellz —yl|
> (A —e)l|wg — wol|

Del hecho que A —e < 1 < A\™' < X\72 — ¢ obtenemos el resultado.d
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Definicién 3.5. Para f: E(r) x Ey(r) — E yr > 1" > 0 definimos W2(f) como

WE(f) = {x € B (r')x Ey(r")/ para todo n >0, f*(z) esta definida vy, |||f"(z)|] < r}

Corolario 3.6. Para f : E(r) X Ey(r) < oo con Lip(f —T) < e < 1— X el conjunto
We(f) es el grdfico de la funcion g : A — Es(r), donde A es la proyeccion de WE(f) en
Ey(r). Ademds g es Lipschitz con Lip(g) < 1y flws(s) contrae distancias. Por lo tanto,

f tiene a lo mds un punto fijo el cual, si eziste, atrae todos los otros puntos de W7 (f).

Demostracion Sean x = (x1,22) y y = (Y1,y2) dos puntos cualquiera en W2(f). La

afirmacion acerca de g es lo mismo que demostrar que ||x2 — ya|| < ||z1 — 1]l

Suponga por contradiccion que ||xe —yo|| > ||z1 —y1||, entonces por el lema anterior (3.4)

tendriamos

1f2(2) = L)l = (A = e)llz2 — o]l

y por induccion, para todo n > 1
13 (@) = I = (A =) |2 = wall.

Ya que (A™' —¢)" — oo cuando n — oo (A\' — e > 1), tendriamos que concluir que
l|za —y2|| = 0, pues || f3(x) — f2(y)|| < 2r, que es una contradiccion a nuestra suposicion.
Por lo tanto ||xe — yal| > ||x1 — 11]|.

Ahora, debemos mostrar que f|wsp) es una contraccion. De lo anterior, conocemos que
para x,y € W2(f) tenemos ||z — y|| = ||x1 — wn1||. Ademds ya que f(WE(f)) € W2(f),
también tenemos ||f(x) — f(y)|| = ||f1(x) — fo(y)||. Por lo tanto

1f (@) = FWll = [lfi(2) = L)l
< |[|(fi = T)(x) = (i = )W) + [T (1) = Ta(ya)I] -
<celle =yl + Mlzr —wall = (A +&)llz -yl

Como (A +¢€) <1 entonces flwsp) es una contraccion.de

Teorema 3.7. (De la Variedad Estable de Irwin) Sea T : E — E un automorfismo
hiperbdlico tal que cumple (3.1). Existe un ¢ > 0, que depende sdlo de \,y, para todo
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r > 0, existe § > 0 tal que si f : E1(r) X Ey(r) — E satisface que Lip(f —t) < € y
[|£(0)|| <9, entonces WE(f) es el grafico de una funcion Lipschitz g : Ey(r) — Ex(r) con
Lip(g) < 1. Ademds si f es C* entonces g también lo es.

Demostracién Para © € WP(f) la sucesion v = {y(n)/n > 1,7(n) = f*(x)} satisface

las siguientes condiciones:

Lol <,
2. f(y(n)) —~v(n+1) =0 para todo n > 1,

3. fla) = (1) = 0.

Inversamente si un punto x € E(r) y una sucesion (y(n))n,>1 satisfacen esas condiciones,
entonces v € W(f) yvy(n) = f*(x). Para desarrollar esta idea debemos introducir alguna

notacion.

Sea B = {y/v = (7(n))nz1,7(n) € E,sup,s [[¥(n)|| < oo}t. Con la norma ||y|| =
sup,>; |[v(n)||, B es un espacio de Banach. Sea B(r) la bola cerrada de radio r en B.

Dotamos a E X B y E1 X B con la norma del supremo inducida por E1, E, y B.
Ahora definamos la aplicacion

F:E\(r) x By(r) x B(r) — EixB
F: ($1,$27’}/) - (xlaFm(’y))»

donde F,, : Ey(r) x B(r) — B es definida como

Fy, (v)(1) = f(a1,22) —y(1)
Fp,(v)(n) = f(y(n = 1)) =7(n) n>2.

Si mostramos que F' es invertible y que su imagen contiene E1(r) x 0 podemos definir g
por g = HQF_1|E1(T)><O, donde Iy es la proyeccion de Ey x Ey x B sobre Ey. Usaremos,

por supuesto, el teorema de la funcion inversa de Lipschitz para hacer esto.

Definamos T de forma andloga a F, con T en lugar de f. T es claramente un operador
lineal y continuo con ||T|| <1+ ||T|| y Lip(F — T) < Lip(f — T). Consecuentemente si

mostramos que T es invertible y Lip(f —T) < || T (|7, entonces F también es invertible.



T es invertible
T es definida explicitamente por T(xq,xe,7v) = (x,v) donde
1) = T (1) = T, 22) (1)
v(n) = Ty (y)(n) = T(y(n = 1)) =7(n) n=2.
Necesitamos expresar xo y vy en términos de x1 y v. Escribiremos v(n) = (y1(n),12(n)) €
Ey x By, v(n) = (r1(n),12(n)) € Ex X Ey; Luego
n (1) = Ti(z1) —n(1)

va(1) = To(z1) — 72(1)
vi(n) =Ti(z1) —n(n), n>2,
va(n) = To(xy) — Y2(n), n>2.

La primera y la tercera ecuacion debe ser escrita como
1(1) = =11 (1) + T (1),

Yi(n) =Ti(n(n—1)) —n(n), n=2
que reemplazando sucesivamente nos da

n

ZTfL_j(Vl(j))

J=1

mn(n) = - + 17 ()

La cuarta ecuacion estd dada por

n(n—1) =Ty [ra(n) +12(n)]
=T, ' va(n) + T5 ' (ra(n + 1) + 72(n + 1))]

Asi, en el limite

y(n) =Y Ty (v(n+ ).
j=1
Finalmente para la seqgunda ecuacion
To = Z T27j(’/(j))-
j=1
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Estas series son todas convergentes pues ||T5 || < 1 y sup,q ||v(n)|| < co. Asi, tenemos

establecida la inversa de T como

T' EyxB — F, xE,xB
T_l(th) - ($171’27’Y)7

donde

To = Z Tz_j(’/(J))

’)/1( Tn (L'l ZTTL J ] ,

Z T2 v(n+7))
y uno puede verificar fdcilmente que HT || < (1 =X, luego como Lip(F — T) <
Lip(f —T) <e<(1—=X\) <||T Y™, Entonces F es invertible.

La imagen de F contiene a £y x {0} cuando € y f(0) son pequenos.

Note que la imagen de F contiene a (x1,0) si y sdlo si la imagen de F,, contiene a 0.
Ademdas, F,, es una perturbacion de Lipschitz de Ty, y Lip(F,, — T,,) < Lip(f —T). Ya

que T, difiere de Ty sdlo por una traslacion tenemos, en efecto, que Lip(F,, — Ty) <
Lip(f = T).
Ahora ya que el operador lineal Ty : Fy X B — B es definido por

To(v)(1) = T(0,z2) — (1)
To(v)(n) =T(v(n = 1)) =v(n), n=>2,

vemos que T es invertible y tiene inversa

T,':B — E,xB
Ty'(v) — (a2,v),

donde

Ty = Z T;%”(]))
I IO)]
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ZT v(in+j))

y 1T < (=N

Si Lip(f —T) < e <1— X vemos que Lip(Ty," F,, — Id) < &/(1 — \) y usando el Lema
3.3

Ty Fo [ Ba(r) x B(r)] D Ty  Fy, (0) + Ea(s) x B(s),

donde s = r(1 — =).

Ahora calculamos || Ty F,, (0)||. Primero, para todo F,,(0) = v, donde v(1) = f(z1,0) y
v(n) = £(0,0). Consecuentemente, Ty'F, (0) = (zq,7), donde

xo =Ty [ fo(21,0 +ZT2 [f2(0,0)],

n

n(n) = =T Az, 0)] = > TP [£1(0,0)],

= Z Ty [£2(0,0)).

Ahora podemos estimar

[f1(z1, 0)[[ < oo (f = T) (21, 0)][ + [|Than ]|
<|I(f = T)(@1,0)[| + Al| ],
andlogamente
[Lfa(r, O[] < J[(f = T) (1, 0)]I;
y ademads
(= T) (1, 0)]] (f =TYO) + II(f = T)(x1,0) = (f = T)(O)I]

SO+ el
Para esto estimamos || Ty Fy, (0)|| como sigue:
A
[l2]| < eXllea][ + £ (O],
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@) < Xzl + Azl + A HIFO)]] + 2252, A1 £(0)]]
<z l|(la+€) + 11 £(0)]],

A
() < £ O

T3 B O] < O &) + 1 O]

ya que la imagen de Ty'F,, contiene la bola al rededor de Ty'F,, (0) de radio s =
r(1 — %), ella contiene a 0 cuando (A + €)r + 1/(1 — AN)||[f(0)]] < (1 —¢e/(1 = X)).
Podemos reescribir la desigualdad como

£ O] < (1= Nr (1 ~A—e- %) =r[(1—A)? — (2 - \)).

Suponga entonces que ¢ < (1 — X\)?2/(2 =X < 1 — X y tomando § > 0 tal que
§<r[(1-=X%?—e(2—M\)]; si Lip(f—T) < e y||f(0)]| <8, hemos mostrado que || Ty  F,,||
contiene al 0. Ya que || Ty es lineal, la imagen de ||F,,|| contiene al 0 también. Asi la

imagen de F contiene a E1 X 0 como se desea.

Mirando hacia atrds sobre lo que hemos hecho, vemos que tenemos que mostrar en este
punto que:

Si Lip(f—=T) <e < (1=X)?2/2=X) y||f(0)]]| <6 < r[(1=N)?—e(2—=N)], entonces W?(f)
es el grdfico de una funcion Lipschitz g = o F | g, (myxo : B1(r) — Ea(r) con Lip(g) < 1.

Para finalizar la demostracion del teorema de la variedad estable sdélo necesitamos:

g es C* cuando f es C*.

Para mostrar que g es C* claramente sélo necesitamos mostrar que F~* lo es. Ya que

Lip(F— T) < || T ||}, si F es C tenemos que para todo (x,7) € E(r) x B(r),
IDFuq) — T < [| T

Esto significa que DF,.) es un isomorfismo lineal para (x,7v) € E(r) x B(r), asi el

teorema de la funcidn inversa C* muestra que F~' es C* cuando F lo es.

Reduciremos la demostracion a mostrar que F es C* cuando f lo es. Desafortunadamente
B es demasiado grande para que esto sea posible, pero esto es una dificultad que podemos

superar.
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Note que el candidato obvio para la derivada de F en el punto (x,v) = (x1,x2,7) de

E(r) x B(r) es la aplicacién lineal

L:EExEyxB — FE, xB
L(y17y27l/) - (y17§)7

donde
s(1)=Dfo(y) —v(1) con y=(y1,92),
«(n) = Doy lv(n — ] = v(n), n>2.

Tenemos F(x +y,v+v) — F(z,v) — L(y,v) = (0,¢) € Ey x B, donde
1
A1) = Fo+) = f6) = D) = [ (Dfzusy = DL

p(n) =fly(n—1)+vn—1]— fy(n—1)) = Df,u-1y(v(n — 1))
= Jo (Dfsn-rytvtn-n) = Dfsuon)(v(n = 1)dt - n =2,
Esto muestra que el cociente

| F(z +y,v+v) = Flz,7) = Ly, v
(. vl

estd acotado superiormente por

1 1
méx ( / D fosry — D falldt, sup / 1D £ m)+tum) — wawlldt) :
0 n= 0

El apoyo de todas esas integrales no necesariamente tienden a cero con ||y,v||, ya que
B no es localmente compacto y Df no es necesariamente uniformemente continua. Si
supiéramos que {y(n)/n > 1} estuvieran contenida en un subconjunto compacto de E(r),
en particular, si y(n) convergiera entonces el apoyo tenderia a cero con ||y,v||. Esto
conduce a considerar el espacio C de todas las sucesiones convergentes:

C={ye€ B/ lim y(n) eziste}.

Yo que E es completo C es también el subespacio de todas las sucesiones de Cauchy, uno
puede fdacilmente convencerse que C es cerrado en B. Luego C mismo es un espacio de
Banach.
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Note que F(E1(r) x Eo(r) x C(r)) C Ei(r) x C por lo que tiene sentido considerar la
restriccion F de F a Ey(r) x Ey(r) x C(r) y definimos T similarmente como la aplicacion

mducida por T. Tenemos esencialmente que demostrar que F es C* cuando F lo es.

Siempre que sabemos T es wvertible, podemos ahora repetir nuestra construccion previa
de g con F, T y C en lugar de F, T y B, es decir, que T-(Ey x C) C Ey x E, x C.
Esto se procede a comprobar.

Sea (x,v) en Ey x C y recalquemos que T *(z,v) = (21, 22,7) es dada por
Ty = ZT;j [a(n)]
j=1
y(n) =17 (1) ZT" J [1(n

= ZTQ_j[V2(” + 7))

Para mostrar que v pertenece a C mostraremos que v, y 2 son de Cauchy. Primero ~,:

ZT"]Vl ZTmJVl

Ya que ||T1]| < A < 1, el termino ||T](x1) — T3 (x1)|| tiende a cero cuando n y m tienden

n(n) =nm)|| < + |17 (1) = T (1) ]

a 0.

Como por el otro término:

g

n—1
ZT v(n—k Z 1 (m — k)]
k=0

(ZA’“) sup [[1(h) — (1 ”4‘2( Z )\k> |2 ]].

k=0 h>n—N k=N+1
I>m—N
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Para cualquier € > 0 podemos encontrar Ny suficientemente grande de modo que

1—A
sup || (h) = (D] < ——¢
h > Ny
1> Ny
y oo
> N <
k=No+1 Al ]

que nos dice que, para n y m > 2Ny,

m

ZTW () =D T ()]

=1

= 1—X 2|
< \F —
(Z ) 2 Al

Asi, hemos mostrado que 1 es de Cauchy.

El caso de vy es mas facil, podemos estimar

[72(n) — 72(m)]|| < (Z )\J) sup lva(n + 5) — va(m + 7)),

=1
ast ya que la sucesion vo es de Cauchy, también lo es 7s.

En consecuencia g puede ser definida como g = ﬁQF_I|E1XO, donde 11, es la proyeccion
de E1 x E9 x C a E,. Puesto que hemos mostrado anteriormente que g es tan suave como
lo es F el cual es tan suave como lo es f, esto finaliza la demostracion del Teorema de la
Variedad Estable.de

El siguiente Lema es un Corolario del Teorema de la Variedad Estable (3.7)

Lema 3.8. Teorema de la Variedad Central Suponga que F : Q — R? es una C'¢
contraccion (0 < ¢ < 1) y que los dos autovalores Ny y Ay de F'(0) satisfacen (1.5).
Entonces existe un disco cerrado V. C Q centrado en 0 tal que F tiene una curva CY¢

mvariante

I'={(21,22) € V/z1 = g(x2)},
donde g: VNR — R es CH¢ 4 g(0) = ¢'(0) = 0, si la contante ( satisface que 0 < ( < oy
donde oy es dado en (1.3).
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Demostracion

Sea la norma || - ||c1.¢c definida como

ez +A) — p(x) — ' (z)Al
[AfH+e

para toda aplicacion ¢ : R — R CY. Sean S; y So que denotan las avisa de x; y

lpllcre = supye [l¢'(2)]] + sup, ack

Ty respectivamente, los cuales son obviamente subespacios cerrados de R? invariantes
bajo F'(0) y satisfacen que R? = S; @ Sy. Entonces uno puede chequear que eriste una

constante a > 1 tal que la expansion F~1 satisface las siqguientes afirmaciones:

1. F=1(0) = 0;

Pues 0 es un punto fijo

2 1F(0) s, | = [\ < a=049;

Es claro que ||[F'(0) |s, || = M| y a demds |M\| < [X2|'T¢, pues 0 < ¢ y de (1.5).
Eziste un € > 0 suficientemente pequerio tal que |A\i| < (|Ay — €)', haciendo

a= /\#| que claramente es mayor que cero, obtenemos lo que queremos.
o—€

3 NMET ) |y | = X2l <@
Andlogamente, es claro que [[(F7Y(0) |, || = |27, [Xe]™ < (JA2] —&)7' g

a = |, demostramos la afirmacion.
)\2—6 ’

4. existen aplicaciones H : R? — R? tal que H(x) = F~'(z) cerca de 0 y ||H||crc =

|H(xz) — H'(0)x||crc es suficientemente pequeno

FEste item se puede probar por la eleccion de una bump function apropiada sobre R?

(es una funcion suave con soporte compacto).

En efecto, podemos considerar la aplicacion H definida por H = ¢(nx)H(x) + (1 —
o(nx))H'(0)z, donde ¢ es tal bump function. Observemos que por la eleccion de n
suficientemente grande, 4 se cumple. Ademds, ya que en una vecindad U del origen
H = H la curva T' que se obtiene aplicando el Teorema 3.7 a H serd invariante
bajo H en una pequenia vecindad del origen. Entonces por Teorema 3.7 la aplicacion
H tiene una curva invariante CY¢ sobre R? y por lo tanto F~' tiene una curva
invariante OY¢ sobre un disco cerrado V C § centrado en 0, el cual es tangente a

la azisa xo para 0. También lo hace F. &

33



4. Linealizacién C' de F

Nuestro objetivo, en esta seccién, es encontrar un difeomorfismo ¢ de clase C* cerca de 0
tal que cumpla la ecuacién (1.1). Mdas especificamente, presentaremos un resultado para
el caso de contracciones diferenciables con constante de Holder a (C**) en R?, la cual
establece que para algin a > ap = 1 — log|A\z|/log |A\;| admiten linealizacién C! si A y
Ay son las partes reales de los autovalores asociados al punto fijo 0 y satisfacen (1.5).

Observacién 4.1. Si existe tal difeomorfismo ¢, S siempre es similar a DF(0). En
efecto, 0 es un punto fijo de F' (F(0) = 0), entonces

¢poF(x)=5o0¢(x).
Derivando la igualdad anterior en el origen, obtenemos
D(F(0)) o DF(0) = DS(6(0)) © D(0).
La ultima expresion es equivalente a

D¢(0) o DF(0) o [Dp(0)] ™+ = S.

Por lo tanto S es similar a DF(0).

Como o habfamos mencionado buscamos linealizacién C! para contracciones en el plano,
entonces podemos asumir que S = F’(0). Ya que \; # Az por (1.5), suponemos ademds

que S es de la forma diagonal, es decir,

S_F’(O)_<Aol i)

En lo que sigue para x = (x1,22) € R?, definimos la norma || - || como
| z ||= max{| z1 |,| z2 |}

Teorema 4.2. de Zhang-Zhang

Sea Q0 C R? una vecindad del origen y F : Q — R? una contraccion C**, 0 < a < 1,
siendo 0 un punto fijo. Asumamos que los dos autovalores Ay y Ao de F'(0) satisfacen
(1.5) y que

log | As|

a>oap=1- (4.1)

log |)\1| -
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Entonces existe una vecindad U C Q2 de 0 y un difeomorfismo ¢ : U — R? de clase C! tal
que F admite una linealizacion C* en una vecindad del origen.

El niimero o dado en el Teorema de Zhang-Zhang es una cota inferior del exponente de
Holder o para la linealizacién C'. Obviamente oy < 1. Se sigue inmediatamente que la
contraccién CH! del plano admite linealizacion C* (C1#) local, como lo establece Hartman
y que contraccién C'1* obtiene linealizacién C'* (C1*1) como lo indica Chaperon. Ademés
uno puede chequear que o < «; por (1.5), lo cual implica que la condicién (4.1) es mas
fina que la condicién (1.3), pero obtiene una linealizacién mas débil de la que da Chaperon.
Por lo tanto el Teorema (4.2) de Zhang y Zhang sélo extiende los resultados mencionados
en [5] y [7] para el plano.

Demostracién del Teorema (4.2) Como lo comentamos en la introduccion de la tesis,
Chaperon probé que una contraccién C1® (0 < o < 1) F en un espacio de Banach es
linealizable C'' para o € (aq, 1] con a; como lo indica en (1.3). En particular para ese

a > oy la linealizacién es C*.

Ademés, observemos que ser C*® implica C*% cerca del origen 0 para & < a. En efecto,

come |F'(z) = F'(y)|

|z —yll*
1E" () = F' ()|l _ [1E'(z) — F'(y)]
[l =yl lz = yll
pues & < « < 1 cerca del origen 0, entonces

[E"(x) = F'(y)]]
[z =yl

<k

I

<k.

Lo que queremos probar que para un o determinado en (4.1) tal que ap < oy < « la
linealizacién es C', Para ello es suficiente considerar o = & € (g, 1] N (0,1]. Con el fin
de simplificar la deduccién, Aplastaremos F' a lo largo de la axisa x5 por enderezamiento
de una curva invariante (que es la variedad central) de F' que es tangente a la axisa o,

como muestra la Figura 1

Por Lema 3.8 existe un disco cerrado V' C Q centrado en 0 tal que F tiene una curva C'H¢
invariante I' = {(z1,79) € V/2; = g(x3)} donde g : VNR — R es C*% y g(0) = ¢/(0) = 0.



\4

A

Figura 1: Enderezamiento de la curva invariante I'.

Esta curva, que es la variedad central estable del flujo de F, nos permite hacer la C*¢

transformacién @ : V — R? definida por

0(x) = (z1 — g(x2), 22) (4.2)

tal que podemos considerar la aplicacion F=0oFof!enel lugar de F. Una vez que
probemos la linealizacién C* para ]5, naturalmente conoceremos la linealizacién C! de F
ya que 6 es un difeomorfismo C! local.

Para I tendremos una nueva curva [' que buscamos hacer invariante. Entonces,
consideremos Fy = mF, Fy = mF, F} = mF y Fy, = mF', donde 7 y w9 denotan

las proyecciones sobre las axisas x; y xo respectivamente. Un cédlculo directo muestra que

Fi(z1,22) = Fi(x + g(x2), x2) — g(Fa(wr + g(x2), 22)),

Fy(y,w2) = Fa(w1 + g(22), 72)

Obviamente,

F1(0,25) = Fi(g(x2),22) — g(F2(g(xa),22)) =0, para todo xs € VNR, (4.3)

es decir, F deja la curva T’ = (0, z5) invariante, ya que el grafico de ¢ es invariante con

respecto a F. Ademds, F tiene las siguientes propiedades:
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Lema 4.3.

1. F es CY% en 'V tal que F(0) =0y F'(0) = S.

2.
|Fu(2)] < (0] + L) 2] (4.4)
Y
5F1(x) ~
< @ .

para todo x € V', donde L > 0 es una contante independiente de x

Dejaremos la demostracion del Lema 4.3 para después de la demostraciéon de este teorema.

En lo que sigue afirmamos que (S™"(F™)'(z))nen converge uniformemente. Pues si la
afirmacion es cierta, entonces la sucesion (S~ F"™(x)),en también converge uniformemente

cerca de 0 porque para cualquier m #n € N
IS E™ (@) = ST EM )| = [|STmE (@) = STMEM () — STME™(0) — ST E™(0)]|
< |[S7m(E™Y (nx) = ST (E (na) |,

donde 71 € (0,1) es un niimero que depende de x. Asi, el limite q~5 = lim,,_e S~F" define
una aplicacién C! cerca de 0, la cual satisface la ecuacién (1.1), pues

Fo¢ =lim, S "F"o0¢
= Slm, o S (D) ol

= S¢.

Ademas
#'(0) = limy, oo S™(F™)(0) = id,

donde id denota la identidad. Esto implica que gg es un difeomorfismo C! cerca de 0.
Ademés F admite una linealizacién C* cerca de 0.
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En virtud de probar la convergencia uniforme de (S~"(F")(x))neny notaremos que
|F(z)|| < ||z|| para ||z|| pequeiio por Lema 4.3, porque ||S|| = |A2] < 1. Esto implica
que F va de un disco cerrado suficientemente pequeno U C V centrado en 0 en si mismo.

Para cada n € N sea

(F"Y () = ( ) o) ) , (4.6)

cn()  dp(w)

donde a,, by, c,,d, : U — R son funciones continuas. Ademds, estas entradas satisfacen

las cotas presentadas en el siguiente Lema.

Lema 4.4. FEuxiste un disco cerrado U centrado en 0 tal que para cada n > 1 y para cada

x € U, se satisface

Jax (F"(x)) = M| < M|Ao|", (4.7)
(b1 (F" ()] < MM ", (4.8)
ler(F" ()] < M|Ao|", (4.9)

|dy(F" () = Aa| < M|Ao|", (4.10)

|an ()] < MM, (4.11)
bn ()] < MM, (4.12)
len ()] < M|Xo]™, (4.13)
|di(2)] < M|Xo]", (4.14)

donde M > 0 es una constante independiente de n y de x
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Dejaremos la demostracion del Lema 4.4 para después de este teorema. Note que

— 0
AT
S =
1
v

entonces

an(z)  bp(x)
AT AT

S(FY () -
Cn(x) dn(x>
Ay Ay

Queremos derivar F"*!(z), por regla de la cadena tenemos

(F)Y(a) = (F(E"(2)))
(4.15)
= FI(E" () (F") ().

En (4.6) haciendo n = 1 y usando F(x) en lugar de x hallamos F”(F™(x)) y remplazando
(F™)'(x), tenemos

_ ( an(F7(2))an(w) + by (F"(2))en(w) - ar (F™(w))bu() + by (F(2))dn () ) |

Nuevamente por (4.6) usando n + 1 en lugar de n, tenemos

—

cn1(z)  dnga(2)

cL(F™(@))an() + di(F(2))ea(z)  er(F"(2))ba(x) + di(F"(2))du()

( 41 ()  bnya () ) _ < ar(F"(2))an(@) + 01 (F"(2))ea(z)  ar(F™(@))ba(@) + by (F"(2))dn(2)
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Aplicamos el Lema 4.4 y el resultado anterior para estimar

(pi1  Ap (al(F"(x)) — A)ay(x) + bl(ﬁ’”(x))cn(x) Mz, N
_—— = < —_—
’Arlz+1 )\711 | ‘ A;LJrl | — |)\1| (lul + lu’2)7

’bnﬂ bn| (a1 (F™(x)) — M\)bu(x) + by (F™(x))dn(x),  M?

_ < - n n
)\rlt—i-l /\? )\717,—}-1 ’ — p\l‘ (/‘l’l + 1“2)7
(4.17)
Copt Gy (di(F™(2)) = Ma)en(w) + ea(FM(x))an(z), _ M>
_ = < —
’Ag+1 )\721 ‘ )\ngl | — |)\2‘ (:u.?) + :u2)7
o1 do) _ (d(F" (7)) = M)dn() + e (F"(2))ba(z), _ M?
- —=|= < (A
|)\;L+1 /\g| )\;H-l | — ’)\2‘ (/1’3 + :U’Z)v
para todo n € N y para todo x € U, donde
; 1% ] A%\ ]
= A a? = N 1 = T~
pa = [ M2 N 3 o
Se sigue que
- . M2
| S~ (F Y (2) — STHE™Y ()| < DNER Vn e N,Vz € U, (4.18)
1
donde 7, = méax pt + pg, ps + pf. Deseamos probar para todo
M, po, p3 € (071> (419)

En efecto pug < p; < 1 es obvio por (1.5). De la definicién (4.1) de «ap y el
cambio de & veremos que log|\s| < (1 — @)log|\;|, es decir |[Ao] < |[M\]'7% el
cual implica que py < 1. A demds se sigue de (4.18) y (4.19) que las series
»o0 | S (Frtly () — S(EF™)(x) converge uniformemente en U, es decir, la sucesién
(S~ (EF™Y(2))nen converge uniformemente en U. Como mostramos anteriormente la

convergencia garantiza la linealizaciéon C! para o = .o

Demostracion (del Lema 4.3)

Note que F'y 6 (junto con 671) son CH% ya que g es C1%, obtenemos que
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1F"(z) = E'(y)ll = (8o F o) (z) = (0o Fob)(y)l,
por regla de la cadena
1F" () = F'(y)l| = |0'(F 08 (@) F' (6" (2)(67") () = 6'(F o 67 (y)) (6" () (6~ W),

sumando  dos  ceros dados por O(F o O l(y)F' (0 Yx)(O0 Y (x) vy
0'(F o0 y))F'(0~ (y))(0~1) (z), tenemos que

1E"(2) = F'(y)ll < [|0"(F 067} (x)) — 0'(F 0 0= (y) || (0 (2))1[| (071 ()]
HO(F o 6 ()IIE (O () — /(0= ()6~ ()]
)

HO'(F 0 6= )IHIE @ w)IIO™) (x) - ( D'l (4.20)
< Lif|[Fob™(z) = Fo 0 (y)|* + Lall07 () = 07 (W) |* + Lsllz — ]|
< Lllz —yl®

para todo z,y € V, donde L4, Ly, L3 y L son constantes positivas independientes de x y
de y. Esto implica que F es C% en V. Note que g(0) = 0y ¢'(0) = 0 como se indica antes
de (4.2). Uno puede verificar que F(0) =0y F'(0) = S.

En virtud de probar 2., primero notemos que F; (0, z5) = 0 por (4.3) y aplicando la primera
dF(0,0)

ey = A1. Asi haciendo un par de célculos y usando

parte del Lema 4.3 tenemos que
(4.20), obtenemos

|Fi(z)] = |Fi(z1,22) — F1(0,25)|

<| 3F1(72931,$2)
- 81'1

| |1

8F1(72x1,x2) 8]51(0,0)

< _
< (| =2 L2 Dl

< (Il + Ll )|*) | ],

para todo x € V, donde 5 € (0,1) es un nimero que depende de x. Luego (4.4) en 2. es

probada. Ademaés tenemos que

OF (0, x5)

=0, para cada To € VNR. (4.21)
3x2
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0F1 (0, I'Q)
)

/ POR0D) by (4.22)
. ot

De otra manera, la continuidad de en x, implica que existe 25 € VNR tal que

- 22 OF) (24,1
Por otra parte, Fy (1, x2) = / %dt + h(z1),donde h : VNR — R es una funcién

tal que h(0) = 0 ya que F;(0,0) = 0. Se sigue de (4.22) que

A = [0
0

lo que contradice (4.3). Asi, de (4.20) y (4.21) tenemos

’ 81&1(.T1,$2) ’:‘ 8ﬁl($1,l’2> o 8]51(0,372)
0xo 01y 0z

| < L|z1|*,  para todo x €V.

Esto demuestra (4.5) dada en 2. y concluye la demostracién del Lema (4.3). &
Demostracion del Lema (4.4)

Por (4.20) y (4.5) en el Lema 4.3, tenemos que para cada z € V'

3F1( ) 9K (0)

@) ~ M| = | O < D, (1.29
(@)l = 17| < e, (4.21)
o) = | 2220 PBO0)) g (4.25)
(@) — ol = | 222) 0RO e (4.26)

Por otro lado existe un disco cerrado U C V centrado en 0 tal que
IF™ ()] < M|l (4.27)
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| F™(x)] < M|\ ", (4.28)

I(E™) ()] < Mo (4.29)

paratodon € Ny paratodox € U, donde My, M, son constantes positivas independientes

de n y de z. En efecto,

IF@)| < [1F(rs)| - M=l < (IS] + | F'(rs2) = E'(O)])]|]|
(4.30)
< (|| + Ll [[*) ]|zl

donde 73 € (0,1) es un nimero que depende de z. Asi podemos inductivamente probar

que existe un disco cerrado Vi C V centrado en 0 tal que
|F'(z)|| < (|A2] +6)', para cada i €N, y cada x € Vi, (4.31)
donde § = (1 — |A2])/2. Sustituyendo (4.30) en (4.31), tenemos
IE @) < (ol + L] + O (@), para cada i € NU{0},
lo que implica (4.27) por induccién, donde
My = TS0+ (ol + 07} < o0,

Similarmente, por (4.4) en el Lema (4.3) vemos que existe un disco cerrado Vo C V

centrado en 0 tal que
|m FHY ()| < (JXa| + L(|Xo| + 0)!) |7 Fi(z)|, para cada i € NU{0}, para cada x € Vs.
Lo que implica (4.28) por induccién, donde
My = TIZo{1 + (ol + 8} < oc.
Ademas consideramos
IE @) < ISI|+ 1F () = F'(O)|] < o] + L]|]|.
Se sigue de (4.31) que

NEY @) < [JF/FE )] - 1F @) < T {Xel + LA +6)}
(4.32)
< M| Ag|™
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para todo n € N y para todo x € Vi, esto establece (4.29), de otra forma las tres
desigualdades permanecen en la vecindad U =V, N V5.

Sea M > 0 una constante mayor que max{LM® LM M;}. Sustituyendo (4.27) y
(4.28) en los argumentos de (4.23) y (4.26) respectivamente, obtenemos las cuatro
desigualdades dadas en (4.7), (4.8, 4.9) y (4.10) . De (4.29) inmediatamente obtenemos
las dos desigualdades dadas en (4.13) y (4.14.

En virtud de probar las desigualdades dadas en (4.11) y (4.12), note que usando (4.7) y
(4.13) tenemos que

laini(@)] = ar(F())ai(x) + ba(F(2))ei(2)
(4.33)
< (JM] + M| ¥)a;(x) + M?(|M]%|A2])!,  para todo i € N.

Fijando M > 0 suficientemente grande tal que |a;(x)| < M?. Entonces, por (4.33),

jan(@)] < MPTTEHIML+ Mol ) + M2 T {M] + Mol o] + ..
M TLS A+ M D H( A Ael)* + o+ Mg

< IR0+ 3 \|/\2|ZO‘)Z§°;0(W) A |™ = MIA,

para todo n € N donde W p2 < 1, conocida de (4.19). Ademas

M = BT (14 A5 Ao [) S5y (Rakel)i < oo,

Asi, sin perdida de generalidad, asumiendo M = M podemos probar (4.11). (4.12) se
prueba de forma similar. Finalmente la demostracién del Lema (4.4). &

Observemos que la desigualdad (1.4), establecida en el Teorema 4.2, debe ser escrita
como (F — $)D(0,25) = 0, para todo 0 < j < k, donde F es C*, pero no puede
obtenerse de aplicaciones C (0 < o < 1). Con el fin de superar la dificultad, probamos
la desigualdad |by(F™(x))] < M|\|"® presentada en el Lema 4.4, el cual tiene una
delicada diferencia, que la constante |\;| es més pequena que la correspondiente constante
|A2| en otras tres desigualdades dadas en (4.7) y (4.9). Esto garantiza que la sucesién
(SO (Frtly () — S=(F™Y(z)) es controlada por la sucesién (1, )nen establecida en
(4.18)
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5. Regularidad de la linealizacion

En esta seccién estableceremos la clase de diferenciabilidad de la linealizacién ¢ obtenida

del Teorema 4.2 de Wenmeng Zhang y Weinian Zhang.

Teorema 5.1. Sea F' como en el teorema de Zhang-Zhang y sean A\ y Ao de F'(0) que

satisfacen (1.5). Entonces, las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. Siap < o < 1, entonces F' puede ser linealizada por una trasformacion de clase
CYe cerca de 0.

2. St =aq <1, entonces F' puede ser linealizada por una transformacion de clase
CYP cerca de 0 para todo 3 € (0, )

3. 5t a =1, pero ay > 1 entonces F' puede ser linealizada por una trasformacion de

—1
clase C1*1" cerca de 0.

4. Siag < a<min{l,aq}, entonces F puede ser linealizada por una trasformacion de
clase CY% cerca de 0, donde By = (o' + a—1=ay'a—1€ (0,1).

Demostracion El resultado 1., como lo mencionamos anteriormente, fué probado por
Chaperon en [5]. para probar 2., 3. y 4. estimaremos el exponente de Holder 3 con la
primera derivada para la transformacién ¢ obtenida en el teorema de Zhang-Zhang.
Tal como en la demostracion del teorema 4.2, primero asumiremos que o = & en
(o, 1) N (0,1] e investigamos la aplicacién reducida F, la cual esta definida en (4.2).

Sea ¢ = lim,_, S="F". Se desea mostrar que
16/ () = &' ()| = || JLHQO{S_”(F”)'(x) — STEM ()} < K|z =yl (5.1)

para K y w constantes positivas, lo cual implica que ¢~> es de clase C'. A partir de la
suavidad C1® de 6 establecida en (4.2) y la relacién ¢ = ¢ o 0 podemos usar el mismo

argumento que en (4.20) para ver que la aplicacién ¢ tiene suavidad C'*, donde
f = min{a, w}. (5.2)

En virtud de calcular el valor de w en (5.1), tenemos



[y {57 (F) () = ST (F™) ()}
< ISL S E 1) (@) = ST+ 1) ()} = {S T E (@) = ST E () 3]
+H|STHE (2) = ST ()]
< 3 ST 4 1) () = ST (E" 1) (y)} = {STH(E") (x) = STHEMY ()}
+HM | Lz =yl
para todo z,y € V por (4.20), en el cual
St ST (E™ 4+ 1) () = S™D(E™ + 1) (y)} = {ST (") (x) = ST"(F™) ()} |

o0 |(an+1(l’) _ an+1(l’)) _ (an(w) _ an(w))’ ’(bn+1(93) _ bn+1(w)) _ (bn(w) _ bn(w))’

Ol I S S R Ay S N L R
Cn+1(Z)  Cnt1(X _ (CtnlZ)  CnlT n+1(Z) _ an41(Z _ n(Z)  anl(Z
I( (z) ()) (() ())| |(d (x) _d ()) (d() d())|

n=1 APt APt AT AT APt APt AT Ap /b
Aqui ay, by, ¢y, d, son obtenidas en (4.6). Para la primera entrada en (5.3) por (4.16) se
tiene
i (an+1(l‘) . an+1(l‘)) . (an(x) o a”(x))
SN T T T

= Zle(w;ml{(m(F”(@) = A)an(z) + by (F7(2))en(2) }
—{(ar(F™(y)) — M)an(y) + b1 (F"(y))ca(y) })

S 191(‘177 y) + 792(%9) + 193(‘/1:7 y)7

donde
Oi(w,y) = 3o (e laa (B (@) = M| - [an(2) = an(y),

o(x,y) = oot (e |1 (£ (2)) = bu(E™(2))] - |en ()]

Ps(2,y) = Lol (pferrloa (B (@) = ar (F7(2)))] - lan ()]
o1 (B ()] - [en(@) = cal(y)]-

Lema 5.2. Fuxiste una vecindad U C 'V de 0 y constantes positivas K1, Ko y K3 tal que

di(y) < Killz -yl (5.4)
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Ua(w,y) < Kollw —yl[ler 0, (5.6)

Os(x,y) < Ks||lz —y||° (5.8)
para todo x,y € U.

Observemos que el exponente (af1 + 1)a — 1 es una constante positiva ya que & > «.
Este lema es probado por el Lema 4.4 y daremos la demostracién después de demostrar

este teorema. Entonces por Lema 5.2,

i ((Ln+1($) N (Ln+1($)) N (an(x) o an(as))
i NP Vo DY
< K|z —y][ 0 4 K| |r — g A 4 Kl — )| (5.9)

Las estimaciones para la segunda entrada en (5.3) es a lo més la misma, por lo tanto

tenemos

Z )\711-&-1 - )\rll—i-l )\’iL - )\717,)

n=1

< K|z =yl 4 Kol — [0 4 Kyl — (5.10)
Para la tercera entrada en (5.3) notemos que para todo k € Z

|F/(F*(x)) = F'(FE)|| - < LI(F*) (y + onl@ — )|l — yl|®
(5.11)
< LMia[dof* ||z — y||*

por (4.20) y la primera desigualdad en (??7), donde o € (0,1) es un numero que depende
de z y de y. Entonces, por (4.32) y (5.11),
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1(E™) () = (£ ()]
< S NEE @) [E (E )] - [ (F N w) = F(E ()|
NEE =2 @) 1F ()]

[LE )] W CE ) E(E T @) - [ ()]

= ol 1P (Fnioi(a)

(5.12)
|[E(Fr (@) — (| F(E T (y))

Mo
|| (Fr=i=t(x)

IN

2 LM |0 |z — y[|%)

< LPe|"llz — yll,

donde -
L =sup ||F'(x)|| ' LM+ Z |A2]® < 00

zelU n—1

es una constante positiva independiente de x,y y de n. El hecho de que L esté acotado es
por que HF’( )|| = |Aa| # 0. Asi, por (4.9) en el Lema 4.4, (4.16),(5.11) y (5.12),

Z| Cn+1 Cn+1(x)) B (Cn(aj) . Cn(x)”

)\n-l-l A'il-‘rl /\717, )\711

< Zlem{ldﬁf(@)l lan(z) = an(y)] + [ (E™(x)) = di(F™())] - lea(2)]
Hler(F" (@) = el(F™ ()] - lan(y)] + [di(F™(y)) = Aol - [en(@)] - [en(z) = enly)]}

< Yol e (e B @) + [di (P () = XD II(F")' (@) = (F) (v)l] (5.13)
+(len(@)] + lanDIE(E" (@) = |E(F™ ()]}

< Kille =yl

donde Ky = {LMMM@S % ym 4 (2LM + LMMI) S mb A" > 0 es una
constante independiente de z,y y de n. Aqui pg, s € (0,1), como indica (4.19), lo cual

garantiza la convergencia de las dos series en la definicion de Kj. La estimacién para la
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cuarta entrada en (5.3) es a lo més la misma que la tercera y por lo tanto obtenemos

S5l - Sl - () - < sl (5.1

Teniendo estimaciones (5.9), (5.10), (5.13) y (5.14) para las entradas de (5.3) obtenemos
(51), donde K = méX{Kl, KQ, K3, K4} y

2

w=min{a;'é% (a;' +1)a —1,a} = (o' +Da -1

ya que & < ay. Esto prueba 3 y 4 sustituyendo & por a. Para (ii), es decir a = o < 1,
la suavidad C1* de F implica que F es C:® para cualquier & € (v, ). Asi podemos
aplicar 4 para demostrar 2, pues

lim(aft +1)a—1= (ot +1)a—1=a.

a—Q

Por lo tanto la demostracion esta completada.de

Demostracién (Del Lema 5.2)

Antes de estimar ¥;, notemos que
|an(x) = an(y)] < lan()] + lan(y)] < 2M A" (5.15)
por (4.11) 6 por (5.12)
lan(@) = an(y)] < [[(F")(x) = (F") )| < Lo|"|lz = yl|*, (5.16)
para cada x,y en U que es suficientemente pequeno, elegiremos

B log{QM/(EHIE —y||*)}
m@y) = = el

> 1,

donde [A2|/|A1] > 1 por (1.5). Claramente, ny es un ntimero real que depende de z e y tal
que lo que estd a la derecha de (5.15) y (5.16) son iguales, es decir,

OM |\ |™ = L|Xo|™ ||z — y||®. (5.17)
Esto implica que

{HMWM—yWS2MMW'm1Sn§mm (5.18)

MM |" < E\)\2|"||x —yl|* sin>[n] +1,

49



donde [n;] denota el entero més grande que no supera a n;. Por otra parte, de la eleccién
dada en (1.3), tenemos |Ay| = [A(]|(1FD 7", Se sigue de (5.17) que

-1 ~ —1x
M| = Chflz — g D%y o™ = el |z — gl 9, (5.19)

donde C] y Cs son constantes positivas independientes de z y de y.

Teniendo los preparativos, podemos estimar ;. Por la definicion,

191(1‘7 y) = ﬁll(xa y) + 1912($,y>,

donde ¥; denota la suma Z[m] del primer término [n] en la suma de ¥;(z,y) y V1o

denota la suma ) - Note que (5.18) y aplicando las desigualdades (5.15) y (5.16),

=[n1]+1"
obtenemos

= [na] A\ T = 5 &N\ [n1]
ML |)\2|1+a) _ ML|)\2‘1+04 (|)\2‘1+a) _
00, < — z —yl||* = . —1 xz — y|l|®
" —Mng;<|h| le =9l = e =y | Ul e =yl

2M? & - 2M?
19 < A no _
S D D P e N W

respectivamente por la primera desigualdad dada en (4.7), donde [Xo|**¥/|\;] > 1 ya que

& < ay. Ademés, por (5.19), tenemos

Mf/|)\2|1+d (‘)\2|1+d

oy )|u—yw — Kz — gl

Al = A ]) N A
2M? - 1o
19 < _ )\ nia K _ e T eY
¢ |)\1‘(1—‘/\2’a’ 2 nlle =™ =

donde Ay e
Com ML\ @
Ky = 2 I | ~2‘ > 0,
CrM] ([ A+ = [A)

205 M?
K12 = Q= > 0.
A (1 = [A2])
Asi, haciendo K; = K31 + K;2 podemos probar (5.4) en el Lema 5.2.

Para estimar 15, notemos que

(b1 (F™(2)) = by (F™ ()] < [br(F" (2))] + |01 (F" ()] < 2M| A" (5.20)
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por la segunda desigualdad dada en (4.7), é bien,
b1 (F™ (2)) = by (F" ()| < [|F'(F"(x)) = F'(F™(9))]] < LM |Xo|"[[x = y||*  (5.21)

por (5.11). Se sigue un procedimiento totalmente similar al de ¥;. Para cada z,y fijo en
U suficientemente pequeno elegimos

log{(2M)"/% /(LY M| — y|[)}
log(|A2|/[A1])

notemos que |Az|/|A1] > 1 por (1.5). Claramente ny es un nimero real que depende de x

ng(l',y) = > 17

y de y tal que la expresiéon derecha de (5.20) y (5.21) son iguales, es decir,
2M Ay |"=2% = LMF|Ao["2% |z — y| |
Entonces,
A" = Csl|z — yHHa;l y [[Ao|™ = Cllz — y||af17 (5.22)

donde C5 y Cy son dos constantes positivas independientes de x y de y. Se sigue de la
primera féormula en (4.13),(5.21) y (5.22) que

MLMS Ao|1FE & “ol)"
ol y) < 0 <‘|2A‘1| ) [l = yll* + R olpuars ( I‘Al‘l2‘>

MLMf“)\_z‘H»& [Ag|1H6 nsz_ ||a+ o2 o el ) 2
[A|([A2[1FE—[A1]) A1 Yy [A]=[A1]¥[ 2] [A1]

< Kol — g0t )a

IN

donde
CiTEMLME |\ |1 H4 204 M2

Ky — : i i
2= Gl =D T G (| e F 1))

> 0,

porque |Xo|*T¥/|\;] > 0 como se menciono antes y |A\;|%|Aa|/| 1] = po < 1 por (4.19).
Esto prueba (5.6) del Lema 5.2.

La estimacién de 93 puede ser dada directamente de la primera desigualdad en (2.13), la
segunda en (4.7), (5.11) y (5.12). Uno puede obtener que 9J3(z,y) < Kj|lx — y||%, donde

Ky = (MLMF S, i+ MESS, 3) [l € (0, +00)

ya que p, g € (0,1) como se muestra en (4.19). Asi se completa la demostracion. &



6. Nitidez de las estimaciones

El Teorema 5.1, del capitulo anterior, da estimaciones para la regularidad de la
linealizaciéon en varios casos cuando la contracciéon considerada tiene dos autovalores
diferentes en valor absoluto. Si la contraccién considerada tiene dos autovalores con el
mismo valor absoluto, Chaperon prob6 que la linealizacién es de la misma regularidad
que la contraccion. En esta seccién daremos un ejemplo para mostrar que en el caso de
que los dos autovalores son diferentes en valor absoluto, las mejores estimaciones para la

linealizacién son las dadas en el Teorema (5.1).

Suponga que A1, A2 son numeros reales que satisfacen (1.5), es decir, 0 < [A;| < |Xo| < 1
v que x = (11,72) € R?. Sea Q ={r € R?: -1 < z; < 1,-1 < 25 < 1} una vecindad
abierta del origen. Dado « € (0, 1], considere la funcién p : R — R definida por

plu) = { ult?, w20, (6.1)

0, u <0
donde la funcién u : R? — {0} — R est4 definida por

S gt [ q(t)dt, xs # 0,
U([L'): 07 1'1<O,.1'2:0 s
) T, > 0, To = 0

donde

1
ett-0 <t <,
q(t) =
0, otros casos.

Podemos verificar que p es C1 sobre R y que u es C* sobre R? — {0} tal que

(U1) w(zy, ) = 1 si xy > |22,

(U2) u(zy,m9) =1siz; <0,y

(U3) du(x)/0x1 > 0y |Ju"(x)|| < Al|z||™" parar = 1,2 y para x € R* — {0}, donde A es

una constante positiva.

Se define una aplicacién planar F : 2 — R? por

F(%) _ { ()\1371 + U()\ll’l, )\2.772)]?()\21’2), )\21’2), st xef)— {0}, (62)

0, si x=0.



De acuerdo a (U3), uno puede verificar que

||F(z) — diag(A, A2)z|| = o(||x]]), lim,_o F'(z) = diag(A, A2)

1F(z) = F'(y)l| < Lllz —yl|*
para una constante L > 0 en una pequeina vecindad de U C € de 0, es decir, ' es un
difeomorfismo C** en U. Afirmamos lo siguiente.

Afirmacién 6.1.

1. Para o € (v, 1], la aplicacion F dada en (6.2) no puede ser linealizable cerca de 0
por una transformacion mds suave que las provenientes de los casos (i)-(iv) en el

Teorema 5.1.

2. Para o € (0,a9], la aplicacion no puede ser linealizada cerca de 0 por una

transformacion CY° para cualquier 3 € (0,1]
Demostracion

1. Para a € (a, 1], el hecho es obvio en el caso (i).

Con el fin de probar los casos (ii) al (iv), suponemos que 0 < A; < Ay < 1. Cuando al
menos uno de los autovalores de F’(0) es negativo, podemos considerar la iteracién

cuadrética F? en lugar de F' para obtener la misma conclusién.

Es claro que por (U2) la aplicacién F' definida en (6.2) es lineal en el segundo y
tercero cuadrante. Ademads por (6.1) el cuarto cuadrante también lo es, en efecto, el
cuarto cuadrante son los valores donde x; > 0 y x2 < 0 eso implica que v = 0 por
lo tanto F' se hace lineal. Por lo tanto nuestra discusién sera basada en el primer
cuadrante.

Fijamos una constante real £ € U N (0, +00) y elegimos

no(rs) = a;! log,, (w2/§) > 1 (6.3)

para cada x € UN (0, 400) suficientemente pequeno. Simplemente dejaremos como

notaciéon ny en vez de ng(z2) cuando no exista confusién. Claramente, el entero



[no] es el mayor entero que no excede a ng, es el mayor entero en el conjunto
{n € Z : \y¢ > \jxo}. Observando (6.2), tenemos

mF(x) > Mz, para todo x € U — {0}, (6.4)

porque p(u) > 0 para todo u € Ry u(z) > 0 para todo = € Q — {0} por (U2) y la
primera desigualdad en (U3). Un sencillo cdlculo muestra que mF" (&, x2) = Ay,
para todo n € Z y que

M (&, ) > A} FInl(€, )
= A+ ST (g + Rile), M) (M)t (6.5)

U + Ry (), M) ()2

para todo n > [ng] por (6.4), donde R;(z) > 0 para todo x € U — {0} y para todo
i=1,...,[no] ya que p(u) > 0y u(x) > 0 como mencionamos antes. Ademéds, por

(U1) y el nimero que elegimos [ng] dado en (6.3), obtenemos

u()\if + Ri(l’),)\é%g) =1, para todo z € U, Yi=1,...,[ng],

pues \i& + R;(x) > Moy, Asi, por (6.5)

mF (€ a2) 2 X AT 4 S A )t 4 (M)t
(6.6)
= p{e+ T Or A RE e+ (A gt}

para todo n > [ng]. En el caso en que a = a; < 1, tenemos A;'AJ™ = 1 por (1.3).
Entonces, por (6.3) y (6.6),

m (€, x3) > NHE + [nolay™®
(6.7)

> NH{E+ {ag ' og,y, (22/€) — 1}ay o}

En cualquiera de los dos casos o« = 1, pero a; > 16 0 < o < min{1, o }, tenemos
que A\ AT > 1 por (1.3) y que la suma Zgiol]fl(/\fl/\ya)ix;r“ en la tdltima fila es
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positiva en (6.6). Entonces, usando (6.3) y (6.6) nuevamente, tenemos

TP (€, w2) > M{E+ (AT ATy}

> N+ (AT sl O g ey
—1
= A€+ Cagt Ty
Ay = A\t _ (4D ¢1-ata
pues Ay = Ay ! por (1.3), donde C'= A\ A, 7T @ > 0.

Teniendo estas preparaciones, podemos estimar . Para un numero fijo 5 € (0, 1],
suponga que ¢ : U — R? es un difeomorfismo C'* que satisface la ecuacién (1.1) en
U. Sin perdida de generalidad, podemos asumir que

#(0,29) = (0,22), &(x1,0) = (21,0), ¢'(22,0) = ¢'(0,25) = id. (6.9)

De otra manera, consideramos otro difeomorfismo C*# ¢ : U — R? definido por
6="00{¢'(0)} "9,

donde 0 = (1 — §(x),25) para todo = € U y § es una funcién C*# sobre U N R
cuya grafica I' = {(z1,22) € U : &y = g(x2)} es justo la imagen de la axisa x5 bajo
{¢'(0)}'¢. Se puede chequear que ¢ es una solucién de la ecuacién (1.1) porque la
transformacién  conmuta con F(0) y que ¢ satisface (6.9). De (6.9) se sigue que la
expansion de Taylor de m¢ en (£,0) da mo(€, x2) = €+ O(xé“’). Sustituyendo o

con A& para todo k € Z suficientemente grande y tomando k como variable, tenemos
mo(6,X5) = £+ 0 "7). (6.10)

Sea N € Z tal que N > max{a; ", (1 + 8)(Bay + B)~'}. Por (1.1) y (6.10),
mo(FV(E,M5) = MFmo(e, M) = MWHE+ 005" )} (6.11)

Por otro lado, podemos observar que F' dado en (6.2) satisface la desigualdad (4.3),
es decir, m F (0, z9) = 0 para todo xo € U N (0, +00). Se sigue que la desigualdad en
(4.28) cumple para F. Asi, por (6.4) y para todo k € Z,

AVRE < mFNE(E,XE)
(6.12)
< MoANVke.

5

at



N+1)k
AR

La expansién de Taylor de m¢ en el punto (0 es

mO(FNRENE)) = mo(m FVR(E, M), AR
= m FNR(E,NE) + O({m FNF(E, N Y +7)

= m FNR(E ) + O

por (6.9) y (6.12). Ya que Nk > ng(\¥) por la eleccién de N, se sigue de (6.7) y
(6.8) que

mo(FVH(E D) = MHE+ (k= N + o)} (6.13)
cuando A = A; < 1, donde C = )\1_1 log,, § + 1. También obtenemos que
mp(FV(E D) = AVE{e + O™ T+ o)} (6.14)

cuando sea o =1, pero a3 > 16 0 < a < min{l, a4 }.

Para los casos del (ii) al (iv) en el Teorema 5.1, comparando (6.11) con (6.13) y

(6.14) respectivamente y notando que la eleccién de N implica que )\i\fﬁ < )\?E ,

tenemos
0 < a, sta=a; <1,
B<(agt+1)a—1, si cualquier a =1 pero a; >1 6 ag < a < min{l,a;}.

2. Para a € (0, qaq], asumimos que F' puede ser linealizado C¥ cerca de 0 para un
numero 3 € (0, 1]. Entonces (6.11) contradice a (6.14) porque

1+8>1>a5'a=(a;' + 1),

-1
lo cual implica que A\J7° < )\é% +la

Asi, la demostraciéon queda completada. &

Observacién 6.2. Como problema abierto, es interesante investigar si existe linealizacion

C' para una contraccién F de clase CY*, donde o € (0, a).



7. Referencias

[1] V.I. Arnold, Geometric Methods in the Theory of Ordinary Differential Equations,
Springer, New York, 1983.

[2] G.R. Beliskii, Functional equations and the conjugacy of diffeomorphism of finite
smoothness class, Funct, Anal. Appl. 7 (1973) 268-277.

[3] G.R. Beliskii, Equivalence and normal forms of germs of smooth mappings, Russian
Math. Surveys 33 (1978) 107-177.

[4] A.D. Brjuno, Analitical form of differential equations, Trans. Moscow Math. Soc. 25
(1971) 131-288

5] M. Chaperon, Invariant manifold resited, Tr. Mat. Inst: Steklova 236 (2002) 428-446.

[
[6] M.S. ElBialy, Local Contractions of Banach spaces and spectral gap condictions, J.
Funct. Anal. 182 (2001) 108-150.

[7] P. Hartman, On local homemorphisms of Euclidean spaces, Bol. Soc. Mat Mexicana 5
(1960) 220-241.

8] P. Hartman, Ordinary Differential Equations, Jhon Wiley and Sons, New York, 1964.

[
9] R. de la Llave, C.E. Wayne, On Irwin’s proof of the pseudo-stable manifold
theorem,Math. Z 219 (1995) 301-321.

[10] H. Poincaré, Sur le probleme des trois cops et les équations de la dynamique, Acta
Math. 13 (1890) 1-270.

[11] C. Pugh, On a theorem of P. Hartamn, Amer. J. 91 (1969) 363-367.

[12] H.M: Rodrigues, J. Sola-Morales, Linearization of class C"! for contractions on Banach
spaces, J. Differential Equations 201 (2004) 351-382.

[13] G. R. Sell, Smooth linearization near a fixed point, Amer. J. Math. 107 (1985) 1035-
1091.

[14] C. L. Siegel. Iteration of analytic functions, Ann. Math. 43 (1942) 607-612.

[15] S. Sternberg, Local contractions and a theorem of Poincaré, Amer. J. Math. 80 (1958)
809-824.

[16] S. Sternberg, On the structure of local homeomorphisms of Euclidean n-space, Amer.



J. Math. 80 (1958) 623-631.
[17] D. Stowe, Linearization in two dimentions, J. Diferential Equations 69 (1986) 183-226

[18] J.C. Yocooz, Linéarisation des germes de diféomorphismes holomorphes de (C,0), C.
R. Acad. Sci. Paris 36 (1988) 55-58

[19] M. Shub, Global stability of dynamical systems. S. MAth de France, 1978. 49-58.
[20] W. Zhang and W. Shang, C"! linearization for planar contractions. 2010.



