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Resumen

La investigación concierne en la búsqueda de una relación exacta a bajas ener-

gías (o equivalentemente grandes distancias o en el límite IR) entre las teorías de

la gravedad de Ho°ava-Lifshitz no-proyectable (HLNP ) y Einstein-aether restrin-

gida (aer). Dicha prospección es llevada a cabo aplicando la descomposición en

variables ADM a la métrica, y luego un esquema perturbativo clásico a segundo

orden a la densidad Lagrangeana. Se obtiene luego la formulación Hamiltoniana

o canónica aplicando la transformada de Legendre, y se compara con su homólo-

go existente ya en la literatura para la teoría HLNP . Se establece, por primera

vez la correspondencia canónica exacta entre ambas teorías. Dicha comparación

entre ambas teorías en el régimen ya expuesto exige la clausura del álgebra de los

vínculos presentes en el análisis, tal estudio es llevado a cabo implementando el

algoritmo de Dirac-Bergmann, del cual se desprenden las simetrías de gauge para

el establecimiento dela equivalencia entre ambas teorías.
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Abstract

This work is devote to investigate, an exact relation at low energies (or equi-

valently great distances or in the IR regime) between both the Ho°ava-Lifshitz

non-projectable (HLNP ) and restricted Einstein-aether (aer) theories of gravity.

This prospection is carried out using the usual ADM decomposition for the me-

tric and then applying a classical perturbative scheme up to second order for the

Lagrangian density. After that, we perform the Legendre's transform to get the

Hamiltonian formulation of aer. Then, the previous analysis is compared with the

canonical analysis already existing in the literature for the theory HLNP . It is

established, for the �rst time the exact canonical correspondence between both

theories. Such comparison between the two theories in the already discussed re-

gime demands the closure of the constraints algebra present in the analysis, such

a study is carried out implementing the Dirac-Bergmann's algorithm, from which

the gauge symmetries are derived for the equivalence between both theories.
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Capítulo 1

Introducción

Obtener una teoría cuántica de la gravedad, es hasta ahora un problema sin

resolver de la física moderna [1]-[2]. El objetivo que se tiene en mente cuando se

habla de la obtención de una teoría de gravitación, es que ésta sea válida en todas

las escalas. Más bien la gravedad es una fuerza de interacción débil, sus efectos

cuánticos son difíciles de observar (al menos de forma directa). Por esta razón

los criterios por los que se puede evaluar una teoría candidata para la gravedad

cuántica se limitan a consistencias matemáticas, que reproduzcan la descripción

clásica de la gravedad (es decir, relatividad general) y conduzcan a predicciones

no triviales que eventualmente puedan ser probadas. La problemática anterior,

yace en el hecho que la relatividad general (RG) de Einstein es una de las teorías

físicas más precisas con gran soporte experimental [3], sin embargo a altas energías

(ultravioleta) donde los efectos cuánticos son relevantes, no es compatible con

la mecánica cuántica, ya que es perturbativamente no renormalizable en 3 + 1

dimensiones. Esto se debe a que la constante de acoplamiento, es decir, la constante

de Newton GN , tiene dimensiones negativas de masa [masa]−2. Lo cual implica que

al ser calculadas las amplitudes en teoría cuántica de campos, las integrales a N

lazos tienen divergencias en el ultravioleta (UV), difíciles de curar.

Basado en los trabajos previos de Lifshitz sobre materia condensada [4], Ho°ava
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formula su propuesta [5], cuya motivación es la obtención de una teoría candidata

de la gravedad cuántica (actualmente conocida como teoría de la gravedad Ho°ava-

Lifshitz "HL"). En otras palabras una teoría renormalizable, que remediara los

in�nitos que surgen al calcular los diagramas de Feynman en el propagador del

gravitón. Esta propuesta, plantea una ruptura de la simetría de Lorentz a través

de un escalamiento anisotrópico de las variable del espacio-tiempo de Minkowsky

ct y x en el régimen UV :

x → bx, t → bzt, (1.1)

con b una constante y zϵZ el denominado exponente crítico. Tal elección rompe

la simetría local de Lorentz, siendo esta uno de los ingredientes esenciales de la

RG. Ho°ava escoge una foliación1 del espacio-tiempo determinada por las varia-

bles Arnowitt-Deser-Misner (ADM) o descomposición en 3 + 1 dimensiones [6],

las cuales establecen una dirección de evolución preferencial para el tiempo t. La

acción integral planteada bajo tal descomposición (ADM), no es invariante ante

los mismos difeomor�smos de la RG, sino es invariante ante los difeomor�smos

DiffF(M) de las hojas de la foliación y reparametrizaciones del tiempo.

Lógicamente es sano pensar que esta teoría contenga en el límite de bajas

energías o infra-rojo (IR) a la RG, ya que dicha propuesta se desvía de la RG

mediante el acoplamiento de constantes adimensionales que bajo una elección ade-

cuada de los valores de éstas, a bajas energías se decantaría nuevamente en la RG.

Originalmente la propuesta de Ho°ava contiene varias versiones, dos de ellas son:

"Ho°ava-Lifshitz proyectable"(HLP) y "Ho°ava-Lifshitz no-proyectable"(HLNP)2.

Tal y como inicialmente se había planteado la versión HLNP , ésta fue objeto de

duras críticas por parte de Blas, Pujolas y Sibiryakov [7]-[8] y Chamousis, Niz,

Padilla y Sa�n [9], debido a que ésta versión adolecía en el régimen pertubativo,

1Para mayor detalle sobre lo concerniente a foliación, ver el apéndice A
2La razón de estas versiones y sus características serán objeto de exposición del siguiente

capítulo
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de la existencia de modos escalares extras respecto de RG, los cuales se acoplan

fuertemente a la misma y la teoría es innestable aún a escalas bajas de energías.

Posteriormente Blas, Pujolas y Sibiryakov, introducen una serie de términos en

el potencial de interacción que mejoran el comportamiento de estos modos extras

[10]-[11], términos que por supuesto son idénticamente nulos en la versión HLP .

La mejora de dicha patología, como también la consistencia de la teoría y clausura

del álgebra de los vínculos, fue ampliamente estudiada por Bellorín y Restuccia

[12]-[13]-[14]- [15]. Cabe mencionar que la versión HLP no contiene a todos los

grados de libertad que permiten descubrir al gravitón. Ésta versión de la propuesta

de Ho°ava se ha utilizado para describir modelos cosmológicos.

Moción diferente tiene la teoría Einstein-aether (ae), desarrollada ampliamente

por Jacobson, Mattingly y Eling [16] hasta [23], precedida por el trabajo de Gas-

perini [26]. Esta teoría consiste en acoplar a la acción de Einstein-Hilbert (EH), un

campo vectorial dinámico, tipo tiempo normalizado uα, denominado aether. Este

campo que es acoplado a la acción EH a través de derivadas covariantes, establece

un marco preferencial de referencia, rompiendo la simetría local de Lorentz, pero

manteniendo la covarianza general de la teoría. Tal modelo, hace posible el estudio

de consecuencias gravitacionales y cosmológicas de sistemas con un marco prefe-

rencial de referencia, tales como velocidad de la luz variable o frecuencias de alta

dispersión, siendo además una teoría que permite el contraste con la observacio-

nes realizadas para testear la RG. Recientemente Jacobson [24]-[25], argumentó la

equivalencia entre las teorías HLNP (o extendida) y Eisntein-aether, restringien-

do el ingrediente principal de esta última, o sea uα a ser ortogonal a las hojas que

de�nen la foliación del espacio-tiempo, a través del gradiente de un campo escalar:

uα = W∂αT con W = (−gµν∂µT∂νT )
−1/2 , (1.2)

siendo T = T (x⃗, t), un campo escalar bien comportado del espacio-tiempo. Jacob-

son clamaba dicha equivalencia o comparación, estableciendo la condición anterior
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sumada a la descomposición en variables ADM de la teoría aer,3 y luego comparó

solamente la acción integral y constantes de acoplamiento entre ambas teorías. Tal

enfoque no es del todo concluyente, ya que no se presentan las verdaderas variables

dinámicas ni simetrías presentes. Por ésta razón el trabajo que acontinuación se

escribe, prentende clari�car y establecer la exacta y unívoca relación entres am-

bas teorías pero desde el punto de vista Hamiltoniano o canónico, en el régimen

perturbativo a bajas energías.

La propuesta de esta investigación se enmarca en la descripción y formulación

Hamiltoniana en el régimen perturbativo a segundo orden en el marco clásico, en el

régimen de bajas energías IR de la teoría Einstein-aether restringida. Con miras a

establecer el rango de las constantes de acoplamiento y �jaciones de gauge adecua-

das, que permitan obtener la exacta y unívoca equivalencia entre la teoría aer y la

teoría de Ho°ava -Lifshitz no-proyectable (HLNP) en el mismo régimen energéti-

co. El objetivo general es la búsqueda de la equivalencia a bajas energías entre

las teorías de la gravitación de Ho°ava-Lifshitz no proyectable y Einstein-aether

restringida. Los objetivos especí�cos consisten en (1) Obtener la formulación

Lagrangeana a segundo orden de la teoría aer, así como (2) la descripción Ha-

miltoniana dentro del esquema perturbativo a segundo orden de la teoría aer en

variables ADM , como también así estudiar (3) la clausura del álgebra de los víncu-

los asociados al análisis Hamiltoniano de la teoría aer mediante el algoritmo de

Dirac-Bergmann y �nalmente (4) relacionar la formulación Hamiltoniana de la teo-

ría aer y la teoría de Ho°ava-Lifshitz no proyectable, estableciendo el rango de las

constantes de acoplamiento para el cual las teorías son equivalentes, como también

las �jaciones de gauge adecuadas.

La hipótesis de partida es la acción de la teoría aer propuesta por Jacobson

y la formulación Hamiltoniana de la teoría (HLNP ) estudiada ampliamente por

3De ahora en adelante se usará el acrónimo aer en virtud de la condición expuesta sobre el

campo aether, es decir, se llamará a la teoría: Einstein-aether restringida.
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Bellorín y Resctuccia. Se espera construir la formulación Hamiltoniana de la teoría

aer en el régimen perturbativo. Este problema es no trivial debido a que la ac-

ción de la teoría aer contiene derivadas temporales de alto orden. Por esta razón

tal formulación no ha sido hasta ahora obtenida. La metodología empleada en

el estudio se lleva a cabo aplicando un esquema perturbativo clásico a segundo

orden a la acción integral S en variables ADM de la teoría aer, dicha acción S

tiene como variables dinámicas de la teoría la métrica de la foliación γij, la fun-

ción de lapse N , la función de shift Ni y el campo escalar T = T (t, x⃗). Como

en todo enfoque perturbativo es menester �jar los backgrounds asociados a cada

variable respecto del cual se hará la perturbación. Para las variables ADM bas-

ta con empatar el elemento de línea en variables ADM con el elemento de línea

de un espacio-tiempo plano, o sea de Minkowsky. Mientras que para T basta con

tomar el tiempo t, debido a la elección de restringir a uα ortogonal a las hojas

que de�nen la foliación. En adelante se procede a calcular los momentos conjuga-

dos asociados a cada velocidad de las variables antes mencionadas ejecutando la

transformada de Legendre, en miras a conformar el Hamiltoniano de la teoría aer

en variables ADM . Tal procedimiento arrojará los vínculos existentes en la teoría,

con ello se procede a estudiar la clausura del álgebra de los mismos mediante el

algoritmo de Dirac-Bergmann. Finalmente se comparan ambas formulaciones Ha-

miltonianas y se establecen las �jaciones de calibre o gauge que decidirán para

que rango de las constantes de acoplamiento ambas teorías son equivalentes en el

límite de bajas energías. La importancia y originalidad de esta investigación

es la obtención por primera vez de la teoría aer, en el formalismo canónico en el

límite de bajas energías bajo el esquema perturbativo clásico. Vislumbrándose las

simetrías de gauge presentes en ésta, lo cual permite establecer de manera unívoca

la correspondencia con la teoría de Ho°ava-Lifshitz no-proyectable.

El resto de la tesis, concierne en cuatro capítulos, donde se presenta una breve

descripción de las teorías comprometidas en el estudio. Desarrollo y análisis de la
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propuesta, resultados y conclusión, además de tres apéndices, que hacen referencia

a la descomposición en variables ADM y explicación detallada de los cálculos

comprendidos en el esquema perturbativo y clausura del álgebra de los vínculos.
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Capítulo 2

Breve revisión de las teorías

Ho°ava-Lifshitz y Einstein-aether

2.1. Teoría Ho°ava-Lifshitz

Propuesta por P. Ho°ava [5], su motivación radica en el desarrollo de una teo-

ría cuántica de la gravedad o teoría renormalizable de la gravedad, en virtud que

la (RG) de Einstein en 3 + 1 dimensiones es no renormalizable, al menos en el

esquema perturbativo. Debido a esto Ho°ava, apoyándose de los trabajos prece-

dentes de Lifshitz en materia condensada, especí�camente campos escalares con

escalamiento anisotrópico en las variables de espacio y tiempo, formula una teoría

de la gravitación con relatividad anisotrópica1 en aras de obtener una teoría de

la gravedad en el régimen de altas energías (UV ) o pequeñas distancias. Origi-

nalmente la propuesta contiene dos versiones, la versión proyectable y la versión

no-proyectable.

El ingrediente principal o estructura básica de la propuesta de Ho°ava, como

1Esta anisotropía rompe la simetría local de Lorentz, debido a que en relatividad general

clásica las variables de espacio y tiempo son tratadas a un mismo nivel.
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se expuso antes es el escalamiento anisotrópico en las variables del espacio-tiempo:

x → bx t → bzt (2.1)

Las relaciones ( 2.1) claramente hacen una distinción entre espacio y tiempo, la

cual rompe la invariancia ante los difeomor�smos espacio-temporales. Mientras

que las expresiones ( 2.1) toman una coordenada temporal preferencial, no existen

estados fundamentales para ningún sistema de coordenadas. Esto sugiere que la

teoría sea construida sobre tal relación de escalamiento, necesitando solamente una

variedad diferencial con una estructura espacio-tiempo básica. Esta construcción

se lleva acabo aplicando las descomposión del espacio-tiempo en variables ADM

(descomposición 3+1 dimensiones) [6], la cual es invariante ante los difeomor�s-

mos DiffF(M) que preservan la foliación, cuyos generadores in�nitesimales están

dados por:

δt = f(t) δxi = ξi(x, t). (2.2)

Bajo este grupo de transformaciones las variables ADM , γij, Ni y N , las cuales

representa la métrica sobre las hojas de la foliación, la función shift y lapse, que

de�nen el siguiente elemento de línea:

ds2 = −N2c2dt2 + γij
(
dxi −N idt

) (
dxj −N jdt

)
, (2.3)

respectivamente tienen la siguiente representación:

δγij = ∂iξ
kγjk + ∂jξ

kγik + ξk∂kγij + fγ̇ij

δNi = ∂iξ
jNj + ξj∂jNi + Ṅ jγij ḟNi + fṄi (2.4)

δN = ξj∂jN + ḟN + fṄ.

donde ḟ ≡ ∂f/∂t. Con las elecciones anteriores, es posible ahora construir la acción

integral. Esta puede ser descompuesta en una parte cinética y otra correspondiente

al término potencial:

S = SK + Sν , (2.5)
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donde SK es la parte cinética de la acción, de�nida como la funcional más general,

invariante ante DiffF(M) y que contiene solo derivadas segundas en el tiempo

de la métrica, y Sν es el término de potencial, construido solamente con derivadas

espaciales de la métrica. Comenzaremos con el término cinético, el cual tiene la

siguiente forma:

SK = gk

∫
dtd3x

√
γN

(
KijKij − λK2

)
, (2.6)

siendo gk una constante de acoplamiento (en RG gk = 1/16πGN), Kij, λϵR, el

tensor de curvatura extrínseco y K su traza, de�nidos por:

Kij =
1

2N
(γ̇ij −∇iNj −∇jNi) , K = γijKij, (2.7)

estos objetos son ambos de manera independiente invariantes bajoDiffF(M). Por

otro lado λ es una constante adimensional, en el límite λ = 1 el término cinético

es igual al de la RG. Finalmente tenemos para Sν , la siguiente forma general:

Sν =

∫
dtd3x

√
γNν. (2.8)

Ahora resta conocer cuantas derivadas espaciales pueden ser consideradas en ν,

para ello se necesitan las dimensiones de escalamiento de los campos y esto a su

vez requiere una elección de z.

2.1.1. Intermisión: dimensión y determinación de z

En esta intermisión, se seguirá de cerca la aproximación considerada en [27]-

[28](por esta razón se omitirán algunos detalles). Mientras que en el resto de las

secciones se tomará dimensión d = 3, en esta intermisión se tratará de forma

arbitraria.

Sea κ algún objeto con dimensiones de momentum. El primer paso consiste en

de�nir las dimensiones de escalamiento del espacio y tiempo como:

[dx] = [κ]−1 , [dt] = [κ]−z , (2.9)
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Para re�ejar las propiedades en el régimen UV , se utilizará alguna escala Z, de

dimensiones [Z] = [dx]z/[dt], adimensional. Combinando ( 2.3) con ( 2.9), se puede

determinar la dimensión de N i, mientras que se tiene la libertad de elegir γij y

N adimensionales, esto último debido a que en la propuesta de Ho°ava no hay

métrica del espacio-tiempo. Sólo la métrica de las hojas de la foliación espacial.

[
N i
]
= [κ]z−1 , [γij] = [N ] = [κ]0, (2.10)

de la cual se desprende que [ds] = [κ]−1 solamente sobre cada hoja de la foliación, lo

cual es el escalamiento usual del elemento de línea al no existir una métrica espacio-

tiempo. Ahora se puede calcular la dimensión de escalamiento de la curvatura

extrínseca y el elemento de volumen dVd+1 ≡ ddxdt
√
γN , resultando en:

[dVd+1] = [κ]−d−z , [Kij] = [κ]z . (2.11)

Aplicando la expresión anterior a ( 2.6) y demandando que la acción sea adimen-

sional, se tiene:

[gk] = [κ]d−z, (2.12)

para el cual gk es adimensional si d = z. Como se está trabajando en 3 + 1

dimensiones, de ahora en adelante el escalamiento anisotrópico estará caracterizado

por z = 3. Por último se tiene para la dimensión de escalamiento del potencial ν

lo siguiente:

[ν] = [κ]2d = [κ]6. (2.13)

Finalmete remarcar que según la forma en que sea construido ν se tendrán varias

versiones de la teoría como se muestra a continuación.
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2.2. Potencial y varias versiones de la teoría

2.2.1. Balance detallado

En la primera formulación de la gravedad de Ho°ava-Lifshitz, se propuso que

el potencial ν podría ser de�nido usando el llamado balance detallado, el cual está

inspirado por los trabajos de materia condensada, si bien ésta condición da lugar a

una teoría con constante cosmológica de signo contrario al reportado con las obser-

vaciones. Este problema puede ser resuelto mediante una extención analítica de la

teoría [33], no obstante, pareciera ser que la condición de balance detallado podría

resultar demasiado restrictiva al carecer de un sustento físico y podría representar

simplemente una herramienta técnica para recortar el número de términos posibles

en el potencial de interacción en un modo compatible con renormalización. Este

principio dice que el potencial puede ser derivado a partir de un super potencial

W , donde:

ν = EijGijklE
kl, con Eij =

1
√
g

δW

δgij
, (2.14)

siendo Gijkl la métrica generalizada de Wheeler-De witt, de�nida por:

GijklE
kl =

1

2

(
gikgjl + gjkgil

)
− λgijgkl, (2.15)

cuya inversa depende del valor de λ. Para λ ̸= 1/3 está de�nida por:

Gijkl =
1

2

(
gijgjl − gilgjk

)
− λ

3λ− 1
gijgkl. (2.16)

Entonces la acción más general que puede ser planteada con ν satisfaciendo la

condición anterior es:

Sbd = gk

∫
dtd3x

√
γN

(
KijKij − α4CijC

ij + 2αβ
ϵijk
√
g
Ril∇jR

l
k

− β2RijRij +
β2

4

1− 4λ

1− 3λ
R2 +

β2ζ

1− 3λ
R− 3β2ζ2

1− 3λ

)
, (2.17)
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donde ϵijk es el símbolo de Levi-Civita y:

C ij =
ϵikl
√
g
∇k

(
Rj

l −
1

4
δjlR

)
, (2.18)

es el tensor de Cotton, y α, β y ζ son constantes adimensionales de acoplamiento.

Es importante notar que solamente hay 3 nuevas constantes de acoplamiento en el

potencial ν, para un total de 6 términos. En este sentido, como antes se expuso la

condición de balance detallado no cuenta con un argumento a favor más allá de la

simplicidad de los cálculos.

2.2.2. Teoría proyectable

Esta versión debe su nombre, debido a que la función de lapse N está restrigida

a ser una función dependiente sólo del tiempo t, es decir, N = N(t). Con lo cual

esta tiene exactamente la misma dirección que la línea de evolución del tiempo.

Una razón para tal elección, es que solamente en este caso se puede imponer la

�jación del gauge N = 1, tal y como en RG, lo cual claramente no es posible

fuera del caso de proyectabilidad, debido a que la foliación que preserva los difeo-

mor�smos permite solamente reparametrizaciones independientes del tiempo. La

proyectabilidad, implica que todos los términos con derivadas espaciales de N se

anulan. Esto debido a que el potencial ν depende de la métrica y sus derivadas

espaciales, lo que signi�ca que la acción incluye todos los invariantes de curvatura

que pueden ser construidos a partir de la métrica, hasta derivadas de sexto orden.

Usando las identidades de Bianchi e ignorando los términos de borde, la acción

integral de la teoría proyectable Sp es:

Sp =gk

∫
dtd3x

√
γN

(
KijKij − λK2 − g0 − g1R− g2R

2

− g3R
ijRij − g4R

3 − g5R
(
RijRij

)
(2.19)

− g6R
i
jR

j
kR

k
i − g7R∇2R− g8∇iRjk∇iRjk

)
,
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donde gi son constantes de acoplamiento adimensionales. Se pueden remarcar las

siguiente consideraciones de esta acción:

Cuando se impone la condición de proyectabilidad en conjunto con el balance

detallado, se encuentra que la acción sbd es la misma, aparte del hecho que

N es una función del tiempo solamente.

Existen 3 operadores más en la acción de la versión proyectable que la de

balance detallado, lo cual signi�ca que el balance detallado no simpli�ca lo

su�ciente la acción.

g0 controla el valor de la constante cosmológica, el cual no está restringido.

Hay dos tipos de términos que violan la invarianza de Lorentz en la acción.

Unos contenidos en el potencial ν, los cuales son suprimidos por alguna escala

que puede ser determinada ajustando g2 con g8. Los otros están contenidos en

el término cinético y están relacionados con el hecho que λ no es generalmente

igual a 1.

2.2.3. Teoría no-proyectable

Es la formulación más general de la teoría Ho°ara-Lifshitz, ya que la función de

lapse N , no está restringida a ser sólo función del tiempo, sino que puede depen-

der además de las coordenadas espaciales, es decir, N = N(x⃗, t). Abandonandose

pués entonces, la condición de proyectabilidad y a su vez también la condición

de balance detallado. Es importante recalcar que cuando se abandona el balance

detallado, entonces agregar sólo algunas formas especí�cas de los términos adi-

cionales no es la forma correcta de como construir la forma más general de la

versión no proyectable. De hecho, las correcciones radiativas generarán todos los

términos posibles compatibles con las simetrías de la teoría y por lo tanto todos

estos términos deben tenerse en cuenta. El punto crucial de la no-proyectabilidad
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es que el término potencial debe contener también términos construidos utilizando

la cantidad vectorial:

ai =
1

N
∂iN, (2.20)

el cual es llamado aceleración. Esta aceleración permite construir objetos invarian-

tes que pueden ser adheridos al potencial de la acción, ya sea contrayendolo consigo

mismo o con términos de curvatura [10]. Finalmente el invariante de menor orden

que puede ser construido con ai es aiai, con lo cual la acción Snp es:

Snp =
M2

pl

2

∫
dtd3x

√
γN

(
KijKij − λK2 + βR + αaia

i
)
, (2.21)

Esta versión de la teoría fue analizada por [10], con miras a resolver ciertas incon-

sistencias. De esta versión se puede destacar lo siguiente:

La acción Snp, puede ser extendida y considerar el acoplamiento de la cons-

tante cosmológica.

El número de operadores en el caso no proyectable es mayor que en el caso

proyectable.

Para recobrar RG en el límite IR entonces λ → 1, β → 1 y α → 0.
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2.3. Teoría Einstein-aether

La primera aparición de esta teoría, en la forma que actualmente se conoce es

debida a Jacobson y Mattingly [16]. Tal y como se ha explicado anteriormente esta

teoría, tiene como ingrediente principal un campo vectorial dinámico, tipo tiempo

y normalizado uα, llamado aether:

uαuα = −1, (2.22)

el cual establece un marco preferencial de referencia, rompiendo la simetría local

de Lorentz. Este campo se acopla a la acción gravitacional de la RG, a través de

derivadas covariantes:

Sae =
1

16πGae

∫ √
−g (R + Lae) d

4x, (2.23)

donde R es el escalar de Ricci cuadri-dimensional, Gae una constante relacionada

con la constante de Newton GN y Lae la densidad Lagrangeana en la teoría ae,

dado por:

Lae = Mαβλγ∇αuλ∇βuγ + λ (uαu
α + 1) , (2.24)

siendo Mαβλγ una matriz simétrica respecto al primer y segundo par de índices de

manera simultánea, de�nida como:

Mαβλγ = c1g
αβgλγ + c2g

αλgβγ + c3g
αγgβλ + c4u

αuβgλγ, (2.25)

con ci constante adimensionales y λ un multiplicador de Lagrange que estresa la

condición ( 2.22). Justamente la condición ( 2.22), sumada al hecho que uα es

dinámico, lo que se puede expresar también diciendo que el campo aether posee

tres grados de libertad independientes, permite mantener los requerimientos de

estabilidad de la teoría, y así asegurar la covarianza general de ésta. Usando la

de�nición estándar, tenemos el siguiente tensor de energía-impulso asociado al
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campo aether:

Tαβ =− gαβ
2

Mαβλγ∇αuλ∇βuγ (2.26)

− 2
[
c1∇αu

γ∇βu
γ + c2∇αuβ∇λu

λ + c3∇αuλ∇λuβ

]
− c4u

λuγ∇αuλ∇βuγ − 2∇λ

[
J(α

λuβ) − Jλ
(αuβ) − J(αβ)u

λ
]

mientras que la ecuación de Euler-Lagrange obtenida por medio de la variación de

uα, viene dada por:

∇αJ
α
β + c4u

α∇αu
γ∇βuγ = λuβ, (2.27)

donde se ha de�nido:

Jβγ = Mαβλγ∇αuλ. (2.28)

Como se dijo antes, existen diferentes motivaciones para estudiar teorías de la

gravedad con sistemas de referencia privilegiados. En primer lugar, es útil tener

una teoría viable contra que comparar las observaciones gravitacionales, y esto

también puede ser visto como una forma de probar la RG. La posibilidad de que

el vacío en gravedad cuántica pueda determinar un marco prefencial también fue

una motivación en los estudios de estas teorías. Finalmente, ésta teoría modi�cada

de la gravedad podría explicar la presencia de los componentes oscuros, tales como

energía y materia, y su papel en la explicación de la aceleración cósmica, curvas

de rotación de galaxias y formación de estructuras. A continuación se presentan

de manera sucinta algunos de los estudios realizados por la teoría Einstein-aether

y su compatibilidad con la RG.

2.4. Dinámica cosmológica

Consideremos la dinámica de un universo FLRW 2 espacialmente plano y no

perturbado en presencia del campo aether. La homogeneidad y la isotropía limitan

2Acrónimo que hace referencia a un Universo tipo Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
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la forma de la métrica y del aether. Con el elemento de línea dado por:

ds2 = a2 (η)
[
−dη2 + dx⃗2

]
, (2.29)

de lo cual en conjunto con ( 2.22), se tiene:

uα =
(
a−1, 0, 0, 0

)
. (2.30)

Introduciendo la expresión anterior en ( 2.26), se encuentra que la densidad de

energía y presión asociadas al campo aether son respectivamente:

ρuγ =
3α

16πGa2
H2, puγ = − α

16πGa2
(
H2 + 2H ′) , (2.31)

donde G = 1/8πM2
p , H

′ = a′/a y la prima denota derivada respecto al tiempo

conformal. Luego las ecuaciones de Einstein vienen dadas por:

H2 =
8πGcos

3
a2ρ (2.32)

H ′ = −4πGcos

3
a2 (ρ+ 3p) , (2.33)

donde ρ y p son la densidad de energía y presión de los campos de materia (exclu-

yendo al campo aether) y:

Gcos =

(
1− α

2

)−1

G. (2.34)

Una comparación con las mismas ecuaciones en ausencia del campo aether,

muestra que el efecto del campo vectorial aether es meramente rede�nir el valor de

la constante gravitacional de Newton [29], la densidad de energía y la presión del

campo vectorial aether imitan la de los componentes restantes en el universo. Por

otro lado, el campo gravitacional creado por cuerpos aislados no es exactamente

el mismo que en RG, y en este sentido el campo aether es una buena modi�cación

de la gravedad. A bajos órdenes en la expansión post-Newtoniana, las fuentes de

potencial para un cuerpo estático y esféricamente simétrico satisface la ecuación

de Poisson ∆ϕ = 4πGNρ, pero con una cosntante de gravitacional modi�cada [17]:

GN =

(
1 +

c1 + c4
2

)−1

G. (2.35)
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Por lo tanto, el aether también renormaliza la constante gravitacional medida

en experimentos locales, pero por una cantidad diferente que en el caso cosmológi-

co. Las correcciones post-Newtonianas llevan a desviaciones adicionales de la RG,

que imponen severas restricciones a los parametros del aether.

Es de notar que el multiplicador de lagrange λ, tiene un valor �nito en las

soluciones cosmológicas. Contrayendo la ecuación ( 2.27) con uβ se tiene:

λ =
3

a2

(
βH2 − c2H

′
)
. (2.36)

2.5. Restricciones generales

Como se mencionó anteriormente hay varias condiciones que los ci tienen que

satisfacer, la cuales surgen del límite post-Newtoniano de la teoría, núcleo-síntesis

durante la era del Big-Bang y la llegada de los rayos cósmicos de alta energá a la

tierra. Un resumen extenso de éstas restricciones se puede encontrar en [17].

2.5.1. Límite post-Newtoniano

En cualquier teoría métrica, el campo gravitatorio creado por los cuerpos no-

relativistas puede ser caracterizada más allá del límite Newtoniano por un conjunto

de parámetros post-Newtoniano PPN , cuyos valores están fuertemente limitados

por las pruebas gravitacionales del sistema solar [30]. Pero debido a que el aet-

her de�ne un marco preferido, también introduce desviaciones de la RG, que se

mani�estan como potenciales gravitacionales que dependen de la velocidad de los

cuerpos que interactúan con respecto al aether. Estos efectos de marco preferido

están codi�cados en los parámetros PPN , α1 y α2. Uno de los límites o cotas

más estrictos en el valor de α1 viene de las medidas de la excentricidad del pulsar

binario J2317 + 1439 (que cambiaría si α1 fuera no cero) [31], mientras que uno

de los límites más estrictos en α2 proviene de la alineación del giro del sol con
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el momentum angular del sistema solar (con α2 no cero, podría conducir a un

desalineamiento) [32]. Estos límites conduncen a las siguientes condiciones:

α1 = − 8 (c1c4 + c23)

2c1 − c21 + c23
≤ 1,7× 10−4 (2.37)

α2 =
α1

2
− (2c1 + 2c3 − c1 − c4) (α + c1 + c4)

β (2− c1 + c4)
≤ 1,2× 10−7. (2.38)

Es importante destacar que ambos límites asumen que la velocidad del sol ω con

respecto al aether es la velocidad con respecto al marco en que el dipolo del CMB

desaparece, ω ∼ 10−3. A grandes rasgos, el límite en α1 es en realidad un límite en

α1ω, mientras que el límite en α2 es realmente una restricción α2ω
2. Por lo tanto,

si ω fuera mayor de lo supuesto, los límites de α1 y α2 serían en realidad más

estrictos. En otras palabras, las restricciones en los parámetros PPN , α1 y α2 son

realmente:

α1 . 10−4 ×
(
10−3

ω

)
(2.39)

α2 . 10−7 ×
(
10−3

ω

)2

, (2.40)

donde ω es nuevamente la velocidad del sol o pulsar binario con respecto al marco

preferencial.

2.5.2. Big-Bang: nucleosíntesis

La acordancia entre las abundancias de elementos luminosos predichas y los

observados (o medido indirectamente usando observaciones de la radiación de fondo

cósmico) restringe el valor de la constante de Hubble en el momento en que se

formaron los elementos ligeros, a temperaturas de aproximadamente T ≈ 109[K].

Debido a que la tasa de expansión depende del valor de la constante de Newton

renormalizada Gcos = 2G/(2 − α) a través de la expresión (2.30), y porque ésta

última está relacionada con la constante gravitacional Newtoniana por la ecuación

(2.33), dado el valor medido de GN en pequeñas escalas y el número de especies
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relativistas durante la nucleosíntesis, se puede determinar cómo las abundancias

de elementos ligeros dependen de los parámetros α y c1 + c4. De acuerdo a tal

predicción con las observaciones, implican entonces:

c1 + c4 + α

2− α
. 10%. (2.41)
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Capítulo 3

Formulación Lagrangeana y

Hamiltoniana de la teoría aer

3.1. Acción de la teoría Einstein-aether

La acción más general en la teoría ae, la cual es invariante ante difeomor�smos

y cuadrática en derivadas, sin considerar acoplamiento de campos materiales está

dada por [16]:

Sae =
1

16πGae

∫ √
−g (R + Lae) d

4x, (3.1)

donde R es el escalar de Ricci cuadri-dimensional, Gae una constante relacionada

con la constante de Newton GN y Lae la densidad Lagrangeana en la teoría ae,

dado por:

Lae = Mαβλγ∇αuλ∇βuγ, (3.2)

siendo Mαβλγ una matriz simétrica respecto al primer y segundo par de índices de

manera simultánea, de�nida como:

Mαβλγ = c1g
αβgλγ + c2g

αλgβγ + c3g
αγgβλ + c4u

αuβgλγ, (3.3)

donde c1, c2, c3 y c4 son constantes adimensionales. Cabe señalar que los índices

griegos toman valores espacio-temporales (α = 0, 1, 2, 3), mientras que índices
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latinos que aparezcan sólo tomarán valores espaciales (i = 1, 2, 3). Por otro lado

uα es una campo vectorial dinámico, tipo tiempo normalizado (uαu
α = −1) el

cual se denomina campo aether. Tal campo vectorial está especi�cado por tres

parámetros independientes en cada punto del espacio y es acoplado a la teoría a

través de derivadas covariantes [20].

Las ecuaciones de campo generales asociadas a la acción ( 3.1), se obtienen

exigiendo que la acción sea estacionaria ante la variación de la métrica y el campo

aether uα, es decir δS = 0. Para ello convendremos en realizar por simplicidad del

cálculo la variación respecto de la métrica inversa, es decir gαβ y el campo aeher

en forma contra-variante uα. Esto debido a que la matriz Mαβλγ contiene a ambos

elementos en dicha representación.

La variación de la acción S respecto de la métrica gαβ conduce a la siguiente

ecuación general [34]:

Gαβ = Tαβ, (3.4)

siendo Gαβ el tensor de Einstein de�nido por:

Gαβ = Rαβ −
R

2
gαβ, (3.5)

y Tαβ el tensor de energía-impulso asociado al campo aether, de�nido por:

Tαβ =− gαβ
2

Mαβλγ∇αuλ∇βuγ (3.6)

− 2
[
c1∇αu

γ∇βu
γ + c2∇αuβ∇λu

λ + c3∇αuλ∇λuβ

]
− c4u

λuγ∇αuλ∇βuγ − 2∇λ

[
J(α

λuβ) − Jλ
(αuβ) − J(αβ)u

λ
]

Por otro lado la variación de la acción ( 3.1) con respecto a uα da:

c4u̇λ∇βuλ − gγβ∇β

[
Mαβλγ∇αuλ

]
= 0, (3.7)

donde se ha de�nido:

u̇α = uβ∇βuα, Jβγ = Mαβλγ∇αuλ. (3.8)
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Debido a que el tensor de Einstein ( 3.5) cumple con la identidad de Bianchi:

∇αGαβ = 0, (3.9)

el tensor de energía-impulso debe conservarse ( 3.6):

∇αTαβ = 0. (3.10)

3.2. Descomposición en variables ADM para la mé-

trica

En aras de arribar a la formulación canónica o Hamiltoniana de la teoría ea-

restringida 1 (ear en corto) en el régimen perturbativo clásico a segundo orden,

es conveniente primero descomponer la métrica en variables ADM [6]. En estas

variables el intervalo viene dado por2:

ds2ADM = −N2dt2 + γij
(
dxi −N idt

) (
dxj −N jdt

)
, con(j, i = 1, 2, 3), (3.11)

, siendo γij la trimétrica de las hipersuper�cies de la foliación del espacio-tiempo,

la cual depende del tiempo t y se puede considerar como una variable dinámica. La

trimétrica es un tensor simétrico, lo cual implica que tiene seis grados de libertad,

a diferencia de la métrica gµν correspondiente al espacio-tiempo la cual posee diez

grados de libertad. Los cuatro grados de libertad restantes vienen codi�cados en la

funciones N y N i, llamadas funciones de lapse y shift respectivamente. La función

lapse está relacionada con la separación entre cada hipersuper�cie. La función shift

tiene que ver con el movimiento de un punto al pasar de una hipersuper�cie a otra.

De acuerdo al elemento de línea ( 3.11), la relación existente entre las componentes

de la métrica cuadri-dimensional gµν y las variables ADM γij, N y N i, viene dada

1Nombre que será más claro por razones dadas posteriormente.
2La descomposicón ADM será solamente aplicada a la métrica.
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por:

g00 = −N2 + γijN
iN j, g0i = γijN

j, gij = γij. (3.12)

Mientras que las relaciones inversas son:

g00 = − 1

N2
, g0i =

N i

N2
, gij = γij − N iN j

N2
. (3.13)

3.3. Langrangeano perturbado de la teoría aer

Relacionar ambas teorías, exige imponer una condición fundamental sobre el

campo vectorial aether uα. Esta requiere que el campo aether sea ortogonal a las

hojas de la foliación del espacio-tiempo, para ello se de�ne el campo aether a través

del gradiente de un campo escalar T = T (t, x⃗) bien comportado del espacio-tiempo

[24], de la siguiente manera:

uα = W∂αT con W = (−gµν∂µT∂νT )
−1/2 , (3.14)

manteniendo el hecho que el campo aether está normalizado, es decir:

uαuα = −1. (3.15)

Estas consideraciones, sumadas a la descomposición en variables ADM para la

métrica, conllevan a expresar la acción ( 3.1) de la siguiente manera:

Sae =
1

16πGae

∫
N
√
γ
(
KijKij −K2 +(3) R +Mαβλγ∇αuλ∇βuγ

)
d3xdt, (3.16)

sujeta a las restricciones ( 3.14) y ( 3.15), siendo (3)R el escalar de Ricci tri-

dimensional, denominado también el término potencial,Kij la curvatura extrínseca

de las hiper-super�cies de la foliación la cual es un tensor simétrico y está de�nida

por:

Kij =
1

2N
(γ̇ij +∇iNj +∇jNi) , (3.17)
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donde K = γijKij la traza de la curvatura extrínseca ( 3.17). Cabe mencionar

que cuando uα = 0, se recupera la teoría de la relatividad general de Einstein.

Considerando además, que el elemento de volumen se ha descompuesto en:

√
−g = N

√
γ. (3.18)

Cabe mencionar que la función lapse N debe ser considerada como una función

del espacio-tiempo, es decir, N = N(x⃗, t). Esto conlleva a que el término aso-

ciado al potencial en la acción (término correspondiente al escalar de Ricci tri-

dimensional), pueda contener términos construidos a partir de la cantidad vecto-

rial ai = ∇i(N)/N , llamada aceleración.

De aquí en adelante los índices serán subidos o bajados con la tri-métrica γij y se

considerará la métrica (−,+,+,+).

Un aspecto importante a destacar, es sí las ecuaciones de campo de Einstein

implican la conservación del tensor energía-impulso asociado a este campo escalar.

Una forma de corroborar esto es recurriendo a la invariancia frente a difeomor�smos

de la acción ( 3.16). Esto es bajo, difeomor�smos generados por un campo vectorial

arbitrario ξa, la acción es invariante, por tanto se tiene:

δξS =

∫ (
δS

δg

)
Lξg +

(
δS

δT

)
LξT = 0, (3.19)

donde Lξ es la derivada de Lie a largo del campo vectorial ξa, de�nida por:

Lξ = Wξi∇iW
j −W i∇iξ

j. (3.20)

Si se considera que las ecuaciones de Einstein se cumplen, es decir δS/δg = 0,

entonces: ∫ (
δS

δT

)
LξT = 0, (3.21)

para cualquier campo ξa. Es claro que la expresión anterior se cumple si el campo

escalar T es constante, lo cual no es el caso debido a la foliación escogida. Por otro
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lado LξT es arbitraria variando la elección del campo vectorial ξa, por tanto se

concluye que:
δS

δT
= 0, (3.22)

lo cual implica que se satisface la ecuación de campo asociada a T [20]-[24].

3.3.1. Análisis perturbativo

El análisis perturbativo concierne en perturbar las variables dinámicas invo-

lucradas, que este caso serían la tri-métrica γij de las hojas de la foliación, el

campo escalar T y las variables N y N i. Para ello es imprescindible establecer el

background en torno al cual se realiza la perturbación para cada variable. Para

establecer los background asociados a la tri-métrica γij, la función lapse N y shift

N i, basta comparar el intervalo ( 3.11) con el asociado a un espacio-tiempo plano,

es decir:

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2, (3.23)

entonces a partir de ( 3.11) y ( 3.23), se concluye que el background asociado a las

variables antes mencionadas son:

γij = δij, N = 1, N i = 0, (3.24)

siendo δij la delta de Kronecker. Con lo anterior se puede establecer ahora la

perturbación deseada para cada variable hasta segundo orden como sigue:

N i = ϵni +O
(
ϵ2
)

(3.25)

N = 1 + ϵn+O
(
ϵ2
)

(3.26)

γij = δij + ϵhij +O
(
ϵ2
)
, (3.27)

siendo hij, n y ni las perturbaciones asociadas a cada variable y ϵ un parámetro de

control de la perturbación. Es también necesario obtener la inversa de la tri-métrica
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γij, la cual debe cumplir la siguiente relación:

γijγ
jk = δki , (3.28)

se propone entonces una inversa de la siguiente forma a segundo orden en ϵ:

γjk = δjk + ϵĥjk +O
(
ϵ2
)
, (3.29)

chequeando que se cumpla la relación ( 3.28), se obtiene:

γijγ
jk = δki + ϵ

(
δijĥ

jk + δjkhij

)
+O

(
ϵ2
)
, (3.30)

imponiendo:

δijĥ
jk + δjkhij = 0 ⇒ ĥik = −hik (3.31)

Finalmente, se arriba a:

γij = δij − ϵhij +O
(
ϵ2
)
. (3.32)

Por otro lado el background más natural para el campo escalar T es el tiempo

t, lo cual conlleva a la siguiente expansión:

T = t+ ϵτ +O
(
ϵ2
)
, (3.33)

siendo τ = τ(x⃗, t) un campo escalar bien comportado del espacio-tiempo. Las con-

sideraciones anteriores permiten obtener las componentes espaciales y temporales

del campo aether uα, como sigue:

u0 = 1 + ϵn+O
(
ϵ2
)

(3.34)

ui = ϵ∂iτ +O
(
ϵ2
)
, (3.35)

donde se ha tenido en cuenta el siguiente resultado:

W = (−gµν∂µT∂νT )
−1/2 ≈ 1− ϵτ̇ + ϵn+O

(
ϵ2
)
. (3.36)
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Expandiendo la expresión ( 3.2) de acuerdo a las consideraciones antes expuestas,

tenemos:

Laer = −M0000∇0u0∇0u0 − 2M00i0∇0ui∇0u0 − 2M0i00∇0u0∇iu0

− 2M0i0j∇0u0∇iuj − 2Mi00j∇iu0∇0uj − 2Mijk0∇iuk∇ju0

− 2M0ijk∇0uj∇iuk − 2M0i0i∇0u0∇iui −Mij00∇iu0∇ju0

−M00ij∇0ui∇0uj −Mijkl∇iuk∇jul,

(3.37)

dado que la expresión anterior es cuadrática en las derivadas covariantes, bastará

sólo con expresar cada una de ellas hasta primer orden en ϵ como sigue:

∇0u0 = O
(
ϵ2
)

(3.38)

∇iu0 = O
(
ϵ2
)

(3.39)

∇0u0 = ϵ∂iτ̇ − ϵ∂in+O
(
ϵ2
)

(3.40)

∇iuj = ϵ∂i∂jτ +
ϵ

2

[
∂jn

i + ∂in
j − ḣij

]
+O

(
ϵ2
)
, (3.41)

tal desarrollo consideró los siguientes símbolos de Christo�el:

Γ0
00 = ϵṅ+O

(
ϵ2
)

(3.42)

Γ0
i0 = ϵ∂in+O

(
ϵ2
)

(3.43)

Γ0
ij =

ϵ

2

[
hij − ∂jn

i − ∂in
j
]
+O

(
ϵ2
)
. (3.44)

Como sólo serán considerados térnimos de orden cuadráticos en ϵ, la expresión

( 3.37) se reduce a:

Laer = M00ij∇0ui∇0uj +Mijkl∇iuk∇jul, (3.45)

siendo su�ciente estimar el orden cero de las matrices que anteceden a las derivadas

covariantes:

M00ij = (c4 − c1) δ
ij, Mijkl = δijδklc1 + δikδjlc2 + δilδkjc3. (3.46)
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Con lo anterior se arriba a:

Laer = ϵ2

[
(c4 − c1) (∂iτ̇ − ∂in)

2 + ϵ2 (c1 + c3)

(
∂i∂jτ +

∂in
j

2
+

∂jn
i

2
− ḣij

2

)2

+ c2

(
∆τ + ∂in

i − ∂h

2

)2
]
+O

(
ϵ3
)
,

(3.47)

teniendo presente que ∆ ≡ ∂i∂i es el operador de Laplace-Beltrami y h ≡ hii.

corresponde a la traza.

En aras de la conveniencia, se codi�cará la información asociada a la velocidad ḣij,

correspondiente a la perturbación de la tri-métrica a través de la perturbación del

tensor de curvatura extrínseca ( 3.17), la cual viene de�nida por:

Kij = ϵκij +O
(
ϵ2
)
, (3.48)

siendo κij la corrección a primer orden, expresada por:

κij =
1

2

(
ḣij − ∂in

kδjk − ∂jn
kδik

)
, (3.49)

con esto la ecuación ( 3.47) luce como sigue:

Lear = ϵ2

[
κ2
ij − λκ2 − 2 (1− β)κij∂i∂jτ − 2 (β − λ)∆τκ+ α (∂iτ̇ − ∂in)

2

+ (1− β) (∂i∂jτ)
2 + (β − λ) (∆τ)2

]
+O

(
ϵ3
)
,

(3.50)

donde se han redi�nido los parámetros α, β y λ de la siguiente manera:

α =
c1 − c4

c1 + c3 + 1
, β =

1

c1 + c3 + 1
, λ =

1− c2
c1 + c3 + 1

, (3.51)

bajo la premisa que λ ̸= 1/3. Finalmente la expresión ( 3.50) corresponde a la

densidad Lagrangeana de la teoría aer a segundo orden en el esquema perturba-

tivo clásico. Por otro lado la parte correspondiente al potencial, tiene la siguiente

representación a segundo orden en el esquema perturbativo:

LG =
√
γN (3)R = ϵ2β

(
1

4
hij∆hij −

1

4
h∆h− n∆h

)
, (3.52)

31



destacando que se ha integrado por partes y utilizado el gauge de Lorentz ∂ihij = 0,

como es usual [34]. También se ha hecho uso de:

√
γN ≈ 1 + ϵ

(
n+

h

2

)
+O

(
ϵ2
)
. (3.53)

Cabe mencionar que el término
√
γN multiplica también en la acción ( 3.1) al

Lagrangeano ear, pero como este ya es cuadrático en ϵ entonces sólo basta tomar

el término de orden cero de la expansión ( 3.53). Finalmente el Lagrangeano viene

dado por:

L = ϵ2
∫

d3xL, (3.54)

siendo:

L = Laer + LG (3.55)

Por útimo indicar que una revisión más detallada de todos los cálculos presentados

en este capítulo puede ser encontrada en el apéndice B.

3.4. Transformada de Legendre

La transición de la descripción Lagrangeana a la descripción Hamiltoniana,

está dada por la transformada de Legendre:

H (p(t), q(t)) = pi(t)q̇
i(t)− L (q(t), q̇(t)) , (3.56)

siendo p(t) y q(t) las variables canónicas del espacio de fase. Dicho cambio exige

una relación entre las variables activas q̇i(t) y pi(t), establecida por:

pi ≡
∂L

∂q̇i
, (i = 1, 2, . . . ,m). (3.57)

Las variables activas involucradas en este caso son: ṅ, ṅi, τ̇ , γ̇ y γ̇ij. De las cuales

se desprenden las siguientes densidades de momento asociados o conjugados a n,
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ni, τ , γ y γij, respectivamente:

ϕ0 =
∂L

∂ṅ
= 0 (3.58)

ϕi =
∂L

∂ṅi
= 0 (3.59)

pτ =
∂L

∂τ̇
= −2α∆(τ̇ − n) (3.60)

πij =
∂L

∂γ̇ij
= κij − λκδij − (1− β) (∂i∂jτ)− (β − λ)∆τδij. (3.61)

Considerando que en la obtención de pτ se ha integrado por partes y se ha descon-

siderado el término correspondiente a derivadas totales, debido al comportamiento

asintótico de los campos en el in�nito (tienden asintóticamente a cero en el in�nito)

tal como en relatividad general, en otras palabras especí�camente se ha estable-

cido que todas la con�guraciones son �jas en el in�nito, lo cual corresponde a un

espacio-tiempo tipo Minkowski o equivalentemente a un manifold Riemanniano

asintóticamente plano dotado con una métrica γij de clase C∞ cuyo momento aso-

ciado es πij [35]. En coordenadas asitónticamente planas, cuando r → ∞ se tiene

el siguiente comportamiento:

γij = δij +O
(
r−1
)
, πij = O

(
r−2
)

(3.62)

N = 1 +O
(
r−1
)
, Ni = O

(
r−1
)
.

El conjunto de ecuaciones (3.57)-(3.61) permite establecer la siguiente densidad

Hamiltoniana:

H = 2πijκij + πij
(
∂in

j + ∂jn
i
)
+ pτ τ̇ − L, (3.63)

recordando que el Hamiltoniano viene dado por:

H =

∫
d3xH. (3.64)

Una vez más integrando por partes la expresión ( 3.63) se transforma en:

H = 2πijκij − 2nj∂iπ
ij + pτ τ̇ − L+ 2∂i

(
njπij

)
, (3.65)
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donde nuevamente tenemos un término correspondiente a derivadas totales, repre-

sentado por el último ente de la expresión ( 4.30), el cual no tiene contribución

alguna y puede ser despreciado como se expuso con anterioridad.

Las expresiones (3.59), (3.60) y (3.61) permiten expresar las velocidades ḣij,

ḣ y τ̇ en función de los momentos asociados a cada una, es decir, son relaciones

invertibles. Diferente es el caso de las expresiones (3.57) y (3.58) que no poseen

dicha facultad. La inversión de las expresiones (3.59), (3.60) y (3.61) esta dada

por:

τ̇ = − pτ
2α∆

+ n (3.66)

κ =
1

1− 3λ
[π + (1 + 2β − 3λ)∆τ ] (3.67)

κij = πij +
λ

1− 3λ
δijπ + β

1− λ

1− 3λ
δij∆τ + (1− β) (∂i∂jτ) . (3.68)

Recordando que las velocidades ḣij y ḣ asociadas a la tri-métrica, están codi�cadas

mediante κij. Finalmente se arriba a la siguiente densidad Hamiltoniana:

H = npτ − 2nj∂iπ
ij +

1

β
κ2
ij −

1

β
λκ2 +

1

β
(λ− 1) (∆τ)2 − pτ

(
β

4α∆

)
pτ

+n∆h+
1

4
h∆h− 1

4
hij∆hij (3.69)

Teniendo en cuenta que κ y κij están de�nidas por (3.67) y (3.68) respectivamente.
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Capítulo 4

Resultados y discusiones

4.1. Análisis de los vínculos

4.1.1. Vínculos primarios

Tal y como se ha explayado en la sección anterior la ecuación ( 3.57) permite

en principio expresar las cantidades q̇i(t) como una función de las variables pi(t)

y qi(t). Esto es equivalente a establecer que la matriz Hessiana Hij de�nida por:

Hij =
∂2L

∂q̇j∂q̇i
, (4.1)

es invertible. En otras palabras su determinante es distinto de cero:

detHij ̸= 0. (4.2)

Caso contrario a lo mencionado, es decir cuando la matriz Hessiana no tiene inversa

o su determinante es nulo, se dice que el sistema es singular o vinculado. Esto

signi�ca que las velocidades q̇i(t) no pueden ser expresadas como una función de

las coordenadas qi(t) y los momentos pi(t), por tanto éstas últimas se encuentran

vinculadas o relacionadas mediante expresiones del tipo:

ϕr = (p, q) = 0, r = 1, . . . , R. (4.3)
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Estas relaciones las cuales obviamente no pueden ser ecuaciones de movimiento,

son denominadas vínculos primarios. Lo interesante es que estas funciones son

restricciones reales en el espacio de fase. Todas las restricciones de�nen conjunta-

mente una sub-variedad Γp en el espacio de fase de dimensión (2S − R) (siendo

S el número de grados de libertad y R el número total de vínculos), que contiene

todas las variables físicamente alcanzables.

Justamente el problema en estudio posee tal característica, ser un sistema vin-

culado. Esto se evidencia en la expresión ( 3.55), la cual no depende explícitamente

de las velocidades asociadas a las perturbaciones respectivas de la función de lapse

n y shift ni, es decir, los objetos ṅ y ṅi no están presentes en la densidad Lagran-

geana, lo cual está representado en las expresiones (3.57) y (3.58). Precisamente ϕ0

y ϕi son vínculos primarios, lo cual era de esperar ya que como se ha mencionado

la teoría aer no es más sino que la teoría general de la relatividad de Einstein

acoplada a un campo vectorial dinámico restringido a ser ortogonal a las hojas que

de�nen la folación del espacio-tiempo.

Una cuestión importante a ser analizada es la conservación de los vínculos seña-

lados, lo que es homólogo a estudiar si la variación en el tiempo de estos es nulo,

o sea veri�car que sean constantes de movimiento. Dicho cómputo se lleva a cabo

calculando el corchete de Poisson entre el objeto a estudiar y el Hamiltoniano total

del sistema. Otra forma es obtener la ecuación de Hamilton asociada, es decir:

ϕ̇0 = {ϕ0, H} = −δH

δn
≈ 0 (4.4)

ϕ̇i = {ϕi, H} = −δH

δni
≈ 0, (4.5)

nótese que la terminología ”δ” signi�ca derivada funcional y ” ≈ ” indica igualdad

sobre la super�cie de restricción, en otras palabras cuando un objeto se anula sobre

la super�cie de restricción, se dice que este se anula débilmente. La conservación

de los vínculos ϕ0 y ϕi, da como resultado:

ϕ̇i = {ϕi, H} = −2∂jπ
ij ⇒ −2∂jπ

ij ≈ 0 (4.6)
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ϕ̇0 = {ϕ0, H} = pτ +∆h ⇒ pτ +∆h ≈ 0. (4.7)

Estos cálculos se obtuvieron teniendo presente la siguiente de�nición para el cor-

chete de Poisson [36]:

{X, Y } =

∫
V

d3z⃗

S∑
ξ=1

(
δX

δφξ

δY

δπξ
− δX

δπξ

δY

δφξ

)
, (4.8)

considerando la dependencia funcional para los camposX = X
(
φξ(x⃗, t), π

ξ(y⃗, t)
)
y

Y = Y
(
φξ(y⃗, t), π

ξ(y⃗, t)
)
. Mientras que para la derivada funcional se ha utilizado:

δu(x⃗, t)

δu(x⃗′, t)
= δ(3) (x⃗− x⃗′) ,

δui(x⃗, t)

δuj(x⃗′, t)
= δji δ

(3) (x⃗− x⃗′) . (4.9)

4.1.2. Vínculos secundarios

Dado que ϕ0 ni ϕi conmutan con el Hamiltoniano H, implica que no son cons-

tantes de movimiento, lo cual convella a una consecuencia de relevancia. Esta

consecuencia revela que tanto n como nj, no son verdaderas variables dinámicas,

sino más bien multiplicadores de Lagrange. Esto se debe a que las expresiones re-

sultantes de los corchetes ( 4.6) y ( 4.7), están presentes en la expresión ( 3.55)

precisamente multiplicadas por n y nj. Dichos resultados son denominados vínculos

secundarios, ya que se desprenden de la no conservación de los vínculos primarios.

Con esto el Hamiltoniano ( 3.64) puede ser re-escrito como:

H =

∫
V

d3x

[
nH̃ + njH̃j +

1

β
κ2
ij −

1

β
λκ2 +

1

β
(λ− 1) (∆τ)2

+
1

4
h∆h− 1

4
hij∆hij − pτ

(
β

4α∆

)
pτ

]
,

(4.10)

teniendo en cuenta la siguiente designación:

H̃j = −2∂iπ
ij ≈ 0 (4.11)

H̃ = pτ +∆h ≈ 0. (4.12)

37



La cuestión ahora es analizar si las expresiones (4.11) y (4.12) invocan la existencia

de más vínculos presentes en el estudio. Tal análisis se ejecuta implementando el

algoritmo de Dirac-Bergmann, el cual es materia de desarrollo del acápite ( 4.2). Sin

embargo, antes de implementar el algoritmo de Dirac-Bergmann es conveniente en

aras de la simplicidad de los cálculos, descomponer las expresiones (4.11) y (4.12)

en sus componentes transversas y longitudinales [6], tal como se presenta en la

siguiente sección.

4.1.3. Descomposición de los vínculos en partes transversas

y longitudinales

En el estudio de la linealización de las ecuaciones de campo de Einstein [37],

una técnica usual en el cálculo es descomponer la perturbación asociada a la métri-

ca en sus partes transversales y longitudinales. No obstante, dicha descomposición

puede ser aplicada a cualquier tensor de segundo orden simétrico [6]-[38]. Tal des-

composición tiene la siguiente forma:

fij = fTT
ij +

1

2

(
δij −

∂i∂j
∆

)
fT + ∂if

L
j + ∂jf

L
i , (4.13)

considerando por supuesto que fij es un tensor simétrico. Cada término de la

descomposición anterior tiene el siguiente signi�cado: fTT
ij corresponde a la parte

transversal del tensor sin traza, es decir fTT
ii = 0, siendo además esta parte del

tensor, libre de divergencia ∂if
TT
ij = 0. Por otro lado fT y fL

i representan la parte

transversal y longitudinal respectivamente, teniendo esta última divergencia nula,

∂if
L
i . Por último la parte longitudinal puede ser descompuesta nuevamente, de la

siguiente manera:

fL
i = f̃T

i +
1

2
∂if̃

L, (4.14)
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donde ∂if̃
T
i = 0. Bajo este esquema la velocidad asociada a la pertubación de la

tri-métrica ḣij y su momento conjugado πij, pueden ser expresados como sigue:

πij = πijTT +
1

2

(
δij −

∂i∂j
∆

)
πT + ∂jπ̃

iT + ∂iπ̃
jT + ∂i∂jπ̃

L (4.15)

ḣij = ḣTT
ij +

1

2

(
δij −

∂i∂j
∆

)
ḣT + ∂j

˙̃hT
i + ∂i

˙̃hT
j + ∂i∂j

˙̃hL, (4.16)

con esto el producto πijḣij toma la siguiente forma:

πijḣij = πijTT ḣTT
ij +

1

2
πT ḣT − 2∆π̃iT ˙̃hT

i +∆π̃L∆˙̃hL, (4.17)

teniendo en cuenta que el resultado anterior está bajo el símbolo integral, y por

tanto se han llevado a cabo integraciones por partes, desconsiderando los términos

que involucran derivadas totales. Además de prescindir de los términos cruzados

presentes en el cálculo, producto de la descomposición impuesta. Lo anterior per-

mite establecer los momentos conjugados a cada parte de la descomposición:

hTT
ij → πijTT (4.18)

hT → 1

2
πT (4.19)

h̃L → ∆2π̃L (4.20)

h̃T
i → −2∆π̃iT . (4.21)

Todo lo anterior reduce el vínculo (4.12) en función solamente del escalar trans-

versal hT , de la siguiente manera:

pτ +∆h ≈ 0, (4.22)

recordando que h = hii y recurriendo a la descomposición ortogonal, se tiene:

hii = hT + 2���∂ihi, (4.23)

donde la cancelación del segundo miembro en el lado derecho de la expresión

anterior se debe a la �jación del gauge de Lorentz. En de�nitiva el vínculo se

reduce a:

pτ +∆hT ≈ 0. (4.24)
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Por otro lado el vínculo (4.11) permite la reducción de πii en función de πT , tal

como se muestra a continuación:

πij = πijTT +
1

2

(
δij −

∂i∂j
∆

)
πT + ∂iπ

jL + ∂jπ
iL, (4.25)

tomando la divergencia y aplicando consideraciones antes expuestas:

∂jπ
ij = ∆πiL = 0 → πiL = 0, (4.26)

lo anterior implica:

π̃L = π̃iT = 0, (4.27)

lo cual a su vez permite hacer la siguiente elección de gauge:

h̃L = h̃iT = 0, (4.28)

en aras de mantener la consistencia de la formulación Hamiltoniana, ya que es

imprescindible la precencia en conjunto de la variable y su momento conjugado.

Tomando la traza de la expresión ( 4.25):

πii = πT + 2���
∂iπ

iL, (4.29)

lo cual es consecuencia de la ecuación ( 4.26) o del vínculo (4.6) propiamente tal.

Por otro lado, en virtud de la expresión (4.24) se puede despejar pτ en función de

hT , lo cual al ser reemplazado en el Hamiltoniano (4.10) y después de un poco de

álgebra se arriba a:

H =

∫
V

d3x

[
β
(
πijTT

)2 − 1

4
hTT
ij ∆hTT

ij +
β (1− λ)

2 (1− 3λ)

(
πT
)2

+
1

4

(
1

2
− β

α

)
hT∆hT + χ (∆τ)2

]
,

(4.30)

siendo χ la agrupación de todos los coe�cientes que involucran a τ . El Hamil-

toniano anterior estresa la premisa considerada durante todo el estudio sobre la

constante de acoplamiento λ, es decir, que ésta deber ser distinta de 1/3. Más
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aún, la expresión anterior permite también de�nir un rango de valores posibles

para esta constante, en aras de asegurar la positividad de ésta misma, lo cual se

muestra en la �gura (4.1). Observar que el signo del coe�ciente del último término

del Hamiltoniano ( 4.30) no es relevante, ya que ese término puede ser eliminado

por una �jación de gauge, como se verá más adelante.

Figura 4.1: Rango posible de valores que puede tomar la constante de acoplamiento

λ, en aras de mantener la consistencia y positividad de la formulación Hamiltoniana

de la teoría aer.

Respecto de las constantes α y β, bajo el mismo argumento de positividad, éstas

tienen la siguiente restricción β > 0 y α ̸= 2, o lo que es equivalente β > α/2.

4.2. Algoritmo de Dirac-Bergmann

La no conservación de los vínculos primarios ϕ0 y ϕi, dio origen a la existencia

de los vínculos secundarios H̃ y H̃i. Ahora la cuestión es si los vínculos secundarios

desprendidos de los primarios cumplen o no con los requerimientos de consistencia.

Cumplir las condiciones de consistencia, signi�ca que el álgebra de los vínculos

es cerrada y no hay paso a la existencia de más vínculos, caso contrario estos

darán origen a vínculos terciarios, etc. volviendo nuevamente el proceso al inicio.

La manera de abordar la problemática de sistemas vínculados, y chequear pués

entonces la conservación de los vínculos presentes, se lleva a cabo aplicando el

algoritmo de Dirac-Bergmann[39], el cual se describe brevemente a continuación.

La presencia de vínculos primarios en un sistema, producto de la no posible
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inversión de la transformada de Legendre en el paso de la formulación Lagran-

geana hacia la Hamiltoniana, permite escribir un Hamiltoniano extendido Hext

del sistema, el cual incluye los vínculos primarios a través de multiplicadores de

Lagrange:

Hext = H + umϕ
m (4.31)

donde um son los multiplicadores de Lagrange asociados a los vínculos primarios.

Ahora el conducto dicta utilizar la estructura de los corchetes de Poisson para

chequear la conservación de los vínculos primarios:

ϕ̇m = {ϕm, H}+ un{ϕm, ϕn} ≈ 0, (4.32)

donde han sido empleadas propiedades de los corchetes de Poisson para arribar a la

expresión anterior ([36]). La expresión ( 4.32) tiene las siguientes tres posibilidades:

ϕ̇m ≈ 0 se satisface, implicando entonces la conservación automática del

vínculo ϕm, con lo cual el algoritmo concluye.

ϕ̇m ≈ 0 decanta en una ecuación que no se anula débilmente, quedando

en función de los multiplicadores de Lagrange. En tal caso se impone la

condición de nulidad débil, lo cual determina los multiplicadores de Lagrange,

haciendo por tanto que ϕm se conserve en el tiempo.

ϕ̇m ≈ 0 no implica convergencia débil ni dependencia de los multiplicadores

de Lagrange, en este caso el requerimiento de convergencia débil conlleva a

una relación entre las coordenadas del espacio de fase la cual debe anularse

débilmente sobre el sub-espacio de fase Γp que estas forman, dando origen a

nuevos vínculos.

Las dos primeras opciones no requieren más controles de consistencia, pero esto

no es cierto para el tercero. La existencia de una nueva restricción o vínculo implica

que los vínculos primarios sólo se conservarán en el tiempo si los secundarios son

constantes.
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4.2.1. Clausura del álgebra de los vínculos

La clausura del álgebra de los vínculos, supone que no existen más restricciones

en el sistema. Para que esto suceda en el estudio presente, debe ocurrir que los

vínculos secundarios H̃ y H̃i se conserven en el tiempo, lo cual es equivalente a

que el corchete de Poisson asociado a cada uno con el Hamiltoniano extendido

Hext se anule débilmente de manera directa o este sea proporcional a parte de los

vínculos ya presentes, los cuales por de�nición se anulan sobre la sub-variedad Γp

del espacio de fase, en otras palabras que el álgebra se cierre sobre los propios

vínculos ya existentes. La condición de consistencia de los vínculos secundarios

conlleva a los siguientes resultados:

˙̃Hi = {H̃i, Hext} = {H̃i, ⟨H⟩}+ u0{H̃i, ⟨ϕ0⟩}+ uj{H̃i, ⟨ϕj⟩}, (4.33)

donde el uso de los paréntesis "⟨⟩"denota la integración sobre todo el espacio físico,

⟨F⟩ ≡
∫
d3xF . No es tarea difícil demostrar que los corchetes del lado derecho de

la ecuación ( 4.33) se anulan débilmente de manera directa:

˙̃H
i

= {H̃i, Hext} ≈ 0, (4.34)

lo que signi�ca que el vínculo H̃i se conserva en el tiempo. Esto era de esperar ya

que este vínculo es exactamente el mismo que se obtiene en el análisis perturbativo

en relatividad general. Por otro lado la conservación del vínculo H̃ da:

˙̃H = {H̃, Hext} = {H̃, ⟨H⟩}+ u0{H̃, ⟨ϕ0⟩}+ uj{H̃, ⟨ϕj⟩}, (4.35)

las dos últimas expresiones del miembro derecho de la ecuación anterior se anulan

directamente, no así el primer corchete, debido a que la densidad Hamiltoniana H

tiene dependencia funcional tanto con las coordenadas como momentos conjugados,

respecto de pτ y hT . Entoces la expresión 4.35 puede ser reescrita como:

{H̃, ⟨H⟩} = {pτ , ⟨H⟩}+ {β∆hT , ⟨H⟩}, (4.36)
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arribándose a los siguientes resultados:

{pτ , ⟨H⟩} = −2β (1− λ)

1− 3λ

[
∆π + 2β∆2τ

]
(4.37)

{β∆hT , ⟨H⟩} =
2β (1− λ)

1− 3λ

[
∆π + 2β∆2τ

]
, (4.38)

donde se han tenido en cuenta las expresiones (3.67) y (3.68) como también así

las propiedades de aditividad y producto de los corchetes de Poisson, además de

la integración por partes. Sumando las expresiones ( 4.37) y ( 4.38) �nalmente se

obtiene:
˙̃H = {H̃, Hext} ≈ 0. (4.39)

Es decir el vínculo se conserva. En virtud que ambos vínculos secundarios cumplen

las condiciones de consistencia, esto no da paso a más restricciones en el estudio,

lo cual entraña la clausura del álgebra de los vínculos1.

4.2.2. Vínculos de primera clase

Del análisis de la sección precedente, se puede extraer, otra importante conse-

cuencia. Esta radica en que las relaciones de conmutación entre los vínculos y las

relaciones entre un vínculo y el mismo, son todos idénticamente nulos, a un mismo

tiempo pero diferentes puntos del espacio-tiempo, es decir:

{ϕi, ϕj} = {ϕi, H̃} = {ϕi, H̃j} ≈ 0, (4.40)

{H̃, H̃} = {H̃i H̃j} = {H̃i, H̃} ≈ 0, (4.41)

{ϕ0, ϕ0′} = {ϕ0, ϕi} = {ϕ0, H̃} = {ϕ0, H̃i} ≈ 0. (4.42)

La importancia de las expresiones anteriores, concierne en que todos los vínculos

presentes en el estudio son de primera clase, ya que o bien los corchetes de Pois-

son son directamente nulos, como es en esta ocasión, o estos son proporcionales

1Una revisión detallada de los cálculos de los corchetes de Poisson, está disponible en el

apéndice C
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a vínculos ya presentes en el sistema. Esto signi�ca entonces, que estos vínculos

son generadores de transformaciones de gauge. Lo cual permitirá establecer poste-

riormente, que elección de gauge será la más adecuada para relacionar de manera

unívoca y exacta las teorías HLNP y aer.

4.3. Fijación de gauge y relación entre las teorías

HLNP y aer

4.3.1. Hamiltoniano de la teoría HLNP

En esta sección se presenta de manera sucinta, la formulación Hamiltoniana en

el marco perturbativo clásico a segundo orden a bajas energías de la teoría Ho°ara-

Lifshitz no-proyectable (HLNP ). Partiendo de la acción integral cuadrática, la

cual está dada por:

Snp =

∫
dtd3x

√
γN

(
KijKij − λK2 + β(3)R + αaia

i
)
, (4.43)

estresando por supuesto la condición λ ̸= 1/3. Básicamente, la diferencia entre

la acción ( 3.16) y la acción ( 4.43), es que esta última tiene adherido el término

αaia
i y no el campo aether. El procedimiento perturbativo dicta hacer exactamente

lo mismo que antes, con la salvedad que el invariante construido por el vector

aceleración debe tener su forma perurbada, la cual es:

ai =
1

N
∂iN ∼ ϵ∂in+O

(
ϵ2
)
. (4.44)

con lo cual, el Lagrangiano de la teoría HLNP a segundo orden de perturbación

es:

Lnp =

∫
V

[
κ2
ij − λκ2 + α∂in∂in+ β

(
1

4
hij∆hij −

1

4
h∆h− n∆h

)]
, (4.45)
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aplicando transformada de Legendre, se obtienen los siguientes momentos:

ϕ0 =
∂L

∂ṅ
= 0 (4.46)

ϕi =
∂L

∂ṅi
= 0 (4.47)

πij =
∂L

∂γ̇ij
= κij − λκδij, (4.48)

donde al igual que antes, se tienen los vínculos primarios ϕ0 y ϕi. El conjunto de

expresiones anteriores permiten establecer el siguiente Hamiltoniano:

Hnp =

∫
V

d3x

[
nH̃ − njH̃j + κ2

ij − λκ2 + β

(
1

4
h∆h− 1

4
hij∆hij

)]
, (4.49)

donde por supuesto se ha hecho uso de la integración por partes y se han descon-

siderado los términos de borde. Tal y como antes los vínculos ϕ0 y ϕi no cumplen

con los requerimientos de consistencia, dando origen a vínculos secundarios, dados

por:

H̃j = 2∂iπ
ij ≈ 0 (4.50)

H̃ = 2α∆n+ β∆h ≈ 0, (4.51)

siendo el vínculo (4.51) de primera clase, mientras que (4.52) es de segunda clase.

Recurriendo nuevamente a la descomposición ortogonal, el vínculo (4.52) se reduce

ha:

2α∆n+ β∆hT ≈ 0, (4.52)

lo cual permite obtener n en función de hT , con lo cual el Hamiltoniano (4.50) se

reduce ha:

H =

∫
V

d3x

[ (
πijTT

)2 − β

4
hTT
ij ∆hTT

ij +
1− λ

2 (1− 3λ)

(
πT
)2

+
β

4

(
1

2
− β

α

)
hT∆hT

]
.

(4.53)

Cabe destacar que este caso n no juega un rol de multiplicador de Lagrange, como

lo hacia en la teoría aer. Respecto a la clausura del álgebra de los vínculos (4.51)
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y (4.52), el primero de estos cierra directamente, mientras que el segundo cierra

cuando se calcula su conservación y se determina un multiplicador de Lagrange.

Una exposición más exhaustiva del estudio y análisis de ésta versión de la teoría

HLNP bajo este esquema de desarrollo, puede ser encontrada en [12]-[13]-[14]-[15].

4.3.2. Elección del gauge

El Hamiltoniano (4.54) de la teoría HLNP en el marco perturbativo clásico a

segundo orden, sólo di�ere de su homólogo de la teoría aer (4.30) en que ésta no

tiene los términos asociados a la perturbación del campo escalar T , es decir, no está

presente τ ni el momentum conjugado a este, o sea pτ . En HLNP se tiene aparte

del vínculo H̃i, que existe en ambas teorías, solamente un vínculo de segunda clase

, que permite eliminar n. En la teoría aer se tiene un vínculo de primera clase. Al

�jar el gauge:

τ = 0, (4.54)

y resolver el vínculo se eliminan τ , su momento conjugado pτ y n que es el multi-

plicador del vínculo. En consecuencia el contenido en campos en ambas teorías es

exactamente el mismo. Por lo tanto siempre se puede hacer dicha elección de gauge

y los Hamiltonianos (4.30) y (4.54) serán completamente equivalentes. Remarcar

también que ambas teorías para λ ̸= 1/3 en el régimen perturbativo tienen un

modo escalar extra respecto de relatividad general clásica, el cual es precisamente

el mismo para ambas teorías, este es justamente el escalar transverso hT asociado

a la perturbación de la métrica.
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Capítulo 5

Consideraciones �nales

5.1. Conclusión

En este trabajo se ha abordado la formulación Hamiltoniana en el marco de la

teoría de perturbaciones clásica a segundo orden, en el régimen de bajas energías

(IR) o grandes distancias, de la teoría Einstein-aether restringida. Con miras a

establecer una relación unívoca y exacta con la teoría extendida o no-proyectable

de Ho°ava-Lifshitz, lo cual fue propuesto por Jacobson en [23]-[24], quien argumen-

taba dicha equivalencia sólo desde el punto de vista comparativo de las acciones

integrales de ambas teorías. El estudio ha revelado interesantes propiedades de la

teoría aer bajo tal formalismo aplicado, las cuales se remarcan a continuación:

Bajo el esquema aplicado, la teoría aer resultó ser un sistema vinculado, en

donde las perturbaciones asociadas a la función de lapse N y shit Ni, es

decir, n y ni, no son verdaderas variables dinámicas de la teoría, sino más

bien actúan como multiplicadores de Lagrange. Esto era de esperar ya que

la teoría aer corresponde a la relatividad general de Einstein más el acoplo

de un campo vectorial dinámico, tipo tiempo y normalizado, que entra a la

teoría a través de derivadas covariantes. Diferente es el caso con la teoría
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HLNP , en donde n es un campo dinámico más.

Para λ ̸= 1/3, la teoría presenta un modo de propagación extra respecto de

relatividad general, el cual corresponde al escalar transverso hT asociado a

la perturbación de la tri-métrica γij. Este modo extra también está presente

en la teoría HLNP , bajo la misma premisa de λ.

Los vínculos presentes en la teoría, resultaron ser todos de primera clase.

Lo cual entraña la clausura del álgebra de estos mediante el algoritmo de

Dirac-Bergmann. Es decir, no hay paso a la existencia de más restricciones

de las que se hallaron inicalmente, lo cual establece de manera terminal los

verdaderos grados de libertad que la teoría presenta.

En virtud del vínculo (4.11), esta trae como consecuencia la expresión (4.27),

lo cual permite �jar las simetrías de gauge dadas por la expresión (4.28).

Manteniéndose así la consistencia de la formulación Hamiltoniana obtenida

para la teoría aer.

Respecto del rango admisible para las constantes de acoplamiento α y β,

éstas están en completa acordancia con los valores que permiten preservar

tanto la consistencia como positividad del Hamiltoniano de la teoría.

En relación al objetivo general planteado en este trabajo, se ha de concluir que

ambas teorías son completamente equivalentes en el régimen de bajas energías

(IR). Lo cual puede ser apreciado comparando directamente las expresiones (4.30)

y (4.54), que corresponden a los Hamiltonianos en el esquema pertubativo clásico

a segundo orden de las teorías aer y HLNP , respectivamente. La diferencia entre

ambas expresiones es la variable τ en la formulación original de la teoría aer. Sin

embargo, ésta teoría presenta una simetría adicional a la de la teoría de HLNP ,

lo cual permite �jar el gauge y reducir la teoría del aer en su formulación Hamil-

toniana exactamente a la teoría HLNP . Finalmente remarcar que ambas teorías
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están en completa acordancia con el rango posible de valores permitidos para las

constantes de acoplamiento α, β y λ. Lo cual no había sido determinado en el

análisis de Jacobson.
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Apéndice A

Descomposición ADM

El objetivo de este apéndice es dar una breve introducción, no del todo técnica

a la formulación en variables ADM de la relatividad general [6]. La presentación

comenzará con la descomposición 3 + 1 de la métrica, luego se re-escribirá la

acción de Einstein-Hilbert con las nuevas variables y �nalmente, se dará una breve

presentación de la formulación Hamiltoniana de la relatividad general.

La relatividad clásica de Einstein, es una teoría de campo dotada de un tensor

métrico cuadrimensional gµν . Por tanto, la estructura del espacio-tiempo es una

variedad M pseudo-Riemanniana, con una métrica sobre este. La teoría puede ser

construida bajo difeomor�smos invariantes sobre M. La acción más general que

respeta la invariancia bajo difeomor�smos y que tiene derivadas de segundo orden

solamente, es la acción de Einstein-Hilbert1:

S =
1

16πGN

∫
d4x

√
−gR. (A.1)

Si se desea escribir, la acción gravitacional anterior en el formalismo Hamiltoniano,

primero es necesario de�nir una coordenada para el tiempo sobre M, ya que, en

general no hay marcos preferenciales de referencia. Para de�nir tal elección, se

elige una foliación global en el tiempo de M, en hiper-super�cies tridimensionales

1Se omitirá el término correspondiente a la constante cosmológica.
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Σ, donde M = R × Σ. La métrica inducida γij sobre Σ corresponde justamente a

las componentes tridimensionales de la métrica original, es decir, γij = gij. Para

describir completamente gµν , aún es necsario de�nir un campo escalar y uno vec-

torial. Para ver esto, considérese dos hiper-super�cies in�nitesimalmente cercanas,

Σt y Σt+dt (ver �g. A.1) y un desplazamiento in�nitesimal desde el punto (xi, t) ϵΣt

hasta el punto (xi + dxi, t+ dt) ϵΣt+dt. Proyectando el elemnto de línea ds sobre el

eje del tiempo (eje perpendicular a las hiper-super�cies de la foliación) se obtiene

Ndt, donde N ≡ (−g00)
−1/2 es la denominada función lapse, la cual provee la me-

dida de como el tiempo propio ha avanzado entre dos hiper-super�cies adyacentes.

Como se puede apreciar en la �gura ( A.1), el desplazamiento in�nitesimal in la

dirección del tiempo no toma, en general, un punto de (xi, t) a (xi, t+ dt), ya que

hay un desplazamiento dado por los elementos g0i de la métrica original. Por lo

tanto, se de�ne el vector de shift como Ni ≡ g0i. Resumiendo estas de�niciones,

las variables de campo pueden ser re-escritas como:

γij ≡ gij, N ≡
(
−g00

)−1/2
, Ni ≡ g0i (A.2)

Figura A.1: Hiper-super�cies de la foliación del espacio-tiempo en 3 + 1 dimensio-

nes.
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Usando estas de�niciones para escribir el elemento de línea, se arriba a:

ds2 = −N2dt2 + γij
(
dxi +N idt

) (
dxj +N jdt

)
. (A.3)

Para escribir ( A.1), usando ( A.2) se utiliza:

√
−g = N

√
γ, R =(3) R +KijK

ij −K2, (A.4)

donde Kij es el llamado tensor de curvatura extrínseca, dado por:

Kij =
1

2N
(γ̇ij −∇iNj −∇jNi) . (A.5)

Insertando ( A.4) en ( A.1), se obtiene la descomposición 3 + 1 para la acción

de Einstein-Hilbert:

S =
1

16πGN

∫
d3dtN

√
γ
(
KijK

ij −K2 +(3) R
)
. (A.6)

Es de notar que todas las derivadas en temporales, están contenidas en el término

2KijK
ij − K2, mientras que el escalar de Ricci tridimensional solamente contie-

ne derivadas espaciales de la métrica. Más aún, no existen derivadas temporales

de N ni de Ni. Finalmente remarcar que KijK
ij − K2, es el término cinético lo

más general posible, mientras que el escalar de Ricci tri-dimensional juega el rol

precisamente de un potencial gravitacional. Esta es la ventaja de la descompo-

sición ADM : descomponer explícitamente la acción en una parte cinética y otra

potencial.

Es posible ahora de�nir las densidades de momentum asociadas a γij, N y Ni:

πij ≡ δS

δγ̇ij
=

√
γ
(
Kij − γijK

)
, (A.7)

ϕ0 ≡
δS

δṄ
= 0, ϕi ≡ δS

δṄi

= 0. (A.8)

2Para incluir un término covariante con derivadas temporales de N o Ni, es necesario incluir

más derivadas de γij , llevando el total de derivadas temporales a más de dos.
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La ausencia dederivadas temporales de N y Ni en ( A.6), se re�eja en el momentum

nulo asociado, el cual de�ne vínculos primarios de la teoría, ϕ0 y ϕi. Realizando la

transformada de Legendre, se obtiene el Hamiltoniano:

H =

∫
d3x

(
NH +N iHi + u0ϕ0 + uiϕ

i
)
, (A.9)

donde u0 y ui son los multiplicadores de Lagrange asociados a ϕ0 y ϕi, respectiva-

mente. H y Hi dados por:

H =
1
√
γ

(
πijπij − π2

)
, (A.10)

Hi = −2∇jπ
ij. (A.11)

Donde las expresiones anteriores se han obtenido, chequeando los requerimientos

de consistencia de ϕ0 y ϕi. Siendo H denominado el vínculo Hamiltoniano de

relatividad general y Hi el vínculo de momentum, ambos restricciones secundarias.

La preservación en el tiempo de estos vínculos secundarios, es un cálculo altamente

no trivial [40]. Todos los corchetes de Poisson entre H y Hi, se anulan débilmente,

no conduciendo a la existencia de nuevos vínculos, lo cual signi�ca que el álgebra

del algoritmo de Dirac-Bergmann es cerrada:

{Hi(x),H(y)} = H∂iδ
(3)(x, y)

{Hi(x),Hj(y)} = Hj∂iδ
(3)(x, y) +Hi∂jδ

(3)(x, y) (A.12)

{H(x),H(y)} = γij
(
Hi∂jδ

(3)(x, y) +Hj∂iδ
(3)(x, y)

)
Las relaciones anteriores, muestran claramente que para un mismo tiempo pero

diferentes puntos del espacio-tiempo, el álgebra cierra sobre los vínculos ya exis-

tentes. Los cuales se anulan débilmente sobre la sub-variedad Γp del espacio de

fase. Claramente si se evalúan los objetos en un mismo punto, los corchetes son

directamente nulos.
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Apéndice B

Análisis perturbativo

Este apéndice presentará en detalle el desarrollo en teoría de perturbaciones de

los objetos utilizados en el capítulo 3, tales como los símbolos de Christo�el, deri-

vada covariante, determinante de la tri-métrica y escalar de Ricci tri-dimensional,

con los cuales se han obtenido tanto la densidad Lagrangeana como Hamiltoniana

de la teoría aer.

Un objeto recurrente en todo cálculo en teorías de gravedad, son los símbolos

de Christo�el, los cuales tienen la siguiente forma general:

Γλ
µν =

gγλ

2

[
∂µgγν + ∂νgγµ − ∂γgµν

]
, (B.1)

utilizando las expresiones de la descomposición ADM para la métrica gµν y su in-

versa gµν , como también así las expresiones (3.26) y (3.31), los símbolos de Christof-

fel involucrados en el desarrollo del cálculo hasta segundo orden en perturbaciones
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son:

Γ0
00 =

g00

2
∂0g00 +

goi

2

[
2∂0g0i − ∂ig00

]
, (B.2)

Γ0
00 = − 1

2N2

[
− ∂0N

2 + ∂0γijN
iN j

]
+

Nm

2N2

[
2∂0γmjN

j + ∂mN
2 (B.3)

− ∂mγijN
iN j

]

Γ0
00 =

1

2

[
2ϵ∂0n− 4ϵ2n∂0n− ϵ2δijn

j∂0n
i + 2ϵ2δijn

i∂0n
j + 2ϵ2ni∂in

]
(B.4)

Γ0
00 = ϵ∂0n+O

(
ϵ2
)
, (B.5)

Γm
00 =

gmi

2

[
2∂0g0i − ∂ig00

]
(B.6)

Γm
00 =

γmi

2

[
2∂0γijN

j + ∂iN
2 − ∂iγijN

iN j

]
(B.7)

Γm
00 =

1

2

[
2ϵδmiδij∂0n

j + 2ϵδmi∂in+ 2ϵ2δmiδijn
j∂0hij − ϵ2δmiδijn

j∂in
i (B.8)

− 2ϵ2hmiδij∂0n
j − ϵ2hmi∂in

]

Γm
00 = ϵ

[
∂0n

m + ∂mn

]
+O

(
ϵ2
)
, (B.9)

Γ0
0i =

g0ω

2

[
∂ig0ω + ∂0gωi − ∂ωgi0

]
(B.10)

Γ0
0i = − 1

2N2

[
∂iγijN

iN j − ∂iN
2

]
+

N j

2N2

[
∂iγijN

i + ∂0γij − ∂jγijN
j

]
(B.11)

Γ0
0i =

1

2

[
2ϵ∂in− 4ϵ2n∂in− ϵ2δijn

j∂in
i

]
+

1

2

[
ϵnj − 2ϵ2nnj

]
× (B.12)[

ϵδij∂in
i + ϵ∂0hij − ϵδij∂jn

j − ϵ2δij∂in
i + ϵ2ni∂ihij

]
Γ0
0i = ϵ∂in+O

(
ϵ2
)
, (B.13)
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Γm
0i =

gmj

2

[
∂0gij + ∂ig0j − ∂jg0i

]
(B.14)

Γm
0i =

1

2

[
γmj − NmN j

N2

][
∂0γij + ∂iγijN

i − ∂jγijN
j

]
(B.15)

Γm
0i =

1

2

[
ϵ∂0hmi + ϵδjmδij∂in

i − ϵδjmδij∂jn
j + ϵ2δjmni∂ihij (B.16)

− ϵ2δjmnj∂jhij − ϵ2hmj∂0hij − ϵ2hmjδij∂in
i + ϵ2hmjδij∂jn

j

]

Γm
0i =

ϵ

2

[
∂0hmi + δmi ∂kn

k − δmi ∂ln
l

]
+O

(
ϵ2
)
, (B.17)

Γ0
ji =

g0ω

2

[
∂igωj + ∂jgωi − ∂ωgji

]
(B.18)

Γ0
ji =

Nk

2N2

[
− ∂iγjk − ∂jγik + ∂0γij + ∂iγkj + ∂jγki − ∂kγij

]
(B.19)

Γ0
ji =

1

2

[
2ϵn− 1

][
ϵδkj∂in

k + ϵδik∂jn
k − ϵ∂0hij + ϵ2nk∂jhik (B.20)

+ ϵ2nk∂ihjk

]
+

1

2

[
ϵnk − 2ϵ2nnk

][
ϵ∂ihkj + ϵ∂jhki − ϵ∂khij

]

Γ0
ji =

ϵ

2

[
∂0hji + δkj∂in

k − δki∂jn
k

]
+O

(
ϵ2
)
, (B.21)

Γm
ji =

gml

2

[
∂iglj + ∂jgli − ∂lgji

]
(B.22)

Γm
ji =

1

2

[
γml − NmN l

N2

][
∂iγlj + ∂jγli − ∂lγij

]
(B.23)

Γm
ji =

1

2

[
δml − ϵhml − ϵ2nmnl

][
ϵ∂ihlj + ϵ∂jhli − ϵ∂lhij

]
(B.24)

Γm
ji =

ϵ

2
δml

[
∂ihjl + ∂jhli − ∂lhij

]
+O

(
ϵ2
)
. (B.25)
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Los cálculos anteriores además han tenido en cuenta la siguiente expansión:

1

N2
=

1

[1 + ϵn+O (ϵ2)]2
≈ 1− 2ϵn+O

(
ϵ2
)
. (B.26)

Los resultados anteriores, permitirán establecer el desarrollo de las derivadas

covariantes de uα. Pero antes serán obtenidas sus componentes espaciales y tem-

porales en forma perturbada. Recordando:

uα =
∂αT√

−gβγ∂βT∂γT
, (B.27)

entonces:

ui = ϵ∂iτ +O
(
ϵ2
)

(B.28)

u0 = 1 + ϵn+O
(
ϵ2
)
, (B.29)

donde de ha considerado:

T = t+ ϵτ +O
(
ϵ2
)
, (B.30)√

−gβγ∂βT∂γT =

√
−g00Ṫ 2 − 2g0iṪ ∂iT − gij∂iT∂jT (B.31)

=

√√√√ Ṫ 2

N2
− 2

N i

N2
Ṫ ∂iT − ∂iT∂jT

[
γij − N iN j

N2

]

=

√
(1 + ϵτ̇)2

(1 + ϵn)2
− 2ϵ2ni∂iτ

(1 + ϵn)2
− ϵ2 (∂iτ)

2 +O (ϵ3)

=
√

1 + ϵτ̇ − 2ϵn+O (ϵ2)

≈ 1− ϵτ̇ + ϵn+O
(
ϵ2
)
,

entonces las derivadas covariantes del campo aether, involucradas en el cálculo son:

∇0u0 = u̇0 − Γ0
00u0 − Γm

00um (B.32)

= O
(
ϵ2
)
,

∇iu0 = ∂iu0 − Γ0
i0u0 − Γm

i0um (B.33)

= O
(
ϵ2
)
,
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∇0ui = u̇i − Γm
0ium − Γ0

0iu0 (B.34)

= ϵ∂iτ̇ − ϵ∂in+O
(
ϵ2
)
,

∇iuj = ∂iuj − Γ0
iju0 − Γk

ijuk (B.35)

= ϵ∂i∂jτ +
ϵ

2

[
∂in

j + ∂jn
i − ḣij

]
+O

(
ϵ2
)
.

Tal y como exhiben las expresiones anteriores, algunas tienen como mínimo

orden cuadrático en ϵ, lo que signi�ca que en la ecuación ( 3.37) se desprecian

varios términos, ya que la exigencia del tratamiento es sólo hasta orden cuadrático

en ϵ. Con ello las componentes de la matriz Mαβλγ que anteceden al producto de

derivadas covariantes que sobrevive en la expresión (3.44), deben ser considerados

solamente a orden cero:

M00ij = c1g
00gij + c2g

0ig0j + c3g
0jg0i + c4u

0u0gij (B.36)

= −c1δ
ij + c4δ

ij +O (ϵ) ,

Mijkl = c1g
ijgkl + c2g

ikgjl + c3g
ilgjk + c4u

iujgkl (B.37)

= c1δ
ijδkl + c2δ

ikδjl + c3δ
ilδjk +O (ϵ) .

Para la parte gravitacional se obtedrán ahora la forma perturbada del tensor

de curvatura extrínseca Kij y su traza K, como también así la del escalar de Ricci

tri-dimensional (3)R. Para la curvatura extrínseca se tiene:

Kij =
1

2N

[
γ̇ij −∇iNj −∇jNi

]
, (B.38)

reemplazando las expresiones correspondientes a las formas perturbadas de γij, N

y Ni, se arriba a:

Kij =
ϵ

2

[
ḣij − ∂inj − ∂jni

]
+O

(
ϵ2
)
, (B.39)

donde claramente el orden cero es idénticamente nulo. Considerando que:

ni = γikn
k (B.40)

= (δik + ϵhij)n
k,
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entonces:

Kij =
ϵ

2

[
ḣij − δjk∂in

k − δik∂jn
k

]
+O

(
ϵ2
)
, (B.41)

mientras que para la traza basta con contraer índices, de lo cual resulta:

K =
ϵ

2

[
ḣ− 2∂ini

]
+O

(
ϵ2
)
. (B.42)

Para el escalar de Ricci tri-dimensional, primero se calculará el tensor de Ricci

y luego se hará la contracción de índices. La de�nición del tensor de Ricci es:

(3)Rij = ∂mΓ
m
ij − ∂jΓ

m
mi + Γm

mlΓ
l
ij − Γm

jlΓ
l
mi, (B.43)

tomando en cuenta que los símbolos de Christo�el son puramente espaciales:

Γm
ij =

γkm

2

[
∂jγki + ∂iγkj − ∂kγij

]
. (B.44)

Desarrollando el álgebra se llega a:

(3)Rij =− ϵ

2

[
∆hij + ∂i∂jh

]
+

ϵ2

4

[
∂lh∂jhli + ∂lh∂ihlj − ∂lh∂lhij

− ∂jhml∂ihml − ∂jhml∂mhli + ∂jhml∂lhmj − ∂lhmj∂ihml

− ∂lhmj∂mhli + ∂lhmj∂lhmj + ∂mhlj∂ihml + ∂mhlj∂mhli

− ∂mhlj∂lhmj

]
+O

(
ϵ3
)
+Derivadas totales,

(B.45)

a este resultado se ha llegado aplicando el gauge de Lorentz. Recordando que el

escalar de Ricci está bajo el símbolo integral sobre todo el espacio físico, sólo tres

términos del corchete en la expresión anterior correspondeientes a orden cuadrá-

tico en ϵ son no nulos. A este resultado se arriba integrando por partes, ya que

esta arroja derivadas totales que son desconsideradas debido al comportamiento

asintótico de los campos, como también así se hace uso del gauge de Lorentz. Los
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términos que sobreviven son:∫
V

d3xβ
√
γNγij(3)Rij =

∫
V

d3xβξij

[
− ϵ

2

(
∆hij + ∂i∂jh

)
+

ϵ2

4

(
∂mhlj∂mhli

− ∂jhml∂ihml − ∂lh∂lhij

)]
(B.46)

donde se ha de�nido a ξij como:

ξij ≡ δij + ϵ

(
δijn+

δij
2
h− hij

)
+O

(
ϵ2
)
, (B.47)

procediendo:∫
V

d3xβ
√
γN (3)R = −

∫
V

d3xβ

[
ϵ∆h+ ϵ2

(
n∆h− h

4
∆h+

hij

4
∆hij

)]
, (B.48)

utilizando el teorema de Gauss generalizado, el término de orden ϵ se anula, con

lo que �nalmente se obtiene:∫
V

d3xβ
√
γN (3)R = −ϵ2

∫
V

d3xβ

[
n∆h− h

4
∆h+

hij

4
∆hij

]
. (B.49)
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Apéndice C

Corchetes de Poisson

Este apéndice, pretende clari�car el cálculo de la conservación de los vínculos

secundarios ( 4.33) y ( 4.35). Para ello se de�nirán primero las herramientas nece-

sarias para dicho cómputo, tales como la de�nición en teoría de campos para los

corchetes de Poisson y sus propiedades, como también así la de�nición de derivada

funcional.

La de�nición del corchete de Poisson en teoría de campos, viene dada por:

{X, Y } =

∫
V

d3z⃗

S∑
ξ=1

(
δX

δφξ

δY

δπξ
− δX

δπξ

δY

δφξ

)
, (C.1)

considerando la dependencia funcional para los campos X = X
(
φξ(x⃗, t), π

ξ(x⃗, t)
)

y Y = Y
(
φξ(y⃗, t), π

ξ(y⃗, t)
)
. Mientras que para la derivada funcional se ha de

utilizar:

δu(x⃗, t)

δu(x⃗′, t)
= δ(3) (x⃗, x⃗′) ,

δui(x⃗, t)

δuj(x⃗′, t)
= δji δ

(3) (x⃗, x⃗′) ,
δukl

δuij

= δijklδ
(3) (x⃗, x⃗′) . (C.2)

De aquí en adelante se asumirá la dependencia funcional de los campos, en aras

de reducir el tamaño de las ecuaciones. Para H̃i se tiene:

{H̃i, Hext} =

∫
V

d3z⃗

[
�
�

�
��2δ∂jπ
ij

δhkl

δHext

δπkl
− 2δ∂jπ

ij

δπkl

δHext

δhkl

]
, (C.3)
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donde el primer término dentro del corchete se anula debido a que las variables del

espacio de fase son independientes. Reemplazando la expresión deHext, y aplicando

las propiedades de linealidad y producto de los corchetes de Poisson, como también

las de�niciones de derivada funcional, el término restante de la expresión ( C.3)

queda de la siguiente manera:

{H̃i, Hext} = −2

∫
V

d3z⃗δklij ∂jδ
(3)(x⃗, z⃗)

[
���������δ⟨n (pτ + β∆h)⟩

δhkl

− 2
������δ⟨ni∂iπ

ij⟩
δhkl

+
�
�
��δ⟨κ2
ij⟩

δhkl

− λ
�
�

��δ⟨κ2⟩
δhkl

+ (λ− 1)
�
�

�
�
�

δ⟨(∆τ)2⟩
δhkl

− 1

4α�������δ⟨pτ∆−1pτ ⟩
δhkl

+ u0

�
�
��δ⟨ϕ0⟩

δhkl

+ ui
�
�
�δ⟨ϕi⟩

δhkl

+
β

4�
�

�
��δ⟨h∆h⟩

δhkl

− β

4

δ⟨hij∆hij⟩
δhkl

]
,

(C.4)

donde los términos que se han cancelado, es debido a la misma consideración antes

expuesta. Recordando además que los corchetes ⟨⟩, signi�can integración del objeto

sobre todo el espacio físico. Finalmente el único término no nulo del corchete arroja

el siguiente resultado:

{H̃i, Hext} =
β

2

∫
V

d3z⃗δijkl∂jδ
(3)(x⃗, z⃗)

∫
V

d3y⃗
[
δijklδ

(3)(y⃗, z⃗)∆hij + δijkl∆δ(3)(y⃗, z⃗)hij

]
,

(C.5)

integrando por partes y aplicando las propiedades de la delta de Dirac y de Kro-

necker, se arriba a:

{H̃i, Hext} = −β∆∂ihij, (C.6)

aplicando el gauge de Lorentz, la expresión anterior se anula débilmente, no dando

paso a nuevos vínculos:

{H̃i, Hext} ≈ 0. (C.7)

El otro corchete, aplicando la propiedad de linealidad se puede expresar de la

siguiente manera:

{H̃, Hext} = {pτ , Hext}+ {β∆hT , Hext}, (C.8)
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se procede ahora a calcular cada corchete, del lado derecho de la expresión anterior:

{pτ , Hext} =

∫
V

d3z⃗

[
�
�
�δpτ

δτ

δHext

δpτ
− δpτ

δpτ

δHext

δτ

]
, (C.9)

{pτ , Hext} = −
∫
V

d3z⃗δ(3)(x⃗, z⃗)

[
�
�

��δ⟨npτ ⟩
δτ

− 2
������δ⟨nj∂iπ

ij⟩
δτ

− 1

4α�������δ⟨pτ∆−1pτ ⟩
δτ

+ β
�����δ⟨n∆hT ⟩

δτ

+
β

4������δ⟨hT∆hT ⟩
δτ

− β

4������δ⟨hij∆hij⟩
δτ

+
δ⟨κ2

ij⟩
δτ

− λ
δ⟨κ2⟩
δτ

+ (λ− 1)
δ⟨(∆τ)2⟩

δτ

]
,

(C.10)

desarrollando:

−
∫
V

d3z⃗δ(3)(x⃗, z⃗)
δ⟨κ2

ij⟩
δτ

= −2

∫
V

d3z⃗δ(3)(x⃗, z⃗)

∫
V

d3y⃗

[
(1− β) ∂i∂jδ

(3)(y⃗, z⃗)

+
β (1− λ)

1− 3λ
δij∆δ(3)(y⃗, z⃗)

]
κij,

(C.11)

integrando por partes dos veces, y haciendo uso de las expresiones (4,11) y (4,12),

se obtiene:

−
∫
V

d3z⃗δ(3)(x⃗, z⃗)
δ⟨κ2

ij⟩
δτ

= −2

[
2βλ

(1− 3λ)2
+

λ+ β − βλ

1− 3λ

]
∆π − 2

[(
β +

2βλ

1− 3λ

)
×

(
1 +

2β

1− 3λ

)
+ 1− β +

2βλ (1− β)

1− 3λ

]
∆2τ,

(C.12)

para el siguiente término de tiene:

λ

∫
V

d3z⃗δ(3)(x⃗, z⃗)
δ⟨κ2⟩
δτ

=
2λ

1− 3λ
(1− 3λ+ 2β)

∫
V

d3z⃗δ(3)(x⃗, z⃗)

∫
V

d2y⃗∆δ(3)(y⃗, z⃗)κ,

(C.13)

de lo cual resulta:

λ

∫
V

d3z⃗δ(3)(x⃗, z⃗)
δ⟨κ2⟩
δτ

=
2λ (1− 3λ+ 2β)

1− 3λ

[
∆π + (1− 3λ+ 2β)∆2τ

]
, (C.14)
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�nalmente el último término da:

(λ− 1)

∫
V

d3z⃗δ(3)(x⃗, z⃗)
δ⟨(∆τ)2⟩

δτ
= −2 (λ− 1)

∫
V

d3z⃗δ(3)(x⃗, z⃗)

∫
V

d3y⃗∆τ∆δ(3)(y⃗, z⃗),

(C.15)

de donde se obtiene:

(λ− 1)

∫
V

d3z⃗δ(3)(x⃗, z⃗)
δ⟨(∆τ)2⟩

δτ
= −2 (λ− 1)∆2τ. (C.16)

Agrupando los resultados de las expresiones (C.12), (C.14) y (C.16), el primer

corchete del lado derecho de la expresión (C.8) da como resultado:

{pτ , Hext} = −2β (1− λ)

1− 3λ

[
∆π + 2β∆2τ

]
. (C.17)

Procediendo de igual manera para el otro corchete:

{β∆hT , Hext} =

∫
V

d3z⃗

[
δβ∆hT

δhT

δHext

δπT
−��������δβ∆hT

δπT

δHext

δhT

]
, (C.18)

{β∆hT , Hext} = β

∫
V

d3z⃗∆δ(3)(x⃗, z⃗)

[
�
�

��δ⟨npτ ⟩
δπT

− 2
������δ⟨nj∂iπ

ij⟩
δπT

− 1

4α�������δ⟨pτ∆−1pτ ⟩
δπT

+ β
�����δ⟨n∆hT ⟩

δπT
+

β

4������δ⟨hT∆hT ⟩
δπT

− β

4������δ⟨hij∆hij⟩
δπT

+ (λ− 1)
�����δ⟨(∆τ)2⟩

δπT

+
δ⟨κ2

ij⟩
δπT

− λ
δ⟨κ2⟩
δπT

]
,

(C.19)

β

∫
V

d3z⃗∆δ(3)(x⃗, z⃗)
δ⟨κ2

ij⟩
δπT

=2β

∫
V

d3z⃗∆δ(3)(x⃗, z⃗)

∫
V

d3y⃗

[(
δij −

∂i∂j
∆

)

+
2λδij
1− 3λ

]
δ(3)(y⃗, z⃗)κij,

(C.20)

integrando por partes y aplicando propiedades de la delta de Dirac y Kronecker,

se obtiene:

β

∫
V

d3z⃗∆δ(3)(x⃗, z⃗)
δ⟨κ2

ij⟩
δπT

= 2β∆

[(
1 +

2λ

1− 3λ

)
κ− ∂i∂j

∆
κij

]
, (C.21)
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realizando el álgebra, �nalmente se tiene:

β

∫
V

d3z⃗∆δ(3)(x⃗, z⃗)
δ⟨κ2

ij⟩
δπT

=2

[
1− λ

(1− 3λ)2
− λ

1− 3λ

]
∆π + 2

[
1− λ− 2βλ

1− 3λ

+
2β (1− λ)

(1− 3λ)2
− 1

]
∆2τ.

(C.22)

−λβ

∫
V

d3z⃗∆δ(3)(x⃗, z⃗)
δ⟨κ2⟩
δπT

= − 4λβ

1− 3λ

∫
V

d3z⃗∆δ(3)(x⃗, z⃗)

∫
V

d3y⃗∆δ(3)(y⃗, z⃗)κ,

(C.23)

−λβ

∫
V

d3z⃗∆δ(3)(x⃗, z⃗)
δ⟨κ2⟩
δπT

= − 4βλ

(1− 3λ)2
[
∆π + (1− 3λ+ 2β)∆2τ

]
, (C.24)

agrupando los resultados de las expresiones ( C.22) y ( C.24), se tiene:

{β∆hT , Hext} =
2β (1− λ)

1− 3λ

[
∆π + 2β∆2τ

]
. (C.25)

En virtud de las expresiones ( C.17) y ( C.25), se tiene �nalmente:

{pτ + β∆hT , Hext} = {H̃, Hext} ≈ 0. (C.26)
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