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Resumen

La investigacion concierne en la busqueda de una relacién exacta a bajas ener-
gias (o equivalentemente grandes distancias o en el limite IR) entre las teorias de
la gravedad de Hotava-Lifshitz no-proyectable (H LN P) y Einstein-aether restrin-
gida (aer). Dicha prospeccion es llevada a cabo aplicando la descomposicion en
variables ADM a la métrica, y luego un esquema perturbativo clasico a segundo
orden a la densidad Lagrangeana. Se obtiene luego la formulacion Hamiltoniana
o canoénica aplicando la transformada de Legendre, y se compara con su homolo-
go existente ya en la literatura para la teoria HLN P. Se establece, por primera
vez la correspondencia canonica exacta entre ambas teorias. Dicha comparacion
entre ambas teorias en el régimen ya expuesto exige la clausura del algebra de los
vinculos presentes en el andlisis, tal estudio es llevado a cabo implementando el
algoritmo de Dirac-Bergmann, del cual se desprenden las simetrias de gauge para

el establecimiento dela equivalencia entre ambas teorias.
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Abstract

This work is devote to investigate, an exact relation at low energies (or equi-
valently great distances or in the IR regime) between both the Hotava-Lifshitz
non-projectable (H LN P) and restricted Einstein-aether (aer) theories of gravity.
This prospection is carried out using the usual ADM decomposition for the me-
tric and then applying a classical perturbative scheme up to second order for the
Lagrangian density. After that, we perform the Legendre’s transform to get the
Hamiltonian formulation of aer. Then, the previous analysis is compared with the
canonical analysis already existing in the literature for the theory HLNP. It is
established, for the first time the exact canonical correspondence between both
theories. Such comparison between the two theories in the already discussed re-
gime demands the closure of the constraints algebra present in the analysis, such
a study is carried out implementing the Dirac-Bergmann’s algorithm, from which

the gauge symmetries are derived for the equivalence between both theories.
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Capitulo 1

Introduccion

Obtener una teoria cuantica de la gravedad, es hasta ahora un problema sin
resolver de la fisica moderna [1]-|2]. El objetivo que se tiene en mente cuando se
habla de la obtencion de una teoria de gravitacion, es que ésta sea valida en todas
las escalas. Mas bien la gravedad es una fuerza de interaccion débil, sus efectos
cuanticos son dificiles de observar (al menos de forma directa). Por esta razén
los criterios por los que se puede evaluar una teoria candidata para la gravedad
cuantica se limitan a consistencias matematicas, que reproduzcan la descripcion
clasica de la gravedad (es decir, relatividad general) y conduzcan a predicciones
no triviales que eventualmente puedan ser probadas. La problematica anterior,
yace en el hecho que la relatividad general (RG) de Einstein es una de las teorias
fisicas més precisas con gran soporte experimental [3], sin embargo a altas energias
(ultravioleta) donde los efectos cuanticos son relevantes, no es compatible con
la mecanica cuantica, ya que es perturbativamente no renormalizable en 3 + 1
dimensiones. Esto se debe a que la constante de acoplamiento, es decir, la constante
de Newton G, tiene dimensiones negativas de masa [masa|~2. Lo cual implica que
al ser calculadas las amplitudes en teoria cuintica de campos, las integrales a N
lazos tienen divergencias en el ultravioleta (UV), dificiles de curar.

Basado en los trabajos previos de Lifshitz sobre materia condensada [4], Hotava



formula su propuesta [5], cuya motivacion es la obtencion de una teoria candidata
de la gravedad cuéantica (actualmente conocida como teoria de la gravedad Hotava-
Lifshitz "HL"). En otras palabras una teoria renormalizable, que remediara los
infinitos que surgen al calcular los diagramas de Feynman en el propagador del
graviton. Esta propuesta, plantea una ruptura de la simetria de Lorentz a través
de un escalamiento anisotropico de las variable del espacio-tiempo de Minkowsky
cty x en el régimen UV

r — bx, t— bt (1.1)

con b una constante y zeZ el denominado exponente critico. Tal eleccion rompe
la simetria local de Lorentz, siendo esta uno de los ingredientes esenciales de la
RG. Hotava escoge una foliacion! del espacio-tiempo determinada por las varia-
bles Arnowitt-Deser-Misner (ADM) o descomposicion en 3 + 1 dimensiones [6],
las cuales establecen una direccion de evolucion preferencial para el tiempo ¢. La
accion integral planteada bajo tal descomposicion (ADM), no es invariante ante
los mismos difeomorfismos de la RG, sino es invariante ante los difeomorfismos
Dif fr(M) de las hojas de la foliacion y reparametrizaciones del tiempo.
Logicamente es sano pensar que esta teoria contenga en el limite de bajas
energias o infra-rojo (IR) a la RG, ya que dicha propuesta se desvia de la RG
mediante el acoplamiento de constantes adimensionales que bajo una eleccion ade-
cuada de los valores de éstas, a bajas energias se decantaria nuevamente en la RG.
Originalmente la propuesta de Hofava contiene varias versiones, dos de ellas son:
"Horava-Lifshitz proyectable" (HLP) y "Hofava-Lifshitz no-proyectable" (HLNP)2.
Tal y como inicialmente se habia planteado la version H LN P, ésta fue objeto de
duras criticas por parte de Blas, Pujolas y Sibiryakov [7]-|8] y Chamousis, Niz,

Padilla y Saffin |9], debido a que ésta version adolecia en el régimen pertubativo,

'Para mayor detalle sobre lo concerniente a foliacién, ver el apéndice A
2La razén de estas versiones y sus caracteristicas seran objeto de exposicién del siguiente

capitulo



de la existencia de modos escalares extras respecto de RG, los cuales se acoplan
fuertemente a la misma y la teoria es innestable atin a escalas bajas de energias.
Posteriormente Blas, Pujolas y Sibiryakov, introducen una serie de términos en
el potencial de interaccion que mejoran el comportamiento de estos modos extras
[10]-[11], términos que por supuesto son idénticamente nulos en la version HLP.
La mejora de dicha patologia, como también la consistencia de la teoria y clausura
del &lgebra de los vinculos, fue ampliamente estudiada por Bellorin y Restuccia
[12]-[13]-[14]- [15]. Cabe mencionar que la version HLP no contiene a todos los
grados de libertad que permiten descubrir al gravitén. Esta version de la propuesta
de Horava se ha utilizado para describir modelos cosmolégicos.

Mocion diferente tiene la teoria Einstein-aether (ae), desarrollada ampliamente
por Jacobson, Mattingly y Eling [16] hasta [23|, precedida por el trabajo de Gas-
perini [26]. Esta teoria consiste en acoplar a la accion de Einstein-Hilbert (EH), un
campo vectorial dinamico, tipo tiempo normalizado u,, denominado aether. Este
campo que es acoplado a la accion EH a través de derivadas covariantes, establece
un marco preferencial de referencia, rompiendo la simetria local de Lorentz, pero
manteniendo la covarianza general de la teoria. Tal modelo, hace posible el estudio
de consecuencias gravitacionales y cosmologicas de sistemas con un marco prefe-
rencial de referencia, tales como velocidad de la luz variable o frecuencias de alta
dispersion, siendo ademéas una teoria que permite el contraste con la observacio-
nes realizadas para testear la RG. Recientemente Jacobson [24]-[25], argument6 la
equivalencia entre las teorias HLN P (o extendida) y Eisntein-aether, restringien-
do el ingrediente principal de esta tltima, o sea u, a ser ortogonal a las hojas que

definen la foliacion del espacio-tiempo, a través del gradiente de un campo escalar:
Uy = WO,T con W = (—g“”(‘?#T&,T)_l/Q, (1.2)

siendo T'= T'(Z,t), un campo escalar bien comportado del espacio-tiempo. Jacob-

son clamaba dicha equivalencia o comparacion, estableciendo la condiciéon anterior



sumada a la descomposicion en variables ADM de la teorfa aer,® y luego compard
solamente la accion integral y constantes de acoplamiento entre ambas teorias. Tal
enfoque no es del todo concluyente, ya que no se presentan las verdaderas variables
dinamicas ni simetrias presentes. Por ésta razoén el trabajo que acontinuaciéon se
escribe, prentende clarificar y establecer la exacta y univoca relacion entres am-
bas teorias pero desde el punto de vista Hamiltoniano o canoénico, en el régimen
perturbativo a bajas energias.

La propuesta de esta investigacion se enmarca en la descripcion y formulacion
Hamiltoniana en el régimen perturbativo a segundo orden en el marco clésico, en el
régimen de bajas energias I R de la teorfa Einstein-aether restringida. Con miras a
establecer el rango de las constantes de acoplamiento y fijaciones de gauge adecua-
das, que permitan obtener la exacta y univoca equivalencia entre la teoria aer y la
teoria de Hotava -Lifshitz no-proyectable (HLNP) en el mismo régimen energéti-
co. El objetivo general es la bisqueda de la equivalencia a bajas energias entre
las teorias de la gravitacion de Hotava-Lifshitz no proyectable y Einstein-aether
restringida. Los objetivos especificos consisten en (1) Obtener la formulacion
Lagrangeana a segundo orden de la teoria aer, asi como (2) la descripcion Ha-
miltoniana dentro del esquema perturbativo a segundo orden de la teoria aer en
variables ADM , como también asi estudiar (3) la clausura del algebra de los vincu-
los asociados al analisis Hamiltoniano de la teoria aer mediante el algoritmo de
Dirac-Bergmann y finalmente (4) relacionar la formulacion Hamiltoniana de la teo-
ria aer y la teoria de Hotava-Lifshitz no proyectable, estableciendo el rango de las
constantes de acoplamiento para el cual las teorias son equivalentes, como también
las fijaciones de gauge adecuadas.

La hipo6tesis de partida es la accion de la teoria aer propuesta por Jacobson

y la formulacion Hamiltoniana de la teoria (H LN P) estudiada ampliamente por

3De ahora en adelante se usara el acrénimo aer en virtud de la condicién expuesta sobre el

campo aether, es decir, se llamara a la teoria: Einstein-aether restringida.



Bellorin y Resctuccia. Se espera construir la formulacion Hamiltoniana de la teoria
aer en el régimen perturbativo. Este problema es no trivial debido a que la ac-
cion de la teoria aer contiene derivadas temporales de alto orden. Por esta razon
tal formulacion no ha sido hasta ahora obtenida. La metodologia empleada en
el estudio se lleva a cabo aplicando un esquema perturbativo clésico a segundo
orden a la accion integral S en variables ADM de la teoria aer, dicha accion S
tiene como variables dindmicas de la teorfa la métrica de la foliaciéon ~;;, la fun-
cion de lapse N, la funcion de shift NV; y el campo escalar T = T'(¢,Z). Como
en todo enfoque perturbativo es menester fijar los backgrounds asociados a cada
variable respecto del cual se hara la perturbacion. Para las variables ADM bas-
ta con empatar el elemento de linea en variables ADM con el elemento de linea
de un espacio-tiempo plano, o sea de Minkowsky. Mientras que para 7' basta con
tomar el tiempo t, debido a la eleccion de restringir a u, ortogonal a las hojas
que definen la foliacion. En adelante se procede a calcular los momentos conjuga-
dos asociados a cada velocidad de las variables antes mencionadas ejecutando la
transformada de Legendre, en miras a conformar el Hamiltoniano de la teoria aer
en variables ADM. Tal procedimiento arrojaré los vinculos existentes en la teoria,
con ello se procede a estudiar la clausura del 4lgebra de los mismos mediante el
algoritmo de Dirac-Bergmann. Finalmente se comparan ambas formulaciones Ha-
miltonianas y se establecen las fijaciones de calibre o gauge que decidiran para
que rango de las constantes de acoplamiento ambas teorias son equivalentes en el
limite de bajas energias. La importancia y originalidad de esta investigacion
es la obtencion por primera vez de la teoria aer, en el formalismo canénico en el
limite de bajas energias bajo el esquema perturbativo clasico. Vislumbrandose las
simetrias de gauge presentes en ésta, lo cual permite establecer de manera univoca
la correspondencia con la teoria de Hotava-Lifshitz no-proyectable.

El resto de la tesis, concierne en cuatro capitulos, donde se presenta una breve

descripcion de las teorias comprometidas en el estudio. Desarrollo y analisis de la



propuesta, resultados y conclusion, ademas de tres apéndices, que hacen referencia
a la descomposicion en variables ADM y explicacion detallada de los calculos

comprendidos en el esquema perturbativo y clausura del dlgebra de los vinculos.



Capitulo 2

Breve revision de las teorias

Horava-Lifshitz y Einstein-aether

2.1. Teoria Horava-Lifshitz

Propuesta por P. Hofava [5], su motivacion radica en el desarrollo de una teo-
ria cuantica de la gravedad o teoria renormalizable de la gravedad, en virtud que
la (RG) de Einstein en 3 + 1 dimensiones es no renormalizable, al menos en el
esquema perturbativo. Debido a esto Horava, apoyandose de los trabajos prece-
dentes de Lifshitz en materia condensada, especificamente campos escalares con
escalamiento anisotrépico en las variables de espacio y tiempo, formula una teoria
de la gravitacion con relatividad anisotropica! en aras de obtener una teoria de
la gravedad en el régimen de altas energias (UV') o pequenas distancias. Origi-
nalmente la propuesta contiene dos versiones, la version proyectable y la version
no-proyectable.

El ingrediente principal o estructura basica de la propuesta de Horava, como

'Esta anisotropia rompe la simetria local de Lorentz, debido a que en relatividad general

clasica las variables de espacio y tiempo son tratadas a un mismo nivel.



se expuso antes es el escalamiento anisotropico en las variables del espacio-tiempo:
x—br t—bt (2.1)

Las relaciones ( 2.1) claramente hacen una distincion entre espacio y tiempo, la
cual rompe la invariancia ante los difeomorfismos espacio-temporales. Mientras
que las expresiones ( 2.1) toman una coordenada temporal preferencial, no existen
estados fundamentales para ningin sistema de coordenadas. Esto sugiere que la
teoria sea construida sobre tal relacion de escalamiento, necesitando solamente una
variedad diferencial con una estructura espacio-tiempo bésica. Esta construcciéon
se lleva acabo aplicando las descomposion del espacio-tiempo en variables ADM
(descomposicion 3+1 dimensiones) [6], la cual es invariante ante los difeomorfis-
mos Dif fr(M) que preservan la foliacion, cuyos generadores infinitesimales estan
dados por:

5t = f(t) 6a' =& (mt). (2.2)

Bajo este grupo de transformaciones las variables ADM, ~,;, N; y N, las cuales
representa la métrica sobre las hojas de la foliacion, la funcion shift vy lapse, que

definen el siguiente elemento de linea:
ds* = =N*dt* + v;; (da’ — N'dt) (da’ — N7dt), (2.3)
respectivamente tienen la siguiente representacion:

i = 0"k + 0,6 ik + E iy + [
ON; O N+ EO;N; + Ny fN; + fN; (2.4)

SN ;N + fN + fN.

donde f = 0f/0t. Con las elecciones anteriores, es posible ahora construir la accion
integral. Esta puede ser descompuesta en una parte cinética y otra correspondiente

al término potencial:

S=Sk+35,, (2.5)

10



donde Sk es la parte cinética de la accion, definida como la funcional mas general,
invariante ante Dif fz(M) y que contiene solo derivadas segundas en el tiempo
de la métrica, y S, es el término de potencial, construido solamente con derivadas
espaciales de la métrica. Comenzaremos con el término cinético, el cual tiene la

siguiente forma:

Sk = gk / dtd’z\/yN (KVK;; — AK?), (2.6)
siendo g una constante de acoplamiento (en RG gr = 1/167Gy), K;j, AeR, el
tensor de curvatura extrinseco y K su traza, definidos por:

1
Kij =355 (i — VilN; = V;N;) . K =YKy, (2.7)

estos objetos son ambos de manera independiente invariantes bajo Dif fx(M). Por
otro lado A es una constante adimensional, en el limite A = 1 el término cinético

es igual al de la RG. Finalmente tenemos para S,, la siguiente forma general:

S, = /dtd%ﬁ]\fu. (2.8)

Ahora resta conocer cuantas derivadas espaciales pueden ser consideradas en v,
para ello se necesitan las dimensiones de escalamiento de los campos y esto a su

vez requiere una eleccion de z.

2.1.1. Intermisiéon: dimensién y determinacién de z

En esta intermision, se seguira de cerca la aproximacion considerada en [27]-
[28](por esta razon se omitiran algunos detalles). Mientras que en el resto de las
secciones se tomard dimension d = 3, en esta intermision se tratard de forma
arbitraria.

Sea k algin objeto con dimensiones de momentum. El primer paso consiste en

definir las dimensiones de escalamiento del espacio y tiempo como:
[da] =[x, [di] = [s] %, (2.9)

11



Para reflejar las propiedades en el régimen UV, se utilizara alguna escala Z, de
dimensiones [Z] = [dz]?/[dt], adimensional. Combinando ( 2.3) con ( 2.9), se puede
determinar la dimension de N, mientras que se tiene la libertad de elegir ~;; y
N adimensionales, esto ultimo debido a que en la propuesta de Hoiava no hay

meétrica del espacio-tiempo. Solo la métrica de las hojas de la foliacion espacial.
[N =[s""", [g) = [N] = [w]°, (2.10)

de la cual se desprende que [ds] = [k] ™! solamente sobre cada hoja de la foliacion, lo
cual es el escalamiento usual del elemento de linea al no existir una métrica espacio-
tiempo. Ahora se puede calcular la dimensién de escalamiento de la curvatura

extrinseca y el elemento de volumen dV;; = ddxdtﬁN, resultando en:
[dVaia] = ()], [Ky] = [5]" (2.11)

Aplicando la expresion anterior a ( 2.6) y demandando que la accion sea adimen-

sional, se tiene:
(9] = [K]", (2.12)

para el cual gp es adimensional si d = z. Como se estd trabajando en 3 + 1
dimensiones, de ahora en adelante el escalamiento anisotrépico estara caracterizado
por z = 3. Por tltimo se tiene para la dimensiéon de escalamiento del potencial v

lo siguiente:

] = [k]** = [x]°. (2.13)

Finalmete remarcar que segin la forma en que sea construido v se tendran varias

versiones de la teoria como se muestra a continuacién.
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2.2. Potencial y varias versiones de la teoria

2.2.1. Balance detallado

En la primera formulacién de la gravedad de Hotava-Lifshitz, se propuso que
el potencial v podria ser definido usando el llamado balance detallado, el cual esta
inspirado por los trabajos de materia condensada, si bien ésta condicion da lugar a
una teoria con constante cosmoldgica de signo contrario al reportado con las obser-
vaciones. Este problema puede ser resuelto mediante una extencion analitica de la
teoria [33], no obstante, pareciera ser que la condicion de balance detallado podria
resultar demasiado restrictiva al carecer de un sustento fisico y podria representar
simplemente una herramienta técnica para recortar el nimero de términos posibles
en el potencial de interaccién en un modo compatible con renormalizacion. Este
principio dice que el potencial puede ser derivado a partir de un super potencial

W, donde:

g g 1 oW
v = E”gijklEkl, con EY = — , (2.14)
V9 09ij
siendo G;;i la métrica generalizada de Wheeler-De witt, definida por:
1 L N .
gijklEkl _ E <glkg]l 4 gjkg’tl) . )\gl]gkl, (215)
cuya inversa depende del valor de A. Para A # 1/3 esta definida por:
.y 1 A
G = 5 (gijgjl - gilgjk) 3y Jiagm (2.16)

Entonces la acciéon méas general que puede ser planteada con v satisfaciendo la

condicién anterior es:

N B ijk
Shd = Gk / dtd*v\/yN (K”Kij —a'CyCY + 2a66\/§RﬂVjRL
g 21 — 4\ B%¢ 36°¢°
. 2R”R¢‘ ﬁ_ R2 R— 2.17
PR R+ a1 ) (2:17)
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donde €% es el simbolo de Levi-Civita y:

ij M K pi L

es el tensor de Cotton, y «, § y ¢ son constantes adimensionales de acoplamiento.
Es importante notar que solamente hay 3 nuevas constantes de acoplamiento en el
potencial v, para un total de 6 términos. En este sentido, como antes se expuso la
condicion de balance detallado no cuenta con un argumento a favor més alla de la

simplicidad de los calculos.

2.2.2. Teoria proyectable

Esta version debe su nombre, debido a que la funciéon de lapse IV esta restrigida
a ser una funcion dependiente soélo del tiempo ¢, es decir, N = N(¢). Con lo cual
esta tiene exactamente la misma direccion que la linea de evolucion del tiempo.
Una razon para tal eleccion, es que solamente en este caso se puede imponer la
fijacion del gauge N = 1, tal y como en RG, lo cual claramente no es posible
fuera del caso de proyectabilidad, debido a que la foliacion que preserva los difeo-
morfismos permite solamente reparametrizaciones independientes del tiempo. La
proyectabilidad, implica que todos los términos con derivadas espaciales de N se
anulan. Esto debido a que el potencial v depende de la métrica y sus derivadas
espaciales, lo que significa que la accion incluye todos los invariantes de curvatura
que pueden ser construidos a partir de la métrica, hasta derivadas de sexto orden.

Usando las identidades de Bianchi e ignorando los términos de borde, la accion

integral de la teoria proyectable S, es:
S, =gn. / dtd*z /YN (K"J'Kij —AK? — gy — 1 R — go R
— 3R Ry; — 1 R® — gsR (R R;;) (2.19)

— gsRiR|Rf — g;RV°R — ggviRjkviRﬂf),
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donde g; son constantes de acoplamiento adimensionales. Se pueden remarcar las

siguiente consideraciones de esta accion:

= Cuando se impone la condicion de proyectabilidad en conjunto con el balance
detallado, se encuentra que la accién sy es la misma, aparte del hecho que

N es una funcion del tiempo solamente.

= Existen 3 operadores mas en la accion de la version proyectable que la de
balance detallado, lo cual significa que el balance detallado no simplifica lo

suficiente la accion.
= gy controla el valor de la constante cosmoldgica, el cual no esta restringido.

= Hay dos tipos de términos que violan la invarianza de Lorentz en la accion.
Unos contenidos en el potencial v, los cuales son suprimidos por alguna escala
que puede ser determinada ajustando g, con gg. Los otros estan contenidos en
el término cinético y estan relacionados con el hecho que A no es generalmente

igual a 1.

2.2.3. Teoria no-proyectable

Es la formulacion mas general de la teoria Horara-Lifshitz, ya que la funcion de
lapse N, no esta restringida a ser solo funciéon del tiempo, sino que puede depen-
der ademas de las coordenadas espaciales, es decir, N = N(Z,t). Abandonandose
pués entonces, la condicion de proyectabilidad y a su vez también la condicion
de balance detallado. Es importante recalcar que cuando se abandona el balance
detallado, entonces agregar so6lo algunas formas especificas de los términos adi-
cionales no es la forma correcta de como construir la forma mas general de la
version no proyectable. De hecho, las correcciones radiativas generaran todos los
términos posibles compatibles con las simetrias de la teoria y por lo tanto todos

estos términos deben tenerse en cuenta. El punto crucial de la no-proyectabilidad
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es que el término potencial debe contener también términos construidos utilizando
la cantidad vectorial:

1
i = —O;N, 2.2
a Na (2.20)

el cual es llamado aceleracion. Esta aceleracion permite construir objetos invarian-
tes que pueden ser adheridos al potencial de la accion, ya sea contrayendolo consigo
mismo o con términos de curvatura [10]. Finalmente el invariante de menor orden
que puede ser construido con a; es a‘a;, con lo cual la accion Syp €s:

2

M ’ ,
Snp = 7’” / dtd’z\ /AN (K K;; — AK? + BR + aa;a’) (2.21)

Esta version de la teoria fue analizada por [10], con miras a resolver ciertas incon-

sistencias. De esta version se puede destacar lo siguiente:

» La accion S,,, puede ser extendida y considerar el acoplamiento de la cons-

tante cosmologica.

» El nimero de operadores en el caso no proyectable es mayor que en el caso

proyectable.

= Para recobrar RG en el limite IR entonces A - 1, 3 -1y a — 0.
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2.3. Teoria Einstein-aether

La primera aparicion de esta teorfa, en la forma que actualmente se conoce es
debida a Jacobson y Mattingly [16]. Tal y como se ha explicado anteriormente esta
teoria, tiene como ingrediente principal un campo vectorial dindmico, tipo tiempo

y normalizado u,, llamado aether:
uu, = —1, (2.22)

el cual establece un marco preferencial de referencia, rompiendo la simetria local
de Lorentz. Este campo se acopla a la acciéon gravitacional de la RG, a través de

derivadas covariantes:

B 1
167Gy

S [VEa@R taydi, (2.23)

donde R es el escalar de Ricci cuadri-dimensional, GG, una constante relacionada
con la constante de Newton G y L, la densidad Lagrangeana en la teoria ae,
dado por:

Lae = MPIN junV gy + A (uqu® + 1), (2.24)

siendo M una matriz simétrica respecto al primer y segundo par de indices de

manera simultanea, definida como:
MO = 1% N 4 e29°977 + c39°7 g7 + cquu’ g, (2:25)

con ¢; constante adimensionales y A un multiplicador de Lagrange que estresa la
condicion ( 2.22). Justamente la condicion ( 2.22), sumada al hecho que u, es
dinamico, lo que se puede expresar también diciendo que el campo aether posee
tres grados de libertad independientes, permite mantener los requerimientos de
estabilidad de la teoria, y asi asegurar la covarianza general de ésta. Usando la

definicion estandar, tenemos el siguiente tensor de energia-impulso asociado al
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campo aether:

Ths = — “(%ﬁM“ﬁmvauwﬁu7 (2.26)

— 2 [e1 V'V + 3V ugVaut + 3V ouyViug]

— c4u’\u7VauAV5U7 — 2V, [J(a)\uﬁ) - J(\auﬁ) - J(aﬁ)uk]

mientras que la ecuaciéon de Euler-Lagrange obtenida por medio de la variaciéon de
U, viene dada por:

Vod§ + ciu®Vau'Vu, = Aug, (2.27)

donde se ha definido:
P = MY Lu,. (2.28)

Como se dijo antes, existen diferentes motivaciones para estudiar teorias de la
gravedad con sistemas de referencia privilegiados. En primer lugar, es 1til tener
una teoria viable contra que comparar las observaciones gravitacionales, y esto
también puede ser visto como una forma de probar la RG. La posibilidad de que
el vacio en gravedad cuantica pueda determinar un marco prefencial también fue
una motivacion en los estudios de estas teorfas. Finalmente, ésta teoria modificada
de la gravedad podria explicar la presencia de los componentes oscuros, tales como
energia y materia, y su papel en la explicacion de la aceleracion cosmica, curvas
de rotacion de galaxias y formacion de estructuras. A continuaciéon se presentan
de manera sucinta algunos de los estudios realizados por la teoria FEinstein-aether

y su compatibilidad con la RG.

2.4. Dinamica cosmolégica

Consideremos la dindmica de un universo FFLRW? espacialmente plano y no

perturbado en presencia del campo aether. LLa homogeneidad y la isotropia limitan

2Acrénimo que hace referencia a un Universo tipo Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
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la forma de la métrica y del aether. Con el elemento de linea dado por:
ds®> = a* (n) [—dn® + dz*] (2.29)
de lo cual en conjunto con ( 2.22), se tiene:
u® = (a7",0,0,0). (2.30)

Introduciendo la expresion anterior en ( 2.26), se encuentra que la densidad de

energia y presion asociadas al campo aether son respectivamente:

3o 9

-—— H H? +2H' 2.31
167Ga? "’ + )’ (2.31)

_* (
Py " 167Ga?

Pu, =

donde G = 1/87TM§, H' = d’/a y la prima denota derivada respecto al tiempo

conformal. Luego las ecuaciones de Einstein vienen dadas por:

8 GCOS
0 = WTGQp (2.32)
4 GCOS
H = _”TaQ(erBp), (2.33)

donde p y p son la densidad de energia y presion de los campos de materia (exclu-

yendo al campo aether) y:

—1
Glros = (1 - %) G. (2.34)

Una comparacion con las mismas ecuaciones en ausencia del campo aether,
muestra que el efecto del campo vectorial aether es meramente redefinir el valor de
la constante gravitacional de Newton [29], la densidad de energia y la presion del
campo vectorial aether imitan la de los componentes restantes en el universo. Por
otro lado, el campo gravitacional creado por cuerpos aislados no es exactamente
el mismo que en RG, y en este sentido el campo aether es una buena modificacion
de la gravedad. A bajos o6rdenes en la expansion post-Newtoniana, las fuentes de
potencial para un cuerpo estatico y esféricamente simétrico satisface la ecuacion

de Poisson A¢ = 47G yp, pero con una cosntante de gravitacional modificada [17]:

e
GN:(1+ . 4) G. (2.35)

2
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Por lo tanto, el aether también renormaliza la constante gravitacional medida
en experimentos locales, pero por una cantidad diferente que en el caso cosmologi-
co. Las correcciones post-Newtonianas llevan a desviaciones adicionales de la RG,
que imponen severas restricciones a los parametros del aether.

Es de notar que el multiplicador de lagrange A, tiene un valor finito en las

soluciones cosmologicas. Contrayendo la ecuacion ( 2.27) con u” se tiene:

A= %(5}12 — CQH’). (2.36)

2.5. Restricciones generales

Como se mencion6 anteriormente hay varias condiciones que los ¢; tienen que
satisfacer, la cuales surgen del limite post-Newtoniano de la teoria, niicleo-sintesis
durante la era del Big-Bang y la llegada de los rayos cosmicos de alta energé a la

tierra. Un resumen extenso de éstas restricciones se puede encontrar en [17].

2.5.1. Limite post-Newtoniano

En cualquier teoria métrica, el campo gravitatorio creado por los cuerpos no-
relativistas puede ser caracterizada més alla del limite Newtoniano por un conjunto
de parametros post-Newtoniano PPN, cuyos valores estan fuertemente limitados
por las pruebas gravitacionales del sistema solar [30]. Pero debido a que el aet-
her define un marco preferido, también introduce desviaciones de la RG, que se
manifiestan como potenciales gravitacionales que dependen de la velocidad de los
cuerpos que interactian con respecto al aether. Estos efectos de marco preferido
estan codificados en los parametros PPN, a; y as. Uno de los limites o cotas
mas estrictos en el valor de a4 viene de las medidas de la excentricidad del pulsar
binario J2317 + 1439 (que cambiaria si a; fuera no cero) [31], mientras que uno

de los limites mas estrictos en as proviene de la alineacion del giro del sol con
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el momentum angular del sistema solar (con as no cero, podria conducir a un

desalineamiento) [32]. Estos limites conduncen a las siguientes condiciones:

_8(ae+c3)
200 — 3+ A3
07] (201 + 203 —C — C4) (Oé +c + C4)

ay = —L_ <1,2x1077. 2.38
2 2 B(2—c1+cq) N (2.38)

a = <1,7x107* (2.37)

Es importante destacar que ambos limites asumen que la velocidad del sol w con
respecto al aether es la velocidad con respecto al marco en que el dipolo del CM B
desaparece, w ~ 1073, A grandes rasgos, el limite en a; es en realidad un limite en
a1w, mientras que el limite en oy es realmente una restriccion asw?. Por lo tanto,
si w fuera mayor de lo supuesto, los limites de a7 y sy serian en realidad més

estrictos. En otras palabras, las restricciones en los pardmetros PPN, a; vy as son

realmente:
-3
ap <1071 x (10 ) (2.39)
w
—3\ 2
a < 1077 x (10 ) (2.40)
w

donde w es nuevamente la velocidad del sol o pulsar binario con respecto al marco

preferencial.

2.5.2. Big-Bang: nucleosintesis

La acordancia entre las abundancias de elementos luminosos predichas y los
observados (o medido indirectamente usando observaciones de la radiacion de fondo
cosmico) restringe el valor de la constante de Hubble en el momento en que se
formaron los elementos ligeros, a temperaturas de aproximadamente 7' = 10°[K].
Debido a que la tasa de expansion depende del valor de la constante de Newton
renormalizada G..s = 2G/(2 — a) a través de la expresion (2.30), y porque ésta
ultima esté relacionada con la constante gravitacional Newtoniana por la ecuaciéon

(2.33), dado el valor medido de Gy en pequenas escalas y el nimero de especies
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relativistas durante la nucleosintesis, se puede determinar cémo las abundancias
de elementos ligeros dependen de los parametros o y ¢; 4+ ¢4. De acuerdo a tal

prediccion con las observaciones, implican entonces:

CL+c+
—

<10%. (2.41)
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Capitulo 3

Formulacion Lagrangeana y

Hamiltoniana de la teoria aer

3.1. Accion de la teoria Einstein-aether

La accion mas general en la teoria ae, la cual es invariante ante difeomorfismos
y cuadrética en derivadas, sin considerar acoplamiento de campos materiales esté
dada por [16]:

1
m/\/ —g <R+Lae) d433', (31)

donde R es el escalar de Ricci cuadri-dimensional, G, una constante relacionada

Sae =

con la constante de Newton G y L. la densidad Lagrangeana en la teoria ae,

dado por:
Loe = M"‘m”’vau,\vﬁuw (3.2)

siendo M®% una matriz simétrica respecto al primer y segundo par de indices de

manera simultanea, definida como:
MO = g% 4 29" 9" + 39 g7 + cquu’ g, (3.3)

donde ¢y, co,c3 v ¢4 son constantes adimensionales. Cabe senalar que los indices

griegos toman valores espacio-temporales (o = 0,1,2,3), mientras que indices
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latinos que aparezcan sbélo tomaran valores espaciales (i = 1,2, 3). Por otro lado
Uq €s una campo vectorial dinamico, tipo tiempo normalizado (u,u® = —1) el
cual se denomina campo aether. Tal campo vectorial esta especificado por tres
parametros independientes en cada punto del espacio y es acoplado a la teoria a
través de derivadas covariantes [20].

Las ecuaciones de campo generales asociadas a la accion ( 3.1), se obtienen
exigiendo que la accion sea estacionaria ante la variacion de la métrica y el campo
aether u,, es decir 0S5 = 0. Para ello convendremos en realizar por simplicidad del
calculo la variacion respecto de la métrica inversa, es decir ¢*’ y el campo aeher
en forma contra-variante u®. Esto debido a que la matriz M contiene a ambos
elementos en dicha representacion.

La variacion de la accién S respecto de la métrica ¢g*° conduce a la siguiente
ecuacion general [34]:

Gop = Th,p, (3.4)

siendo G,p el tensor de Einstein definido por:

R
Ga,@ == Ra[o’ - Ega/o’a (35)

y Top €l tensor de energia-impulso asociado al campo aether, definido por:

Tos = — %BMQWVQUAVB% (3.6)

-2 [clvau”’vﬁm + CQVQUBV,\U)‘ + cgvau,\V’\ud

— cyﬁ’zﬂvo(u)\v/guV — 2V, [J(a’\um — J(’\aug) - J(ag)u’\]
Por otro lado la variacion de la accion ( 3.1) con respecto a u® da:
clinVguy — g,5Vg [MPIV ] =0, (3.7)
donde se ha definido:
Uy = U’V gy, J¥ = MPAIIV juy. (3.8)
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Debido a que el tensor de Einstein ( 3.5) cumple con la identidad de Bianchi:
VGap =0, (3.9)
el tensor de energia-impulso debe conservarse ( 3.6):

VT s = 0. (3.10)

3.2. Descomposicion en variables ADM para la mé-
trica

En aras de arribar a la formulaciéon candénica o Hamiltoniana de la teoria ea-

I (ear en corto) en el régimen perturbativo clasico a segundo orden,

restringida
es conveniente primero descomponer la métrica en variables ADM [6]. En estas

variables el intervalo viene dado por?:
ds?py = —N?dt* + 7;j (da* — N'dt) (da/ — N7dt) ,con(j,i =1,2,3), (3.11)

, siendo v;; la trimétrica de las hipersuperficies de la foliacién del espacio-tiempo,
la cual depende del tiempo t y se puede considerar como una variable dinamica. La
trimétrica es un tensor simétrico, lo cual implica que tiene seis grados de libertad,
a diferencia de la métrica g, correspondiente al espacio-tiempo la cual posee diez
grados de libertad. Los cuatro grados de libertad restantes vienen codificados en la
funciones N y N?, llamadas funciones de lapse y shift respectivamente. La funcion
lapse esté relacionada con la separacion entre cada hipersuperficie. La funcion shift
tiene que ver con el movimiento de un punto al pasar de una hipersuperficie a otra.
De acuerdo al elemento de linea ( 3.11), la relacion existente entre las componentes

de la métrica cuadri-dimensional g, y las variables ADM ~,;, N y N, viene dada

'Nombre que serd més claro por razones dadas posteriormente.
2La, descomposicon ADM sera solamente aplicada a la métrica.
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por:

goo = —N? + 5 N'N?, gy = v N7, gij = 5. (3.12)
Mientras que las relaciones inversas son:

00 _ 1 0i N’ ij ;NN

v 9T T TR

N2 (3.13)

9

3.3. Langrangeano perturbado de la teoria aer

Relacionar ambas teorias, exige imponer una condicién fundamental sobre el
campo vectorial aether u,. Esta requiere que el campo aether sea ortogonal a las
hojas de la foliacion del espacio-tiempo, para ello se define el campo aether a través
del gradiente de un campo escalar 7' = T'(t, ) bien comportado del espacio-tiempo

[24], de la siguiente manera:
Uo = W0, con W = (—g‘“’&uT&,T)_l/Q, (3.14)
manteniendo el hecho que el campo aether esta normalizado, es decir:
Uy = —1. (3.15)

Estas consideraciones, sumadas a la descomposicion en variables ADM para la

métrica, conllevan a expresar la accion ( 3.1) de la siguiente manera:

1 3
Sae = e /Nﬁ (K9K;; — K* +% R+ MV ,u,Vgu, ) d*zdt, (3.16)

sujeta a las restricciones ( 3.14) y ( 3.15), siendo ® R el escalar de Ricci tri-
dimensional, denominado también el término potencial, /; la curvatura extrinseca
de las hiper-superficies de la foliacion la cual es un tensor simétrico y estd definida
por:

L.
Kij = 557 Gig + VilNj + ViNi) (3.17)
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donde K = ~"“Kj;; la traza de la curvatura extrinseca ( 3.17). Cabe mencionar
que cuando u, = 0, se recupera la teoria de la relatividad general de Einstein.

Considerando ademaés, que el elemento de volumen se ha descompuesto en:

V=g =NA. (3.18)

Cabe mencionar que la funcion lapse N debe ser considerada como una funcién
del espacio-tiempo, es decir, N = N(Z,t). Esto conlleva a que el término aso-
ciado al potencial en la accion (término correspondiente al escalar de Ricci tri-
dimensional), pueda contener términos construidos a partir de la cantidad vecto-
rial a; = V;(N)/N, llamada aceleracion.

De aqui en adelante los indices seran subidos o bajados con la tri-métrica 7;; y se

considerara la métrica (—, 4+, +, +).

Un aspecto importante a destacar, es si las ecuaciones de campo de Einstein
implican la conservacion del tensor energia-impulso asociado a este campo escalar.
Una forma de corroborar esto es recurriendo a la invariancia frente a difeomorfismos
de la accion ( 3.16). Esto es bajo, difeomorfismos generados por un campo vectorial

arbitrario £%, la accién es invariante, por tanto se tiene:

08 68

donde £¢ es la derivada de Lie a largo del campo vectorial £, definida por:
Le = WEVWI — W'V, (3.20)
Si se considera que las ecuaciones de Einstein se cumplen, es decir 65/dg = 0,

/ <§—§) £ =0, (3.21)

para cualquier campo £%. Es claro que la expresion anterior se cumple si el campo

entonces:

escalar T' es constante, lo cual no es el caso debido a la foliacion escogida. Por otro
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lado £¢T" es arbitraria variando la eleccion del campo vectorial {¢, por tanto se

concluye que:

08

57 =0 (3.22)

lo cual implica que se satisface la ecuacion de campo asociada a T [20]-[24].

3.3.1. Analisis perturbativo

El analisis perturbativo concierne en perturbar las variables dinamicas invo-
lucradas, que este caso serfan la tri-métrica 7;; de las hojas de la foliacion, el
campo escalar Ty las variables N y N’ Para ello es imprescindible establecer el
background en torno al cual se realiza la perturbacion para cada variable. Para
establecer los background asociados a la tri-métrica v;;, la funcién lapse N y shift
N, basta comparar el intervalo ( 3.11) con el asociado a un espacio-tiempo plano,
es decir:

ds® = —dt* + da* + dy® + dz2?, (3.23)

entonces a partir de ( 3.11) y ( 3.23), se concluye que el background asociado a las

variables antes mencionadas son:
Yij = 05, N =1, N' =0, (3.24)

siendo ¢;; la delta de Kronecker. Con lo anterior se puede establecer ahora la

perturbacion deseada para cada variable hasta segundo orden como sigue:

N' = en'+0 () (3.25)
N = 1+en+0(€) (3.26)
Yij = 52']' + Ghij + @ (62) 3 (327)

siendo h;;, n'y n' las perturbaciones asociadas a cada variable y € un parametro de

control de la perturbacion. Es también necesario obtener la inversa de la tri-métrica
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7Vij, la cual debe cumplir la siguiente relacion:
ViV = 6oF, (3.28)
se propone entonces una inversa de la siguiente forma a segundo orden en e:
P = §7F b 4+ O (), (3.29)
chequeando que se cumpla la relacion ( 3.28), se obtiene:
fyij’yjk =0Vt ¢ (%ﬁjk + 5jkhij> +0 (62) , (3.30)

imponiendo:

Finalmente, se arriba a:
"yij = 5ij — Ehi]’ + 0O (62) . (332)

Por otro lado el background més natural para el campo escalar 7' es el tiempo

t, lo cual conlleva a la siguiente expansion:
T=t+er+0(), (3.33)

siendo 7 = 7(Z, t) un campo escalar bien comportado del espacio-tiempo. Las con-
sideraciones anteriores permiten obtener las componentes espaciales y temporales

del campo aether u,, como sigue:

u = l+en+O(€) (3.34)

up = e+ O (), (3.35)
donde se ha tenido en cuenta el siguiente resultado:

W = (—g"0,19,T) > 21— et +en+ 0O (&), (3.36)
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Expandiendo la expresion ( 3.2) de acuerdo a las consideraciones antes expuestas,
tenemos:
Laer = =M™V uoVoug — 2M°OV o, Voug — 2M " VoueViug
— 2M I guo Vi — 2M7N g Vo — 2MIFOV 1,V uq 557
— 2M0ijkvoujviuk — 2MOYON7 0o Vi — M”")Oviuovjuo (337
— MOOUVOUZ-VOUJ- — Mijklviukvjul,
dado que la expresion anterior es cuadritica en las derivadas covariantes, bastara

solo con expresar cada una de ellas hasta primer orden en € como sigue:

Voug = O (€) (3.38)
Viug = O (€) (3.39)
Voug = €07 —edm+ O () (3.40)
Vi, = eddym+ (05" + 0T — hig| + 0 (), (3.41)

tal desarrollo consider6 los siguientes simbolos de Christoffel:

Iy = en+0O(e) (3.42)
Iy = edn+ 0O () (3.43)
Ly = % [hij — Om' — 9’| + O () . (3.44)

Como so6lo seran considerados térnimos de orden cuadraticos en e, la expresion

( 3.37) se reduce a:
Loer = MOV qu; Vou; + MY 0,V juy, (3.45)

siendo suficiente estimar el orden cero de las matrices que anteceden a las derivadas

covariantes:

MO = (cy — )6, M = §igk e 4 5§y + 5T M ey (3.46)
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Con lo anterior se arriba a:

Loer = € [(04 — ) (O — 8in)2 + €% (e + ¢3) ((‘lﬁjr + din + o’ _ @)

2 2 2
A .
+ ¢9 AT+8Z-nZ—7 +O(€),

(3.47)

teniendo presente que A = 0;0; es el operador de Laplace-Beltrami y h = hy;.
corresponde a la traza.

En aras de la conveniencia, se codificara la informacion asociada a la velocidad hij,
correspondiente a la perturbacion de la tri-métrica a través de la perturbacion del

tensor de curvatura extrinseca ( 3.17), la cual viene definida por:
Kij = exij + O (€7), (3.48)

siendo k;; la correcciéon a primer orden, expresada por:

1 /.
Kij = 2 (hz‘j - aink(sjk — @jnk&k) ; (3.49)

con esto la ecuacion ( 3.47) luce como sigue:

Logr = € [m?j — &%= 2(1 = B) k00,7 — 2(B — \) ATk 4 a (8;7 — 9ym)®

(3.50)
+ (1= 5) (@:0;7)" + (8 = N (A1)* | +O (),
donde se han redifinido los parametros «, 5 y A de la siguiente manera:
C1 — C4 1 1-— Co
a=—2"" g=— - o =" 3.51
c1tes+1 b cpt+e3+1 cp+e3+1 (3:51)

bajo la premisa que A\ # 1/3. Finalmente la expresion ( 3.50) corresponde a la
densidad Lagrangeana de la teoria aer a segundo orden en el esquema perturba-
tivo cléasico. Por otro lado la parte correspondiente al potencial, tiene la siguiente

representacion a segundo orden en el esquema perturbativo:

1 1

31



destacando que se ha integrado por partes y utilizado el gauge de Lorentz 9;h;; = 0,

como es usual [34]. También se ha hecho uso de:

\/‘nyzHe(nJrg) +0 (). (3.53)

Cabe mencionar que el término /7N multiplica también en la accion ( 3.1) al
Lagrangeano ear, pero como este ya es cuadratico en € entonces s6lo basta tomar
el término de orden cero de la expansion ( 3.53). Finalmente el Lagrangeano viene
dado por:

L= 62/d3xL, (3.54)

siendo:

L= Lo+ La (3.55)

Por ttimo indicar que una revision mas detallada de todos los célculos presentados

en este capitulo puede ser encontrada en el apéndice B.

3.4. Transformada de Legendre

La transicion de la descripcion Lagrangeana a la descripcion Hamiltoniana,

esta dada por la transformada de Legendre:

H (p(t), q(t)) = pi(t)d'(t) — L (q(t), 4(t)) (3.56)

siendo p(t) y ¢(t) las variables canonicas del espacio de fase. Dicho cambio exige

una relacion entre las variables activas ¢'(t) y p;(t), establecida por:

Las variables activas involucradas en este caso son: n, 1i;, 7, ¥ ¥ ;5. De las cuales

se desprenden las siguientes densidades de momento asociados o conjugados a n,
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ni, T, Y'Y 7Vij, Tespectivamente:

0L
Qo = o 0 (3.58)
0L
¢ = e 0 (3.59)
0L :
7Tij = STL = Kij — )\Fdéij — (1 — ﬁ) (81(937') — (ﬁ — )\) ATdij. (361)
ij

Considerando que en la obtencion de p, se ha integrado por partes y se ha descon-
siderado el término correspondiente a derivadas totales, debido al comportamiento
asintdtico de los campos en el infinito (tienden asintoticamente a cero en el infinito)
tal como en relatividad general, en otras palabras especificamente se ha estable-
cido que todas la configuraciones son fijas en el infinito, lo cual corresponde a un
espacio-tiempo tipo Minkowski o equivalentemente a un manifold Riemanniano
asintoticamente plano dotado con una métrica 7;; de clase C° cuyo momento aso-
ciado es 7 [35]. En coordenadas asiténticamente planas, cuando r — oo se tiene

el siguiente comportamiento:
% =0 +O(rt), 7 =0(r"?) (3.62)

N=14+0(""), N=0(7").

El conjunto de ecuaciones (3.57)-(3.61) permite establecer la siguiente densidad
Hamiltoniana:

H =2k + 77 (O + Opm’) + p,7 — L, (3.63)
recordando que el Hamiltoniano viene dado por:
H= / Pz H. (3.64)
Una vez mas integrando por partes la expresion ( 3.63) se transforma en:
H =27 k;; — 207 0; + p,7 — L + 20, (njwij) , (3.65)
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donde nuevamente tenemos un término correspondiente a derivadas totales, repre-
sentado por el ultimo ente de la expresion ( 4.30), el cual no tiene contribucion
alguna y puede ser despreciado como se expuso con anterioridad.

Las expresiones (3.59), (3.60) y (3.61) permiten expresar las velocidades h;,
h y 7 en funciéon de los momentos asociados a cada una, es decir, son relaciones
invertibles. Diferente es el caso de las expresiones (3.57) y (3.58) que no poseen

dicha facultad. La inversion de las expresiones (3.59), (3.60) y (3.61) esta dada

por:
. Pr
T = —5.x (3.66)
1
K= Ty [7T+(1+2B—SA)AT] (3.67)
S A A
kij = ™ + — 3 ZJ7T + B 3)\51]A7' + (1 - B) (&aﬂ) . (368)

Recordando que las velocidades hij y h asociadas a la tri-métrica, estan codificadas

mediante r;;. Finalmente se arriba a la siguiente densidad Hamiltoniana:

1 1 1 B

— I - k2 A2 (N — 1) (AF)? — e

H =np, — 20/ 07" + ﬁﬁ” ﬁ)\fi + 3 (A—=1)(A7)" —p; (4aA) Dr
1 1

Teniendo en cuenta que k y k;; estan definidas por (3.67) y (3.68) respectivamente.
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Capitulo 4

Resultados y discusiones

4.1. Analisis de los vinculos

4.1.1. Vinculos primarios

Tal y como se ha explayado en la seccion anterior la ecuacion ( 3.57) permite
en principio expresar las cantidades ¢'(t) como una funcién de las variables p;(t)

y gi(t). Esto es equivalente a establecer que la matriz Hessiana H;; definida por:

0*L
Hij = 5oaq (4.1)

es invertible. En otras palabras su determinante es distinto de cero:

Caso contrario a lo mencionado, es decir cuando la matriz Hessiana no tiene inversa
o su determinante es nulo, se dice que el sistema es singular o vinculado. Esto
significa que las velocidades ¢;(t) no pueden ser expresadas como una funcion de
las coordenadas ¢;(t) y los momentos p’(t), por tanto éstas tiltimas se encuentran

vinculadas o relacionadas mediante expresiones del tipo:

ér=(p,q) =0, r=1,...,R. (4.3)
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Estas relaciones las cuales obviamente no pueden ser ecuaciones de movimiento,
son denominadas wvinculos primarios. Lo interesante es que estas funciones son
restricciones reales en el espacio de fase. Todas las restricciones definen conjunta-
mente una sub-variedad I', en el espacio de fase de dimension (25 — R) (siendo
S el ntimero de grados de libertad y R el namero total de vinculos), que contiene
todas las variables fisicamente alcanzables.

Justamente el problema en estudio posee tal caracteristica, ser un sistema vin-
culado. Esto se evidencia en la expresion ( 3.55), la cual no depende explicitamente
de las velocidades asociadas a las perturbaciones respectivas de la funcion de lapse
n y shift n’, es decir, los objetos 7 y %' no estan presentes en la densidad Lagran-
geana, lo cual esté representado en las expresiones (3.57) y (3.58). Precisamente ¢,
y ¢; son vinculos primarios, lo cual era de esperar ya que como se ha mencionado
la teoria aer no es mas sino que la teoria general de la relatividad de Einstein
acoplada a un campo vectorial dindmico restringido a ser ortogonal a las hojas que
definen la folacion del espacio-tiempo.

Una cuestion importante a ser analizada es la conservacion de los vinculos sena-
lados, lo que es homologo a estudiar si la variacion en el tiempo de estos es nulo,
o sea verificar que sean constantes de movimiento. Dicho computo se lleva a cabo
calculando el corchete de Poisson entre el objeto a estudiar y el Hamiltoniano total

del sistema. Otra forma es obtener la ecuacion de Hamilton asociada, es decir:

- OH
¢0:{¢07H}:—%30 (4.4)
: OH
&= {00, H} = =5 =0, (4.5)

notese que la terminologia " 0" significa derivada funcional y 7 = 7 indica igualdad
sobre la superficie de restriccion, en otras palabras cuando un objeto se anula sobre
la superficie de restriccion, se dice que este se anula débilmente. La conservacion

de los vinculos ¢g y ¢;, da como resultado:
bi = {¢s, H} = —20;77 = —20;77 = 0 (4.6)
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¢o = {¢o, H} = pr + Ah = p, + Ah = 0. (4.7)

Estos calculos se obtuvieron teniendo presente la siguiente definicion para el cor-

chete de Poisson [36]:

> ((5X Y 68X 6Y) 48)

v dpe 0mE 0mE S

considerando la dependencia funcional para los campos X = X ((pg (Z,1), 7(7, t)) y
Y=Y (@5@’, t), (7, t)) Mientras que para la derivada funcional se ha utilizado:

=560 (7 -7
50,7 1) §l0% (2 —2). (4.9)

4.1.2. Vinculos secundarios

Dado que ¢ ni ¢* conmutan con el Hamiltoniano H, implica que no son cons-
tantes de movimiento, lo cual convella a una consecuencia de relevancia. Esta
consecuencia revela que tanto n como n’, no son verdaderas variables dindmicas,
sino mas bien multiplicadores de Lagrange. Esto se debe a que las expresiones re-
sultantes de los corchetes ( 4.6) y ( 4.7), estan presentes en la expresion ( 3.55)
precisamente multiplicadas por n y n/. Dichos resultados son denominados vinculos
secundarios, ya que se desprenden de la no conservacion de los vinculos primarios.

Con esto el Hamiltoniano ( 3.64) puede ser re-escrito como:

H:/d?’ac
v

- -1 1 1
nH+nH 4+ <kl — 2 P+ = (A — 1) (AT)?

g g g
(4.10)
+ }lhAh — ;lhijAhij — Pr (ﬁ) Pl
teniendo en cuenta la siguiente designacion:
H = —20m7 =0 (4.11)
H = p,+Ah=0. (4.12)
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La cuestion ahora es analizar si las expresiones (4.11) y (4.12) invocan la existencia
de més vinculos presentes en el estudio. Tal analisis se ejecuta implementando el
algoritmo de Dirac-Bergmann, el cual es materia de desarrollo del acapite ( 4.2). Sin
embargo, antes de implementar el algoritmo de Dirac-Bergmann es conveniente en
aras de la simplicidad de los calculos, descomponer las expresiones (4.11) y (4.12)
en sus componentes transversas y longitudinales [6], tal como se presenta en la

siguiente seccion.

4.1.3. Descomposicion de los vinculos en partes transversas

y longitudinales

En el estudio de la linealizacion de las ecuaciones de campo de Einstein [37],
una técnica usual en el calculo es descomponer la perturbacion asociada a la métri-
ca en sus partes transversales y longitudinales. No obstante, dicha descomposicion
puede ser aplicada a cualquier tensor de segundo orden simétrico |6]-[38]. Tal des-

composicion tiene la siguiente forma:

1 0;0;
fis = z‘:gF'T + B (51" - A]) fT+ 3iij +o;ff, (4.13)
considerando por supuesto que f;; es un tensor simétrico. Cada término de la

T

descomposicion anterior tiene el siguiente significado: f;;* corresponde a la parte

transversal del tensor sin traza, es decir f17 = 0, siendo ademas esta parte del

ii
tensor, libre de divergencia d; f;;" = 0. Por otro lado f* y f/ representan la parte
transversal y longitudinal respectivamente, teniendo esta tltima divergencia nula,
O;f£. Por altimo la parte longitudinal puede ser descompuesta nuevamente, de la

siguiente manera:

fE=1+ %&-fL, (4.14)
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donde @fiT = 0. Bajo este esquema la velocidad asociada a la pertubacion de la

tri-métrica h;; y su momento conjugado 7, pueden ser expresados como sigue:

g . 1 0;0; i i -
V— 7T7’JTT + = ((51 - j) 7TT + (9j7rlT + aﬂl’jT + (9,;(9ij (415)

2 A
' o L 9;0; \ i r T T 7L
con esto el producto 7% h;; toma la siguiente forma:
. . . 1 . A *
mhy; = 7 TR + inhT —2A7 TRl + AREARE, (4.17)

teniendo en cuenta que el resultado anterior estd bajo el simbolo integral, y por
tanto se han llevado a cabo integraciones por partes, desconsiderando los términos
que involucran derivadas totales. Ademés de prescindir de los términos cruzados
presentes en el calculo, producto de la descomposicién impuesta. Lo anterior per-

mite establecer los momentos conjugados a cada parte de la descomposicion:

hih — w7t (4.18)
T — %ﬂ'T (4.19)
hl — A2k (4.20)

Kl — —2A7T. (4.21)

Todo lo anterior reduce el vinculo (4.12) en funcién solamente del escalar trans-

versal h', de la siguiente manera:
pr + Ah =0, (4.22)
recordando que h = hy; y recurriendo a la descomposicion ortogonal, se tiene:
hi = hT + 2041, (4.23)

donde la cancelacion del segundo miembro en el lado derecho de la expresion
anterior se debe a la fijacion del gauge de Lorentz. En definitiva el vinculo se

reduce a:

pr + ART = 0. (4.24)
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Por otro lado el vinculo (4.11) permite la reduccion de 7% en funcion de 77, tal

como Sse muestra a continuacion:

] :0; . .
T = 7TUTT + 5 <51] - AJ) 7TT + aﬂT]L + 8j7r’L, (425)

tomando la divergencia y aplicando consideraciones antes expuestas:
0 = Ar't =0 — 7't =0, (4.26)

lo anterior implica:

it =7T =0, (4.27)

lo cual a su vez permite hacer la siguiente eleccién de gauge:
ht = piT =, (4.28)

en aras de mantener la consistencia de la formulacion Hamiltoniana, ya que es
imprescindible la precencia en conjunto de la variable y su momento conjugado.

Tomando la traza de la expresion ( 4.25):
7 = 7T 4 207 (4.29)

lo cual es consecuencia de la ecuacion ( 4.26) o del vinculo (4.6) propiamente tal.
Por otro lado, en virtud de la expresion (4.24) se puede despejar p, en funcion de
hT, lo cual al ser reemplazado en el Hamiltoniano (4.10) y después de un poco de
algebra se arriba a:

3 grre Lo aorr | BA=A)

2(1—3)\) (") o

)

1L(1 B\ 71,7 9
+4(2_a)h Ah' + x (A7)

siendo x la agrupacion de todos los coeficientes que involucran a 7. El Hamil-
toniano anterior estresa la premisa considerada durante todo el estudio sobre la

constante de acoplamiento A, es decir, que ésta deber ser distinta de 1/3. Mas
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aln, la expresion anterior permite también definir un rango de valores posibles
para esta constante, en aras de asegurar la positividad de ésta misma, lo cual se
muestra en la figura (4.1). Observar que el signo del coeficiente del tltimo término
del Hamiltoniano ( 4.30) no es relevante, ya que ese término puede ser eliminado

por una fijaciéon de gauge, como se vera mas adelante.

0 1/3

Figura 4.1: Rango posible de valores que puede tomar la constante de acoplamiento
A, en aras de mantener la consistencia y positividad de la formulacion Hamiltoniana

de la teoria aer-.

Respecto de las constantes « y 5, bajo el mismo argumento de positividad, éstas

tienen la siguiente restriccion 8 > 0y a # 2, o lo que es equivalente § > «/2.

4.2. Algoritmo de Dirac-Bergmann

La no conservacion de los vinculos primarios ¢g y ¢;, dio origen a la existencia
de los vinculos secundarios 7 y H'. Ahora la cuestion es si los vinculos secundarios
desprendidos de los primarios cumplen o no con los requerimientos de consistencia.
Cumplir las condiciones de consistencia, significa que el algebra de los vinculos
es cerrada y no hay paso a la existencia de mas vinculos, caso contrario estos
daran origen a vinculos terciarios, etc. volviendo nuevamente el proceso al inicio.
La manera de abordar la problematica de sistemas vinculados, y chequear pués
entonces la conservacién de los vinculos presentes, se lleva a cabo aplicando el
algoritmo de Dirac-Bergmann[39], el cual se describe brevemente a continuacion.

La presencia de vinculos primarios en un sistema, producto de la no posible
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inversion de la transformada de Legendre en el paso de la formulacion Lagran-
geana hacia la Hamiltoniana, permite escribir un Hamiltoniano eztendido H.
del sistema, el cual incluye los vinculos primarios a través de multiplicadores de
Lagrange:

H.y = H+ upno™ (4.31)

donde u,, son los multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos primarios.
Ahora el conducto dicta utilizar la estructura de los corchetes de Poisson para

chequear la conservacion de los vinculos primarios:

0" ={¢"™ H} +u{¢™,¢"} =0, (4.32)

donde han sido empleadas propiedades de los corchetes de Poisson para arribar a la

expresion anterior ([36]). La expresion ( 4.32) tiene las siguientes tres posibilidades:

= ¢ &~ 0 se satisface, implicando entonces la conservacion automatica del

vinculo ¢™, con lo cual el algoritmo concluye.

] qﬁm ~ 0 decanta en una ecuaciéon que no se anula débilmente, quedando
en funcion de los multiplicadores de Lagrange. En tal caso se impone la
condicion de nulidad débil, lo cual determina los multiplicadores de Lagrange,

haciendo por tanto que ¢ se conserve en el tiempo.

] gbm ~ 0 no implica convergencia débil ni dependencia de los multiplicadores
de Lagrange, en este caso el requerimiento de convergencia débil conlleva a
una relacion entre las coordenadas del espacio de fase la cual debe anularse
débilmente sobre el sub-espacio de fase I', que estas forman, dando origen a

nuevos vinculos.

Las dos primeras opciones no requieren mas controles de consistencia, pero esto
no es cierto para el tercero. La existencia de una nueva restricciéon o vinculo implica
que los vinculos primarios s6lo se conservaran en el tiempo si los secundarios son

constantes.
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4.2.1. Clausura del algebra de los vinculos

La clausura del dlgebra de los vinculos, supone que no existen mas restricciones
en el sistema. Para que esto suceda en el estudio presente, debe ocurrir que los
vinculos secundarios H y H,; se conserven en el tiempo, lo cual es equivalente a
que el corchete de Poisson asociado a cada uno con el Hamiltoniano extendido
H,..; se anule débilmente de manera directa o este sea proporcional a parte de los
vinculos ya presentes, los cuales por definicién se anulan sobre la sub-variedad I',
del espacio de fase, en otras palabras que el algebra se cierre sobre los propios
vinculos ya existentes. La condicién de consistencia de los vinculos secundarios

conlleva a los siguientes resultados:
H' = {H' Hewr} = {H', (3O} + uo{H', (6°)} + w5 {H', {¢')}, (4.33)

donde el uso de los paréntesis "()"denota la integracion sobre todo el espacio fisico,
(F) = [ d®xF. No es tarea dificil demostrar que los corchetes del lado derecho de

la ecuacion ( 4.33) se anulan débilmente de manera directa:
H = {H' H.} ~0, (4.34)

lo que significa que el vinculo H? se conserva en el tiempo. Esto era de esperar ya
que este vinculo es exactamente el mismo que se obtiene en el anélisis perturbativo

en relatividad general. Por otro lado la conservacion del vinculo H da:
H = {H. Hea} = {H. (30} + uo{H, (")} + w{H, (#")},  (4.35)

las dos ultimas expresiones del miembro derecho de la ecuacién anterior se anulan
directamente, no asi el primer corchete, debido a que la densidad Hamiltoniana I
tiene dependencia funcional tanto con las coordenadas como momentos conjugados,

respecto de p, y h'. Entoces la expresion 4.35 puede ser reescrita como:

{H, (30} = {pr, (3O} + {BART, (30)}, (4.36)
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arribandose a los siguientes resultados:

-, (001 = -2 [ar 4 92 (137
{BART (H)} = 25&_;) (A7 +28A%7] (4.38)

donde se han tenido en cuenta las expresiones (3.67) y (3.68) como también asi
las propiedades de aditividad y producto de los corchetes de Poisson, ademas de
la integracion por partes. Sumando las expresiones ( 4.37) y ( 4.38) finalmente se

obtiene:

H = {H, Ho} ~0. (4.39)

Es decir el vinculo se conserva. En virtud que ambos vinculos secundarios cumplen
las condiciones de consistencia, esto no da paso a mas restricciones en el estudio,

lo cual entrana la clausura del dlgebra de los vinculos'.

4.2.2. Vinculos de primera clase

Del anélisis de la seccion precedente, se puede extraer, otra importante conse-
cuencia. Esta radica en que las relaciones de conmutacion entre los vinculos y las
relaciones entre un vinculo y el mismo, son todos idénticamente nulos, a un mismo

tiempo pero diferentes puntos del espacio-tiempo, es decir:

{6i,6,} = {0, H} = {4, '} ~ 0, (4.40)
{HH} = {H'H} = {H',H} ~ 0, (4.41)
{b0, 0o} = {0, ¢i} = {¢0,7'~[} = {¢0,7'~[i} ~ 0. (4.42)

La importancia de las expresiones anteriores, concierne en que todos los vinculos
presentes en el estudio son de primera clase, ya que o bien los corchetes de Pois-

son son directamente nulos, como es en esta ocasion, o estos son proporcionales

'Una revisién detallada de los calculos de los corchetes de Poisson, estd disponible en el

apéndice C
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a vinculos ya presentes en el sistema. Esto significa entonces, que estos vinculos
son generadores de transformaciones de gauge. Lo cual permitira establecer poste-
riormente, que eleccion de gauge sera la mas adecuada para relacionar de manera

univoca y exacta las teorfas HLNP y aer.

4.3. Fijacion de gauge y relacién entre las teorias

HLNP y aer

4.3.1. Hamiltoniano de la teoria HLNP

En esta seccion se presenta de manera sucinta, la formulacion Hamiltoniana en
el marco perturbativo clasico a segundo orden a bajas energias de la teoria Horara-
Lifshitz no-proyectable (HLN P). Partiendo de la accion integral cuadratica, la

cual estd dada por:
Spp = / dtd*r /AN (KK — AK? + ¥R + aad’) (4.43)

estresando por supuesto la condicion A # 1/3. Béasicamente, la diferencia entre
la accion ( 3.16) y la accion ( 4.43), es que esta ultima tiene adherido el término
aa;a’ y no el campo aether. El procedimiento perturbativo dicta hacer exactamente
lo mismo que antes, con la salvedad que el invariante construido por el vector

aceleracion debe tener su forma perurbada, la cual es:
1 2
a; = N@N ~ eoin+ O (e ) ) (4.44)

con lo cual, el Lagrangiano de la teoria H LN P a segundo orden de perturbacion

es:

, 1 1
an = / [/i?j — )\52 + a@lnﬁm -+ ﬁ <Z_j:h”Ah” — ZhAh — nAh> 3 (445)
\%4
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aplicando transformada de Legendre, se obtienen los siguientes momentos:

oL

b = 5o =0 (4.46)
, 0L

P = 5l = 0 (4.47)

7Tij = gTL = Iiij — )\liéij, (448)
)

donde al igual que antes, se tienen los vinculos primarios ¢g y ¢'. El conjunto de

expresiones anteriores permiten establecer el siguiente Hamiltoniano:

0 1 1
H,, = /Vd?)x [n?—[ — nj’HJ + I{?j — k2 + B (ZhAh — ZhUAhU> , (449)

donde por supuesto se ha hecho uso de la integracion por partes y se han descon-
siderado los términos de borde. Tal y como antes los vinculos ¢y v ¢* no cumplen
con los requerimientos de consistencia, dando origen a vinculos secundarios, dados
por:

H = 207 =0 (4.50)

H = 2aAn+ BAh =0, (4.51)
siendo el vinculo (4.51) de primera clase, mientras que (4.52) es de segunda clase.
Recurriendo nuevamente a la descomposicion ortogonal, el vinculo (4.52) se reduce

ha:
2aAn + BART ~ 0, (4.52)

lo cual permite obtener n en funcion de h”, con lo cual el Hamiltoniano (4.50) se

reduce ha:
g 1—A 2
H= | & igTT Q_EhrTAhTT T
/Vx[er )" SR 4 s ()
(4.53)
B(L B\ 1,7
—=—=|Rh"AR"|.
+4 2 «@

Cabe destacar que este caso n no juega un rol de multiplicador de Lagrange, como

lo hacia en la teoria aer. Respecto a la clausura del algebra de los vinculos (4.51)
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y (4.52), el primero de estos cierra directamente, mientras que el segundo cierra
cuando se calcula su conservacion y se determina un multiplicador de Lagrange.
Una exposicion mas exhaustiva del estudio y anéalisis de ésta version de la teoria

HLN P bajo este esquema de desarrollo, puede ser encontrada en [12]-[13]-[14]-[15].

4.3.2. Eleccion del gauge

El Hamiltoniano (4.54) de la teoria HLN P en el marco perturbativo clasico a
segundo orden, solo difiere de su homologo de la teoria aer (4.30) en que ésta no
tiene los términos asociados a la perturbacion del campo escalar 7', es decir, no esta
presente 7 ni el momentum conjugado a este, o sea p,. En HLN P se tiene aparte
del vinculo 7—~li, que existe en ambas teorias, solamente un vinculo de segunda clase
, que permite eliminar n. En la teoria aer se tiene un vinculo de primera clase. Al
fijar el gauge:

T =0, (4.54)

y resolver el vinculo se eliminan 7, su momento conjugado p, y n que es el multi-
plicador del vinculo. En consecuencia el contenido en campos en ambas teorias es
exactamente el mismo. Por lo tanto siempre se puede hacer dicha eleccion de gauge
y los Hamiltonianos (4.30) y (4.54) seran completamente equivalentes. Remarcar
también que ambas teorias para A # 1/3 en el régimen perturbativo tienen un
modo escalar extra respecto de relatividad general clasica, el cual es precisamente
el mismo para ambas teorias, este es justamente el escalar transverso h’ asociado

a la perturbacion de la métrica.
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Capitulo 5

Consideraciones finales

5.1. Conclusion

En este trabajo se ha abordado la formulacion Hamiltoniana en el marco de la
teoria de perturbaciones clasica a segundo orden, en el régimen de bajas energias
(IR) o grandes distancias, de la teoria Einstein-aether restringida. Con miras a
establecer una relacién univoca y exacta con la teoria extendida o no-proyectable
de Horava-Lifshitz, lo cual fue propuesto por Jacobson en [23]-[24], quien argumen-
taba dicha equivalencia so6lo desde el punto de vista comparativo de las acciones
integrales de ambas teorias. El estudio ha revelado interesantes propiedades de la

teoria aer bajo tal formalismo aplicado, las cuales se remarcan a continuacion:

= Bajo el esquema aplicado, la teoria aer resultd ser un sistema vinculado, en
donde las perturbaciones asociadas a la funcion de lapse N y shit N;, es
decir, n y n;, no son verdaderas variables dinamicas de la teoria, sino mas
bien actiian como multiplicadores de Lagrange. Esto era de esperar ya que
la teoria aer corresponde a la relatividad general de Einstein més el acoplo
de un campo vectorial dindmico, tipo tiempo y normalizado, que entra a la

teoria a través de derivadas covariantes. Diferente es el caso con la teoria
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HLNP, en donde n es un campo dindmico mas.

Para A # 1/3, la teorfa presenta un modo de propagacion extra respecto de
relatividad general, el cual corresponde al escalar transverso h’ asociado a
la perturbacion de la tri-métrica 7;;. Este modo extra también esta presente

en la teoria HLN P, bajo la misma premisa de .

Los vinculos presentes en la teoria, resultaron ser todos de primera clase.
Lo cual entrana la clausura del algebra de estos mediante el algoritmo de
Dirac-Bergmann. Es decir, no hay paso a la existencia de mas restricciones
de las que se hallaron inicalmente, lo cual establece de manera terminal los

verdaderos grados de libertad que la teoria presenta.

En virtud del vinculo (4.11), esta trae como consecuencia la expresion (4.27),
lo cual permite fijar las simetrias de gauge dadas por la expresion (4.28).
Manteniéndose asi la consistencia de la formulacion Hamiltoniana obtenida

para la teoria aer.

Respecto del rango admisible para las constantes de acoplamiento a y [,
éstas estan en completa acordancia con los valores que permiten preservar

tanto la consistencia como positividad del Hamiltoniano de la teoria.

En relacion al objetivo general planteado en este trabajo, se ha de concluir que

ambas teorfas son completamente equivalentes en el régimen de bajas energias

(IR). Lo cual puede ser apreciado comparando directamente las expresiones (4.30)

y (4.54), que corresponden a los Hamiltonianos en el esquema pertubativo clasico

a segundo orden de las teorias aer y HLN P, respectivamente. La diferencia entre

ambas expresiones es la variable 7 en la formulacion original de la teoria aer. Sin

embargo, ésta teoria presenta una simetria adicional a la de la teoria de HLNP |

lo cual permite fijar el gauge y reducir la teoria del aer en su formulacion Hamil-

toniana exactamente a la teoria H LN P. Finalmente remarcar que ambas teorias
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estan en completa acordancia con el rango posible de valores permitidos para las
constantes de acoplamiento a, 5 y A. Lo cual no habia sido determinado en el

anélisis de Jacobson.
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Apéndice A
Descomposicion ADM

El objetivo de este apéndice es dar una breve introducciéon, no del todo técnica
a la formulacion en variables ADM de la relatividad general [6]. La presentacion
comenzara con la descomposicion 3 + 1 de la métrica, luego se re-escribira la
accion de Einstein-Hilbert con las nuevas variables y finalmente, se dara una breve
presentacion de la formulacion Hamiltoniana de la relatividad general.
La relatividad clasica de Einstein, es una teoria de campo dotada de un tensor
meétrico cuadrimensional g,,. Por tanto, la estructura del espacio-tiempo es una
variedad M pseudo-Riemanniana, con una métrica sobre este. La teoria puede ser
construida bajo difeomorfismos invariantes sobre M. La accion mas general que
respeta la invariancia bajo difeomorfismos y que tiene derivadas de segundo orden

solamente, es la accién de Einstein-Hilbert!:

B 1
N 167TGN

/ d*z/—gR. (A1)

Si se desea escribir, la accion gravitacional anterior en el formalismo Hamiltoniano,
primero es necesario definir una coordenada para el tiempo sobre M, ya que, en
general no hay marcos preferenciales de referencia. Para definir tal eleccion, se

elige una foliacion global en el tiempo de M, en hiper-superficies tridimensionales

1Se omitiré el término correspondiente a la constante cosmologica.
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Y, donde M = R x ¥. La métrica inducida +;; sobre ¥ corresponde justamente a
las componentes tridimensionales de la métrica original, es decir, 7;; = g;;. Para
describir completamente g,,,, atin es necsario definir un campo escalar y uno vec-
torial. Para ver esto, considérese dos hiper-superficies infinitesimalmente cercanas,
Y v Birar (ver fig. A.1) y un desplazamiento infinitesimal desde el punto (2, t) €3,
hasta el punto (z° + dz’,t + dt) €X4, 4. Proyectando el elemnto de linea ds sobre el
eje del tiempo (eje perpendicular a las hiper-superficies de la foliacion) se obtiene
Ndt, donde N = (—¢*)~ /2 65 1a denominada funcion lapse, la cual provee la me-
dida de como el tiempo propio ha avanzado entre dos hiper-superficies adyacentes.
Como se puede apreciar en la figura ( A.1), el desplazamiento infinitesimal in la
direccién del tiempo no toma, en general, un punto de (x',t) a (z',t + dt), ya que
hay un desplazamiento dado por los elementos gy; de la métrica original. Por lo
tanto, se define el vector de shift como N; = go;. Resumiendo estas definiciones,

las variables de campo pueden ser re-escritas como:

Vi =i, N = (- 00)_1/2> N;i = goi (A.2)

.I" + dzt
Eppar
— Nidy

is N

-
N

Figura A.1: Hiper-superficies de la foliacion del espacio-tiempo en 3 + 1 dimensio-

nes.
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Usando estas definiciones para escribir el elemento de linea, se arriba a:
ds* = —N?dt* + v;; (dz’ + N'dt) (da’ + N7dt) . (A.3)
Para escribir ( A.1), usando ( A.2) se utiliza:
V—9=Ny7y, R=% R+ K;K7-K?* (A.4)

donde Kj; es el llamado tensor de curvatura extrinseca, dado por:

1 .
Kij = 557 (g = VilNj = Vi) (A.5)

Insertando ( A.4) en ( A.1), se obtiene la descomposicion 3 + 1 para la accion

de Einstein-Hilbert:

- d*dtN K KY — K?+0G) R). A.
S = 1o | PNV (K +9 ) (A6

Es de notar que todas las derivadas en temporales, estan contenidas en el término
2K;; K'Y — K?, mientras que el escalar de Ricci tridimensional solamente contie-
ne derivadas espaciales de la métrica. Mas atin, no existen derivadas temporales
de N ni de N;. Finalmente remarcar que K;; K — K? es el término cinético lo
mas general posible, mientras que el escalar de Ricci tri-dimensional juega el rol
precisamente de un potencial gravitacional. Esta es la ventaja de la descompo-
sicion ADM: descomponer explicitamente la acciéon en una parte cinética y otra
potencial.

Es posible ahora definir las densidades de momentum asociadas a 7;;, N y N;:

g 1) g g
R S =7 (K7 —77K), (A7)
0%ij
05 .08
E—.:O, zE—.ZO. A8
™= 5N 7=, (4.8)

2Para incluir un término covariante con derivadas temporales de N o NV;, es necesario incluir

mas derivadas de v;;, llevando el total de derivadas temporales a més de dos.
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La ausencia dederivadas temporales de N y N; en ( A.6), se refleja en el momentum
nulo asociado, el cual define vinculos primarios de la teoria, ¢y y ¢'. Realizando la

transformada de Legendre, se obtiene el Hamiltoniano:
H= / &z (NH + NH; + uodo + ui¢) | (A.9)

donde g y u; son los multiplicadores de Lagrange asociados a ¢y y ¢°, respectiva-

mente. H y H’ dados por:

(m9m; — ), (A.10)

Sl

H' = —2V;7". (A.11)

Donde las expresiones anteriores se han obtenido, chequeando los requerimientos
de consistencia de ¢y y ¢'. Siendo H denominado el vinculo Hamiltoniano de
relatividad general y H' el vinculo de momentum, ambos restricciones secundarias.
La preservacion en el tiempo de estos vinculos secundarios, es un calculo altamente
no trivial [40]. Todos los corchetes de Poisson entre H y H’, se anulan débilmente,
no conduciendo a la existencia de nuevos vinculos, lo cual significa que el algebra

del algoritmo de Dirac-Bergmann es cerrada:

{Hi(x), H(y)} = HO® (z,y)
{(Hi(2), H;(y)} = H;0,6%(2,y) + H:0;6® (,y) (A.12)
{H(x), H(y)} = 77 (Hi0;6® (2, y) + ;0.6 (z,y))

Las relaciones anteriores, muestran claramente que para un mismo tiempo pero
diferentes puntos del espacio-tiempo, el dlgebra cierra sobre los vinculos ya exis-
tentes. Los cuales se anulan débilmente sobre la sub-variedad I', del espacio de
fase. Claramente si se evalian los objetos en un mismo punto, los corchetes son

directamente nulos.
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Apéndice B
Analisis perturbativo

Este apéndice presentara en detalle el desarrollo en teoria de perturbaciones de
los objetos utilizados en el capitulo 3, tales como los simbolos de Christoffel, deri-
vada covariante, determinante de la tri-métrica y escalar de Ricci tri-dimensional,
con los cuales se han obtenido tanto la densidad Lagrangeana como Hamiltoniana
de la teoria aer.

Un objeto recurrente en todo calculo en teorias de gravedad, son los simbolos

de Christoffel, los cuales tienen la siguiente forma general:

g

P;);u = T aug'yu + aug'yu - a'yguu s (Bl)

utilizando las expresiones de la descomposicion ADM para la métrica g, y su in-
versa g", como también asi las expresiones (3.26) y (3.31), los simbolos de Christof-

fel involucrados en el desarrollo del calculo hasta segundo orden en perturbaciones
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m_ g™
I'gi = D O0gij + 0ig0j — 9j90i (B.14)
w1 e NN 1- .
Lo = 517 T = N2 ] Ovyij + Oy N —(?j%jN]] (B.15)
ng = 5 68Oh'mi + Eéjmdijainz - 65]m5¢j5jnj + 62(53mn’8ihij (B16)
— 626jmnj6jhij — Ethjaohij — ezhmjdl-jami + €2hmj(5¢j8jnj]
I = g [aOhmi + 6{”akn’“ — 5;”81711 +0 (62) , (B.17)
FO—ﬁ 019w + 0jGuwi — 0uGji (B.18)
Jji 92 19w;j i Guoi w3iji .
0 N*
I = oN2 |~ Ovik — O5Yik + 00Yij + OV + 05k — Ok (B.19)
1
F;)z = 5 [2671 —1 eékjﬁink + €5ik8jnk — anhij + €2nk3jhik (BQO)
1
+ e2nk8ihjk + 3 en® — 2¢2nn* €0;hyj + €0jhy; — e@khij]
0% = 5 [Oohsi + G0 — 80| + 0 (), (B.21)
gml
= 5 9i91j + 0591 — 0195 (B.22)
1 N™ N
I = B ™ — N? ] g + O — 61%]'] (B.23)
.
FZL = 5 5ml — ehml — €2nmnl] eaihlj + 66jhli — Ealhij] (B24)
Il = gfsml Oihji + Oihu; — Ohij | + O (¢2) . (B.25)
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Los céalculos anteriores ademés han tenido en cuenta la siguiente expansion:

1 1
— = ~1—2en+ 0 (). B.26
N [ltent 0@ n+0(c) (B.26)

Los resultados anteriores, permitiran establecer el desarrollo de las derivadas

covariantes de u,. Pero antes seran obtenidas sus componentes espaciales y tem-

porales en forma perturbada. Recordando:

T
Uy = Ou , (B.27)
\/ —gﬁng&yT
entonces:

u; = €T+ O (€) (B.28)
u = l4+en+0O (), (B.29)

donde de ha considerado:
T=t+er+0(), (B.30)
\/—gP0sTOT = \/ —g%0T?2 — 2¢%TO,T — ¢iid;TO;T (B.31)

T2 Ni .  NiNJ

1+er)>  2e2nid;r
B \/El + en;Q - (1+ en)2 - (aﬂ-f rot)

= 1+er —2en+ 0O(e2)

A 1—67"—1—6714—(9(62),

entonces las derivadas covariantes del campo aether, involucradas en el calculo son:

VOUO = iLO — FgOUO — Fgéum (B32)
= 0 (62) ,

Vl-uo = &-uo — F?()UO — F%um (B33)
= 0 (62) ,
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= e0;7 —edin+ O (62) ,

VZ'UJ‘ == 8Z'Uj — F%’LLO — Ffjuk (B35)
e@i(?jT + g |:8sz + (%ni — hzj:| + @ (62) .

Tal y como exhiben las expresiones anteriores, algunas tienen como minimo
orden cuadratico en €, lo que significa que en la ecuacion ( 3.37) se desprecian
varios términos, ya que la exigencia del tratamiento es sélo hasta orden cuadratico
en e. Con ello las componentes de la matriz M7 que anteceden al producto de
derivadas covariantes que sobrevive en la expresion (3.44), deben ser considerados

solamente a orden cero:
MO0 Clgoogij 4 cggmgoj‘ 4 ng()jg()i i C4u0uogij (B.36)

= —c10Y7 +¢467 + O (e),

Mijkl — Clgijgkl 4 ngikgjl + cggilgjk 4 C4uiujgkl (B37)

= 015ij5kl + CQ(Sik(Sjl + 035“5jk + O (6) .

Para la parte gravitacional se obtedran ahora la forma perturbada del tensor
de curvatura extrinseca K;; y su traza K, como también asi la del escalar de Ricci

tri-dimensional ® R. Para la curvatura extrinseca se tiene:

L.
Kij = 55 [%’j — ViN; — Vsz}, (B.38)

reemplazando las expresiones correspondientes a las formas perturbadas de v;;, IV

y N;, se arriba a:
€

2

donde claramente el orden cero es idénticamente nulo. Considerando que:

Kij = {hw —Oinj — 83'7%] +0 (62) , (B.39)

ng = yun® (B.40)
= ((51k+6h1])nk,
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entonces:

mientras que para la traza basta con contraer indices, de lo cual resulta:

K =3 {h - 2amz} +0(&). (B.42)

Para el escalar de Ricci tri-dimensional, primero se calculara el tensor de Ricci

y luego se hara la contraccion de indices. La definicion del tensor de Ricci es:

O Ry; = 0,17 — ;T + T L — T T

m ma)

(B.43)

tomando en cuenta que los simbolos de Christoffel son puramente espaciales:

km

m i
I = 9 {aﬂki + Oy — alc%’g} : (B.44)

Desarrollando el algebra se llega a:

2

ORy = — S| Ahy + 80,k | + GZ Ohd;hy; + Ohdihy; — hdihy,

€
2

- 8jhn’Llaihnle - 8jhmlamhli + ajhmlalhmj - 8lhmjaihml
(B.45)

- 8lhmjamhli + alhmjalhmj + 8mhljaihml + amhljamhli

— OmhijOihp;| + O (63) + Derivadas totales,

a este resultado se ha llegado aplicando el gauge de Lorentz. Recordando que el
escalar de Ricci esta bajo el simbolo integral sobre todo el espacio fisico, s6lo tres
términos del corchete en la expresion anterior correspondeientes a orden cuadra-
tico en € son no nulos. A este resultado se arriba integrando por partes, ya que
esta arroja derivadas totales que son desconsideradas debido al comportamiento

asintdtico de los campos, como también asi se hace uso del gauge de Lorentz. Los
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términos que sobreviven son:

2

/ dsl‘ﬁﬁN’}/l](g)RU :/ dgfL’Bgi]’ [ — %(Ahw + 816]h> + EZ (&nhlj@mhli
14 14

— OihmiOihm — 8lhalhij>]

(B.46)

donde se ha definido a §;; como:

_ 0ij 2
fij = 51']' +e€ 5ijn + 7}1 - hij +0 (6 ) s (B47)
procediendo:
3 (3) 3 2 h hij
d’zfB /YN R =— | d’zf|ecAh+ €| nAh — ZAh + IAhij ,  (B.48)
1% v

utilizando el teorema de Gauss generalizado, el término de orden € se anula, con
lo que finalmente se obtiene:

/ BrByANPR = —¢ / dzp [nAh — %Ah + IA@] . (B.49)
1% 1%
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Apéndice C
Corchetes de Poisson

Este apéndice, pretende clarificar el calculo de la conservacion de los vinculos
secundarios ( 4.33) y ( 4.35). Para ello se definiran primero las herramientas nece-
sarias para dicho computo, tales como la definicion en teoria de campos para los
corchetes de Poisson y sus propiedades, como también asi la definicién de derivada
funcional.

La definicion del corchete de Poisson en teoria de campos, viene dada por:

S
X §Y  6X Y
32 _
Y= /vd : P <590§ oré  omé 5(,05) ’ (C-1)

considerando la dependencia funcional para los campos X = X (cpg(f, t), (T, t))

vyY =Y (gag(gj, t), m (¥, t)) Mientras que para la derivada funcional se ha de

utilizar:
du(Z, 1) _ (3 (2 ou;(, t) _ 5is(3) (2 Oy _ siis(3) (=
5“((2‘7775) =9 (I, ), W—ézé (.T,l'), Ww—dklé (.f,l‘) (02)

De aqui en adelante se asumird la dependencia funcional de los campos, en aras

de reducir el tamano de las ecuaciones. Para H' se tiene:

- 200, 6 Hewy 260,79 6 Hoy
7 H — 3 - ext ] exr ‘
{H ’ ext} /Vd : [/5/}%1 (Sﬂ'kl 571'“ (Shkl ’ (C 3)
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donde el primer término dentro del corchete se anula debido a que las variables del
espacio de fase son independientes. Reemplazando la expresion de H.,;, y aplicando
las propiedades de linealidad y producto de los corchetes de Poisson, como también
las definiciones de derivada funcional, el término restante de la expresion ( C.3)
queda de la siguiente manera:

o [ s s x| S0 e BRSOz SlsS
{H', Heat} 2/d’25w835 (x,z)[ dhig /ghkl /thl

— Xﬁ/ — 1 19 pTA/p/Y M qb/>/
hi ha 4o /()/hkl /thl /5/hkl
B9 (hAKS B 6(hijAh;)
YL 6y 4 o

(C.4)

donde los términos que se han cancelado, es debido a la misma consideracién antes
expuesta. Recordando ademas que los corchetes (), significan integracion del objeto
sobre todo el espacio fisico. Finalmente el iinico término no nulo del corchete arroja

el siguiente resultado:

{(H', Hoi} = § /V d*26750,6%) (7, 2) / d* [6356P (7, 2) Ahij + 55083 (7, 2)hyg]
(C.5)
integrando por partes y aplicando las propiedades de la delta de Dirac y de Kro-

necker, se arriba a:

{H', Heat} = —BAD;hij, (C.6)

aplicando el gauge de Lorentz, la expresion anterior se anula débilmente, no dando
paso a nuevos vinculos:

{ﬂi,Hext} ~ 0. (C?)

El otro corchete, aplicando la propiedad de linealidad se puede expresar de la

siguiente manera:

{7-27 Hext} = {pT7 Hext} + {ﬁAhT, Hext}, (CS)
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se procede ahora a calcular cada corchete, del lado derecho de la expresién anterior:

— 519 5Hezt 5277- 5Hemt
TaHex = 3 %Z—__— s .
{pr, Heat} /de{ T op.  op, o1 } (€.9)
) — /dw nM S o] 15pTA/ﬂ S(nARFY
Ty tert 57’ 4o oT

T N K2 )2
+§5<hﬁﬁ_§6<mgﬁw+ ) 000y ) ST

desarrollando:

S(K2.
— / dBz58)(z, z)M = 2 / d3z5®)(z, 2) / 7| (1 - B)8,0;09(¥, 2)
v 0T v 1%

L BU=

(3) L
oy 00, )]%,

(C.11)

integrando por partes dos veces, y haciendo uso de las expresiones (4,11) y (4,12),

28\
<B+ 3)\> X

A?r

se obtiene:

§(k2) 28\ A+ 8 — BX
— | #3208 (2 7)1 = 2 { + } Am
/v 202, 2) 57 (1_3/\)2 T

26 26X (1 —p)
(1+1—3A)+1_5+ 13\

Y

(C.12)

para el siguiente término de tiene:

6(K?) 2\
3250 (7. 7 _ _
A/deé (@, 2) 5 1_3)\(1 3)\—1-25)/

v

#3758z, %) / PGNP (7], 2k,
\%
(C.13)

de lo cual resulta:

2y 2X(1— 2
/\/ d355<3>(f,z)5<” ) _ 21 =37 +25) [Am+ (1 —3X+2B8)A%r], (C.14)
v (57— 1 — 3)\
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finalmente el Gltimo término da:

(A=1) /V 3768 (z, z)wza (A=1) /V 3768 (z, 7) / BIATASP (7, 2),
(C.15)

de donde se obtiene:
(= )/d?“é (7, )@:-2@-1)&7. (C.16)

Agrupando los resultados de las expresiones (C.12), (C.14) y (C.16), el primer

corchete del lado derecho de la expresion (C.8) da como resultado:

281 =% [AT + 28A%7]. (C.17)

{p‘ra ext} —3)\

Procediendo de igual manera para el otro corchete:

T T
{th,Hm}:/di”zPﬁM OHeat _ MM/‘;H%}, (C.18)
Vv

ShT  §7T —oxl  §hT

T 3 > (3 7 —» TLM RJM_ i(5<p7'A_1 T
VAN Mot} =5 / TR0 [ onT da_—onT
n% 55 hTM B 6(hi; LD S((A

4 57rT
5 2. 2
. <%> Rt >]’

onT onT
(C.19)
2 . .
3 / d*Z00P)(E, Z) ; ——1L =23 / PPZASP)(Z, 2) / d3g[<5ij— 829])
" Y (C.20)
A% | 53)
e LU

integrando por partes y aplicando propiedades de la delta de Dirac y Kronecker,

se obtiene:

2
8 / BN )5§:T> —928A K 1 3)\3)\) o %m]} L (21
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realizando el algebra, finalmente se tiene:

§(KZ) 1—X A L—A—=28A
32A 503 (7 2O\l _ - P2
B/Vd FASEE, 2) e =2 [(1—3/\)2 1—3)\] An 2[ 1—3x
(C.22)
+ —26 (1- )\2) — 1| A%
(1—13))
§{K?) ANB
_ 37ASO) (7. 7 _ 327 (3)~~/ 32ASO) (7. 7
)\ﬁ/vdz 0T, 2) 57 T 3% de 0Nz, 2) de 0Ny, 2k,
(C.23)
§(K?) 46\
—M\3 | dPZASP(Z, 7 =— Am+ (1 —3X+2B) A? 24
5/V NIE D = o (A (=829 A% (C21)
agrupando los resultados de las expresiones ( C.22) y ( C.24), se tiene:
28(1—A
{BART H,opi} = 51(_—%) [AT + 28A%7]. (C.25)
En virtud de las expresiones ( C.17) y ( C.25), se tiene finalmente:
{pT + BAth Hext} = {7_27 Hext} ~ O (026)
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