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Resumen.

La teoria de deformaciones de estructuras complejas tiene dos corrientes prin-
cipales, por un lado K. Kodaira con su trabajo “Complex manifolds and deforma-
tions of complex structures” [Ko] y por otro, M. Kuranishi, con “On deformations
of compact complex structures”[Ku|. En el presente trabajo, comenzamos con
una descripcién, a nivel general, de la teoria de deformaciones de estructuras
complejas, basada esencialmente en el trabajo de Kodaira. La teoria de deforma-
ciones para variedades no compactas esta aun en franco desarrollo, en este sentido,
desarrollamos y probamos algunos nuevos resultados para el caso de 3-variedades
Calabi-Yau, concretamente, variedades del tipo:

Por un lado, en Teorema 6.1.1 probamos que W; es formalmente rigido, esto es,
su primer grupo de cohomologia con coeficientes en el haz tangente es igual cero.
Por otro lado, en Teorema 6.3.2 mostramos que W5 tiene un espacio de deforma-
ciones infinito dimensional, més atin, construimos una familia de deformaciones
de dimension infinita y damos explicitamente los cambios de coordenadas de
tales variedades. Que la familia de deformaciones de W5 sea de dimension infini-
ta, es un resultado que sorprende, pues esto no ocurre en el caso 2-dimensional
para un cierto tipo de superficies, las cuales también correponden a espacios
totales de fibrados de linea sobre la linea proyectiva compleja. Concretamente,
hacemos referencia a los resultados en [BGJ, donde se prueba que las superficies
Zy, = Tot(Op1(—k)); k > 1, tienen espacio de deformaciones de dimensién finita,
especificamente de dimensién k£ — 1. Finalmente, cabe mencionar que para Wj
con k > 3, caracterizar su espacio de deformaciones, es atin un problema abierto.

v



Introduccion

La teoria geométrica de deformaciones de estructuras complejas tiene impor-
tantes aplicaciones a la fisica matematica. Particularmente interesante es el caso
de las 3-variedades Calabi-Yau, las cuales corresponden a variedades complejas
de dimension real seis. En tal caso, una direccién de deformacién no trivial, da
origen, en un cierto sentido, a una teoria de Gravedad de tipo Kodaira-Spencer.
El objetivo de esta tesis es describir en detalle casos concretos de deformacién de
la estrucutura compleja en que la 3-variedad Calabi-Yau es térica.

En términos histérios, el punto de partida de la teoria de deformaciones de
estructuras complejas, se puede situar en la segunda mitad del siglo XIX, con-
cretamente en una memoria de Bernhard Riemann, sobre Funciones Abelianas,
trabajo publicado en 1857, donde se interesé por deformaciones de la estructura
compleja de superficies de Riemann. En este trabajo, Riemann calculé el niime-
ro de parametros efectivos sobre los cuales dependia la deformacién. En tanto
que, para el caso de Superficies Algebraicas, Max Noether fue quien primero se
interesé por esta area en trabajos que se remontan a 1888. No obstante, para
dimensiones mas altas, no hubo grandes avances hasta mediados del siglo XX,
cuando Frolicher y Nijenhuis, en un trabajo publicado en 1957, obtuvieron un
importante resultado sobre estabilidad de estructuras complejas usando técnicas
de geometria diferencial.

Ya bien entrado el siglo XX, Kunihiko Kodaira y Donald C. Spencer, desarro-
llaron la teoria de deformaciéon de estructuras complejas para variedades comple-
jas compactas en un sentido mas general. Importantes resultados fueron recogidos
en el libro de introduccion a la teoria de deformaciones “Complexr manifolds and
deformations of complex structures”, ver [Ko|. El estudio de las deformaciones de
estructuras complejas sobre variedades compactas, surge a partir de la teoria de
operadores diferenciales elipticos. Aunque la teoria de deformaciones en el caso
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compacto cuenta con una gran cantidad de importantes resultados, todavia que-
da mucho por saber. En lo que respecta a variedades no compactas, la teoria no
esta completamente desarrollada, més bien hay mucho por estudiar y es en esta
linea que dirigimos el presente trabajo.

En esta oportunidad estamos interesados en el estudio de las deformaciones
de la estructura compleja de variedades no compactas del tipo:

Wy = TOt(O]pl(—k) @ Op1 (k — 2))

Tales Wy, corresponden a lo que se conoce como Calabi- Yau 3-folds, variedades
de dimensién compleja tres (esto es, dimensién real seis) con fibrado candnico
trivial.

Las variedades Calabi-Yau fueron originalmente definidas como Variedades
Kéhler Compactas con primera clase de Chern nula y, en particular, una métrica
de Ricci plana, sin embargo, hoy en dia también se usan otras definiciones al-
ternativas no necesariamente equivalentes. Eugenio Calabi (1954, 1957) primero
conjeturod la existencia de superficies con las caracteristicas antes mencionadas,
posteriormente Shing-Tung Yau (1978) fue quien probé la conjetura de Calabi, es
decir, demostro la existencia de tales espacios; inicialmente denominados espacios
Calabi- Yau por Candelas et al. (1985). Algunos ejemplos de variedad Calabi-Yau
son:

= En una dimensién, el tnico ejemplo compacto corresponde al Toro. Una
1-variedad Calabi-Yau es una curva eliptica compleja, en particular, alge-
braica.

= En dos dimensiones, las superfices K3 son los tinicos ejemplos compactos
simplemente conexos. Las superficies Abelianas son ejemplos de variedades
Calabi-Yau no simplemente conexas.

= En tres dimensiones, clasificar las variedades Calabi-Yau es atin un problema
abierto. Un ejemplo es la 3-variedad quintica en CP*, variedad algebraica
dada por todos los ceros de un polinomio homogéneo de grado cinco en CP*,

En el presente trabajo, estudiaremos deformaciones de la estructura compleja
de 3-variedades Calabi-Yau definidas como espacios totales de fibrados. Concre-
tamente, estudiaremos aquellas del tipo:

Wi = Tot(Op (—k) & Op (k — 2)); k=12,

VI



TABLA DE CONTENIDOS

Aqui la suma en paréntesis, corresponde a la suma de Whitney y Tot indica
espacio total del fibrado. Ademds, Op:(—k) y Op:1(k —2), corresponden a fibrados
de rango uno sobre la linea proyectiva P* con primera clase de chern —k y k — 2
respectivamente. En particular, es comin escribir Op: para referirnos a Op:1(0).
En adelante se hara uso de esta notacién siempre que no haya lugar a confusion.

Este trabajo esta dividido en dos partes, la primera, enfocada a una revision
de la teoria general y la segunda, donde se presentan los resultados obtenidos en
el estudio de las deformaciones propiamente tal. La primera parte comprende los
capitulos uno, dos y tres. El primero corresponde a una revisién de algunos resul-
tados elementales del calculo en varias variables complejas, variedades complejas
y fibrados vectoriales. El segundo, es una revision a modo general, de la teoria
de deformaciones para variedades complejas compactas, en el sentido de Kodaira
[Ko]. El capitulo tres contempla una breve introduccién a la teoria de haces y
cohomologia, con especial énfasis en la cohomologia de Cech, la cual serd utili-
zada posteriormente para el desarrollo de los resultados originales presentados.
La segunda parte corresponde a los capitulos cuatro al seis. El cuarto capitulo
estd dedicado a una breve revision de los resultados obtenidos por Barmeier y
Gasparim en [BGJ, donde estudiaron las deformaciones de superficies locales, es
decir, teoria de deformaciones en el contexto 2-dimensional. El capitulo cinco,
recoge los principales célculos de cohomologia de Cech que son necesarios para
comprender los resultados presentados en el capitulo seis. En el ultimo capitulo,
presentamos nuestros principales resultados, esto es, la rigidez de Wi, en el entedi-
do de que no tiene deformaciones y para W5, probaremos que tiene un espacio de
deformaciones infinito dimensional, ademas presentamos una familia de deforma-
ciones de dimensién infinita. Finalmente, incluimos un apéndice, donde miramos
nuestros resultados en el contexto de la teoria de deformaciones presentada por
Kuranishi en [Ku].
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Capitulo 1

Varias variables complejas

En este capitulo, hacemos una revision de los hechos bésicos sobre célculo
en variable compleja. Salvo que se afirme lo contrario, todos los lemas, teoremas
y/o corolarios fueron extraidos de [Ko].

1.1. Funciones holomorfas

Denotamos por C", al espacio complejo n-dimensional, que corresponde al
conjunto de n-tuplas (z1, ..., 2,) de nimeros complejos z;,7 = 1,...,n. Notemos
que C" no es mas que el producto cartesiano de n-copias del plano complejo
C. Escribimos z = (z1,...,2,) para referirnos a un punto de C" y 2y,...,2,
son las coordenadas o componentes de z. Por otro lado, haciendo z; = xg;_1 +
1T25,7 = 1, ..., llamamos parte real de z; a x9;_; y parte imaginaria a xq;, aqui ¢
corresponde a la unidad imaginaria, esto es 2 = —1. Con esta descomposicion,
tenemos un isomorfismo entre C" y el espacio Euclidiano 2n-dimensional R?*",
mediante la identificaciéon:

Z = (901,%2, e 7$2n—17x2n)-

Sean z = (z1,...,2,) y w = (w1, ..., w,) puntos en C". Se define la combinacién
lineal Az 4+ pw de z y w, vistos como vectores, por:

Az + pw = (Az1 + pwy, ..., Az + pwy,),



1.1. FUNCIONES HOLOMORFAS

donde A y p son nimeros complejos. Esto convierte a C™ en un espacio vectorial
sobre los niimeros complejos. La norma usual en C™ estd dada por:

2| = ]z |24+ |22 (1.1)

De (1.1), es inmediato que:
Azl = [Allz], (1.2)
lz+w| < |z| +|wl|. (1.3)

La distancia entre dos puntos z,w € C" esta dada por:

|2 —w| = /|21 — w24+ |z — w2

La topologfa usual en C" es la inducida por la topologia euclidiana en R?". Asi,
por ejemplo, un subconjunto D C C" es un dominio en C" si D es un dominio,
considerado como un subconjunto de R**. Una funcién a valores complejos f(z) =

f(z1,..., 2,) definida sobre un dominio D en C" es continua, si f(z) es continua
como funcién en las variables reales xq, xo, ..., Ta,.

Ahora consideremos una funcién a valores complejos f(2) = f(z1,...,2,) de n
variables z1, ..., z, definida sobre un dominio D en C".

Definicién 1.1.1. Si f(z) = f(z1,...,2n) €s continua en D C C" y holomorfa
en cada variable z, k = 1,... ,n, por separado, f(z1,...,2,) es dicha holomorfa
en D. También se dice que f(z) = f(z1,...,2,) es una funcion holomorfa de n
variables zq, ..., z,.

Aqui, decir que f(z) = f(21,...,2,) es holomorfa en cada variable z, por
separado, significa que f(z1,...,2,) es una funcién holomorfa en z; cuando las
otras variables estan fijas.

Ahora veamos como, la formula integral de Cauchy con respecto a un circulo
para funciones holomorfas de una variable, se puede extender al caso de funciones
holomorfas de n-variables.

Dado un punto ¢ = (¢q,...,¢,) € C" y nimeros reales positivos 71, ..., r,, defi-
nimos

Urc)={z=(21,..,2n); |2k — x| <ri, k=1,...,n}, (1.4)




1.1. FUNCIONES HOLOMORFAS

donde 7, denota la k-ésima componente de r = (ry,...,r,). Sea Uy, (c) el
disco de centro en ¢ y radio r; sobre el plano z;. Entonces tenemos:

Ui(c) =Up(c1) X -+ x U, (cn). (1.5)

Asi, llamamos a U,(c) el polidisco con centro c¢. Denotamos por Cj, al borde o
frontera de U,(c), esto es, el circulo de radio r; con centro ¢ sobre el zi-plano.
CY es parametrizado por 0y, — v(6x) = cp+rie® donde 0 < ), < 27. El producto
de C1,Cy, ..., C,

C"=Cy x - xC, (1.6)

es llamado el conjunto determinante del polidisco U,.(C). C™ corresponde a un
toro n-dimensional. Dada una funcién continua ¥ (¢) = ¥((1,...,(,), con ( €
Ci,...,¢, € C,, definimos su integral sobre C™ por

L vdcde = [ oo [ uoda g,

2 2
:/O ), OO A G .

Teorema 1.1.2. Sea f = f(z1,...,2,) una funcién holomorfa en un dominio
D c C". Considere un polidisco U,(c) con [U,(c)] C D. Entonces, para z € U,(c),
f(2) es representada por:

fle) = (%) Lty ety

donde | | denota la clausura.
Teorema 1.1.3. Una funcion holomorfa f(z) = f(z1,...,2,) de n-variables en
un dominio D C C" es arbitrariamente diferenciable en zy, ...,z en D, y todas

sus derivadas parciales O™ M f(2) /02" - 0z son holomorfas en D. Mas

atn, tomando un polidisco U, (c) tal que [U,(c)] C D, tenemos

8m1+"'+m" m1! s mn! / f(Ch s 7Cn)dC1 e dgn
o (

82{”1 "-aZ,T"f(Zl’.”’Z”) = (271_2)” Cl _Zl)ml—i_l"'(cn_zn)mn—i_l

en U,(c).
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Teorema 1.1.4. Sea f(z) = f(z1,..., 2,) una funcion holomorfa en un dominio
DcC" yc=(c,...,cn) €D. Entonces, en un polidisco U,(c) C D con centro
en ¢, f(z) tiene una expansion en serie de potencias de zy — €1, ..., 2, — Cp,

—+00

f(z) = Z Ay (21— €1)" e (20 — )™,

mi,...,mp=0

la cual es absolutamente convergente en U,(c). El coeficiente ap,...m, estd dado

por
1

e = o)

Series de Potencias

En esta seccién, vamos a considerar series de potencias del tipo:

+o0
P(’Z) = P(Zlu s 7Zn) = Z aml---ngInI . 'Z;nn

mi,...,mn=0

con centro en 0. Si P(z) es convergente en z, denotamos su suma por la misma
notacién P(z).

Teorema 1.1.5. Sea w = (wy,...,wy,) tal que wy # 0,...,w, # 0. Si P(z) es
convergente en z = w, entonces P(z) es absolutamente convergente para |z| <

lwi], ...y |2n| < |wal, y su suma P(z) es una funcion holomorfa de n variables
21,...,2n en Uy(0) donde p = (Jwil, ..., wy]).

Reemplazando z; por zp —ci, k = 1,...,n, obtenemos una serie de potencias

o
Plz—c)=P(z1 —C1y. oy 2n — ) = Z Ay (21 — €1)™ -+ (2 — €)™
M yeeny myp=0

con centro en ¢ = (cy,...,Cp).
Corolario 1.1.6. Si una serie P(z — ¢) es convergente en w = (wy, ..., w,) con
Wy # €1y, Wy F# Cn, P(2—0) es absolutamente convergente si |z,—cy| < |wi—cil,
k=1,...,n, y su suma P(z — c) es una funcion holomorfa en U,(c), donde
p=_w —cal,...,|w,—cul).




1.1. FUNCIONES HOLOMORFAS

La region de convergencia de una serie de potencias P(z — ¢) es la unién
D = |JUy(c) de todos los polidiscos U,(c) donde P(z — ¢) es absolutamente
convergente. Una regién de convergencia D es un dominio si no es vacia. En el
caso n = 1, la region de convergencia de una serie de potencias es un conjunto
vacio, un disco abierto o todo C, pero en el caso n > 2, la regiéon de convergencia
de una serie de potencias, puede tomar varias formas.

El siguiente teorema, se sigue directamente del corolario 1.1.6 y del teorema
1.1.4.

Teorema 1.1.7. Una funcion f(z) = f(z1,...,2,) de n variables complejas es
holomorfa en un dominio D € C" si y sdlo si, para todo punto ¢ € D, f(z) tiene
una expansion en serie de potencias P(z — ¢) la cual es convergente en alguna
vecindad de c.

Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Primero consideremos una funcién f(z) de una variable compleja z conti-
nuamente diferenciable en un dominio D C C. Descompongamos z y f(z) en
sus partes real e imaginaria, escribiendo z = x + iy y f(z) = u + iv. Entonces
u:=u(x,y) y v:= (z,y) son funciones continuamente direnciables de coordena-
das reales z,y en D. Usando z y z, tenemos

1 1
r==(z+2%2), = —(z—2).
Se+7),  y=5(-2)
Aunque z y Z no son variables independientes, podemos considerar como si lo
fueran, definimos entonces la derivadas parciales de f(z) con respecto a z y Z por

of _1(of or\  of_1(of 01 .
dz 2\0x Oy)’ 0z 2\0x Oy)’ '
En términos de u y v, tenemos
of 1 7
3, =3 (ug +vy) + 5(—% + v,),
(1.8)
af 1 i
% = §(um — ’Uy) + §(uy + UI).




1.2. APLICACIONES HOLOMORFAS

Por lo tanto, usando (1.7), las ecuaciones de Cauchy-Riemann: u, = v,, u, =
—v,, €s escrita como

o o

0z
Asi, una funcién continuamente diferenciable f(z) es una funcién holomorfa de z
en un dominio D si y sélo si, 0f/0z = 0 idénticamente en D. Si f(z) es holomorfa,
0f )0z = u, +iv, = f'(2) por (1.8), es decir, para una funcién holomorfa f(z), la
derivada parcial (0f/0z)(z) es idéntica a la derivada compleja o derivada total
df(z)/dz. Ahora consideremos una funcién f(z) = f(z1,...,2,) de n-variables
complejas. Sea f(z) = u + iv como antes. f(z) se dice continuamente diferen-
ciable , C", C*°, etc. en las coordenadas reales x1, ..., xa,. Sea f(z) una funcién
continuamente diferenciable en un dominio W C C".

Como xop_1 = %(zk + Zk), Top = %(zk — Zr), k=1,...,n, tenemos

8_f1(af ,af) ﬁzl(af ,8f>

(9zk - 2 8]}2]@,1 B Z(‘?a:Qk; 8Zk 2 8$2k,1 + Zaxgk

Como f(z) = f(z1,...,2,) es continuamente diferenciable, con mayor razén con-
tinua, f(z) es una funcién holomorfa de n-variables si y sélo si f(z) es holomorfa
en cada z; separadamente. Por lo tanto, de los resultados previos, obtenemos el
siguiente teorema.

Teorema 1.1.8. Sea f(z) = f(z1, ..., zn) una funcion continuamente diferencia-
ble de n-variables complejas en un dominio D C C". Entonces f(z) es holomorfa
en D siy solo st,

of
—=0, k=1,...,n.
azk ) ) T

1.2. Aplicaciones holomorfas

En esta seccién, vamos a considerar una aplicaciéon ®: z — w = ®(z) de un
dominio D C C" en C™.
En coordenadas complejas, podemos escribir ¢ de la siguiente manera:

D:z=(21,...,2,) = (Wi, ..., wy) = (p1(2), .., om(2)).

Entonces ® es continua, continuamente diferenciable, C* en D si cada ¢;(z),i =
1,...,m, lo es en D respectivamente.




1.3. VARIEDADES COMPLEJAS

Definicién 1.2.1. ® se dice holomorfa en D, siw; = ¢1(2), ..., Wy = ¢m(2) son
funciones holomorfas de n variables zi, ..., z,. St una aplicacion ® : z — w =
®(2) es holomorfa, la matriz

Qwy . Ow
(aw]) '621 ' 8%‘
j=1,....m : ‘- :
aZk k=1,..n Owm . Owm
821 0zn
es llamada la Matriz Jacobiana de ®, y se denota por O(wy, ..., Wy)/0(21, ..., 2n).

En particular, si m = n, el determinante de la matriz Jacobiana de ®:

8(71)1, e ,wm)
8(21, c. ,Zn)

J(z) = det

es llamado el Jacobiano de ®.

1.3. Variedades complejas

Definicién 1.3.1. Una variedad topologica de dimension n > 0 es un espacio
topoldgico M tal que para cada p € M existe un entorno abierto U, C M homeo-
morfo a un abierto de R™ mediante p, : U, — V,, C R". Un par (U, ¢,) bajo
estas condiciones se denomina carta o sistema coordenado sobre M.

Sean (Uy, ¢a) v (Ug, @) dos cartas para una variedad M, tales que U,NUp #
(). Dado un punto p € U, NUg, a la composicién ¢, o gogl se le denomina funcién
de transicion, cambio de cartas o cambio de coordenadas de M. Notemos que

©q © @El t (U NUg)—pa(Us NUB).

Definicién 1.3.2. Una variedad diferenciable M de clase C*, es una variedad
topoldgica tal que el cambio de coordenadas es diferenciable de clase C*.

Es comtun hablar de variedades suaves para referirnos a variedades de clase
.

Definicién 1.3.3. Una variedad compleja suave de dimension n es una varie-
dad suave que admite un cubrimiento {U,} y cartas po: Uy,—C" tales que las

unciones de transicion @, o @5 son holomorfas en U, N U para cada o, B.
Pa O Pg B
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La figura 1.1 ilustra una variedad compleja M con cartas (Uy, pa) v (Us, ¢3)
con cambio de coordenadas ¢g o @ "

Ejemplo 1.3.4. Una variedad compleja de dimension uno es llamada una super-
ficie de Riemann.

Definicién 1.3.5. Dado un cubrimiento abierto 34 = {U;};e; de una variedad M.
Decimos que 3L es un cubrimiento localmente finito si, dado un punto cualquiera
p € M, la cantidad de abiertos U; que contienen al punto p es finita.

El siguiente ejemplo serd usado més adelante,(en el caso en que el cuerpo
K=Cyn=1):

Ejemplo 1.3.6. El espacio projectivo Pg sobre un cuerpo K es una variedad
cuyos puntos parametrizan los subespacios de dimension 1 del espacio K", esto
es,

Kn+l _ {0}
z~ Az e K—{0}

Escribimos RP" ¢ CP" para los espacios proyectivos sobre R o C, respectivamente.

Py :=

Cada punto en K" — {0} define una clase de equivalencia [xy, ..., x| € P} a las
cuales llamamos coordenadas homogéneas. Dado A\ € K™ — {0}, las coordenadas
homogéneas satisfacen [Ax, ..., \x,] = [xo, ..., T, por definicion. Se definen las
cartas candnicas del espacio proyectivo (como variedad compleja) de la siguiente
forma: U; = {[xg, ..., x,]|x; # 0} y la aplicacion

x A T

[Io,...,$n] — (—0,...,117...,—)

xT; Z;

es un difeomorfismo para cada © = 0,...,n. (Aqui 1; signfica omitir la i-ésima

coordenada.)
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~N @

©s0py!

(CTL

(CTL
Figura 1.1: Una variedad compleja M de dimensién n, con cartas ¢, y ¢g.

Definicién 1.3.7. Sean M™ y N" dos variedades complejas y f: M— N una
aplicacion entre ellas. Decimos que f es holomorfa si existen cartas p: U—C™
de M y: V—C" de N tales que i o f oo™,y estd bien definida y es holo-
morfa.

Denotamos por Oy (U) := {f: U—C]|f es holomorfa} el anillo de aplica-
ciones holomorfas sobre M.

Definicién 1.3.8. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita. Un endomor-
fismo J: V—=V tal que J* = —Idy, se dice un estructura casi compleja sobre
V.

Ejemplo 1.3.9. Sea V' un espacio vectorial. La aplicacion J: v — i-v define una
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estructura casi compleja, pues para cada v € V, tenemos que J*(v) = I o J(v) =
J(i-v) =1%v=—v, es decir: J* = —idy.

Lema 1.3.10. 57 J es una estructura casi compleja en un espacio vectorial real
V', entonces V' admite de manera natural, una estructura de espacio vectorial
complejo.

Demostracion. Para cada v € V', definimos (a + ib)v = av + bJ(v) con a,b € R.
Como J es un endomorfismo, se sigue que:

(a4 1ib)(v+w) = (a+ib)v + (a + ib)w,
para cualesquiera v,w. Como J? = —id, tenemos que

(a4 ib)((c+id)v) = (a+ib)(cv+ dJ(v))
a(cv + dJ(v)) +ibJ(cv + dJ(v))
acv + adJ(v) + ibcJ (v) — bdv
(ac — bd)v + (ad + be)J (v)
(ac — bd +i(ad + be))v
= ((a+1ib)(c+ id))v.

]

Observacién 1.3.11. Dos variedades complejas pueden ser difeomorfas como
variedades reales (es decir, que ezisten aplicaciones invertibles, sobreyectivas y
diferenciables entre ambas), pero puede no existir un difeomorfismo analitico com-
pleja entre ellas (entonces decimos que tienen diferentes estructuras complejas).
Igualmente, dos variedades homeomorfas pueden tener diferentes estructuras co-
mo variedades diferenciables. La diferenciabilidad depende de la eleccion de las
cartas pq, ver [Hori et al, Ejemplo 1.2.1].

Definicién 1.3.12. Una estructura casi compleja J en V', es compatible con el
producto escalar (-,-), si (J(v), J(w)) = (v,w), para todo v,w € V.

Definicién 1.3.13. Una métrica Riemanniana g en una variedad compleja M,
es una estructura Hermitiana en M, si para todo x € M, el producto escalar g,
en T, M es compatible con la estructura cuasi compleja J,.. La (1,1)-forma real
inducida w = g(J(+),(+)) es llamada forma fundamental.

10
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Definicién 1.3.14. Una estructura Kdhler (o métrica Kdhler), es una estructura
Hermitiana g, para la cual la forma fundamental es cerrada, es decir dw = 0. En
este caso, la forma fundamental w es llamada forma Kahler.

Definiciéon 1.3.15. Una variedad Kdahler, es una variedad compleja equipada con
una estructura Kdahler.

Definicién 1.3.16. Una variedad Calabi—Yau es una variedad compleja suave
Kahler, con fibrado candnico trivial.

Ver la definicién de fibrado canodnico en 1.4.9.

Existen otras definiciones de variedades Calabi—Yau, las cuales no son nece-
sariamente equivalentes. A continuacion, listamos algunas de tales definiciones.
Una variedad Calabi—Yau de dimensién compleja n es una variedad Kéahler M,
que satisface alguna de las siguientes condiciones:

= M posee una métrica Kahler con curvatura de Ricci nula;

= M posee una n-forma compleja (2n-forma real) de volumen que nunca se
anula;

» El grupo estructural de M puede ser reducido de U(n) a SU(n);
» M tiene una métrica Kéhler con holonomia global contenida en SU(n).

Si bien es cierto, existen estas y otras definiciones alternativas, nosotros hablare-
mos de variedad Calabi—Yau en el sentido de 1.3.16.

1.4. Fibrados vectoriales

Definicién 1.4.1. Sean B y E wvariedades diferenciables. Un fibrado vectorial
sobre B dado por (E, B, F,7) estd dado por:

1. Una aplicacion m : E—B sobreyectiva de clase C*°.

1. Para cada b € B, 77 1(b) = F, donde F es un espacio vectorial.

11
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1. Para cada p € B, existe una vecindad U C B de p y un homeomorfismo
ou: U x F—11(U)

tal que v — (p,v) define un isomorfismo entre los espacios vectoriales
F=C"yn(p)

Se denomina espacio total a la variedad E. 7~ !(p) se le llama la fibra de F
sobre p, y se denota por E,, B es llamado el espacio base y 7 la proyeccion. Si
B es conexa entonces n es constante y se llama el rango del fibrado. En el caso
n = 1 decimos que E es un fibrado de linea. La condicion 111 es llamada condicion
de trivialidad local y la podemos caracterizar en el siguiente diagrama:

Yu

1 (U) UxF

pru
U

las aplicaciones oy son llamadas trivializaciones locales.

Definicién 1.4.2. Para cualesquiera dos trivializaciones oy y @v, las aplicacio-
nes

quv - unv — GL(F)
b {(eg' o vv)yxr

se llaman aplicaciones de transicién.

Definicién 1.4.3. Un fibrado vectorial suave es un fibrado vectorial tal que E y
B son variedades suaves, y m: E — B y las trivializaciones oy son aplicaciones
suaves. Un fibrado vectorial complejo es un fibrado vectorial suave, tal que F =2
C™ y las aplicaciones de transicion gyy(b) € GL(C") C GL(R*") para cada
beUNV.

Definicién 1.4.4. Un fibrado vectorial holomorfo es un fibrado vectorial com-
plejo tal que E y B son variedades complejas, y w: E — B y las trivializaciones
or: U x C" — 71 (U) son holomorfas.

12
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Ejemplo 1.4.5. Dada una variedad M, el fibrado (co)tangente es un fibrado
vectorial de rango= dim M .

Lema 1.4.6 (Cociclo de Cech). Las aplicaciones de transicion satisfacen las
relaciones

guv () - gvu(b) =1id YVoeUNV
guv(b) - gyw (b) - gwu (b) = id Vbe UNV NW.

La sequnda es llamada cociclo de Cech.

Proposicién 1.4.7. Sea B un espacio topologico con cubrimiento U. Dado un
espacio vectorial real F, y aplicaciones {gyy|U,V € U} com gyy(b) € GL(F)
para cada dos abiertos U,V C B yb € UNV que satisfacen las relaciones de
lemma 1.4.6, entonces existe un unico fibrado vectorial w: E — B con fibra F y
aplicaciones de transicion {guv|U,V € U}.

Si exigimos ademds que B sea una variedad compleja, F = C", y las aplica-
ciones gyy(b) € GL (C") para cada dos abiertos U,V € U yb € UNV, entonces
existe un unico fibrado vectorial complejo con fibra F' y aplicaciones de transicion
{guv|U,V € U}.

Si exigimos que las aplicaciones de transicion sean holomorfas, entonces exis-
te um unico fibrado vectorial holomorfo con fibra F y aplicaciones de transicion

{ng|U,V GZ/[}
Dem. (esbozo). Defina
E:= (ZU X F) /~
U

donde la relacién de equivalencia estéd definida de la siguiente manera. Sea (z, \) €
Ux Fe(yu) €V x F. Entonces decimos que (xz,\) ~ (y, ) si z = y y existe
una aplicacién de transicién gy tal que A = gyy(x) - u. La proyeccién

m FE—B
[(z,A\)] —

esta bien definida y tiene fibra F. O

13
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Observacién 1.4.8. Proposition 1.4.7 muestra que para definir un fibrado vec-
torial sobre una base B, solo necesitamos saber cudl es el rango y cudles son las
aplicaciones de transicion. Entonces el principio para la construccion de fibra-
dos vectoriales es que las operaciones candnicas entre espacios vectoriales (in-
dependientes de la eleccion de base) definen también operaciones entre fibrados
vectoriales.

Ejemplo 1.4.9. Sea E — B un fibrado vectorial con fibra F' y aplicaciones de
transicion {guyv }. Entonces definimos los siguientes fibrados vectoriales:

s fibrado dual: E* — B con fibra F* por las aplicaciones de transicion
— t
hyv(b) := (gle/) (b);

» fibrado candnico: si consideramos la r-ésima potencia exterior del fibrado
E, la cual denotamos por \" E. Tenemos que este es también un fibrado
con fibra \" F y aplicaciones de transicion hyy (b) := N guv(b). En el caso
que r = dim F', el fibrado vectorial de rango 1 es llamado fibrado candnico.

Ejemplo 1.4.10. Sean : Fy — B y E5s — B dos fibrados vectoriales sobre B con
fibras Fy, Fy y funciones de transicion { fuv}, {guv}, respectivamente. Entonces
definimos los siguientes fibrados vectoriales:

» suma de Whitney: E & Es como el unico fibrado vectorial con fibra Fy & F,
y funciones de transicion {hyy} donde

v = (40 )

= fibrado tensor:E; ® Fy como el unico fibrado vetorial con fibra Fy ® Fy y
funciones de transicion {hyy} donde hyy(b) = fuv(b) ® guv (D)

Ejemplo 1.4.11. La variedad P* con funciones de transicion z~" definen el fi-
brado de rango 1 denotado por O(n). Es claro de la definicion que

. (O() = O(-1),
s Om)®@O0(n)=0(m+n), y
= O(n) =0(1)%*".

14
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Lema 1.4.12. Sea E un fibrado vectorial holomorfo de rango r sobre P1. Entonces
existen enteros a; < --- < a, tales que E = O(a;) & ---® O(a,).

Observaciéon 1.4.13. El andlogo del lema 1.4.12 para P", n > 1, es completa-
mente falso.

Definicién 1.4.14. Dada f: M — N y un fibrado m: E — N, se define el
pullback de E por f como el inico fibrado que completa el diagrama conmutativo:

f'E E
frm T
M / N

donde f*E :={(m,e) € M x E|f(m)=mn(e)} vy f*m = (pru)

la proyeccion en la primera coordenada.

#E, donde pras es

Ejemplo 1.4.15 (Suma de Whitney). Dados los fibrados vectoriales my: Ey — M
y mo: By — M, defina la suma de Whitney Fy & FEy como el pullback del fibrado
producto w X my por la aplicacion diagonal A: M — M x M:

El S E2 E1 X EQ
A*(ﬂ'l X 7T2) T X o
A
M M x M

Definicién 1.4.16. Sea 7: E — B un fibrado vectorial (holomorfo). Una seccion
de E es una aplicacion s: M — E tal que mo s =id (ver fig. 1.2).

15
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Figura 1.2: El fibrado vectorial de la banda de Mobius M sobre el circulo Z. El
circulo es encajado en M como la seccién cero del fibrado. En el caso de la banda
de Mobius, cada seccién s del fibrado intersecta a la seccién cero en un ntmero
impar de puntos.

Como en un fibrado vectorial, las fibras m—1(p) corresponden a espacios vec-
toriales de dimension finita, siempre existe una seccion cero s: B — E definida
en cada trivializacion ¢: U x F — 7= Y(U) como

slp: U — 7 HU)
b— (b,0).

Esta seccion esta bien definida pues las funciones de transicion son lineales y
llevan el cero en el cero.

Definicién 1.4.17. El fibrado tangente holomorfo de una variedad compleja sua-
ve M, de dimension n, es el fibrado vectorial holomorfo T'M de rango n dado por
las funciones de transicion ;;(z) = J(pi;)(@;(2)). El fibrado cotangente holo-
morfo, denotado T*M es el dual de T'M.

16



Capitulo 2

Teoria general de deformaciones

2.1. Familia diferenciable

2.1.1. Introduccion

Recordemos que una variedad diferenciable compleja M = M™ puede consi-
derarse como el pegado de los dominios Uy, ... ,U;, ... en C", es decir, M = Uj U;.
Si escribimos como fj;, las transformaciones de coordenadas, tenemos que

fik o ze—2 = (z}, oo 2) = (),

aqui f;i es una aplicacion biholomorfa del conjunto abierto Uyj C Uy, en U, C U,
y zj € U; y 2 € Uy son el mismo punto de M si z; = fj,(2x). Escrita en detalle,
z; = fir(2zk) es de la forma:

Z]q: ]O;C(Zk):fjo;ﬂ<zliaazz)a Oé:l?""”' <21)

En adelante, escribiremos U; en vez de U; por simplicidad, esto es, U; = U;.

Por teorema 2,1 [Ko], pag. 33, podemos asumir que & = {U;]j = 1,2,...} es una

cubrimiento abierto localmente finito de M, y que cada U; es un polidisco del
tipo:

U ={z € C"|zj| <rj,....|z}| <]} (2.2)

(0% (0% (03 ~ 3 3 .
Reemplazando 2§ por 2§ / 7}, podemos asumir que U; es de radio 1:

17



2.1. FAMILIA DIFERENCIABLE

Ui ={z€C"|zj| <1,...,|2}| < 1}. (2.3)

Mds atin, si M es compacta, 41 = {U;} puede considerarse un cubrimien-
to abierto finito. Asi, una variedad compleja compacta, es obtenido pegando
un numero finito de polidiscos Uy, ..., U;,...,U; identificando z, € Uy y 2; =
fix(ze) € Uj - M = Ui.:l U;. Intuitivamente, una deformacion de M se puede
entender como el pegado de los mismos polidiscos Uj, via una identificaciéon di-
ferente, esto es, variando las funciones de transicién asociadas a la variedad. En
otras palabras, reemplazando f5 (2;) en (2.1), por las funciones

jO;{j(Zk7t) :fjo;q(zk>t17"'7tm)7 ﬁ;(zkao) :fﬁg(zk>7

de z; y el pardmetro t = (ty,...,t,), obtenemos deformaciones M; de M = M
pegando los polidiscos Uy, ..., U, identificando 2z, € Uy con z; = fir(zx,t) € U;.
En un principio, esta idea de deformacion fue considerada como la idea funda-
mental de la teoria de deformaciones de estructuras complejas por Kodaira y
Spencer. Sin embargo, esta idea causé cierto escpeticismo en los autores, pues la
estructura compleja de la variedad M; = | ; U,, definida mediante la identifica-

cién z; = fjr(2x, t) podria no variar con respecto a t.
1
i

y elijamos funciones holomorfas 2§ = 28((;,t),a = 1,...,n, de (n + 1) variables

(¢, t) = ( jl, ..., (7, t), definidas en (; € Uy, [t| < 1, tal que la aplicacién

Veamos un ejemplo de esto, sea (; = ( . 7C}L) las coordenadas locales de M,

2 G—2i(Got) = (2](G 1), - -, 2 (G, 1)
nos da nuevas coordenadas locales de M sobre U;. Sea
Zk—>2j = fjk(zk, t)

la transformacion de coordenadas. Entonces, como

Zf(€]7t) = f]oic(zk(gk7t)7t)7 CJ = fjk(Ck))

f5k(zr,t) en general depende de t. Pero como {z1,...,z;,...} es un sistema de
coordenadas locales complejas de la variedad compleja dada M, M, = Uj U;
obtenida via la identificacién z; = fji(2k,t) es solo M, por lo tanto M; no varfa
con respecto a t. Asi, en apariencia M; depende de t, pero en realidad no es asi.

18



2.1. FAMILIA DIFERENCIABLE

De este modo, al no contar con un criterio que permita determinar cuando una
deformacién M,; depende del parametro ¢, la idea antes mencionada, no es tan
eficiente como se desea. La forma en que se modifican o perturban las funciones
de transicion no es antojadiza, producto de esto, veremos mas tarde cémo las
deformaciones de la estructura compleja dada por las funciones de transicion de
la variedad se relacionan con el primer y segundo grupo de cohomologia de la
variedad.

No obstante lo anterior, A. Frolicher en conjunto con A. Nijenhuis, siguiendo
un método de geometria diferencial, mostraron la rigidez de P", lo cual di6 un
nuevo impulso a la teoria de deformaciones iniciada por K. Kodaira y D. C.
Spencer.

2.1.2. Familia diferenciable

En un principio, no era claro el hecho de que el pardmetro que aparecia en
la definicién de una variedad compleja es en general un complejo, y que por lo
tanto, como una familia de variedades complejas M; dependiendo del pardametro
t = (t1,...,ty), es més natural, considerar una familia analitica compleja, en el
sentido de ([Ko], Def. 2.8, pag. 59). De esta forma, consideremos el caso en que

%z t) = fi(zx,t1, ..., ) son funciones C° de pardmetros reales ty, ..., t,.
Para esto, se introduce el concepto de una familia diferenciable de variedades
complejas compactas.

La definicién de una familia diferenciable de variedades complejas compactas es el
andlogo C'* de la definicién de familia analitica compleja { M|t € B} = (M, B, @)
dada en ([Kol, seccién 2.3 (a)). Veamos a continuacion, una definicién mas precisa.

Sea M una variedad diferenciable, B un dominio en R" y @ una aplicacion
C> de M sobre B. Supongamos que el rango que la matriz Jacobiana de @ es igual
a m en todo punto de M. Entonces podemos elegir un sistema de coordenadas
locales C*{x1,...,z;,...},x; : p—>x;(p) satisfaciendo las siguientes condiciones:

Loai(p) = (@}(p),....2¥p). t1, .. ), (b1, - - ) = @(p),

2. {U;} es un cubrimiento abierto localmente finito de M, donde U; es el
dominio de z;.

Por lo tanto, para cada punto t € B, si @™ !(t) es conexa, w~!(t) es una variedad
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2.1. FAMILIA DIFERENCIABLE

diferenciable, cuyo sistema de coordenadas locales C'** esta dado por

{p—(zj(p),.... 25 (), N~ (t) # 0}.

Més atin, si @~ !(¢) es compacta, tomando cada t° € B, un multiintervalo I tal que
t" € I C [I] C B, vemos que por ([Ko], Teo. 2.4, pdg 64), o~} (I) = w~*(t°) x I.

Definicién 2.1.1. Sea M; = M una variedad compleja compacta para cada
punto t de un dominio B C R™. Entonces {M;|t € B} es llamada una familia
diferenciable de variedades complejas compactas si hay una variedad diferenciable
M y una aplicacion C* w de M sobre B, satisfaciendo las siguientes condiciones:

(1) El rango de la matriz Jacobiana de @ es igual a m en todo punto de M.
(11) Parat € B,w'(t) es un subconjunto conexo de M.
() o= (t) = M,.

(1v) Eziste un cubrimiento abierto localmente finito {U;|j = 1,2,...} de M y
funciones C* de valor complejo z}(p), 20 (p), = 1,2,..., definida
sobre U; tal que, para cada t

{p— (=), )l N~ (t) # 0} (2.4)

forma un sistema de coordenadas locales complejas de M.

Por (I) y (I1), cada @™*(¢) es una variedad diferenciable compacta. La con-
dicién (I11) significa que @™1(t) es la variedad diferenciable subyacente de M;.
Decimos que ¢t € B es el pardmetro de la familia diferenciable {M;|t € B} y que
B es el espacio pardametro o espacio base.

Denotamos la familia diferenciable { M|t € B} por (M, B, @) o simplemente
por M. Si escribimos z§(p) = x?afl(p) +ix3%(p),a = 1,...,n, para separar en
sus partes real e imaginaria y colocamos

zj(p) = (@} (p), 23(p), ..., 23" (D) b1, o tm), (ts. . ) = @(p),

entonces por la condicién (IV), {z;|j = 1,2,...},z; : p = x;(p) forma un sistema
de coordenadas locales C° de la variedad diferenciable M. Ademas, z; aplica U;
diferenciablemente en R?" x B. Introduciendo coordenadas complejas en R?" por

(21, .., 2") = (@' +a?, . P i),
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2.1. FAMILIA DIFERENCIABLE

consideramos a R** como C", y z; como una aplicacién C* de U; en C" x B :

zjip—x;(p) = (z(p), -, 20 (D), b, ), (B ) = O(p). (2.5)

Notemos que, al considerar x; como una aplicacién de U; en C" x B, entonces
{z;]j = 1,2,...} es llamado un sistema de coordenadas locales de la variedad
diferenciable M. Como la transformacién de coordenadas x(p) — z;(p) para
U; N Ui, # 0 no afecta a t1, ..., t,, se escribe en la forma

(z(P),- -, 22 (p), 1) = (z(p), -, % (p)

= (fjlk(zk(pv t): t)’ ) jnk(zk(p7 t)v t)v t)

donde t = w(p).

Como por (IV), para un t fijo, p — (z]l (p),---,2}(p)) nos da las coordenadas
locales complejas de la variedad diferenciable compleja M;, la transformacién de
coordenadas sobre U; N U, Nt (t) # 0

(2(D), -, 22 (D) = (2 (p), -+, 2} (p))

es biholomorfa. Por lo tanto, las funciones C'*°
2k, t) = ;}C(z,i,...,zg,tl,...,tm), a=1,...,n,

de z{,...,2%,t1,. .., t, son holomorfas en z}, ..., 27

Hay infinitas elecciones de sistemas de coordenadas locales de una variedad
diferenciable M dada. Dado un cubrimiento abierto localmente finito {W)|A =
1,2,...}, y un difeomorfismo

uy:p = ux(p) = (w}\(p), co WD)ty )

de W), sobre un subconjunto abierto de C" x B para A, {uy,...,uy, ...} forma un
sistema de coordenadas locales de la variedad diferenciable M si y sélo si, para
cada t € B, wy; (p), con, p € M; N W, es una funcién holomorfa sobre M.

Asi, si {uy} es un sistema de coordenadas locales de la familia M, colocando

wi(p) = g% (21 (D), - 20 (D)t t), (B tm) = @(p),
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sobre cada W\ NU;, vemos que las funciones C*°

g‘j\‘j(z]l-,...,zgl,tl,...,tm), a=1,2,...,n, (2.6)

de z},...,27,t1,... ty, son holomorfas en zJ,. .., 27

Dada una familia diferenciable {M, B, @}, por ([Ko|, Thm. 2.1, pag. ), po-
demos escoger un sistema de coordenadas locales {z;},z; : p — z;(p),

zi(p) = (25 20t tm), (B tm) = ()

tal que para cada j, tenemos

xj(Z/{j) = Uj X Ij, (27)
donde U; = {z; € C"|zf| < 7§, = 1,...,n}, e [; = {t € Blay <
tr < bjr,k = 1,...,m}. Asi, identificando p € U; con z;(p), consideramos

M = ; Uj x I;. Desde este punto de vista, (z;,t) € U;j x I; y (2x,t) € Ug X I son
el mismo punto sobre M si z; = fji(2k,t). En términos de coordenadas locales
(2;,t), w se escribe como

- . 1 n
W (25,00, 25,t) =t
En consecuencia, w(U; x I;) = I;. As{ M, = @ *(t) es la unién de todos los U; x ¢

con t € ;. Identificando U; x t con U;, podemos considerar

M, = U

tel;

Entonces z; € U; y 2, € Uy, son el mismo punto sobre M, si z; = fj,(2x,t). Asi, M,
es variedad compacta obtenida al pegar los polidiscos U; con t € I, identificando
2, € Uy, con z; = fir(zr,t) € Uj.

Como {U;|j = 1,2,...} es localmente finito, para cualquier " € B fijo, hay sélo
una cantidad finita de U; tales que U; N Mo # 0. Por simplicidad, sea t* = 0, y
asumamos que U; N My # @ para j =1,...,1, y que U; N My = 0 para j > [+ 1.

Entonces
!

M()C UUjX]j.

j=1
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2.2. DEFORMACION INFINITESIMAL

Haciendo I = ﬂ;zl I,y M; =& (1), tenemos
l
My =ao'(I)=|JU;x L (2.8)
j=1

Por supuesto, I es un multiintervalo abierto con 0 € I C B. Por o tanto, para
cadat e I, M; = Ué‘:1 U; es un variedad compleja, obtenida al pegar Uy, ..., U
identificando z; € Uy, con z; = fi(zk, t) € Uj.

Asi, considerando una familia diferenciable (M, B, @), podemos obtener una idea
un poco mas clara de la deformacién de variedades complejas compactas. Es
decir, dada una variedad compleja compacta M, si hay una familia diferenciable
(M, B,©) con 0 !(t°) = M para algin t° € B, cada M; = @~ !(¢) es llamada una
deformacion de M. Por ([Ko], Thm. 2.4), si M; es una deformacién de M, M; y
M son difeomorfas. Restringiendo el dominio del pardametro ¢ a un multiintervalo
I suficientemente pequefio, vemos que M; = 0~ 1(t) = U;Zl U, parat € I, donde
cada U; es una polidisco, es independiente de ¢ y sélo las transformaciones de
coordenadas 2z, — z; = fi(2x,t) dependen de t. De esta forma, sélo la manera
de pegar los Uy, ..., U; depende de t. cada punto de M, pertenece a unos de los
Ujs. Consecuentemente, la estructura compleja, de una vecindad suficientemente
pequena de cada punto de M, no varia bajo deformacion. Esta situacion, es muy
distinta a la que ocurre cuando se deforma un cuerpo elastico, pues en ese caso,
toda porcion del cuerpo, por muy pequena que sea, se ve distorsionada por una
deformacién. Sea p un punto en M; = Ué-:lUj, supongamos que p € U; NU; NUj.
Entonces, haciendo z; = z;(p), z; = 2;(p), 2 = 2x(p), tenemos que

zi = fij(2j,1) = fue(2w: 1), 25 = fin(zn, O).
Por lo tanto, sobre U; NU; NUy, # ), obtenemos la siguiente igualdad, que serd de
importancia mas adelante.

fie(zr, t) = fij(fin(zr, 1), 1) (2.9)

2.2. Deformacion infinitesimal

2.2.1. Deformacion infinitesimal

Dada una familia diferenciable (M, B, @) de variedades complejas compac-
tas es natural preguntarse jcomo saber si la estructura compleja de M; = w1 (¢)
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2.2. DEFORMACION INFINITESIMAL

depende en realidad de t? Primero vamos a considerar el problema para el caso
m = 1, esto es, el caso donde B es un intervalo abierto de R. Primero, consi-
deremos la siguiente idea: dada una funcién diferenciable f(t) de variable real,
derivando con respecto a t, podemos saber si ella depende o no de t. Luego, es
natural pensar en tener una técnica de este tipo para saber si una deformacion
M, de una variedad M es o no independiente de t. Para esto, la diferenciaciéon la
haremos sobre (2.9). Notemos que (2.9) escrita en detalle, es de la forma

ﬁg(zk,t): 3( jlk(Zk,t),..., ;}g(zk,t),t), azl,...,n.

Haciendo zJB = fjﬁk(zk,t), obtenemos

Off () _ 0f5(5.1) ia &(2,t) Of 3 (21, 1)
ot ot 6zj ot ‘

p=1

a1 . B ra
y escribiendo 2z = f(2;,t), tenemos

afj{);ﬁ(zk7t) 9 a(zj> )_'_ Zaz af]k<zk7 )
ot ot az ot

Usando campos de vectores holomorfos, podemos reescribir estas igualdades en
la siguiente forma intrinseca:

S 0fiat) 0§00 0

p ot 0z¢ prt at 0z

N i Ofn(zr,t) O

P ot 321-6 ’
donde usamos la igualdad
0 _Nmox o
82? - gy (92]@ 0z}
Introduciendo el campo de vectores
0;1(t) = azl 0 jkéjk’t) 8‘2?, 2 = frj(25,1), (2.10)
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podemos escribir la ecuacién anterior como:

De esta forma, sobre cada conjunto abierto U; N Uy # 0 de M; = Uj Uj, esta de-
finido un campo de vectores holomorfo 0;4(t), y la igualdad (2.11), se tiene sobre
U;NU; NUg # 0. Observemos que (2.11) puede escribirse también como

Haciendo ¢ = k, como f{, = zg, tenemos que Oy (t) = 0. A consecuencia de (2.11),
se tiene que

Or;j(t) = =61 (¢). (2.13)

De (2.12) y (2.13), vemos que {6;,(t)} es un 1-cociclo. Es decir, sea ©; el haz de
gérmenes de campos de vectores holomorfos sobre M;. Entonces

ij(t) S F(Uj N Uk, @t), Gk](t) = —ij(t).

De (2.12), {6;x(t)} es un 1-cociclo con respecto al cubrimiento abierto &, = {U;}
sobre My = |J; Uj: {01(t)} € Z1(4;, ©;). Denotamos por 0(t) el elemento del
grupo de cohomologfa H'(M;, ©;) determinado por el 1-cociclo {6;x(t)}. Por ([Ko],
Cor. Thm 3.4, pag. 121), H'(4;, ©;) es un subgrupo de H'(M;, ©;) :

H'(U,, 0,) c H' (M, 0,). (2.14)

Asi, 6(t) es considerado como un elemento de H' (M;, ©;). Entonces, 6(t) es la clase
en cohomologfa de {0 }. Como (2.10) se obtiene por diferenciacién de f5} (2, t)
la cual define la estructura compleja de M, es esperable, que (t) represente en
algin sentido u otro la “derivada”’de la estructura compleja de M; respecto a t.
Por lo tanto, 0(t) es llamada la deformacién infinitesimal de M, y se considerada
como la derivada de la estructura compleja de M;, con respecto a t. De ahi la
notacién

dM,
dt
Esta definicién de 6(t) como deformacién infinitesimal no depende del sistema de
coordenadas locales escogido, ([Ko], pag. 190).

= 0(t). (2.15)
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2.2. DEFORMACION INFINITESIMAL

2.2.2. Familia diferenciable trivial

Producto de lo anterior, surge la cuestion de saber si se justifica el hecho
de considerar que una deformacién infinitesimal 6(¢) representa la derivada de la
estructura compleja de M, con respecto a t.

Si O(t) es la derivada de la estructura compleja de M; con respecto a t,
entonces debe tenerse que 6(t) = 0 si M, no depende de ¢. Para tal efecto, vamos
a necesitar una definiciéon precisa de lo que significa que M; no dependa de t.
Veamos primero la definicion de equivalencia de familias diferenciables.

Definiciéon 2.2.1. Supongamos que (M, B, @) y (N, B, m) son dos familias dife-
renciables, con el mismo espacio base B C R". M y N se dicen equivalentes, si
existe un difeomorfismo ® de M en N, tal que, parat € B, ® aplica M; = &~ (t)
biholomdrficamente sobre N; = w1(t).

Definicién 2.2.2. Una familia diferenciable (M, B,@) se dice trivial, si es equi-
valente a (M x B, B,7) donde M = &= (t°),t° € B y 7 es la proyeccion de
(M x B sobre B.

Definicién 2.2.3. Una familia (M, B, @) es llamada localmente trivial, si para
cada t € B, hay un subdominio I cont € I C B tal que (M, 1,0) es trivial.

Decir que la estructura compleja de M; = @~ '(t) de la familia diferenciable
(M, B, ) no varia con respecto a t, significa que

(M, B,w)

es localmente trivial. Si (M, B,®) es localmente trivial, cada M; = &~ 1(¢) es
biholomérficamente equivalente a una M = @w~1(#°) fija.

Teorema 2.2.4. Si la dimension de H'(M;, ©,) es independiente det € I C B,
entonces podemos escoger una 0-cocadena {0;(t)} con 0{6,(t)} = {0;k(t)}, tal que
cada 05 (2;,t) es una funcion C de zj, . .., 2}, t donde 0;(t) = > n_, 05(2;,1)(0/0=5)

a=1"7

Demostracion. Ko, Sect. 7.2(b)] O

Teorema 2.2.5. Sea M, = w™'(t). Si dimH'(M;, ©;) es independiente de t, y
0(t) = dM,;/dt =0, entonces (M, B,w) es localmente trivial.
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2.2. DEFORMACION INFINITESIMAL

En sintesis, si dim H!(M;, ©;) es constante y 0 = 0, entonces la estructura
compleja de M, no varia con respecto a t. De este modo, es razonable considerar
0(t) como la derivada de la estructura compleja de M, con respecto a t.

Hasta ahora, hemos considerado B como un intervalo abierto en R, sin embar-
go, la nocion de deformacion infinitesimal es facilmente extendible a un dominio
cualquiera en R". Supongamos que (M, B,w) es una familia diferenciable de va-
riedades complejas compactas, donde B es un dominio en R". Sea {z1,...,z;,...},
x; = (zj,t) = (z}, -y 275t .o, ty) un sistema de coordenadas locales sobre M,
y U; el dominio de ;. Supongamos que sobre U; N Uy # B, tenemos

a _ po 1 n _
2=z, 8t te), a=1, 0.

Como es usual, identificando un punto de M con sus coordenadas locales, po-
demos considerar que U; = x;(U;) C C" x B, y que M = |J;U; se obtiene del
pegado de los dominios Uy, ..., Uy, ... de C" x B al identificar (z;,t) y (2, 1) si
zi = fin(zr, ). = {Up|Uj = Uy N M, # 0} forma un cubrimiento abierto finito
de M; = o= 1(1).

El espacio tangente T;(B) de B en t, consiste en todos los vectores tangentes
/0t =3\ \0/0ty, ¢y € R. Para 0/0t € T;(B), hacemos

m af%(zk,tl, e ,tm) 8
(gjk(t) = ; J ot 8231, 2 = fk:j('zk)t)' (216)
Al igual que en el caso m = 1, tenemos que {0;x(t)} € Z' (L, O,). La clase en
cohomologfa 0(t) € H'(M,;, ©;) del 1-cociclo {6;.(t)} es llamada la deformacion
infinitesimal de My a lo largo de 0/0t y es denotada por OM,/0t: OM,/0t = 6(t).
La deformacion infinitesimal OM, /0t es independiente de la eleccién del sistema

de coordenadas. Definimos la aplicacion p, por

0 o\ oM,

tal que p; es una aplicacién R-lineal de T;(B) en H'(M;, ©;).

Si pi(0/0t) = 0 para cualquier 0/0t € Ty(B), p; es llamada la aplicacién cero y
es denotada por p; = 0. Si (M, B, @) es trivial, como en el caso m = 1, se tiene
que p; = 0, usando el hecho que #(t) es independiente del sistema de coordenadas
escogido.
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Teorema 2.2.6. Si dimH'(M;, ©;) es independiente de t, y p; = 0, entonces
(M, B, @) es localmente trivial.

Demostracion. [Ko, pag.199]. O

Teorema 2.2.7. Para una familia diferenciable (M, B,©), dimH'(M;, ©;) es
una funcién semicontinua superior de t, donde M; = w0~ 1(t).

Semicontinuidad superior en el sentido que, para cada s € B,
dim H'(M;, ©,) < dimHY(M,,0,), silt—s|<e
con ¢ suficientemente pequeno.
Demostracion. Ko, Sect. 7.2(b)] O

Teorema 2.2.8. Sea (M, B,w) una familia diferenciable de variedades dife-
renciables complejas compactas, donde B es un dominio en R™ y 0 € B. Si
HY(My,0¢) = 0, con My = @ 1(0), entonces para un intervalo abierto I, sufi-
cientemente pequeno con 0 € I C B, (M, 1,w) es trivial.

Una variedad compleja compacta M es llamada rigida, si para cualquier
familia diferenciable (M, B,@) con 0 € By M = & !(0), existe un intervalo
abierto I con 0 € I C B tal que (My,I,©) es trivial. Si (M, ,©) es trivial,
M, = w7 '(t) tiene la misma estructura diferencial que M = Myw 1(0) para
t € I. Asi, si M es rigida, la estructura compleja de M = M, es invariante bajo
cualquier perturbacion de t. Por 2,2,8, una variedad compleja compacta es rigida
si HY(M, ©) = 0, donde O es el haz de gérmenes de campos de vectores holomorfos
sobre M.

2.3. Obstruccion

Sea (M, B,®) una familia analitica compleja de variedades complejas com-
pactas, donde B es un dominio de C. Entonces la deformacién infinitesimal
dM,/dt de M = @~ 1(t), es un elemento de H'(M,®). Consecuentemente, da-
da una variedad complejas compacta M, si (M, B,w) con 0 € B C C es una
familia analitica compleja, tal que ©@~'(0) = M, (dM,/dt);—o € H'(M,©), donde

28



2.3. OBSTRUCCION

O es el haz de gérmenes de campos de vectores holomorfos sobre M. Asi, si hay
una familia analitica compleja (M, B,@) con @™ 1(0) = M, el correspondiente
elemento 0 = (dM,/dt),_, de H'(M, ©) estd determinado.

Ahora consideremos la siguiente situacién, dado un elemento § € H* (M, ©), ; exis-
te una familia analitica compleja (M, B, @) con 0 € B C C tal que

o 10) = M, (th> = 6?
dt ) ,_,

No daremos aqui una respuesta completa a esta pregunta, mas bien algunas ideas

que ilustren qué situaciones pueden tenerse. Para una versién extendida de estos
resultados, ver [Ko].

Lema 2.3.1. [Ko, Lemab5.1] Sea U = {(z',...,2") € C"||2!| < r,...,[2"] <7}
un polidisco, y © el haz de gérmenes de campos de vectores holomorfos sobre U.

Entonces
HY(U,©)=0, ¢q>1. (2.18)

Sea Ll = {U;} un cubrimiento abierto finito de una variedad compleja com-
pacta M, y supongamos que cada U; es un polidisco coordenado. Por el lema 2.3.1
anterior, H*(U;,©) = 0. Luego, por [Ko, Teo.3.5 y 3.6], tenemos lo siguiente:

Lema 2.3.2.

H'(U,0) = H'(M,0), (2.19)
H*(U,0) — H*(M,O). (2.20)

Supongamos que M es una variedad compleja compacta dada y sea (M, B, @)
con 0 € B C C una familia analitica compleja, tal que @™(0) = M. Tomemos
un disco pequeno A con centro en 0 tal que 0 € A C B, y representemos Ma =
W (A) en la forma:

!
Ma=JU; x A, (2.21)
j=1
donde cada U; es un polidisco y (z;,t) € U; x Ay (2x,t) € Uy x A son el mismo
punto sobre Ma si 2§ = ff(z1,t) para a = 1,...,n. Aqui, cada f§ (2,t) =
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%(2, -, 28, ) es una funcién holomorfa definida sobre Uy, x ANU; x A # 0.
La deformacién infinitesimal 0(t) = dM,;/dt € H'(M,;, ©;) es, por definicién, la
clase de cohomologfa del 1-cociclo {0;.(t)} € Z' (L, ©,) donde L, = {U; x t}, y

el campo de vectores
k() = 0%(z,t)
6%

esta dado por

a of5 (Zk’ t)
05z, t) = =2 ==, 2= fij(2,1). (2.22)

Note que las funciones 6% (z;,t) de zjl-, ..., 2" t son obtenidas por diferenciacién

) J )
primero de las funciones ﬁc(% t) de z},..., 27 t con respecto a t, y luego susti-
tuyendo 2 = fg (2, 1).

Sobre U, x ANU; x ANU; x A # (), tenemos las igualdades

%(Zk,t) :fi?(fjk(zbt)at)? a=1...,n (223)

Diferenciando en ¢ ambos lados de estas igualdades, obtenemos

O (21, t) = 05 (2, ) + Z %Gfk zk,t), a=1,... n. (2.24)
Se sigue que {#;(t)} es un 1l-cociclo. Por otro lado, diferenciando en ¢t ambos
lados de (2.24) obtenemos:

Z 0z 0f5(z.t)
az azﬁ’ 0z 0z

(%j>=;(%”) ai (3). () -5

(2.25)

Consecuentemente
0 @ - af (Zj’ ) 9 fe% ae?k(zlat)
(a)y ik(zi’t) - ;Ta ;3 zk(zlvt)+T
u 0 005 (2, 1)
— ﬁ 6% 1k 79
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Por lo tanto, haciendo
005 (2, 1)

9;);@(217t) = 8t ;

tenemos

(%)jﬁﬁg(zi,t) = 0,;(t) - 05.(2i, 1) + 05 (2, 1).

Similarmente tenemos

_ Z ofi(z,t) ka (5,1) + Z M@fk(zj, t) (2.26)

] 8
3 8zj8t 3 8,2]-
= 0° (2t 0 0% (2, az@‘aé"‘ t 2.27
= zﬂ: (25, )8_,2? i (2, )“‘zﬁ:azj@ (25, 1) (2.27)
0z .
= O(t) - 0% (2, 1) + Zﬁﬁfk(zj,t). (2.28)
5 Y%

Por consiguiente, diferenciando (2,24) con respecto a t, obtenemos las siguientes
igualdades:

91] ) Qgc(z’ut) + Qﬁc(zlat) = 9( ) ’ Ha (z’w )+0 (217 )

+93k Zl, + Z ZJ,

Como

o (6% azl
9ik<zl7 ) 0; (ZM ): E ,a 59;8k<2]7 )7
5 Y%

podemos escribir las ecuaciones anteriores en la forma

67,0;4;(22715 Zza +Z Z]J
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En general, se define el corchete de dos campos de vectores holomorfos v =

Do V5(0/025) y u=3""_ ui(0/0%) por

[v,u] = Z(v ‘uf — vja)a;; (2.30)

a=1

Este corchete,no depende de la eleccién de coordenadas, es bilineal en u y v y
antisimétrico.

Haciendo 0;;(t) = 2", 9;‘;(%, t)0/0z¢ y usando el corchete, podemos reescribir
(2,29) como

0i5(t) — O t) + O0() = [035(0), (1), (2.31)

Sustituyendo ¢ = 0, obtenemos
0;5(0) — 0,(0) + 0;1(0) = [0;;(0),0,1(0)]. (2.32)

Como M = M, por supuesto, identificando U; con U; x 0, podemos considerar
31 = {U;} como un cubrimiento abierto finito de M. Para un 6 € H'(M, 0) dado,
si 0 = (dM,/dt);—o, 0 es la clase de cohomologia del 1-cociclo {6;%(0)} € Z'(4, ©)
anterior, por lo tanto (2,32) impone una cierta restriccién sobre tal 6. Para
clarificar el significado de esta condicién, hacemos para un 1-cociclo cualquie-
ra {0;:} € Z'(4, 0)

Gigie = 1035, O]
sobre U; NU;NUy # (. (ijx es un campo de vectores holomorfo sobre U; NU; N U.
{Cijx} forma un 2-cociclo sobre U.
Para 1-cociclos arbitrarios {0} v {n;x} € Z'(4, ©), hacemos

1
Gijk = ([ ZJ777jk] + [nij’ 9jk])~
Entonces como
2Gijk = [0i5 + Mg, Oj1 + M) — (035, O] — [mig, ],

{Cijx} es también un 2-cociclo en Z2(Ll, ©), cuya clase de cohomologfa ¢ estd tini-
camente determinada por las clases de cohomologia 6 de {0;.} y n de {n;i}. De
hecho, si 0, = 0, — 0, se sigue de un simple célculo que

2Giik = 105 + Ok, mji] — [0i + O, msi) + [0: + 65,055,

32



2.3. OBSTRUCCION

es decir, que {(ijx} = 0{[0; + Ok, njx] }. Definimos el corchete de 6 y n en H* (M, ©)
por

0,1 = C. (2.33)

Este corchete es bilineal en ambas entradas y antisimétrico. Més aun, haciendo
i =k en (2,32), obtenemos que 0y;(0) +6,,(0) = 0 como bx, = 0. Asi, {6,,(0)} es
una l-cocadena y (2,32) puede ser escrito como

505k (0)} = {Gije}.  Cigr = [635(0), 0%(0)].

Por lo tanto obtnemos

[6(0), 6(0)] = 0.
De estos resultados, obtenemos el siguiente teorema de forma inmediata.

Teorema 2.3.3. Supongamos que M es un variedad compleja compacta dada, y
6 € H'(M,©). Para que exista una familia analitica compleja (M, B, &) tal que
0w H0) =M y que (dM;/dt)i—o = 0, es necesario que [0,6] = 0.

En otras palabras, si [0, 0] # 0, no existe una deformacién M; con My = M
y (dM;/dt)i—o = 0. En este sentido, llamamos a [0, 0] € H?(M, ©) la obstruccién
a deformacion de M. El teorema 2.3.3 anterior, se tiene también para el caso de
una familia diferenciable.

Este capitulo fue concebido a modo de introduccion a la teoria de deformacio-
nes de variedades complejas compactas, constituye apenas, una pequena muestra
de la teoria desarrollada por Kodaira. Un desarrollo mas completo y detallado
puede hallarse en [Ko].
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Capitulo 3

Cohomologia con coeficientes en
haces

3.1. Haces

3.1.1. Definicion y Ejemplos

Antes de definir haces, vamos a retomar algunas propiedades de las secciones
de un fibrado vectorial. La importancia de estudiar las secciones de un fibrado,
radica, entre otras muchas razones, en que las soluciones de ecuaciones diferen-
ciales sobre una variedad son secciones de fibrados vectoriales sobre la variedad.
Ademas podemos analizar el fibrado mirando el comportamiento de sus seccio-
nes, pues, un fibrado vectorial estd completamente determinado por el conjunto
de sus secciones locales. Sea E un fibrado vectorial sobre una variedad M con
proyeccion w1 E— M.

Recordemos que dado 7: E— B un fibrado vectorial (holomorfo). Una sec-
ciéon de F es una aplicacion o: M—F tal que mo o = idg.

En términos sencillos, una secciéon elige un punto en cada fibra de E. Si
U C M es un subconjunto abierto de M, entonces una seccién de F|y (el fibrado
E restricto a U) es llamada una seccidn local de E.

Toda seccion local de un fibrado vectorial verifica las siguientes condiciones:

1. Sean W C V' C U subconjuntos abiertos de M. Si oy es una seccion local de
definida sobre U, entonces la restriccion de oy a V' y luego a W es equivalente
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3.1. HACES

a restringir oy a W directamente.

2. Sean U y V subconjuntos abiertos de M y sean oy una seccion local definida
sobre U y oy una seccion local definida sobre V' las cuales coinciden en la
interseccién U NV . Entonces existe una seccion p definida sobre la union U UV
la cual coincide con oy sobre U y coincide con oy sobre V.

3. Sean U y V subconjuntos abiertos de M y sea ¢ una seccién local definida
sobre la union U UV tal que o se anula sobre U y o se anula sobre V', entonces
o se anula sobre U U V.

El concepto de haz es més general que el de fibrado, en el sentido que el conjunto
de secciones locales de un fibrado vectorial forma un haz, pero hay haces que
no corresponden a secciones de un fibrado como se ve en el ejemplo 3.1.2. Una
ventaja de trabajar con haces, es que pueden ser usados como coeficientes para
el calculo de cohomologia. Veamos ahora la definicién y principales propiedades
de los haces.

Definicién 3.1.1. Dado un espacio topologico X, un haz F sobre X asocia a
cada conjunto abierto U C X un grupo F(U), llamado las secciones de U sobre
U y a cada par de conjuntos abiertos U C V un aplicacion rvy : F(V)—F(U)
llamada aplicacion restriccion, la cual satisface las siguientes condiciones:

I. Para cualesquiera U CV C W abiertos en M,

Twu = Tvu °Tw,v-
Es usual escribir o|y para referirse a vy .

II. Para cualquier par de conjuntos abiertos U,V C M y secciones o € F(U),
T € F(V) tales que olyny = T|unv existe una seccion p € F(UUV) tal que

plo=0yply =
III. Sice FUUV) yoly =o|ly =0, entonces o = 0.

Veamos ahora, algunos ejemplos de haces:

1. Para cualquier variedad diferenciable M y un conjunto abierto U C M, se
definen los siguientes haces:
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3.1. HACES

a) C*(U): funciones C*° sobre U con la adicién de funciones.

b) C*(U): grupo multiplicativo de funciones no nulas (distintas de cero
en cualquier punto) sobre U.

c) AP(U): p-formas C* sobre U con adicién punto a punto.

d) Z(U): funciones a valores enteros localmente constantes con la adicién
de funciones. Andlogamente con Q(U), R(U) o C(U).

2. Si M es una variedad compleja, V' C M un subvariedad analitica de M, y
E— M un fibrado vectorial holomorfo, se definen los haces:

a) O(U) de funciones holomorfas sobre (U) con la adicién punto a punto
de funciones.

b) O*(U) que corresponde a funciones holomorfas distintas de cero sobre
U. Aqui O*(U) es un grupo con la multiplicacién de funciones.

c) QP(U) de las p-formas holomorfas sobre U.

d) El haz O(E)(U) de secciones holomorfas de E sobre U.

e) Iy (U) funciones holomorfas sobre U que se anulan en U NV

Ejemplo 3.1.2. Sobre cualquier espacio topologico X, el skyscraper sheaf o haz
rascacielos asociado a un punto cerrado x y un grupo o anillo G se define de la
siguiente manera:

FU)=G sixzeU y0 en otro caso.

Aqui, U es un abierto cualquiera de X. El nombre del haz proviene del hecho
que cuando uno mira el comportamiento del germen (clase de equivalencia de
funciones que coinciden en alguna vecindad de x en X ), este es cero fuera del
punto x.

3.1.2. Aplicaciones entre haces

Sean F y G haces sobre una variedad M.

Definicion 3.1.3. Una aplicacion entre haces o : F—G es una coleccion de
morfismos (homomorfismos de grupo en rigor) ay : F(U)—G(U) con U C M
tales que para cualesquiera dos subconjuntos abiertos U C V de M, ay y ay
conmutan con las aplicaciones restriccion.
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3.1. HACES

El kernel de la aplicacién « corresponde justamente al haz ker(«) dado por

ker(a)(U) = ker(ay : U—G(U)) (3.1)

No es dificil ver que ker(a) es efectivamente un haz. Por otro lado, el CoKer
es un poco mas dificil de definir: si hacemos CoKer(a)(U) = G(U)/ayF(U),
podria ocurrir que CoKer(«) no sea un haz en el sentido de (3.1.1). Un ejemplo
clasico de esta situacion, esta dado por la aplicacion de haces

exp : O—0O"

sobre C — {0} que envia cada funcién f € O(U) a e®™V=1) € O*(U). La seccién
z € O*(C—{0} no estd en la imagen de O(C —{0}) bajo exp, pero su restriccién
a cualquier conjunto abierto contractil U C C— {0} si estd en la imagen de O(U)
de modo que el CoKer no queda bien definido.

Sean &, F, G haces sobre una variedad M. Decimos que la sucesién

0—& % F -2 60

es exacta, si € = ker(f) y G = CoKer(a); en este caso, también decimos que € es
un subhaz de F y que G es el haz cociente de F por &, lo cual escribimos F/€&.
Mas en general, la sucesion

e F 2 Fuid O Frig—
es exacta si a0, =0y
0— ker(a,) —F,,— ker(a,1.1)—0
es exacta para cada n.
Ejemplo 3.1.4. Sobre cualquier variedad diferenciable compleja, la sucesion

0—7Z —5 0 2B 0 —0

es exacta, donde i es la inclusion y exp es la aplicacion exponencial dada por
exp(f) = €™V~ Esta sucesién fundamental es llamada sucesion exponencial de
haces.
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3.2. COHOMOLOGIA DE CECH

3.2. Cohomologia de Cech

En esta seccion, veremos los aspectos generales de la cohomologia de haces
y su relacién con la cohomologia de Cech, la cual provee un muy buen método
para el calculo de ciertas cohomologias que nos seran de interés.

Definicién 3.2.1. Sea F un haz sobre una variedad diferenciable M y 3 = {U,}
un cubrimiento abierto localmente finito. Definimos

WU F) = J[Fa)

C'UF) = [[FU.NUp)
a#p

CP(UF) = I[I FWenUs,).
aoFarFEFap

Un elemento o = {0y € F(NU,,) }1<i,<pr1 de CP(LL, F) es llamado una p-cocadena
de F. Es decir, un p-cocadena es una seccion definida sobre la interseccion de p+1
abiertos de 3.

Definicién 3.2.2. Luego se define el operador coborde
§: CP(U, F)—CPTH(U, F)

por la formula
p+1

Uioﬂ...ﬂUip .
Jj=0

En particular, si o es una 0-cocadena, esto es, o = {op} € C°(U, F),
(6o)vy = —ouy + ov;
si es una l-cocadena, es decir o = {oy v} € CH(L, F),
(60)vyw = ouv + ovw — ouw.

Note que en las identidades precedentes, se han omitido las restricciones para no
saturar la notacién.
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3.2. COHOMOLOGIA DE CECH

Definicién 3.2.3. Una p-cocadena o € CP(8L, F) es llamada un cociclo si da = 0.
Ademds, todo cociclo o debe satisfacer la condicion de antisimetria

Tigyip =  Tigyeeige1,ig11,iq,8q425-ip

Definicién 3.2.4. Una p-cocadena o es llamado un coborde, si existe T € CP~(3A, F)

tal que o = oT.

De la definicién del operador §, es directo que §% = 0, asi, todo coborde es
un cociclo.

Definicién 3.2.5. Dado el conjunto ZP(3h, F) = kerd C CP(U, F) de los p-
cociclos, se define, como es usual

zr (U, F)

Hp(ﬂ, ]:) - 56’1’_1—M

Definicién 3.2.6. Dados dos cubrimientos U = {Uq }aer yU = {Uq}aer de M,
decimos que U’ es un refinamiento de U’ si para cada 5 € I', existe o € I, tal que
U['_j C U,. Usamos la notacion U' < U para indicar que U' es un refinamiento de

Uu.

Definicién 3.2.7. Definimos el p-ésimo grupo de cohomologia de Cech de F sobre
M, como el limite directo de HP(L, F) haciendo 4 mds y mds fino, es decir:

HP (M, F) = lig HP (4L, F).
bt

Si se quiere enfatizar que se estd usando la cohomologia de Cech, entonces
se usa la notacion H. Ademads, para cualquier cubrimiento il, se tiene que:

HO(M, F) = H° (A, F) = F(M).

En la practica, trabajar con la definiciéon como limite directo puede ser dificil de
manejar, no obstante, agregando una condicion adicional, veremos que la coho-
mologia de Cech puede ser realmente 1til para el estudio de las deformaciones de
Wi.
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3.2. COHOMOLOGIA DE CECH

Teorema 3.2.8 (Teorema de Leray). Si el cubrimiento 31 es aciclico para el haz
F, es decir,

HY(U;, n---NU;,, F) =0, q>0, ypara cualesquiera iy, . .., iy,
entonces H(L, F) = H(M, F).
Demostracion. Ver [GH]. O

En la practica, hay tres tipos de haces con los cuales nos podemos encontrar,
y dependiendo de la informacion que queramos obtener, es mas 1til trabajar con

uno u otro, a saber:

1. Haces C*, cuyas secciones locales pueden ser expresadas como n-tuplas de
funciones C'*°.

2. Haces constantes, los cuales contienen informacién topolédgica de la variedad

subyacente.

3. Haces holomorfos, cuyas secciones son dadas localmente por n-tuplas de
funciones holomorfas y que para nuestro caso, son los que méas informacién
aportaran.
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Parte 11

Resultados originales
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Capitulo 4

Deformaciones de superficies
locales

En esta seccién, vamos a revisar algunos de los resultados principales obte-
nidos por Barmeier y Gasparim en [BGJ, donde estudian deformaciones de super-
ficies complejas no compactas del tipo:

Zy = Tot(Op1(—k)); k> 1.

Esto es, espacios totales de fibrados de linea sobre el espacio proyectivo complejo
P!. Las superficies Z; pueden ser cubiertas por U = {(z,u)} y V = {(£,v)} con
UNV =C* x C. La funcién de transiciéon o cambio de coordenadas esta dado
por:

(&, v) — (z_l,zku) . (4.1)

Definicién 4.0.9. Dada una variedad X, denotamos por Pic(X) al grupo de
clases de isomorfismo de fibrados de linea sobre X. Este es un grupo con la
multiplicacion dada por el producto tensorial.

Definicién 4.0.10. Un fibrado E sobre una variedad X se dice filtrable (por
fibrados de linea) si puede ser escrito como extensiones sucesivas por fibrados de
lineas, es decir, si existe una filtracion creciente:

OZEQCElc...CET_1CEr:E

de subfibrados tales que E;/E;_1 € Pic(X), donde 1 <i <.
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Teorema 4.0.11. [EG, Lem. 3.1, Thm. 3.2] Fibrados vectoriales holomorfos sobre
Zy son algebraicos y filtrables.

Observaciéon 4.0.12. Un isomorfismo de fibrados E y F sobre Ws, estd dado
por un par de matrices invertibles Ay y Ay con entradas holomorfas en las cartas
U y V respectivamente, de modo que:

AvE = FAy

o equivalentemente:

AyEA;' = F.

Lema 4.0.13. Hay un isomorfismo Ext'(Ox(n), Ox(—n)) = HY(X, Ox(—2n)),
el cual envia una clase de extension p a una clase de cohomologia o = z~"p.

Demostracion. Ver [Har, 111.6.3.(c) y I111.6.7.]. O

Definicién 4.0.14. [BA]. Sea E un fibrado de rango r sobre Zy. Entonces, la
restriccion de E a la seccion cero | = P es un fibrado de rango r sobre P!, el
cual por el lema de Fscision de Grothendieck se descompone como suma directa
de fibrados de linea. Fsto es,

E‘l = O]pl(?’bl) D...D O]pl(nr).

Llamamos a nq,...,n, el tipo de escision de E. Cuando E es un fibrado de
rango 2 con primera clase de Chern c¢1(E) = ny + ny = 0, entonces definimos
n = |ni| = |na|, tal que n > 0 y decimos que E tiene tipo de escision n.

El teorema 4.0.11, nos dice que un fibrado E sobre Z;, de rango 2 con primera
clase de Chern ¢;(F) = 0y tipo de escision n, puede ser definido en coordenadas
canodnicas, mediante la matriz de transicién:

(5 2) (4.2)

Esta matriz define una extension de fibrados del tipo:

0— Opi(—n) = E — Op1(n) — 0. (4.3)
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Por lema 4.0.13, p = z"0, donde o € H'(Zx, O, (—2n)). (Ver [EG], Teo. 3.3). En

consecuencia:
2" p _ 2" "o (4.4)
0 z™m 0 z™m ’

Mas atn, por lema 5.1.2, o es de la forma:

t=0 r=0 s=2r—n+l1

Sin embargo, o|; = 0, por lo tanto, consideramos:

+o0o LnT_QJ —1

o= Z Z Z sy 2 U U, (4.6)

t=0 r=1 s=2r—n+1
En particular, cuando en (4.4) p = 0, tenemos E|; = Opi(n) & Op:(—n).

En [BG], los autores muestran dos estrategias diferentes para deformar la
estructura compleja de las superficies Z;. Por un lado, deformaciones del fibrado
tangente en [BG, Sec. 5.1] y por otro, deformaciones de la funcién de transicién en
[BG, Sec.5.2|. Para el primer método, las deformaciones no triviales del fibrado
tangente T'Z},, son precisamente aquellas que provienen de agregar a la matriz de
transicién, un cociclo en HY(Zy, T Zy).

Lema 4.0.15. H'(Z,,TZ,) = 0. Sea k > 1, entonces H'(Zy,TZ;,) = CF1 y
sus generadores, como espacio vectorial sobre C, pueden ser expresados en las
coordenadas canonicas en la forma:

conl<r<k-1.
Aqui consideramos coordenadas canonicas a las dadas en 4.1.

Teorema 4.0.16. Las superficies Zy, admiten una familia de deformaciones de
dimension (k — 1) parametrizadas por H(Z,, T Zy) = CF1.

Citamos este resultado, pues posteriormente nos permitird hacer una com-
paraciéon con teorema 6.3.2 y establecer una diferencia esencial, entre la teoria de
deformaciones en 2 y 3 dimensiones complejas.
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Capitulo 5

Cohomologia de Wk =1,2.

En este capitulo, presentamos algunos célculos de cohomologia de Cech pa-
ra Wi, k = 1,2. Estos calculos seran utilizados posteriormente, para obtener los
resultados originales que seran mostrados en el capitulo 6. La seccion 5.1, corres-
ponde a cohomologia de W}, con coeficientes en fibrados de linea y la seccién 5.2
a cohomologia de W}, con coeficientes en su fibrado tangente.

5.1. Cohomologia con coeficientes en fibrados
de linea.

5.1.1. Cohomologia de W, con coeficientes en Oy, (n).

En esta seccion, calcularemos algunos grupos de cohomologia del espacio W5
que son de interés para el estudio de las deformaciones de la estructura compleja
de dicho espacio. Concretamente, estamos interesados en los grupos de cohomo-
logia con coeficientes en Oy, (n),n € 7Z, los cuales denotan fibrados de linea
complejos sobre W5 con primera clase de Chern n. En cartas coordenadas canéni-
cas, los fibrados Oy, (n) tienen matriz de transiciéon (2~"). Concretamente, vamos
a calcular grupos de cohomologfa del tipo H (W5, Ow, (n)).

Lema 5.1.1. Sea Wy := Tot(Opi1(—2) ® Op1) y n > —1. Entonces,
H' (Ws, Ow,(n)) = 0.
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5.1. COHOMOLOGIA CON COEFICIENTES EN FIBRADOS DE LINEA.

Demostracion. Por definicién Wy := Tot(Op1(—2) @& Op1), donde Op1 es Op1(0).
Consideremos el cubrimiento aciclico (en el sentido de teo. 3.2.8) U = {U,V'}
donde U y V son tales que:

» UCP={(z,u1,uz)|z,u,us € C}.
= V=CP = {(§v1,12)[¢, 01,0, € C}.
» UNV =C* x C2

= Dadas estas cartas, el cambio de coordenadas para W5 es:

(& v1,02) = (271, 22U, ug). (5.1)

Un 0-cociclo 7 es un par (1, 7y), donde 7 es una funcién holomorfa en U
y 7 holomorfa en V| por lo tanto, tienen la forma:

400 400 +oo

s, r,.t

TU — E E E Oésyr,tZ u1u2
t=0 r=0 s=0
“+0o0 +00 400

v = Z Z Z ﬁs,r,tgsvgvé

t=0 r=0 s=0
Una 1-cocadena genérica o, tiene una expresion en serie de Taylor de la forma:

400 400 +oo

a:E E E asyr,tzsugug.

t=0 r=0 s=—o0

Los cobordes son sumas de secciones holomorfas en U con secciones holomorfas
en V. Un 1-coborde es de la forma 7 = 7, — 7y. Dado que no hay intersecciones
triples, y el haz es coherente, todas las 1-cocadenas son 1-cociclos. Por definicion,
la matriz de transicién de Ow,(n) es T = (2"). Notemos que, quitando los
términos holomorfos en la carta U, esto es, potencias de z no negativas, tenemos

la relacién
400 +o0  —1

o~o = g E g s i 2 UT U,

t=0 r=0 s=—o0
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5.1. COHOMOLOGIA CON COEFICIENTES EN FIBRADOS DE LINEA.

donde el simbolo ~ significa que los cociclos son cohomélogos!. Luego, para cam-
biar coordenadas, multiplicamos por la matriz de transicion 7', obteniendo:

400 +o0 -1

/ —-n s, r, t
To" = =z E g E g 12U Us

t=0 r=0 s=—o0
400 +o0  —1

s—n, r, 1t
= E E , E stz Uplg

t=0 r=0 s=—o0
400 +o0  —1

= 2 2 ) T (Fw)

t=0 r=0 s=—o0
400 +00 -1

o 2r+n—s_ r, .t
= E E E st V] Vs

t=0 r=0 s=—o0
Como s < —1 = —s > 1, haciendo un cambio de indices, tenemos que:

400 400 400

To' = Z Z Z A £ TS0, (5.2)

t=0 r=0 s=1

Por lo tanto, tenemos:

s>1, r>20 = 2r+s>1
= 2r+n+s>n—+1

Asi, paran > —-1=n+12> 0= 2r+n+s > 0, es decir, todos los términos en
To’ son holomorfos en la carta V', pues corresponden a potencias no negativas de
&, v1, va. Asi, todos los cociclos son cobordes y por tanto T’ ~ 0. En consecuencia:

H'(W,,0(n)) =0; n>-1 (5.3)

]

Paran < —1, la expresion 2r +n+ s también puede tomar valores negativos,
por tanto no tenemos la relacion T'o’ ~ 0 pues T'o’ no define secciones holomorfas
en la carta V para todo n. Esta situacion se discute de manera detallada en la
siguiente seccion.

'Dos cociclos cohomdlogos difieren en un coborde.
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5.1. COHOMOLOGIA CON COEFICIENTES EN FIBRADOS DE LINEA.

5.1.2. Cohomologia de W, con coeficientes en Oy, (—n).

Lema 5.1.2. Sin > 2 es un entero, entonces los generadores de H' (Wy, Oy, (—n)),
son de la forma:

+oo \_HTJJ —1
s, r, .t
E E E CLS7T7tZ u1u2.

t=0 r=0 s=2r—n+1

Demostracion. Por definicién, la matriz de transicion correspondiente a Oy, (—n)
esT' = z". Sea il como en el lema 5.1.1. Andlogamente al caso anterior, cambiamos
coordenadas multiplicando por la matriz de transicién, obteniendo:

+oo 00 -1

/o n s T, t
To = =z E E g Qg r 27U Us

t=0 r=0 s=—o0
+oo o0 —1

o E E E s+n, r, t
— as7r7t2 UIUQ

t=0 r=0 s=—o0
+oo o0 -1

o s+n _—2r/ 2 r t
= E E E Qs 2" 2T (2%Un) Uy

t=0 r=0 s=—oc0

+oo o0 -1
_ 2r—n—s, r,t
= E E E s & V] Vs,

t=0 r=0 s=—oc0

Los elementos no triviales en H! (W5, Oy, (—n)), son aquellos no holomorfos en la
carta V', es decir, aquellos para los cuales

2r—n—s<0. (5.4)

Notemos que (5.4) no depende de t, luego seguimos considerando ¢ > 0. Por otro
lado, (5.4) es equivalente a:

2r—n—s<—L (5.5)
Despejando s en (5.5) y notando que s < —1 en T'¢’, obtenemos:

2r—n+1<s<-—1. (5.6)
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5.1. COHOMOLOGIA CON COEFICIENTES EN FIBRADOS DE LINEA.

Tomando los extremos en (5.6), tenemos que:

2 —n+1 < —1,

n— 2
luego r < 7

Por tratarse de niimeros enteros, necesariamente:

r< V — QJ . (5.7)

2
De (5.6) y (5.7) se obtiene lo deseado. O

5.1.3. Ejemplos

A continuacion observemos algunos ejemplos, los cuales corresponden a casos
particulares que seran utiles mas adelante:

1. HY(Wy, Oy, (—2)).
2. HY(Wa, Oy, (—4)).

En virtud del lema 5.1.2, los generadores de H! (W3, Oy, (—n)) son de la forma:

oo 252 1
s, r,.t
E E E a”,tz u1u2.

t=0 r=0 s=2r—nm+1
Para n = 2 tenemos:

+00 L%J —1

— E E E s, 7, t
Orst — Qs rtz UplUg.

t=0 r=0 s=2r—1
400 0 —1

— E E E s 1T, t
—_— CL87»,‘7tZ UIU2.

t=0 r=0 s=—1

En consecuencia:

H' (W, O(—2)) = (2~ ub) 0. (5.8)
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5.2. COHOMOLOGIA CON COEFICIENTES EN EL FIBRADO TANGENTE.

Para H' (W3, O(—4)), los generadores son:

+o0 L%J -1

_ s, r,t
Orst = g E g Qg r 2 UiUy.

t=0 r=0 s=2r—3

+oco 1 -1
s, r .t
= E E E asmtz U1U2.

t=0 r=0 s=2r—3
Es decir:
Hl(WQ,O(_4)) = (z_lué,z_zug, z_3u’;7z_1u1u§>t20. (5.9)

5.2. Cohomologia con coeficientes en el fibrado
tangente.

Primero, consideremos el siguiente hecho fundamental de la teoria de defor-
maciones de Kodaira: las deformaciones de la estructura compleja de una variedad
X son parametrizadas por H (X, TX), donde T'X es el fibrado tangente de la va-
riedad X con obstrucciones a deformaciones en H?(X, TX). Como Wj,; k = 1,2 es
cubierta por sélo dos abiertos, no hay triple interseccion, luego no hay 2-cociclos y
es inmediato que H?(W;, TW;) = 0: i = 1,2, por tanto no hay obstrucciones a de-
formacion. Producto de lo dicho anteriormente, para estudiar las deformaciones
de Wy y W, primero debemos calcular HY(Wy, TW;) y HY(Wy, TW3) respecti-
vamente. Estos cdlculos se realizardan usando cohomologfa de Cech y mostraran
porqué, el estudio de las deformaciones de W5 es de mayor interés al de Wj.

Lema 5.2.1. H' (W, TW;) = 0.

Demostracion. Por definicién Wy = Tot(Op1(—1) @& Op1(—1)) y recordemos que
puede ser cubierto por U = {(z,u1,u2)} y V = {(§,v1,v9)} con UNV = C*xCxC
con funcion de transicién:

(&, 01,v9) — (27, zuy, zug) | (5.10)

La matriz de transicién del fibrado tangente de Wi, es la Jacobiana del cambio
de coordenadas definido en (5.10), esto es:

00
Jw, = w 2z 0 |. (5.11)
uy, 0 z

20



5.2. COHOMOLOGIA CON COEFICIENTES EN EL FIBRADO TANGENTE.

Por definicion, una seccion o : Wy — T'W; es una aplicacién tal que moo = Idy, .
Un 1-cociclo general o, es una funcién holomorfa en la interseccion U NV, por lo
tanto es de la forma:

+oo +oo +oo [ Qyjk

o= E E E bijr | 2'ujub.

i=—o0 j=0 k=0 Cijk
Notemos que, quitando los términos holomorfos en la carta U, tenemos:
—1 400 +oo Qijk
o~ = E E g biji | Z'ulub.

i==00 j=0 k=0 \ ¢y,

Para quitar los elementos holomorfos en la carta V', primero multiplicamos por
la matriz Jy, definida en (5.11), obteniendo:

—272.0 0 1 +oo +oo [ Qijk
Jw, o = up 2z 0 Z ZZ bijk z’u{ug
U2 O z 1=—00 j=0 k=0 Cijk
-1 o0 +oo —Z_2aijk

= E E E UG5k + Zbijk zlu{ug

=700 J=0 k=0 \ uayjr + 2Cijk;

-1 +oo 400 —Z "0k

— Z ZZ U1k + 2bijk 2 (2w (zus)”

=700 J=0 k=0 \ wuga;;r + 2Cijk

2
-1 400 400 _f Ak

= Y DD | uan + by | T 0]0b

S - — -1
=m0 =0 k=0 \ Luaaijr + & Cijk

2
-1 400 +oo =& ik

= Z ZZ Evrag + & ik R AR

— - — -1
1=700J=0 k=0 \ &waaijr + & Cijk

3
-1 +oo +o0 —&aijk

_ 2 h—ie1 j K
= E E E Evaije + b | & Uy ;.

=700 J=0 k=0 \ £ 0204k + Cijk

ol



5.2. COHOMOLOGIA CON COEFICIENTES EN EL FIBRADO TANGENTE.

Los elementos de Jy, ¢’ holomorfos en V', son aquellos que verifican j+k—i—1 > 0,
es decir:

j+k—i>1] (5.12)

Notemos que los indices verifican las relaciones j,k >0, 1< —-1= —i>1=
Jj+k—1i>1, luego (5.12) se cumple para todo i, j, k. Por tanto Jy,o’ ~ 0y se
sigue que:

HY (W, TW,) = 0.

]

Lema 5.2.2. H'(W,, TW,) es generado como espacio vectorial sobre C, por los

cociclos de la forma (0,27 0)t,k > 0 (escritos en coordenadas candnicas).

Demostracion. En coordenadas candnicas, el cambio de coordenadas para W5 es:

(& v1,02) — (271, 22U, ug) | (5.13)

La matriz de transicion del fibrado tangente de W5 es la jacobiana del cambio de
coordenadas definido en (5.13), esto es:

—22 0 0
Jw, = 2zu; 22 0 . (5.14)
0 0 1

Procedemos ahora a calcular H' (W5, TW5). Andlogamente a la prueba del lema
5.2.1, un 1-cociclo general, es de la forma:

_ iy gk
a—g E E biji | Z'ujus.

Quitando los términos holomorfos en la carta U, tenemos:

—1  +oo +oo Qijk

o~o = E E E biji | 2'ulub.

i=—o00 j=0 k=0 Cijk
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5.2. COHOMOLOGIA CON COEFICIENTES EN EL FIBRADO TANGENTE.

Para quitar los elementos holomorfos en la carta V', multiplicamos por la matriz
Jw, definida en (5.14), obteniendo:

—272 0 -1 +oo +oo Qijk

0
22u; 22 0 Z ZZ
1

0 0 i=—00 j=0 k=0

i, 7.k
ijk 2 U Uy

S

JWQO'/ =
Cijk

—1  +oo 400 —2 a1

= 222

i=—0co j=0 k=0

ik
22u1aijk + ZQbijk zzujlu2
Cijk

-1 400 +o0

= 222

i=—o0 j=0 k=0

-2
—Z TQijk

2zura;5 + 22biji, 21_23(22u1)]u§

Cijk
2
—1 o0 +o0 =& aijk
_ -2 2j—i, j. k
= E E E 26v1a45, + & by | §7 7 vpv5
i=—o00 j=0 k=0 Cijk
2
-1 400 +oo —£ A5k
o ) 2¢2j—i—2, 7. k
= E E E 28viag, + £ b | 7€ CECH)
i=—o00 j=0 k=0 Cijk
4
-1 400 +oo —£ Qjjk
_ Z ZZ 3 2j—i—2, 3k
= 25 Ulaijk + bijk 5 J UV1Uy.
i=—00 j=0 k=0 E2ciji,

Los elementos de Jy,0’ holomorfos en V', son aquellos que verifican 2j —i—2 > 0,

es decir:
PEES]

Como j > 0 e i < —1, entonces 2j — ¢ > 1. Luego (5.15) no se verifica s6lo en el

(5.15)

—+o00
JW2O'/ ~ E
k=0

283v1a_10k + b_10k

fQCflok

§ =)

k=0

caso i = —1 y j = 0. Por lo tanto, quitando en Jy,o’ los términos holomorfos en
la carta V, esto es, haciendo j = 0 e © = —1 obtenemos la relacion:
—&a_ 1ok 400 —&a_ 1ok

28%01a_105 + 010k

§C_10k
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5.2. COHOMOLOGIA CON COEFICIENTES EN EL FIBRADO TANGENTE.

Notemos que

+00 —£ 36l—lOk

k
Z 2521]1 a_10k ’U2
k=0 §c_10k

es holomorfo en V', por lo tanto puede ser removido de Jy,o’. Se sigue que:

+o00 0 +o00 0
S0’ ~ Z 0 ion | U5 = Z botor | €05
k=0 0 k=0 0

En consecuencia, los generadores de la cohomologia en coordenadas V' son:

0
el
0

k>0

Para volver a la notaciéon en coordenadas U, multiplicamos por Jv’vl (escrita en
coordenadas V'), es decir:

-2 0 0
‘]I;/l: 260 & 0 |,
0 0 1
-2 0 0 0 0
26y €2 0 |- | &b = &b | =1 27 |, (5.16)
0 0 1 0 0 0

Por lo tanto,
H1<W2,TW2) = <Z_1U§>k20.

Como k puede tomar infinitos valores, es inmediato que la dimensién de la coho-
mologia es infinita, lo que denotamos:

h(Wa, TW2)) = +o0.
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Capitulo 6

Deformaciones de W;; k=1,2.

Este capitulo estd dedicado al estudio de las deformaciones de las 3-variedades
Calabi-Yau del tipo:

Wk = TOt(OPI(—k') EB Oﬂml (]f — 2)), k’ = 1, 2

Hasta ahora hemos hablado de Wj, como variedades Calabi-Yau para todo k.
Sin embargo no hemos probado que efectivamente lo sean. Antes de mostrar
los resultados sobre deformaciones, veamos que efectivamente W), es Calabi-Yau
para todo k positivo. Vamos a probar que el fibrado canénico es trivial. Primero,
recordemos que el cambio de coordenadas para Wy esta dado por

(57017/02) = (Z_17zkulaz2_ku2) (61)
Por definicion, el fibrado candnico estda dado por la maxima potencia exterior de
su fibrado cotangente. Si denotamos por Ky, al fibrado canénico de Wy, y TW,
es el dual del tangente, entonces:

Kw, = \'TW,

Si denotamos por J a la matriz de transicién del fibrado tangente (jacobiana del
cambio de coordenadas en 6.1), entonces el fibrado TW)’ tiene como funcién de
transicion, la matriz inversa traspuesta de la del fibrado tangente, esto es:

—2% kzup (2—k)z7!
JV= = 0 = 0
0 0 Zh=2



6.1. DEFORMACIONES DE W,

Luego
3
Ky, = \ TW = det((J7)") = -1

y por tanto el fibrado canodnico es trivial para todo k positivo. De este modo,
vemos que Wy, es efectivamente Calabi-Yau. A continuacion veremos los resultados
obtenidos en el estudio de deformaciones de la estructura compleja para los k =
1, 2. Probaremos en 6.1 que Wj no tiene deformaciones. Sin embargo, veremos que
para Ws, el estudio de las deformaciones, es mucho mas interesante, probaremos
que Wy tiene un espacio de deformaciones infinito dimensional y mostraremos
una familia de deformaciones de dimensiéon infinita. Dado el hecho de que es
equivalente dar una variedad suave o dar su fibrado tangente, para estudiar las
deformaciones de W5 vamos a considerar 2 casos, por un lado las deformaciones
del fibrado tangente y por otro, las de la variedad misma. Veremos que los 2
métodos dan informacién equivalente.

6.1. Deformaciones de W;

Teorema 6.1.1. Wy no posee deformaciones.

Demostracion. Las deformaciones de estructuras complejas de una variedad X,
son parametrizadas por H' (X, TX), por lema 5.2.1 H' (W, TW7) = 0, luego W,
no tiene deformaciones. O

6.2. Deformaciones de W;s.

Hasta ahora, tenemos que, por lema 5.2.2, HY(W,, TW;) tiene dimensién
infinita, lo cual sugiere que el espacio de deformaciones de esta 3-fold es infinito
dimensional.

6.2.1. Deformacién del Fibrado Tangente

En primer lugar, para hallar deformaciones de W5 mediante deformaciones
de su fibrado tangente TW5, lo que haremos sera deformar la matriz de transi-
cién que determina al fibrado en coordenadas canénicas. Dado que todo fibrado
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6.2. DEFORMACIONES DE W,.

vectorial algebraico sobre W es filtrable [TK, Cor.3.12.], se sigue que todo fi-
brado vectorial holomorfo sobre W5 puede ser representado mediante una matriz
triangular superior, por lo tanto, para deformar T'W5 lo que haremos sera agre-
gar elementos no triviales en cohomologia para perturbar la matriz de cambio
de coordenadas. Por mera simplicidad, trabajaremos con la matriz .J’ definida en
(6.2), pues define un fibrado isomorfo a TW,. Vamos a perturbar J' agregando
elementos no triviales en cohomologia en las entradas (12), (1,3) y (2,3), (asf la
nueva matriz seguird siendo triangular superior). Para esto, consideraremos pri-
mero subfibrados de rango dos, los cuales definen clases de extensiones y que por
lema 4.0.13, podemos relacionar con las clases de cohomologia asociadas.

Sea Jw, la matriz de transicion del fibrado tangente de W5 definida en (5.14).
En vista de la observacion 4.0.12 y de la filtrabilidad de fibrados holomorfos sobre
W5, notemos que:

22 2zu; 0

Jw,~J = [ 0 =220 |, (6.2)
0 0 1

aqui ~ significa que J y J’ definen fibrados isomorfos sobre W5. Luego tenemos
la siguiente situacion:

Denotemos por M,,; la matriz resultante de eliminar la m-ésima fila y la [-ésima
columna en J'. Entonces, obtenemos que

—272 0
1. Mij; =
1,1 ( 0 1 ) )
22 0
2. Myo =
2,2 ( 0 1 ) )

22 2zuy
3. M35 = .
3,3 ( O 272 )
Lema 6.2.1. La matriz

—272 0
M“_( 0 1)

no da a lugar a deformaciones de TW.
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6.2. DEFORMACIONES DE W,.

Demostracion. El objetivo es encontrar un matriz de la forma:

22 2zu; 0

0 —272 x
0 0 1

donde *; = 2720y, con o, un elemento no trivial en cohomologia. La matriz M,
define una extensién de fibrados del tipo:

0— Op,(2) > E— Ow, — 0.

Asi, el fibrado E que es dado por la matriz M;; define una clase de extension
en Ext'(Ow,, Ow,(2)). Por lema 4.0.13, Ext'(Ow,, Ow,(2)) = HY (W, Ow,(2)).
Por lema 5.1.1 HY (W, Oy, (2)) = 0. Concluimos que Ext*(Oy,, Ow,(2)) = 0, por
tanto o, = 0 = *; = 0, luego M;; no da lugar a deformaciones de Ws. O

22 0
My o =
22 (01)

da lugar a deformaciones de TWs correspondientes a fibrados con matrices de

Lema 6.2.2. La matriz

transicion o; de la forma:

2% 2zuy  zulb
0 —272 0

0 0 1
donde oy es de la forma oy = 27 tub;t € Za“.

Demostracion. Nuevamente, el objetivo es encontrar un matriz de la forma:

22 2zup %
0 —272 0

0 0 1

donde %5 = 2?04, con o; un elemento no trivial en cohomologia. La submatriz

220
M“_(o 1)
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6.2. DEFORMACIONES DE W,.

define una extension:
0— Op,(—2) > E— Oy, — 0.

Es decir, un elemento en Ext!(Oys,, Ow, (—2)) = HY(Ws, O, (—2)). Como vimos
en (5.8) el grupo H!(Wy, Oy, (—2)) es generado por las secciones de la forma:

oy =z tub; >0, (6.3)

por tanto *y = 2% - 27 lub = zu’. A cada clase de extensién oy, le corresponde una
matriz J(oy), con o, como en (6.3), luego My da lugar a deformaciones de TW,

de la forma:

22 2zup zul

0 —272 0
0 0 1
O

Lema 6.2.3. La familia de fibrados obtenidos en lema 6.2.2, no da lugar a de-
formaciones de la variedad Ws.

Demostracion. Supongamos que la matriz

22 2zup zul

Jo)=| 0 —22 0 (6.4)
0 0 1

define una deformacion del fibrado tangente, que da lugar a una deformacion de
W5. Es decir, buscamos una variedad Y cuyo fibrado tangente 7Y, esté dado por
la matriz J(o;). Por lo tanto, buscamos f : C* x C?* — C3 holomorfa, tal que:

oh _
8u1

0

8_J;1 = 2zu
% = zub
8u2 z
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6.2. DEFORMACIONES DE W,.

Si tal f existiera, por ser holomorfa, deberian verificarse que estas derivadas son

iguales:
o
Ouq0z
azfl _ ut
828U2 z

Como ul # 0,Vt € Z concluimos que no existe tal funcién y por lo tanto, la
matriz J(o;) no define un fibrado tangente 7Y, pues no existe tal variedad Y.
Luego, la familia de fibrados obtenidos en lema 6.2.2, no da lugar a deformaciones
de la variedad W,. O

Lema 6.2.4. La matriz

da lugar a deformaciones de TWy de la forma:

22 2zup + zuby 0 22 2zup4ub 0
1.l 0 —z72 0 2.1 0 —272 0
0 0 1 0 0 1
22 2zup + 27 0 2% 2zup + zugul 0
3.1 0 —z 2 0 4.1 0 —z 2 0
0 0 1 0 0 1

Demostracion. Vamos a obtener cada una de las matrices 1 a 4, mediante un
procedimiento analogo a las demostraciones de los lemas 6.2.2, 6.2.3. El objetivo

es encontrar un matriz de la forma:

22 2zu; + %3 0
0 —22 0
0 0 1

donde *3 = 2204, con o, un elemento no trivial en cohomologia. La matriz

22 2zuy
Mon —
3,3 ( 0 _2_2 )
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6.2. DEFORMACIONES DE W,.

define una extension de la formas

0— Ow,(—2) = E — Ow,(2) — 0,

es decir, un elemento en Ext'(Ow,(2), Ow,(—2)) = H' (Ws, Ow,(—4)). De (5.9)
sabemos que H' (W, Oy, (—4)) es generado por las secciones generadas por:
oy =z tub, 272, 273, 2 gl > 0. (6.5)

A cada clase de extensién oy, le corresponde una matriz J(o¢), con oy como en
(6.5), luego M35 da lugar a deformaciones de TW; de la forma:

22 2zuq + 220y 0
0 —z72 0
0 0 1
es:

Dependiendo del o(;) escogido, obtenemos cada una de las matrices deseadas, esto

1. Para o, = 27!, tenemos:
2

2% 2zug 4 zub 0

Jl(O't) = 0

2. Para o; = 2z 2u}, tenemos:
2

2% 2zup +ub 0
272 0

JQ(Ut) =

jen)

3. Para o, = 2 3u} tenemos:
t 2

22 2zup + 27t 0
J3(oy) = 0 —272 0

0 0 1
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6.2. DEFORMACIONES DE W,.

4. Para oy = 2 lujub tenemos:

22 2zuy + zugub 0

J4(Ut) = 0 —272 0
0 0 1
Es decir, hemos obtenido las cuatro familias de deformaciones esperadas. ]

Para determinar si la familia de fibrados obtenidos en lema 6.2.4, da lugar
a deformaciones de W5 procedemos como en la prueba del lema 6.2.3. Vamos a
determinar la integrabilidad de las entradas de tales matrices, lo cual nos permi-
tird saber si ellas definen una deformacién de TWs que dé lugar a una deformacién
de W5. Observemos la integrabilidad caso a caso:

» Ji(0y) : No verifica igualdad de las derivadas mixtas.

» Jy(oy) : Es integrable, pero la direccién es trivial, pues cada una de las
deformaciones, define fibrados isomorfos al original.

» J3(0y) : La entrada 2zu; + 2~ 'ub no es integrable.
» Jy(oy) : No verifica igualdad de las derivadas mixtas.

Para ver que Jy(0t) y Ju(or) no verifican igualdad de las derivadas mixtas, el pro-
cedimiento es analogo al visto en lema 6.2.3. Luego no dan lugar a deformaciones
de Ws.

A continuacion, presentamos una familia de deformaciones de W, mediante el
método de deformar su fibrado tangente T'Ws:

Lema 6.2.5. La familia de fibrados dados por las matrices

t4+1
Uy

2 2zuy + Py zub
Jt)=| 0o -z 0o |; t>0
0 0 1

define una familia de dimension infinita de deformaciones de Ws.
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6.2. DEFORMACIONES DE W,.

Demostracion. Primero vamos a mostrar la integrabilidad de las entradas de la
matriz y luego describiremos la familia de deformaciones de W5 a las que da lugar

t+1
Ug

2 2zuy + P zub
Jt)=1| o —z72 o |- (6.6)
0 0 1

La primera fila, corresponde a las derivadas parciales de f; con respecto a uy, z, usy

respectivamente, es decir:

afl 2
—— =z
8u1
df1 ugt!
I _ 9
az 22Uy + P 1
% =
8u2 z
Tomando derivadas mixtas tenemos que:
9 fi O f1
= 22 =
0z0u, ou,0z
a2]01 _ Ut _ a2fl
Ouq0z 2 020uy
Pf_,_ O
8uQ8u1 aulauz .
Se sigue que f; debe ser de la forma:
) bt
= it > 0. 6.7
Aulu, 2,u) = 2Pun + 205t 2 (6.7)

Esto significa que para cada entero t > 0, (6.6) define una deformacién de TW,
que denotamos TY (t). Luego, para cada t > 0, tenemos una 3-variedad Y (t) que
corresponde a una deformacién de Ws. O]
Resumimos esto en el siguiente diagrama:
TWy ~~TY (1)

]

Wa ~mm Y (1)
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6.3. UNA FAMILIA DE DEFORMACIONES DE DIMENSION INFINITA PARA W.

donde notacién ~~ indica deformacién. Tomando f; como en 6.7, tenemos una
familia de deformaciones Y (¢) de W5 de la forma:

t+1

(571}171}2) = (21722u1 + j_i 1 ,'Ll,2> 7t Z 0 (68)

6.3. Una familia de deformaciones de dimension
infinita para W,.

En esta secciéon, vamos a demostrar el principal resultado de este trabajo
de tesis que es: La existencia de una familia de dimension infinita, que parame-
triza deformaciones de W5. Este es un resultado sorprendente, pues hasta antes
de demostrar el teorema 6.3.2, solamente conociamos una direccién de deforma-
cién de Wy que provenia de deformaciones de la superficie Z5 en [BG|. Primero
probaremos un lema esencial para obtener el teorema principal y posteriormente,
enunciaremos y probaremos dicho teorema.

Lema 6.3.1. Todos los cociclos en HY (W, TW,) son integrables.

Demostracion. En notaciéon matricial, podemos escribir la funcién de transicién
de W5 como:

£ 271 2720 0 z
U1 = 22uy = 0 220 U1
V2 U2 0 0 ]. U9

Como vimos en lema 5.2.2, H'(W,, TW,) es generado por las secciones

para k > 0. Entonces, podemos expresar la familia de deformaciones para W,
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6.3. UNA FAMILIA DE DEFORMACIONES DE DIMENSION INFINITA PARA W.

como:
£ 2720 0 2 0
v | = 0 220 Uy —l—Ztk b
Vg 0O 0 1 Us k>0 0
L1
= | 2%u; + D k>0 trzub |,
Uz

es decir, tenemos una familia de deformaciones de dimensién infinita dada por

U=cC? xClty] v V=CZ, ., xClt]

s
con
(&, 01,09, t0,t1,...) = (271, 22ug + Ztkzug, ug, to, t1, ... )
k>0
sobre la interseccién U NV = C* x C? x Clt]. O

Teorema 6.3.2. W, tiene una familia de deformaciones de dimension infinita.
Tal familia es de la forma:

(5, U1, UQ,t(),tl, .. ) = (Z_l, z2u1 + thzug, Ua, to,th .. )
320
con
U= C3 X (C[tj] Y V= (CB X C[t]],

Z,U1,U2 &,v1,v2

sobre la interseccion, se verifica que: U NV = C* x C* x C[t;].

Demostracion. La prueba se sigue de los lemas 5.2.2 y 6.3.1. El primero mues-
tra que H' (W5, TW,) es infinito dimensional y el segundo, que sus cociclos son
integrables, asi, ellos parametrizan las deformaciones de W5. O]

Observacion 6.3.3. Notemos que las direcciones de deformacion de Wy obteni-
das en (6.8), mediante deformaciones del fibrado tangente TWs, corresponden a
direcciones contempladas en la familia presentada en 6.3.2.

Concluimos que el estudio de las deformaciones de W5, tanto por medio de
deformaciones de su fibrado tangente como deformaciones de la variedad misma
(deformando la funcién de transicién) tiene un interesante desarrollo, por cuanto
hemos probado que su espacio de deformaciones, es infinito dimensional y exhi-
bimos una familia de dimensién infinita, que parametriza deformaciones de Ws.
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Apéndice A

Un fibrado holomorfo que no es
algebraico.

Como se puede ver en [BG], todo fibrado vectorial holomorfo sobre Zj, es
algebraico. Sin embargo, asi como el caso de las deformaciones es diferente para
Wy es diferente al de Z;, también tenemos que el resultado recién citado, no se
verifica para W3, en particular, mostraremos un fibrado vectorial holomorfo sobre
W3, que no es algebraico.

A.1. Un fibrado holomorfo sobre Z_;) que no es
algebraico.

Por definicion Z(_;y = Tot(Op1(4+1)), y en coordenadas candénicas Z(_) =
UUV,donde U = {(z,u)} y V = {({&v)}, UNV = C* x C, con cambio de
coordenadas dado por:

(& v) = (271 27 )

Lemma 1. H'(Z_y),0(-2)) es infinito dimensional, generado como espacio

l

vectorial sobre C por los monomios z'u’ conl = -2, -1 ei=1,2,....

Demostracion. Un 1-cociclo o puede ser escrito en la forma

400 +oo

azg E O'HZZUZ.

1=0 [=—o00
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A.1. UN FIBRADO HOLOMORFO SOBRE Z_;y QUE NO ES ALGEBRAICO.

Como los monomios que contienen potencias no negativas de z, son holomorfos
en U, estos son cobordes, asi

400 -1
o~ g E ai,lzlul ,
1=0 |l=—00

donde ~ denota equivalencia cohomolégica. Cambiando coordenadas, obtenemos

+oo -1 +oo -1
To = 2> E E o2t = g E o2 Ut
=0 [=—00 =0 l=—00

donde los términos que satisfacen [ + 2 < —1 son holomorfos en V. Asi, los
elementos no triviales en H'(Z_1), O(—2)) son aquellos que tienen [ = =2 6 | =
—1. Por lo tanto

HYZ(1),0(=2)) = (ZMu' 1 1= =2,—-1, i>1).
O

Proposiciéon A.1.1. El fibrado E sobre Z(_yy definido en coordenadas candnicas

R (A1)

por la matriz

es holomorfo pero no es algebraico.

Demostracion. Este fibrado E puede ser representado por el elemento

z'e" € Ext'(O(1),0(-1)) =~ H'(Z(_1), O(-2)).

RS (+2)
(

Tenemos que

con z 2" =0 € HY(Z_y),

@)
2 2 u? u”
2% = |14+ u+—+-- 4+ — 4 .-
n:
+




A.1. UN FIBRADO HOLOMORFO SOBRE Z_;y QUE NO ES ALGEBRAICO.

donde los monomios en v € (z'u’ : | = —2,—1, i > 1) representan pares dis-
tintos de clases no triviales en H'(Z_1), O(—2)) como se mostré en Lema 1.
Consecuentemente, la clase zo € Ext'(O(1),O(—1)) correspondiente al fibrado
FE no puede ser representada por un polinomio, por lo tanto £ es holomorfo pero
no algebraico. [

Corolario A.1.2. La 3-variedad W3 tiene fibrados holomorfos que no son alge-
braicos.

Demostracién. Consideremos la aplicacion p: W3 — Z_;y dada por la proyeccion
sobre la primera y tercera coordenada, esto es, en coordenadas candnicas como en
(??) vemos Z(_1)y como un corte dentro de W3 por la ecuacién u; = 0. Entonces
el fibrado pullback p*E es holomorfo pero no algebraico sobre Ws. ]

A.1.1. A similar bundle on 7,

Es instructivo, verificar el resultado de definir un fibrado por la misma matriz,
pero sobre Z;. Recordemos que Z; = U UV, con cambio de coordenadas dado
por:

(&, v) = (271, zu)

Consideremos el fibrado E sobre Z;, dado por la matriz de transicion

2] s

Note que es la matriz usando en (A.1). Asi E corresponde al elemento z~te* €
Ext'(O(1),0(~1)) ~ H'(Z;,0(-2)). Consecuentemente, podemos reescribir la
funcioén de transicién como

2tz let 2l zo
= A4
[ 0 =zt 1 [ 0 z! } (A4)
donde z7?u = 0 € H'(Z1,0(—2)). Pero o = £3v es holomorfo sobre la carta V|

y por lo tanto un coborde. Asi, 0 =0 € H*(Z;,0(—2)), y entonces 2 le* =0 €
Ext'(O(1),0(—1)). Por lo tanto, la extensién se escinde y

E=0(-1)80(1).
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Apéndice B

Comparacion con la teoria de
Kuranishi.

En la seccion 6.2 hemos calculado deformaciones de TW, necesarias para
estudiar las deformaciones de W5. A continuacién, presentamos una herramienta
complementaria para el estudio de las deformaciones, en linea con la teoria de
deformaciones desarrollada por Kuranishi, la cual esta enfocada en las deforma-
ciones de fibrados. Por contraparte, la teoria de Kodaira esta dirigida al estudio
de las deformaciones de variedades complejas. En este apéndice, vamos a calcular
las deformaciones del fibrado T'W5 y veremos que su espacio de deformaciones es
mas amplio que el de W5, pues tiene mas direcciones de deformacion.

B.1. H!(Ws, End(TW>))

El resultado fundamental de la teoria de Kuranishi, es que el espacio de
deformaciones de un fibrado F, esta parametrizado por la primera cohomologia,
con coeficientes en End E. Dado un fibrado E sobre una variedad M, se define
un nuevo fibrado End E, llamado fibrado endomorfismo, el cual esta dado por:

End(E)=E'®E.
Para el caso TW5, tenemos:

End(TWs) = TWy @ TW,
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B.1. HY(W,, End(TW2))

Aqui, EY denota el fibrado dual de E. En términos de matrices, esto nos queda:
End(TW;) = J' @ J

donde J es la jacobiana del cambio de coordenas y JV su inversa traspuesta, esto
es:

—272. 0 0 —22 2zu; O
J=1 2z2u; 22 0 y JV=JH = 0 22 0
0 0 1 0 0 1
Luego el producto JY & J es:
—2%2 2zu; 0O —22 2zu; 0O —22 2zu; 0O
0 22 0 | -—27? 0 22 0]-0 0 22 0|-0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
—22 2zu; O —22 2zu; 0O —22 2zu; O
0 2z2 0 22Uy 0 z2 0 22 0 22 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
—22 2zu; O —22 2zu; O —22 2zu; O
0 z2 0|-0 0 22 0 0 0 =22 0 |-1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
se sigue que
1 —2z 1wy 0 0 0 0 O 0 0
0 —z4 0 0 0 0 O 0 O
0 0 —z2 0 0 0 O 0 0
—223u, 422u% 0 —2* 22%u; 0 0 0 0
J'®J = 1 22ty 0 0 1 0 0 0 0 | (B.1)
0 0 2z} 0 0 220 0 0
0 0 0 0 0 0 —2% 2zu; O
0 0 0 0 0 0 0 =z?%2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Recordemos que el cambio de coordenadas de Wy es: (§,v1,v9) = (271, 2%uy, us).
Toda 1-cocadena o con valores en End T'W5 es un 1-cociclo y se puede escribir en
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B.1. HY(W,, End(TW2))

la forma:
e
400 +oo 400 ist
5535 i I R
t=0 s=0 i=—o0 9)
Qjst
Note que agz, j=1,...,9denota la j-ésima componente del vector columna de los

coeficientes. Ademas, quitando los términos holomorfos en la carta U, obtenemos:

+oo 400 -1

DL N IS

t=0 s=0 i=—o00

(1)

ist

i,.8,,t
2'uiug.

(9)

ist

Para cambiar coordenadas, multiplicamos por la matriz de transicién del fibrado,

obteniendo:
atyl — 22" uy
—agy =
—afy=?
400 400 +oo —2agzz3u1 + 4a§§222u% — aggz‘l + Qagt)z:sul
(JY®J)o' = Z Z Z Qagt)z‘lul + a§;f’2 Zusub.
t=0 =0 i=—c0 Qag?zul + a§§222
—agz 22+ 2a§§2 Zuq
a7
ajy;
(B.2)
Observemos que del cambio de coordenadas, se tienen las relaciones:
2y = 27322 = &0
Puy = 2% = (Tl
2ut = 272(2%u)? = Rl
zup = z712%w = (o

Sustituyendo en (B.2), tenemos:
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B.1. HY(Wa, End(TWs))

532 - 2azst 53

4
zsté
2
wtf

+00 +00 400

>33 | e
t=0 s=0 i=—o0 2aZ§2€U + azsté ’
zstf + 2a’zst f'Ul
ist 52
a®

ist

_2azst£ U1 +4a’z(§t)€2’u%_

als)et + 2a0)e 1y,
25 ySul,

§

(B.3)

Quitando en (B.3) los términos holomorfos en la carta V', nos queda:

0
0
0
f _a(—A‘iOtg_S —d! QOtf ’—a
(JY @ J)o' ~ 0
t=0 —CL(6) —1
0 ¢
—aTg &
0
0

o O O o O
o O O O O

(4)

1
“3068 —CL 11tf (]

Uz
0 0 0
0 0 0
0 0 0
2 gl 0 0
0 , 0 , 0
0 27 b, 0
0 0 2t
0 0 0
0 0 0

>0
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B.1. HY(W,, End(TW2))

Este resultado, prueba que el espacio de deformaciones de T'W; es infinito dimen-
sional, asi como también lo es el de W5, sin embargo, tenemos mas direcciones
de deformacion para T'Wy que para Ws. En términos geométricos, no todas las
direcciones a partir del calculo de la cohomologia dan lugar a deformaciones ya
sea de Wy como de su fibrado tangente. A partir de este ultimo célculo, vemos
que la cohomologia con coeficientes en End T'W, puede dar lugar a deformaciones
de T'W5 como variedad, que no se corresponden con deformaciones de W5.
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