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Resumen.

La teoŕıa de deformaciones de estructuras complejas tiene dos corrientes prin-

cipales, por un lado K. Kodaira con su trabajo “Complex manifolds and deforma-

tions of complex structures”[Ko] y por otro, M. Kuranishi, con “On deformations

of compact complex structures”[Ku]. En el presente trabajo, comenzamos con

una descripción, a nivel general, de la teoŕıa de deformaciones de estructuras

complejas, basada esencialmente en el trabajo de Kodaira. La teoŕıa de deforma-

ciones para variedades no compactas está aún en franco desarrollo, en este sentido,

desarrollamos y probamos algunos nuevos resultados para el caso de 3-variedades

Calabi-Yau, concretamente, variedades del tipo:

Wk := Tot(OP1(−k)⊕OP1(k − 2)); k ≥ 1.

Por un lado, en Teorema 6.1.1 probamos que W1 es formalmente ŕıgido, esto es,

su primer grupo de cohomoloǵıa con coeficientes en el haz tangente es igual cero.

Por otro lado, en Teorema 6.3.2 mostramos que W2 tiene un espacio de deforma-

ciones infinito dimensional, más aún, construimos una familia de deformaciones

de dimensión infinita y damos expĺıcitamente los cambios de coordenadas de

tales variedades. Que la familia de deformaciones de W2 sea de dimensión infini-

ta, es un resultado que sorprende, pues esto no ocurre en el caso 2-dimensional

para un cierto tipo de superficies, las cuales también correponden a espacios

totales de fibrados de ĺınea sobre la ĺınea proyectiva compleja. Concretamente,

hacemos referencia a los resultados en [BG], donde se prueba que las superficies

Zk := Tot(OP1(−k)); k ≥ 1, tienen espacio de deformaciones de dimensión finita,

espećıficamente de dimensión k − 1. Finalmente, cabe mencionar que para Wk

con k ≥ 3, caracterizar su espacio de deformaciones, es aún un problema abierto.
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Introducción

La teoŕıa geométrica de deformaciones de estructuras complejas tiene impor-

tantes aplicaciones a la f́ısica matemática. Particularmente interesante es el caso

de las 3-variedades Calabi-Yau, las cuales corresponden a variedades complejas

de dimensión real seis. En tal caso, una dirección de deformación no trivial, da

origen, en un cierto sentido, a una teoŕıa de Gravedad de tipo Kodaira-Spencer.

El objetivo de esta tesis es describir en detalle casos concretos de deformación de

la estrucutura compleja en que la 3-variedad Calabi-Yau es tórica.

En términos histórios, el punto de partida de la teoŕıa de deformaciones de

estructuras complejas, se puede situar en la segunda mitad del siglo XIX, con-

cretamente en una memoria de Bernhard Riemann, sobre Funciones Abelianas,

trabajo publicado en 1857, donde se interesó por deformaciones de la estructura

compleja de superficies de Riemann. En este trabajo, Riemann calculó el núme-

ro de parámetros efectivos sobre los cuales depend́ıa la deformación. En tanto

que, para el caso de Superficies Algebraicas, Max Noether fue quien primero se

interesó por esta área en trabajos que se remontan a 1888. No obstante, para

dimensiones más altas, no hubo grandes avances hasta mediados del siglo XX,

cuando Frölicher y Nijenhuis, en un trabajo publicado en 1957, obtuvieron un

importante resultado sobre estabilidad de estructuras complejas usando técnicas

de geometŕıa diferencial.

Ya bien entrado el siglo XX, Kunihiko Kodaira y Donald C. Spencer, desarro-

llaron la teoŕıa de deformación de estructuras complejas para variedades comple-

jas compactas en un sentido más general. Importantes resultados fueron recogidos

en el libro de introducción a la teoŕıa de deformaciones “Complex manifolds and

deformations of complex structures”, ver [Ko]. El estudio de las deformaciones de

estructuras complejas sobre variedades compactas, surge a partir de la teoŕıa de

operadores diferenciales eĺıpticos. Aunque la teoŕıa de deformaciones en el caso
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compacto cuenta con una gran cantidad de importantes resultados, todav́ıa que-

da mucho por saber. En lo que respecta a variedades no compactas, la teoŕıa no

está completamente desarrollada, más bien hay mucho por estudiar y es en esta

ĺınea que dirigimos el presente trabajo.

En esta oportunidad estamos interesados en el estudio de las deformaciones

de la estructura compleja de variedades no compactas del tipo:

Wk := Tot(OP1(−k)⊕OP1(k − 2)).

Tales Wk, corresponden a lo que se conoce como Calabi-Yau 3-folds, variedades

de dimensión compleja tres (esto es, dimensión real seis) con fibrado canónico

trivial.

Las variedades Calabi-Yau fueron originalmente definidas como Variedades

Kähler Compactas con primera clase de Chern nula y, en particular, una métrica

de Ricci plana, sin embargo, hoy en d́ıa también se usan otras definiciones al-

ternativas no necesariamente equivalentes. Eugenio Calabi (1954, 1957) primero

conjeturó la existencia de superficies con las caracteŕısticas antes mencionadas,

posteriormente Shing-Tung Yau (1978) fue quien probó la conjetura de Calabi, es

decir, demostró la existencia de tales espacios; inicialmente denominados espacios

Calabi-Yau por Candelas et al. (1985). Algunos ejemplos de variedad Calabi-Yau

son:

En una dimensión, el único ejemplo compacto corresponde al Toro. Una

1-variedad Calabi-Yau es una curva eĺıptica compleja, en particular, alge-

braica.

En dos dimensiones, las superfices K3 son los únicos ejemplos compactos

simplemente conexos. Las superficies Abelianas son ejemplos de variedades

Calabi-Yau no simplemente conexas.

En tres dimensiones, clasificar las variedades Calabi-Yau es aún un problema

abierto. Un ejemplo es la 3-variedad qúıntica en CP4, variedad algebraica

dada por todos los ceros de un polinomio homogéneo de grado cinco en CP4.

En el presente trabajo, estudiaremos deformaciones de la estructura compleja

de 3-variedades Calabi-Yau definidas como espacios totales de fibrados. Concre-

tamente, estudiaremos aquellas del tipo:

Wk = Tot(OP1(−k)⊕OP1(k − 2)); k = 1, 2.
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Aqúı la suma en paréntesis, corresponde a la suma de Whitney y Tot indica

espacio total del fibrado. Además, OP1(−k) y OP1(k−2), corresponden a fibrados

de rango uno sobre la ĺınea proyectiva P1 con primera clase de chern −k y k − 2

respectivamente. En particular, es común escribir OP1 para referirnos a OP1(0).

En adelante se hará uso de esta notación siempre que no haya lugar a confusión.

Este trabajo está dividido en dos partes, la primera, enfocada a una revisión

de la teoŕıa general y la segunda, donde se presentan los resultados obtenidos en

el estudio de las deformaciones propiamente tal. La primera parte comprende los

caṕıtulos uno, dos y tres. El primero corresponde a una revisión de algunos resul-

tados elementales del cálculo en varias variables complejas, variedades complejas

y fibrados vectoriales. El segundo, es una revisión a modo general, de la teoŕıa

de deformaciones para variedades complejas compactas, en el sentido de Kodaira

[Ko]. El caṕıtulo tres contempla una breve introducción a la teoŕıa de haces y

cohomoloǵıa, con especial énfasis en la cohomoloǵıa de Čech, la cual será utili-

zada posteriormente para el desarrollo de los resultados originales presentados.

La segunda parte corresponde a los caṕıtulos cuatro al seis. El cuarto caṕıtulo

está dedicado a una breve revisión de los resultados obtenidos por Barmeier y

Gasparim en [BG], donde estudiaron las deformaciones de superficies locales, es

decir, teoŕıa de deformaciones en el contexto 2-dimensional. El caṕıtulo cinco,

recoge los principales cálculos de cohomoloǵıa de Čech que son necesarios para

comprender los resultados presentados en el caṕıtulo seis. En el último caṕıtulo,

presentamos nuestros principales resultados, esto es, la rigidez de W1, en el entedi-

do de que no tiene deformaciones y para W2, probaremos que tiene un espacio de

deformaciones infinito dimensional, además presentamos una familia de deforma-

ciones de dimensión infinita. Finalmente, incluimos un apéndice, donde miramos

nuestros resultados en el contexto de la teoŕıa de deformaciones presentada por

Kuranishi en [Ku].
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Caṕıtulo 1

Varias variables complejas

En este caṕıtulo, hacemos una revisión de los hechos básicos sobre cálculo

en variable compleja. Salvo que se afirme lo contrario, todos los lemas, teoremas

y/o corolarios fueron extráıdos de [Ko].

1.1. Funciones holomorfas

Denotamos por Cn, al espacio complejo n-dimensional, que corresponde al

conjunto de n-tuplas (z1, . . . , zn) de números complejos zi, i = 1, . . . , n. Notemos

que Cn no es más que el producto cartesiano de n-copias del plano complejo

C. Escribimos z = (z1, . . . , zn) para referirnos a un punto de Cn y z1, . . . , zn
son las coordenadas o componentes de z. Por otro lado, haciendo zj = x2j−1 +

ix2j, j = 1, . . ., llamamos parte real de zj a x2j−1 y parte imaginaria a x2j, aqúı i

corresponde a la unidad imaginaria, esto es i2 = −1. Con esta descomposición,

tenemos un isomorfismo entre Cn y el espacio Euclidiano 2n-dimensional R2n,

mediante la identificación:

z = (x1, x2, . . . , x2n−1, x2n).

Sean z = (z1, . . . , zn) y w = (w1, . . . , wn) puntos en Cn. Se define la combinación

lineal λz + µw de z y w, vistos como vectores, por:

λz + µw = (λz1 + µw1, . . . , λzn + µwn),

1



1.1. FUNCIONES HOLOMORFAS

donde λ y µ son números complejos. Esto convierte a Cn en un espacio vectorial

sobre los números complejos. La norma usual en Cn está dada por:

|z| =
√
|z1|2 + · · ·+ |zn|2. (1.1)

De (1.1), es inmediato que:

|λz| = |λ||z|, (1.2)

|z + w| ≤ |z|+ |w|. (1.3)

La distancia entre dos puntos z, w ∈ Cn está dada por:

|z − w| =
√
|z1 − w1|2 + · · ·+ |zn − wn|2.

La topoloǵıa usual en Cn es la inducida por la topoloǵıa euclidiana en R2n. Aśı,

por ejemplo, un subconjunto D ⊂ Cn es un dominio en Cn si D es un dominio,

considerado como un subconjunto de R2n. Una función a valores complejos f(z) =

f(z1, . . . , zn) definida sobre un dominio D en Cn es continua, si f(z) es continua

como función en las variables reales x1, x2, . . . , x2n.

Ahora consideremos una función a valores complejos f(z) = f(z1, . . . , zn) de n

variables z1, . . . , zn definida sobre un dominio D en Cn.

Definición 1.1.1. Si f(z) = f(z1, . . . , zn) es continua en D ⊂ Cn y holomorfa

en cada variable zk, k = 1, . . . , n, por separado, f(z1, . . . , zn) es dicha holomorfa

en D. También se dice que f(z) = f(z1, . . . , zn) es una función holomorfa de n

variables z1, . . . , zn.

Aqúı, decir que f(z) = f(z1, . . . , zn) es holomorfa en cada variable zk por

separado, significa que f(z1, . . . , zn) es una función holomorfa en zk cuando las

otras variables están fijas.

Ahora veamos cómo, la fórmula integral de Cauchy con respecto a un ćırculo

para funciones holomorfas de una variable, se puede extender al caso de funciones

holomorfas de n-variables.

Dado un punto c = (c1, . . . , cn) ∈ Cn y números reales positivos r1, . . . , rn, defi-

nimos

Ur(c) = {z = (z1, . . . , zn); |zk − ck| < rk, k = 1, . . . , n}, (1.4)

2



1.1. FUNCIONES HOLOMORFAS

donde rk denota la k-ésima componente de r = (r1, . . . , rn). Sea Urk(ck) el

disco de centro en ck y radio rk sobre el plano zk. Entonces tenemos:

Ur(c) = Ur1(c1)× · · · × Urn(cn). (1.5)

Aśı, llamamos a Ur(c) el polidisco con centro c. Denotamos por Ck al borde o

frontera de Ur(c), esto es, el ćırculo de radio rk con centro ck sobre el zk-plano.

Ck es parametrizado por θk 7→ γ(θk) = ck+rke
iθk , donde 0 ≤ θk ≤ 2π. El producto

de C1, C2, . . . , Cn
Cn = C1 × · · · × Cn (1.6)

es llamado el conjunto determinante del polidisco Ur(C). Cn corresponde a un

toro n-dimensional. Dada una función continua ψ(ζ) = ψ(ζ1, . . . , ζn), con ζ1 ∈
C1, . . . , ζn ∈ Cn, definimos su integral sobre Cn por∫

Cn

ψ(ζ)dζ1 · · · dζn =

∫
C1

· · ·
∫
Cn

ψ(ζ)dζ1 · · · dζn

=

∫ 2π

0

· · ·
∫ 2π

0

ψ(γ1(θ1), . . . , γn(θn))γ′1(θ1) . . . γ′n(θn)dθ1 . . . dθn.

Teorema 1.1.2. Sea f = f(z1, . . . , zn) una función holomorfa en un dominio

D ⊂ Cn. Considere un polidisco Ur(c) con [Ur(c)] ⊂ D. Entonces, para z ∈ Ur(c),

f(z) es representada por:

f(z) =

(
1

2πi

)n ∫
Cn

f(ζ1, . . . , ζn)

(ζ1 − z1) · · · (ζn − zn)
dζ1 · · · dζn,

donde [ ] denota la clausura.

Teorema 1.1.3. Una función holomorfa f(z) = f(z1, . . . , zn) de n-variables en

un dominio D ⊂ Cn es arbitrariamente diferenciable en z1, . . . , zk en D, y todas

sus derivadas parciales ∂m1+···+mnf(z)/∂zm1
1 · · · ∂zmn

n son holomorfas en D. Más

aún, tomando un polidisco Ur(c) tal que [Ur(c)] ⊂ D, tenemos

∂m1+···+mn

∂zm1
1 · · · ∂zmn

n

f(z1, . . . , zn) =
m1! · · ·mn!

(2πi)n

∫
Cn

f(ζ1, . . . , ζn)dζ1 · · · dζn
(ζ1 − z1)m1+1 · · · (ζn − zn)mn+1

en Ur(c).

3



1.1. FUNCIONES HOLOMORFAS

Teorema 1.1.4. Sea f(z) = f(z1, . . . , zn) una función holomorfa en un dominio

D ⊂ Cn, y c = (c1, . . . , cn) ∈ D. Entonces, en un polidisco Uρ(c) ⊂ D con centro

en c, f(z) tiene una expansión en serie de potencias de z1 − c1, . . . , zn − cn,

f(z) =
+∞∑

m1,...,mn=0

am1···mn(z1 − c1)m1 · · · (zn − cn)mn ,

la cual es absolutamente convergente en Uρ(c). El coeficiente am1···mn está dado

por

am1···mn =
1

m1! · · ·mn!
f (m1···mn)(c1, . . . , cn).

Series de Potencias

En esta sección, vamos a considerar series de potencias del tipo:

P (z) = P (z1, . . . , zn) =
+∞∑

m1,...,mn=0

am1···mnz
m1
1 · · · zmn

n

con centro en 0. Si P (z) es convergente en z, denotamos su suma por la misma

notación P (z).

Teorema 1.1.5. Sea w = (w1, . . . , wn) tal que w1 6= 0, . . . , wn 6= 0. Si P (z) es

convergente en z = w, entonces P (z) es absolutamente convergente para |z1| <
|w1|, . . . , |zn| < |wn|, y su suma P (z) es una función holomorfa de n variables

z1, . . . , zn en Uρ(0) donde ρ = (|w1|, . . . , |wn|).

Reemplazando zk por zk− ck, k = 1, . . . , n, obtenemos una serie de potencias

P (z − c) = P (z1 − c1, . . . , zn − cn) =
∞∑

m1,...,mn=0

am1···mn(z1 − c1)m1 · · · (zn − cn)mn

con centro en c = (c1, . . . , cn).

Corolario 1.1.6. Si una serie P (z − c) es convergente en w = (w1, . . . , wn) con

w1 6= c1, . . . , wn 6= cn, P (z−c) es absolutamente convergente si |zk−ck| < |wk−ck|,
k = 1, . . . , n, y su suma P (z − c) es una función holomorfa en Uρ(c), donde

ρ = (|w1 − c1|, . . . , |wn − cn|).

4



1.1. FUNCIONES HOLOMORFAS

La región de convergencia de una serie de potencias P (z − c) es la unión

D =
⋃
Up(c) de todos los polidiscos Up(c) donde P (z − c) es absolutamente

convergente. Una región de convergencia D es un dominio si no es vaćıa. En el

caso n = 1, la región de convergencia de una serie de potencias es un conjunto

vaćıo, un disco abierto o todo C, pero en el caso n ≥ 2, la región de convergencia

de una serie de potencias, puede tomar varias formas.

El siguiente teorema, se sigue directamente del corolario 1.1.6 y del teorema

1.1.4.

Teorema 1.1.7. Una función f(z) = f(z1, . . . , zn) de n variables complejas es

holomorfa en un dominio D ∈ Cn si y sólo si, para todo punto c ∈ D, f(z) tiene

una expansión en serie de potencias P (z − c) la cual es convergente en alguna

vecindad de c.

Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Primero consideremos una función f(z) de una variable compleja z conti-

nuamente diferenciable en un dominio D ⊂ C. Descompongamos z y f(z) en

sus partes real e imaginaria, escribiendo z = x + iy y f(z) = u + iv. Entonces

u := u(x, y) y v := (x, y) son funciones continuamente direnciables de coordena-

das reales x, y en D. Usando z y z̄, tenemos

x =
1

2
(z + z̄), y =

1

2i
(z − z̄).

Aunque z y z̄ no son variables independientes, podemos considerar como si lo

fueran, definimos entonces la derivadas parciales de f(z) con respecto a z y z̄ por

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
,

∂f

∂z̄
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
. (1.7)

En términos de u y v, tenemos

∂f

∂z
=

1

2
(ux + vy) +

i

2
(−uy + vx),

∂f

∂z̄
=

1

2
(ux − vy) +

i

2
(uy + vx).

(1.8)

5



1.2. APLICACIONES HOLOMORFAS

Por lo tanto, usando (1.7), las ecuaciones de Cauchy-Riemann: ux = vy, uy =

−vx, es escrita como
∂f

∂z̄
= 0.

Aśı, una función continuamente diferenciable f(z) es una función holomorfa de z

en un dominio D si y sólo si, ∂f/∂z̄ = 0 idénticamente en D. Si f(z) es holomorfa,

∂f/∂z = ux + ivx = f ′(z) por (1.8), es decir, para una función holomorfa f(z), la

derivada parcial (∂f/∂z)(z) es idéntica a la derivada compleja o derivada total

df(z)/dz. Ahora consideremos una función f(z) = f(z1, . . . , zn) de n-variables

complejas. Sea f(z) = u + iv como antes. f(z) se dice continuamente diferen-

ciable , Cr, C∞, etc. en las coordenadas reales x1, . . . , x2n. Sea f(z) una función

continuamente diferenciable en un dominio W ⊂ Cn.

Como x2k−1 = 1
2
(zk + z̄k), x2k = 1

2i
(zk − z̄k), k = 1, . . . , n, tenemos

∂f

∂zk
=

1

2

(
∂f

∂x2k−1

− i ∂f
∂x2k

)
,

∂f

∂z̄k
=

1

2

(
∂f

∂x2k−1

+ i
∂f

∂x2k

)
.

Como f(z) = f(z1, . . . , zn) es continuamente diferenciable, con mayor razón con-

tinua, f(z) es una función holomorfa de n-variables si y sólo si f(z) es holomorfa

en cada zk separadamente. Por lo tanto, de los resultados previos, obtenemos el

siguiente teorema.

Teorema 1.1.8. Sea f(z) = f(z1, . . . , zn) una función continuamente diferencia-

ble de n-variables complejas en un dominio D ⊂ Cn. Entonces f(z) es holomorfa

en D si y sólo si,
∂f

∂z̄k
= 0, k = 1, . . . , n.

1.2. Aplicaciones holomorfas

En esta sección, vamos a considerar una aplicación Φ: z 7→ w = Φ(z) de un

dominio D ⊂ Cn en Cm.

En coordenadas complejas, podemos escribir Φ de la siguiente manera:

Φ: z = (z1, . . . , zn) 7→ (w1, . . . , wm) = (ϕ1(z), . . . , ϕm(z)).

Entonces Φ es continua, continuamente diferenciable, C∞ en D si cada ϕi(z), i =

1, . . . ,m, lo es en D respectivamente.
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1.3. VARIEDADES COMPLEJAS

Definición 1.2.1. Φ se dice holomorfa en D, si w1 = φ1(z), . . . , wm = φm(z) son

funciones holomorfas de n variables z1, . . . , zn. Si una aplicación Φ : z 7→ w =

Φ(z) es holomorfa, la matriz

(
∂wj
∂zk

)
j=1,...,m

k=1,...,n

=


∂w1

∂z1
· · · ∂w1

∂zn
...

. . .
...

∂wm

∂z1
· · · ∂wm

∂zn


es llamada la Matriz Jacobiana de Φ, y se denota por ∂(w1, . . . , wm)/∂(z1, . . . , zn).

En particular, si m = n, el determinante de la matriz Jacobiana de Φ:

J(z) = det
∂(w1, . . . , wm)

∂(z1, . . . , zn)
(1.9)

es llamado el Jacobiano de Φ.

1.3. Variedades complejas

Definición 1.3.1. Una variedad topológica de dimensión n ≥ 0 es un espacio

topológico M tal que para cada p ∈M existe un entorno abierto Up ⊂M homeo-

morfo a un abierto de Rn mediante ϕp : Up −→ Vp ⊂ Rn. Un par (Up, ϕp) bajo

estas condiciones se denomina carta o sistema coordenado sobre M .

Sean (Uα, ϕα) y (Uβ, ϕβ) dos cartas para una variedad M , tales que Uα∩Uβ 6=
∅. Dado un punto p ∈ Uα ∩Uβ, a la composición ϕα ◦ϕ−1

β se le denomina función

de transición, cambio de cartas o cambio de coordenadas de M . Notemos que

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ)−→ϕα(Uα ∩ Uβ).

Definición 1.3.2. Una variedad diferenciable M de clase Ck, es una variedad

topológica tal que el cambio de coordenadas es diferenciable de clase Ck.

Es común hablar de variedades suaves para referirnos a variedades de clase

C∞.

Definición 1.3.3. Una variedad compleja suave de dimensión n es una varie-

dad suave que admite un cubrimiento {Uα} y cartas ϕα : Uα−→Cn tales que las

funciones de transición ϕα ◦ ϕ−1
β son holomorfas en Uα ∩ Uβ para cada α, β.
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La figura 1.1 ilustra una variedad compleja M con cartas (Uα, ϕα) y (Uβ, ϕβ)

con cambio de coordenadas ϕβ ◦ ϕ−1
α

Ejemplo 1.3.4. Una variedad compleja de dimensión uno es llamada una super-

ficie de Riemann.

Definición 1.3.5. Dado un cubrimiento abierto U = {Uj}j∈J de una variedad M .

Decimos que U es un cubrimiento localmente finito si, dado un punto cualquiera

p ∈M , la cantidad de abiertos Uj que contienen al punto p es finita.

El siguiente ejemplo será usado más adelante,(en el caso en que el cuerpo

K ∼= C y n = 1):

Ejemplo 1.3.6. El espacio projectivo PnK sobre un cuerpo K es una variedad

cuyos puntos parametrizan los subespacios de dimensión 1 del espacio Kn+1, esto

es,

PnK :=
Kn+1 − {0}

z ∼ λz, λ ∈ K− {0}
.

Escribimos RPn ó CPn para los espacios proyectivos sobre R o C, respectivamente.

Cada punto en Kn − {0} define una clase de equivalencia [x0, . . . , xn] ∈ PnK a las

cuales llamamos coordenadas homogéneas. Dado λ ∈ Kn − {0}, las coordenadas

homogéneas satisfacen [λx0, . . . , λxn] = [x0, . . . , xn] por definición. Se definen las

cartas canónicas del espacio proyectivo (como variedad compleja) de la siguiente

forma: Ui = {[x0, . . . , xn]|xi 6= 0} y la aplicación

φi : Ui−→Cn

[x0, . . . , xn] 7→
(
x0

xi
, . . . , 1̂i, . . . ,

xn
xi

)
es un difeomorfismo para cada i = 0, . . . , n. (Aqúı 1̂i signfica omitir la i-ésima

coordenada.)

8



1.3. VARIEDADES COMPLEJAS

ϕα ϕβ

Cn

M

Cnϕβ ◦ ϕ−1
α

Uα ∩ Uβ

Uα Uβ

Figura 1.1: Una variedad compleja M de dimensión n, con cartas ϕα y ϕβ.

Definición 1.3.7. Sean Mm y Nn dos variedades complejas y f : M−→N una

aplicación entre ellas. Decimos que f es holomorfa si existen cartas ϕ : U−→Cm

de M y ψ : V−→Cn de N tales que ψ ◦ f ◦ ϕ−1|ϕ(U) está bien definida y es holo-

morfa.

Denotamos por OM(U) := {f : U−→C|f es holomorfa} el anillo de aplica-

ciones holomorfas sobre M .

Definición 1.3.8. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita. Un endomor-

fismo J : V−→V tal que J2 = −IdV , se dice un estructura casi compleja sobre

V .

Ejemplo 1.3.9. Sea V un espacio vectorial. La aplicación J : v 7→ i ·v define una

9



1.3. VARIEDADES COMPLEJAS

estructura casi compleja, pues para cada v ∈ V , tenemos que J2(v) = I ◦ J(v) =

J(i · v) = i2 · v = −v, es decir: J2 = −idV .

Lema 1.3.10. Si J es una estructura casi compleja en un espacio vectorial real

V , entonces V admite de manera natural, una estructura de espacio vectorial

complejo.

Demostración. Para cada v ∈ V , definimos (a + ib)v = av + bJ(v) con a, b ∈ R.

Como J es un endomorfismo, se sigue que:

(a+ ib)(v + w) = (a+ ib)v + (a+ ib)w,

para cualesquiera v, w. Como J2 = −id, tenemos que

(a+ ib)((c+ id)v) = (a+ ib)(cv + dJ(v))

= a(cv + dJ(v)) + ibJ(cv + dJ(v))

= acv + adJ(v) + ibcJ(v)− bdv
= (ac− bd)v + (ad+ bc)J(v)

= (ac− bd+ i(ad+ bc))v

= ((a+ ib)(c+ id))v.

Observación 1.3.11. Dos variedades complejas pueden ser difeomorfas como

variedades reales (es decir, que existen aplicaciones invertibles, sobreyectivas y

diferenciables entre ambas), pero puede no existir un difeomorfismo anaĺıtico com-

pleja entre ellas (entonces decimos que tienen diferentes estructuras complejas).

Igualmente, dos variedades homeomorfas pueden tener diferentes estructuras co-

mo variedades diferenciables. La diferenciabilidad depende de la elección de las

cartas ϕα, ver [Hori et al, Ejemplo 1.2.1].

Definición 1.3.12. Una estructura casi compleja J en V , es compatible con el

producto escalar 〈·, ·〉, si 〈J(v), J(w)〉 = 〈v, w〉, para todo v, w ∈ V .

Definición 1.3.13. Una métrica Riemanniana g en una variedad compleja M ,

es una estructura Hermitiana en M , si para todo x ∈ M , el producto escalar gx
en TxM es compatible con la estructura cuasi compleja Jx. La (1, 1)-forma real

inducida ω := g(J(·), (·)) es llamada forma fundamental.
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Definición 1.3.14. Una estructura Kähler (o métrica Kähler), es una estructura

Hermitiana g, para la cual la forma fundamental es cerrada, es decir dω = 0. En

este caso, la forma fundamental ω es llamada forma Kähler.

Definición 1.3.15. Una variedad Kähler, es una variedad compleja equipada con

una estructura Kähler.

Definición 1.3.16. Una variedad Calabi–Yau es una variedad compleja suave

Kähler, con fibrado canónico trivial.

Ver la definición de fibrado canónico en 1.4.9.

Existen otras definiciones de variedades Calabi–Yau, las cuales no son nece-

sariamente equivalentes. A continuación, listamos algunas de tales definiciones.

Una variedad Calabi–Yau de dimensión compleja n es una variedad Kähler M ,

que satisface alguna de las siguientes condiciones:

M posee una métrica Kähler con curvatura de Ricci nula;

M posee una n-forma compleja (2n-forma real) de volumen que nunca se

anula;

El grupo estructural de M puede ser reducido de U(n) a SU(n);

M tiene una métrica Kähler con holonomı́a global contenida en SU(n).

Si bien es cierto, existen estas y otras definiciones alternativas, nosotros hablare-

mos de variedad Calabi–Yau en el sentido de 1.3.16.

1.4. Fibrados vectoriales

Definición 1.4.1. Sean B y E variedades diferenciables. Un fibrado vectorial

sobre B dado por (E,B, F, π) está dado por:

i. Una aplicación π : E−→B sobreyectiva de clase C∞.

ii. Para cada b ∈ B, π−1(b) ∼= F , donde F es un espacio vectorial.

11
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iii. Para cada p ∈ B, existe una vecindad U ⊂ B de p y un homeomorfismo

ϕU : U × F−→π−1(U)

tal que v 7→ ϕ(p, v) define un isomorfismo entre los espacios vectoriales

F ∼= Cn y π−1(p).

Se denomina espacio total a la variedad E. π−1(p) se le llama la fibra de E

sobre p, y se denota por Ep, B es llamado el espacio base y π la proyección. Si

B es conexa entonces n es constante y se llama el rango del fibrado. En el caso

n = 1 decimos que E es un fibrado de ĺınea. La condición iii es llamada condición

de trivialidad local y la podemos caracterizar en el siguiente diagrama:

π−1 (U)

U

U × F

π

ϕU

prU

las aplicaciones ϕU son llamadas trivializaciones locales.

Definición 1.4.2. Para cualesquiera dos trivializaciones ϕU y ϕV , las aplicacio-

nes

gUV : U ∩ V → GL(F )

b 7→ {
(
ϕ−1
U ◦ ϕV

)
}{b}×F

se llaman aplicaciones de transición.

Definición 1.4.3. Un fibrado vectorial suave es un fibrado vectorial tal que E y

B son variedades suaves, y π : E → B y las trivializaciones ϕU son aplicaciones

suaves. Un fibrado vectorial complejo es un fibrado vectorial suave, tal que F ∼=
Cn y las aplicaciones de transición gUV (b) ∈ GL (Cn) ⊂ GL (R2n) para cada

b ∈ U ∩ V .

Definición 1.4.4. Un fibrado vectorial holomorfo es un fibrado vectorial com-

plejo tal que E y B son variedades complejas, y π : E → B y las trivializaciones

ϕU : U × Cn → π−1 (U) son holomorfas.
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1.4. FIBRADOS VECTORIALES

Ejemplo 1.4.5. Dada una variedad M , el fibrado (co)tangente es un fibrado

vectorial de rango= dimM .

Lema 1.4.6 (Cociclo de Čech). Las aplicaciones de transición satisfacen las

relaciones

gUV (b) · gV U(b) = id ∀b ∈ U ∩ V
gUV (b) · gVW (b) · gWU(b) = id ∀b ∈ U ∩ V ∩W.

La segunda es llamada cociclo de Čech.

Proposición 1.4.7. Sea B un espacio topológico con cubrimiento U . Dado un

espacio vectorial real F , y aplicaciones {gUV |U, V ∈ U} com gUV (b) ∈ GL(F )

para cada dos abiertos U, V ⊂ B y b ∈ U ∩ V que satisfacen las relaciones de

lemma 1.4.6, entonces existe un único fibrado vectorial π : E → B con fibra F y

aplicaciones de transición {gUV |U, V ∈ U}.
Si exigimos además que B sea una variedad compleja, F ∼= Cn, y las aplica-

ciones gUV (b) ∈ GL (Cn) para cada dos abiertos U, V ∈ U y b ∈ U ∩ V , entonces

existe un único fibrado vectorial complejo con fibra F y aplicaciones de transición

{gUV |U, V ∈ U}.
Si exigimos que las aplicaciones de transición sean holomorfas, entonces exis-

te um único fibrado vectorial holomorfo con fibra F y aplicaciones de transición

{gUV |U, V ∈ U}.

Dem. (esbozo). Defina

E :=

(∑
U

U × F

)/
∼

donde la relación de equivalencia está definida de la siguiente manera. Sea (x, λ) ∈
U × F e (y, µ) ∈ V × F . Entonces decimos que (x, λ) ∼ (y, µ) si x = y y existe

una aplicación de transición gUV tal que λ = gUV (x) · µ. La proyección

π : E → B

[(x, λ)] 7→ x

está bien definida y tiene fibra F .
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Observación 1.4.8. Proposition 1.4.7 muestra que para definir un fibrado vec-

torial sobre una base B, sólo necesitamos saber cuál es el rango y cuáles son las

aplicaciones de transición. Entonces el principio para la construcción de fibra-

dos vectoriales es que las operaciones canónicas entre espacios vectoriales (in-

dependientes de la elección de base) definen también operaciones entre fibrados

vectoriales.

Ejemplo 1.4.9. Sea E → B un fibrado vectorial con fibra F y aplicaciones de

transición {gUV }. Entonces definimos los siguientes fibrados vectoriales:

fibrado dual: E∗ → B con fibra F ∗ por las aplicaciones de transición

hUV (b) :=
(
g−1
UV

)t
(b);

fibrado canónico: si consideramos la r-ésima potencia exterior del fibrado

E, la cual denotamos por
∧r E. Tenemos que este es también un fibrado

con fibra
∧r F y aplicaciones de transición hUV (b) :=

∧r gUV (b). En el caso

que r = dimF , el fibrado vectorial de rango 1 es llamado fibrado canónico.

Ejemplo 1.4.10. Sean : E1 → B y E2 → B dos fibrados vectoriales sobre B con

fibras F1, F2 y funciones de transición {fUV }, {gUV }, respectivamente. Entonces

definimos los siguientes fibrados vectoriales:

suma de Whitney: E⊕E2 como el único fibrado vectorial con fibra F1⊕F2

y funciones de transición {hUV } donde

hUV (b) :=

(
fUV (b) 0

0 gUV (b)

)
;

fibrado tensor:E1 ⊗ E2 como el único fibrado vetorial con fibra F1 ⊗ F2 y

funciones de transición {hUV } donde hUV (b) := fUV (b)⊗ gUV (b)

Ejemplo 1.4.11. La variedad P1 con funciones de transición z−n definen el fi-

brado de rango 1 denotado por O(n). Es claro de la definición que

(O(1))∗ = O(−1),

O(m)⊗O(n) = O (m+ n), y

O(n) = O(1)⊗n.
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Lema 1.4.12. Sea E un fibrado vectorial holomorfo de rango r sobre P1. Entonces

existen enteros a1 ≤ · · · ≤ ar tales que E ∼= O(a1)⊕ · · · ⊕ O(ar).

Observación 1.4.13. El análogo del lema 1.4.12 para Pn, n > 1, es completa-

mente falso.

Definición 1.4.14. Dada f : M → N y un fibrado π : E → N , se define el

pullback de E por f como el único fibrado que completa el diagrama conmutativo:

f ∗E E

M N

f ∗π

f

π

donde f ∗E := {(m, e) ∈M ×E|f(m) = π(e)} y f ∗π = (prM) |f∗E, donde prM es

la proyección en la primera coordenada.

Ejemplo 1.4.15 (Suma de Whitney). Dados los fibrados vectoriales π1 : E1 →M

y π2 : E2 → M , defina la suma de Whitney E1 ⊕ E2 como el pullback del fibrado

producto π1 × π2 por la aplicación diagonal ∆: M →M ×M :

E1 ⊕ E2 E1 × E2

M M ×M

∆∗(π1 × π2)

∆

π1 × π2

Definición 1.4.16. Sea π : E → B un fibrado vectorial (holomorfo). Una sección

de E es una aplicación s : M → E tal que π ◦ s = id (ver fig. 1.2).
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Z

M

s

Figura 1.2: El fibrado vectorial de la banda de Möbius M sobre el ćırculo Z. El

ćırculo es encajado en M como la sección cero del fibrado. En el caso de la banda

de Möbius, cada sección s del fibrado intersecta a la sección cero en un número

impar de puntos.

Como en un fibrado vectorial, las fibras π−1(p) corresponden a espacios vec-

toriales de dimensión finita, siempre existe una sección cero s : B → E definida

en cada trivialización ϕ : U × F → π−1(U) como

s|U : U → π−1(U)

b 7→ ϕ(b, 0).

Esta sección está bien definida pues las funciones de transición son lineales y

llevan el cero en el cero.

Definición 1.4.17. El fibrado tangente holomorfo de una variedad compleja sua-

ve M , de dimensión n, es el fibrado vectorial holomorfo TM de rango n dado por

las funciones de transición ψij(z) = J(ϕij)(ϕj(z)). El fibrado cotangente holo-

morfo, denotado T ∗M es el dual de TM .
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Caṕıtulo 2

Teoŕıa general de deformaciones

2.1. Familia diferenciable

2.1.1. Introducción

Recordemos que una variedad diferenciable compleja M = Mn puede consi-

derarse como el pegado de los dominios U1, . . . ,Uj, . . . en Cn, es decir, M =
⋃
j Uj.

Si escribimos como fjk las transformaciones de coordenadas, tenemos que

fjk : zk−→zj = (z1
j , . . . , z

n
j ) = fjk(zk),

aqúı fjk es una aplicación biholomorfa del conjunto abierto Ukj ⊂ Uk en Ujk ⊂ Uj,
y zj ∈ Uj y zk ∈ Uk son el mismo punto de M si zj = fjk(zk). Escrita en detalle,

zj = fjk(zk) es de la forma:

zαj = fαjk(zk) = fαjk(z
1
k, . . . , z

n
k ), α = 1, . . . , n. (2.1)

En adelante, escribiremos Uj en vez de Uj por simplicidad, esto es, Uj = Uj.
Por teorema 2,1 [Ko], pág. 33, podemos asumir que U = {Uj|j = 1, 2, . . .} es una

cubrimiento abierto localmente finito de M , y que cada Uj es un polidisco del

tipo:

Uj = {zj ∈ Cn||z1
j | < r1

j , . . . , |znj | < rnj }. (2.2)

Reemplazando zαj por zαj /r
α
j , podemos asumir que Uj es de radio 1:
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2.1. FAMILIA DIFERENCIABLE

Uj = {zj ∈ Cn||z1
j | < 1, . . . , |znj | < 1}. (2.3)

Más aún, si M es compacta, U = {Uj} puede considerarse un cubrimien-

to abierto finito. Aśı, una variedad compleja compacta, es obtenido pegando

un número finito de polidiscos U1, . . . , Uj, . . . , Ul identificando zk ∈ Uk y zj =

fjk(zk) ∈ Uj : M =
⋃l
j=1 Uj. Intuitivamente, una deformación de M se puede

entender como el pegado de los mismos polidiscos Uj, v́ıa una identificación di-

ferente, esto es, variando las funciones de transición asociadas a la variedad. En

otras palabras, reemplazando fαjk(zk) en (2.1), por las funciones

fαjk(zk, t) = fαjk(zk, t1, . . . , tm), fαjk(zk, 0) = fαjk(zk),

de zk y el parámetro t = (t1, . . . , tm), obtenemos deformaciones Mt de M = M0

pegando los polidiscos U1, . . . , Ul, identificando zk ∈ Uk con zj = fjk(zk, t) ∈ Uj.
En un principio, esta idea de deformación fue considerada como la idea funda-

mental de la teoŕıa de deformaciones de estructuras complejas por Kodaira y

Spencer. Sin embargo, esta idea causó cierto escpeticismo en los autores, pues la

estructura compleja de la variedad Mt =
⋃
j Uj, definida mediante la identifica-

ción zj = fjk(zk, t) podŕıa no variar con respecto a t.

Veamos un ejemplo de esto, sea ζj = (ζ1
j , . . . , ζ

n
j ) las coordenadas locales de M ,

y elijamos funciones holomorfas zαj = zαj (ζj, t), α = 1, . . . , n, de (n + 1) variables

(ζj, t) = (ζ1
j , . . . , ζ

n
j , t), definidas en ζj ∈ Uj, |t| < 1, tal que la aplicación

zj : ζj−→zj(ζj, t) = (z1
j (ζj, t), . . . , z

n
j (ζj, t))

nos da nuevas coordenadas locales de M sobre Uj. Sea

zk−→zj = fjk(zk, t)

la transformación de coordenadas. Entonces, como

zαj (ζj, t) = fαjk(zk(ζk, t), t), ζj = fjk(ζk),

fαjk(zk, t) en general depende de t. Pero como {z1, . . . , zj, . . .} es un sistema de

coordenadas locales complejas de la variedad compleja dada M , Mt =
⋃
j Uj

obtenida v́ıa la identificación zj = fjk(zk, t) es solo M , por lo tanto Mt no vaŕıa

con respecto a t. Aśı, en apariencia Mt depende de t, pero en realidad no es aśı.
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2.1. FAMILIA DIFERENCIABLE

De este modo, al no contar con un criterio que permita determinar cuándo una

deformación Mt depende del parámetro t, la idea antes mencionada, no es tan

eficiente como se desea. La forma en que se modifican o perturban las funciones

de transición no es antojadiza, producto de esto, veremos más tarde cómo las

deformaciones de la estructura compleja dada por las funciones de transición de

la variedad se relacionan con el primer y segundo grupo de cohomoloǵıa de la

variedad.

No obstante lo anterior, A. Frölicher en conjunto con A. Nijenhuis, siguiendo

un método de geometŕıa diferencial, mostraron la rigidez de Pn, lo cual dió un

nuevo impulso a la teoŕıa de deformaciones iniciada por K. Kodaira y D. C.

Spencer.

2.1.2. Familia diferenciable

En un principio, no era claro el hecho de que el parámetro que aparećıa en

la definición de una variedad compleja es en general un complejo, y que por lo

tanto, como una familia de variedades complejas Mt dependiendo del parámetro

t = (t1, . . . , tm), es más natural, considerar una familia anaĺıtica compleja, en el

sentido de ([Ko], Def. 2.8, pág. 59). De esta forma, consideremos el caso en que

fαjk(zk, t) = fαjk(zk, t1, . . . , tm) son funciones C∞ de parámetros reales t1, . . . , tm.

Para esto, se introduce el concepto de una familia diferenciable de variedades

complejas compactas.

La definición de una familia diferenciable de variedades complejas compactas es el

análogo C∞ de la definición de familia anaĺıtica compleja {Mt|t ∈ B} = (M, B, ω̄)

dada en ([Ko], sección 2.3 (a)). Veamos a continuación, una definición más precisa.

Sea M una variedad diferenciable, B un dominio en Rn y ω̄ una aplicación

C∞ deM sobre B. Supongamos que el rango que la matriz Jacobiana de ω̄ es igual

a m en todo punto de M. Entonces podemos elegir un sistema de coordenadas

locales C∞{x1, . . . , xj, . . .}, xj : p−→xj(p) satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. xj(p) = (x1
j(p), . . . , x

k
j (p), t1, . . . , tm), (t1, . . . , tm) = ω̄(p),

2. {Uj} es un cubrimiento abierto localmente finito de M, donde Uj es el

dominio de xj.

Por lo tanto, para cada punto t ∈ B, si ω̄−1(t) es conexa, ω̄−1(t) es una variedad
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2.1. FAMILIA DIFERENCIABLE

diferenciable, cuyo sistema de coordenadas locales C∞ está dado por

{p−→(x1
j(p), . . . , x

k
j (p))|Uj ∩ ω̄−1(t) 6= ∅}.

Más aún, si ω̄−1(t) es compacta, tomando cada t0 ∈ B, un multiintervalo I tal que

t0 ∈ I ⊂ [I] ⊂ B, vemos que por ([Ko], Teo. 2.4, pág 64), ω̄−1(I) = ω̄−1(t0)× I.

Definición 2.1.1. Sea Mt = Mn
t una variedad compleja compacta para cada

punto t de un dominio B ⊂ Rm. Entonces {Mt|t ∈ B} es llamada una familia

diferenciable de variedades complejas compactas si hay una variedad diferenciable

M y una aplicación C∞ ω̄ deM sobre B, satisfaciendo las siguientes condiciones:

(i) El rango de la matriz Jacobiana de ω̄ es igual a m en todo punto de M.

(ii) Para t ∈ B, ω̄−1(t) es un subconjunto conexo de M.

(iii) ω̄−1(t) = Mt.

(iv) Existe un cubrimiento abierto localmente finito {Uj|j = 1, 2, . . .} de M y

funciones C∞ de valor complejo z1
j (p), . . . , z

n
j (p), j = 1, 2, . . . , definida

sobre Uj tal que, para cada t

{p−→(z1
j (p), . . . , z

n
j (p))|Uj ∩ ω̄−1(t) 6= ∅} (2.4)

forma un sistema de coordenadas locales complejas de Mt.

Por (I) y (II), cada ω̄−1(t) es una variedad diferenciable compacta. La con-

dición (III) significa que ω̄−1(t) es la variedad diferenciable subyacente de Mt.

Decimos que t ∈ B es el parámetro de la familia diferenciable {Mt|t ∈ B} y que

B es el espacio parámetro o espacio base.

Denotamos la familia diferenciable {Mt|t ∈ B} por (M, B, ω̄) o simplemente

por M. Si escribimos zαj (p) = x2α−1
j (p) + ix2α

j (p), α = 1, . . . , n, para separar en

sus partes real e imaginaria y colocamos

xj(p) = (x1
j(p), x

2
j(p), . . . , x

2n
j (p), t1, . . . , tm), (t1, . . . , tm) = ω̄(p),

entonces por la condición (IV ), {xj|j = 1, 2, . . .}, xj : p→ xj(p) forma un sistema

de coordenadas locales C∞ de la variedad diferenciableM. Además, xj aplica Uj
diferenciablemente en R2n×B. Introduciendo coordenadas complejas en R2n por

(z1, . . . , zn) = (x1 + ix2, . . . , x2n−1 + ix2n),
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2.1. FAMILIA DIFERENCIABLE

consideramos a R2n como Cn, y xj como una aplicación C∞ de Uj en Cn ×B :

xj : p→ xj(p) = (z1
j (p), . . . , z

n
j (p), t1, . . . , tm), (t1, . . . , tm) = ω̄(p). (2.5)

Notemos que, al considerar xj como una aplicación de Uj en Cn×B, entonces

{xj|j = 1, 2, . . .} es llamado un sistema de coordenadas locales de la variedad

diferenciable M. Como la transformación de coordenadas xk(p) → xj(p) para

Uj ∩ Uk 6= ∅ no afecta a t1, . . . , tm se escribe en la forma

(z1
k(p), . . . , z

n
k (p), t)→ (z1

k(p), . . . , z
n
k (p)

= (f 1
jk(zk(p, t), t), . . . , f

n
jk(zk(p, t), t), t)

donde t = ω̄(p).

Como por (IV ), para un t fijo, p→ (z1
j (p), . . . , z

n
j (p)) nos da las coordenadas

locales complejas de la variedad diferenciable compleja Mt, la transformación de

coordenadas sobre Uj ∩ Uk ∩ ω̄−1(t) 6= ∅

(z1
k(p), . . . , z

n
k (p))→ (z1

j (p), . . . , z
n
j (p))

es biholomorfa. Por lo tanto, las funciones C∞

fαjk(zk, t) = fαjk(z
1
k, . . . , z

n
k , t1, . . . , tm), α = 1, . . . , n,

de z1
k, . . . , z

n
k , t1, . . . , tm son holomorfas en z1

k, . . . , z
n
k .

Hay infinitas elecciones de sistemas de coordenadas locales de una variedad

diferenciable M dada. Dado un cubrimiento abierto localmente finito {Wλ|λ =

1, 2, . . .}, y un difeomorfismo

uλ : p→ uλ(p) = (w1
λ(p), . . . , w

n
λ(p), t1, . . . , tm)

deWλ sobre un subconjunto abierto de Cn×B para λ, {u1, . . . , uλ, . . .} forma un

sistema de coordenadas locales de la variedad diferenciable M si y sólo si, para

cada t ∈ B,wαλj(p), con, p ∈Mt ∩Wλ es una función holomorfa sobre Mt.

Aśı, si {uλ} es un sistema de coordenadas locales de la familia M, colocando

wαλ(p) = gαλj(z
1
j (p), . . . , z

n
j (p), t1, . . . , tm), (t1, . . . , tm) = ω̄(p),
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2.1. FAMILIA DIFERENCIABLE

sobre cada Wλ ∩ Uj, vemos que las funciones C∞

gαλj(z
1
j , . . . , z

n
j , t1, . . . , tm), α = 1, 2, . . . , n, (2.6)

de z1
j , . . . , z

n
j , t1, . . . , tm, son holomorfas en z1

j , . . . , z
n
j .

Dada una familia diferenciable {M, B, ω̄}, por ([Ko], Thm. 2.1, pág. ), po-

demos escoger un sistema de coordenadas locales {xj}, xj : p→ xj(p),

xj(p) = (z1
j , . . . , z

n
j , t1, . . . , tm), (t1, . . . , tm) = ω̄(p)

tal que para cada j, tenemos

xj(Uj) = Uj × Ij, (2.7)

donde Uj = {zj ∈ Cn||zαj | < rαj , α = 1, . . . , n}, e Ij = {t ∈ B|ajk <

tk < bjk, k = 1, . . . ,m}. Aśı, identificando p ∈ Uj con xj(p), consideramos

M =
⋃
j Uj×Ij. Desde este punto de vista, (zj, t) ∈ Uj×Ij y (zk, t) ∈ Uk×Ik son

el mismo punto sobre M si zj = fjk(zk, t). En términos de coordenadas locales

(zj, t), ω̄ se escribe como

ω̄ : (z1
j , . . . , z

n
j , t)→ t.

En consecuencia, ω̄(Uj× Ij) = Ij. Aśı Mt = ω̄−1(t) es la unión de todos los Uj× t
con t ∈ Ij. Identificando Uj × t con Uj, podemos considerar

Mt =
⋃
t∈Ij

Uj.

Entonces zj ∈ Uj y zk ∈ Uk son el mismo punto sobre Mt si zj = fjk(zk, t). Aśı, Mt

es variedad compacta obtenida al pegar los polidiscos Uj con t ∈ Ij, identificando

zk ∈ Uk con zj = fjk(zk, t) ∈ Uj.
Como {Uj|j = 1, 2, . . .} es localmente finito, para cualquier t0 ∈ B fijo, hay sólo

una cantidad finita de Uj tales que Uj ∩Mt0 6= ∅. Por simplicidad, sea t0 = 0, y

asumamos que Uj ∩M0 6= ∅ para j = 1, . . . , l, y que Uj ∩M0 = ∅ para j ≥ l + 1.

Entonces

M0 ⊂
l⋃

j=1

Uj × Ij.
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2.2. DEFORMACIÓN INFINITESIMAL

Haciendo I =
⋂l
j=1 Ij, y MI = ω̄−1(I), tenemos

MI = ω̄−1(I) =
l⋃

j=1

Uj × I. (2.8)

Por supuesto, I es un multiintervalo abierto con 0 ∈ I ⊂ B. Por o tanto, para

cada t ∈ I, Mt =
⋃l
j=1 Uj es un variedad compleja, obtenida al pegar U1, . . . , Ul

identificando zk ∈ Uk con zj = fjk(zk, t) ∈ Uj.
Aśı, considerando una familia diferenciable (M, B, ω̄), podemos obtener una idea

un poco más clara de la deformación de variedades complejas compactas. Es

decir, dada una variedad compleja compacta M , si hay una familia diferenciable

(M, B, ω̄) con ω̄−1(t0) = M para algún t0 ∈ B, cada Mt = ω̄−1(t) es llamada una

deformación de M . Por ([Ko], Thm. 2.4), si Mt es una deformación de M , Mt y

M son difeomorfas. Restringiendo el dominio del parámetro t a un multiintervalo

I suficientemente pequeño, vemos que Mt = ω̄−1(t) =
⋃l
j=1 Uj para t ∈ I, donde

cada Uj es una polidisco, es independiente de t y sólo las transformaciones de

coordenadas zk → zj = fjk(zk, t) dependen de t. De esta forma, sólo la manera

de pegar los U1, . . . , Ul depende de t. cada punto de Mt pertenece a unos de los

U ′js. Consecuentemente, la estructura compleja, de una vecindad suficientemente

pequeña de cada punto de Mt no vaŕıa bajo deformación. Esta situación, es muy

distinta a la que ocurre cuando se deforma un cuerpo elástico, pues en ese caso,

toda porción del cuerpo, por muy pequeña que sea, se ve distorsionada por una

deformación. Sea p un punto en Mt = ∪lj=1Uj, supongamos que p ∈ Ui ∩Uj ∩Uk.
Entonces, haciendo zi = zi(p), zj = zj(p), zk = zk(p), tenemos que

zi = fij(zj, t) = fik(zk, t), zj = fjk(zk, t).

Por lo tanto, sobre Ui∩Uj ∩Uk 6= ∅, obtenemos la siguiente igualdad, que será de

importancia más adelante.

fik(zk, t) = fij(fjk(zk, t), t). (2.9)

2.2. Deformación infinitesimal

2.2.1. Deformación infinitesimal

Dada una familia diferenciable (M, B, ω̄) de variedades complejas compac-

tas es natural preguntarse ¿cómo saber si la estructura compleja de Mt = ω̄−1(t)
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2.2. DEFORMACIÓN INFINITESIMAL

depende en realidad de t? Primero vamos a considerar el problema para el caso

m = 1, esto es, el caso donde B es un intervalo abierto de R. Primero, consi-

deremos la siguiente idea: dada una función diferenciable f(t) de variable real,

derivando con respecto a t, podemos saber si ella depende o no de t. Luego, es

natural pensar en tener una técnica de este tipo para saber si una deformación

Mt de una variedad M es o no independiente de t. Para esto, la diferenciación la

haremos sobre (2.9). Notemos que (2.9) escrita en detalle, es de la forma

fαik(zk, t) = fαij(f
1
jk(zk, t), . . . , f

n
jk(zk, t), t), α = 1, . . . , n.

Haciendo zβj = fβjk(zk, t), obtenemos

∂fαjk(zk, t)

∂t
=
∂fαij(zj, t)

∂t
+

n∑
β=1

∂fαij(zj, t)

∂zβj

∂fβjk(zk, t)

∂t
.

y escribiendo zβi = fαij(zj, t), tenemos

∂fαjk(zk, t)

∂t
=
∂fαij(zj, t)

∂t
+

n∑
β=1

∂zαi

∂zβj

∂fβjk(zk, t)

∂t
.

Usando campos de vectores holomorfos, podemos reescribir estas igualdades en

la siguiente forma intŕınseca:

n∑
α=1

∂fαik(zk, t)

∂t

∂

∂zαi
=

n∑
α=1

∂fαij(zj, t)

∂t

∂

∂zαi

+
n∑
β=1

∂fβik(zk, t)

∂t

∂

∂zβi
,

donde usamos la igualdad

∂

∂zβj
=

n∑
α=1

∂zαi

∂zβj

∂

∂zαi

Introduciendo el campo de vectores

θjk(t) =
n∑

α=1

∂fαjk(zk, t)

∂t

∂

∂zαj
, zk = fkj(zj, t), (2.10)
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2.2. DEFORMACIÓN INFINITESIMAL

podemos escribir la ecuación anterior como:

θik(t) = θij(t) + θjk(t). (2.11)

De esta forma, sobre cada conjunto abierto Uj ∩ Uk 6= ∅ de Mt =
⋃
j Uj, está de-

finido un campo de vectores holomorfo θjk(t), y la igualdad (2.11), se tiene sobre

Ui ∩ Uj ∩ Uk 6= ∅. Observemos que (2.11) puede escribirse también como

θij(t)− θik(t) + θjk(t) = 0. (2.12)

Haciendo i = k, como fαkk = zαk , tenemos que θkk(t) = 0. A consecuencia de (2.11),

se tiene que

θkj(t) = −θjk(t). (2.13)

De (2.12) y (2.13), vemos que {θjk(t)} es un 1-cociclo. Es decir, sea Θt el haz de

gérmenes de campos de vectores holomorfos sobre Mt. Entonces

θjk(t) ∈ Γ(Uj ∩ Uk,Θt), θkj(t) = −θjk(t).

De (2.12), {θjk(t)} es un 1-cociclo con respecto al cubrimiento abierto Ut = {Uj}
sobre Mt =

⋃
j Uj : {θjk(t)} ∈ Z1(Ut,Θt). Denotamos por θ(t) el elemento del

grupo de cohomoloǵıa H1(Mt,Θt) determinado por el 1-cociclo {θjk(t)}. Por ([Ko],

Cor. Thm 3.4, pág. 121), H1(Ut,Θt) es un subgrupo de H1(Mt,Θt) :

H1(Ut,Θt) ⊂ H1(Mt,Θt). (2.14)

Aśı, θ(t) es considerado como un elemento de H1(Mt,Θt). Entonces, θ(t) es la clase

en cohomoloǵıa de {θjk(t)}. Como (2.10) se obtiene por diferenciación de fαjk(zk, t)

la cual define la estructura compleja de Mt, es esperable, que θ(t) represente en

algún sentido u otro la “derivada”de la estructura compleja de Mt respecto a t.

Por lo tanto, θ(t) es llamada la deformación infinitesimal de Mt y se considerada

como la derivada de la estructura compleja de Mt, con respecto a t. De ah́ı la

notación
dMt

dt
= θ(t). (2.15)

Esta definición de θ(t) como deformación infinitesimal no depende del sistema de

coordenadas locales escogido, ([Ko], pág. 190).
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2.2. DEFORMACIÓN INFINITESIMAL

2.2.2. Familia diferenciable trivial

Producto de lo anterior, surge la cuestión de saber si se justifica el hecho

de considerar que una deformación infinitesimal θ(t) representa la derivada de la

estructura compleja de Mt con respecto a t.

Si θ(t) es la derivada de la estructura compleja de Mt con respecto a t,

entonces debe tenerse que θ(t) = 0 si Mt no depende de t. Para tal efecto, vamos

a necesitar una definición precisa de lo que significa que Mt no dependa de t.

Veamos primero la definición de equivalencia de familias diferenciables.

Definición 2.2.1. Supongamos que (M, B, ω̄) y (N , B, π) son dos familias dife-

renciables, con el mismo espacio base B ⊂ Rn. M y N se dicen equivalentes, si

existe un difeomorfismo Φ deM en N , tal que, para t ∈ B, Φ aplica Mt = ω̄−1(t)

biholomórficamente sobre Nt = π−1(t).

Definición 2.2.2. Una familia diferenciable (M, B, ω̄) se dice trivial, si es equi-

valente a (M × B,B, π) donde M = ω̄−1(t0), t0 ∈ B y π es la proyección de

(M ×B sobre B.

Definición 2.2.3. Una familia (M, B, ω̄) es llamada localmente trivial, si para

cada t ∈ B, hay un subdominio I con t ∈ I ⊂ B tal que (MI , I, ω̄) es trivial.

Decir que la estructura compleja de Mt = ω̄−1(t) de la familia diferenciable

(M, B, ω̄) no vaŕıa con respecto a t, significa que

(M, B, ω̄)

es localmente trivial. Si (M, B, ω̄) es localmente trivial, cada Mt = ω̄−1(t) es

biholomórficamente equivalente a una M = ω̄−1(t0) fija.

Teorema 2.2.4. Si la dimensión de H1(Mt,Θt) es independiente de t ∈ I ⊂ B,

entonces podemos escoger una 0-cocadena {θj(t)} con δ{θj(t)} = {θjk(t)}, tal que

cada θαj (zj, t) es una función C∞ de z1
j , . . . , z

n
j , t donde θj(t) =

∑n
α=1 θ

α
j (zj, t)(∂/∂z

α
j )

Demostración. [Ko, Sect. 7.2(b)]

Teorema 2.2.5. Sea Mt = ω̄−1(t). Si dim H1(Mt,Θt) es independiente de t, y

θ(t) = dMt/dt ≡ 0, entonces (M, B, ω̄) es localmente trivial.
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2.2. DEFORMACIÓN INFINITESIMAL

En śıntesis, si dim H1(Mt,Θt) es constante y θ(t) ≡ 0, entonces la estructura

compleja de Mt no vaŕıa con respecto a t. De este modo, es razonable considerar

θ(t) como la derivada de la estructura compleja de Mt con respecto a t.

Hasta ahora, hemos consideradoB como un intervalo abierto en R, sin embar-

go, la noción de deformación infinitesimal es fácilmente extendible a un dominio

cualquiera en Rn. Supongamos que (M, B, ω̄) es una familia diferenciable de va-

riedades complejas compactas, donde B es un dominio en Rn. Sea {x1, . . . , xj, . . .},
xj = (zj, t) = (z1

j , . . . , z
n
j , t1, . . . , tm) un sistema de coordenadas locales sobreM,

y Uj el dominio de xj. Supongamos que sobre Uj ∩ Uk 6= ∅, tenemos

zαj = fαjk(z
1
j , . . . , z

n
j , t1, . . . , tm), α = 1, . . . , n.

Como es usual, identificando un punto de M con sus coordenadas locales, po-

demos considerar que Uj = xj(Uj) ⊂ Cn × B, y que M =
⋃
j Uj se obtiene del

pegado de los dominios U1, . . . ,Uk, . . . de Cn × B al identificar (zj, t) y (zk, t) si

zj = fjk(zk, t).Ut = {Ujt|Ujt = Uj ∩Mt 6= ∅} forma un cubrimiento abierto finito

de Mt = ω̄−1(t).

El espacio tangente Tt(B) de B en t, consiste en todos los vectores tangentes

∂/∂t =
∑m

λ=1 cλ∂/∂tλ, cλ ∈ R. Para ∂/∂t ∈ Tt(B), hacemos

θjk(t) =
m∑
α=1

∂fαjk(zk, t1, . . . , tm)

∂t

∂

∂zαj
, zk = fkj(zk, t). (2.16)

Al igual que en el caso m = 1, tenemos que {θjk(t)} ∈ Z1(Ut,Θt). La clase en

cohomoloǵıa θ(t) ∈ H1(Mt,Θt) del 1-cociclo {θjk(t)} es llamada la deformación

infinitesimal de Mt a lo largo de ∂/∂t y es denotada por ∂Mt/∂t : ∂Mt/∂t = θ(t).

La deformación infinitesimal ∂Mt/∂t es independiente de la elección del sistema

de coordenadas. Definimos la aplicación ρt por

ρt :
∂

∂t
−→ρt

(
∂

∂t

)
=
∂Mt

∂t
. (2.17)

tal que ρt es una aplicación R-lineal de Tt(B) en H1(Mt,Θt).

Si ρt(∂/∂t) = 0 para cualquier ∂/∂t ∈ Tt(B), ρt es llamada la aplicación cero y

es denotada por ρt = 0. Si (M, B, ω̄) es trivial, como en el caso m = 1, se tiene

que ρt ≡ 0, usando el hecho que θ(t) es independiente del sistema de coordenadas

escogido.
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Teorema 2.2.6. Si dim H1(Mt,Θt) es independiente de t, y ρt ≡ 0, entonces

(M, B, ω̄) es localmente trivial.

Demostración. [Ko, pág. 199].

Teorema 2.2.7. Para una familia diferenciable (M, B, ω̄), dim H1(Mt,Θt) es

una función semicontinua superior de t, donde Mt = ω̄−1(t).

Semicontinuidad superior en el sentido que, para cada s ∈ B,

dim H1(Mt,Θt) ≤ dim H1(Ms,Θs), si |t− s| < ε

con ε suficientemente pequeño.

Demostración. [Ko, Sect. 7.2(b)]

Teorema 2.2.8. Sea (M, B, ω̄) una familia diferenciable de variedades dife-

renciables complejas compactas, donde B es un dominio en Rm y 0 ∈ B. Si

H1(M0,Θ0) = 0, con M0 = ω̄−1(0), entonces para un intervalo abierto I, sufi-

cientemente pequeño con 0 ∈ I ⊂ B, (MI , I, ω̄) es trivial.

Una variedad compleja compacta M es llamada ŕıgida, si para cualquier

familia diferenciable (M, B, ω̄) con 0 ∈ B y M = ω̄−1(0), existe un intervalo

abierto I con 0 ∈ I ⊂ B tal que (MI , I, ω̄) es trivial. Si (MI , I, ω̄) es trivial,

Mt = ω̄−1(t) tiene la misma estructura diferencial que M = M0ω̄
−1(0) para

t ∈ I. Aśı, si M es ŕıgida, la estructura compleja de M = M0 es invariante bajo

cualquier perturbación de t. Por 2,2,8, una variedad compleja compacta es ŕıgida

si H1(M,Θ) = 0, donde Θ es el haz de gérmenes de campos de vectores holomorfos

sobre M .

2.3. Obstrucción

Sea (M, B, ω̄) una familia anaĺıtica compleja de variedades complejas com-

pactas, donde B es un dominio de C. Entonces la deformación infinitesimal

dMt/dt de M = ω̄−1(t), es un elemento de H1(M,Θ). Consecuentemente, da-

da una variedad complejas compacta M , si (M, B, ω̄) con 0 ∈ B ⊂ C es una

familia anaĺıtica compleja, tal que ω̄−1(0) = M , (dMt/dt)t=0 ∈ H1(M,Θ), donde
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Θ es el haz de gérmenes de campos de vectores holomorfos sobre M . Aśı, si hay

una familia anaĺıtica compleja (M, B, ω̄) con ω̄−1(0) = M , el correspondiente

elemento θ = (dMt/dt)t=0 de H1(M,Θ) está determinado.

Ahora consideremos la siguiente situación, dado un elemento θ ∈ H1(M,Θ), ¿exis-

te una familia anaĺıtica compleja (M, B, ω̄) con 0 ∈ B ⊂ C tal que

ω̄−1(0) = M,

(
dMt

dt

)
t=0

= θ?

No daremos aqúı una respuesta completa a esta pregunta, más bien algunas ideas

que ilustren qué situaciones pueden tenerse. Para una versión extendida de estos

resultados, ver [Ko].

Lema 2.3.1. [Ko, Lema 5.1] Sea U = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn||z1| < r, . . . , |zn| < r}
un polidisco, y Θ el haz de gérmenes de campos de vectores holomorfos sobre U .

Entonces

Hq(U,Θ) = 0, q ≥ 1. (2.18)

Sea U = {Uj} un cubrimiento abierto finito de una variedad compleja com-

pacta M , y supongamos que cada Uj es un polidisco coordenado. Por el lema 2.3.1

anterior, H1(Uj,Θ) = 0. Luego, por [Ko, Teo. 3.5 y 3.6], tenemos lo siguiente:

Lema 2.3.2.

H1(U,Θ) = H1(M,Θ), (2.19)

H2(U,Θ) ↪→ H2(M,Θ). (2.20)

Supongamos queM es una variedad compleja compacta dada y sea (M, B, ω̄)

con 0 ∈ B ⊂ C una familia anaĺıtica compleja, tal que ω̄−1(0) = M . Tomemos

un disco pequeño ∆ con centro en 0 tal que 0 ∈ ∆ ⊂ B, y representemos M∆ =

ω̄−1(∆) en la forma:

M∆ =
l⋃

j=1

Uj ×∆, (2.21)

donde cada Uj es un polidisco y (zj, t) ∈ Uj ×∆ y (zk, t) ∈ Uk ×∆ son el mismo

punto sobre M∆ si zαj = fαjk(zk, t) para α = 1, . . . , n. Aqúı, cada fαjk(zk, t) =
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fαjk(z
1
k, . . . , z

n
k , t) es una función holomorfa definida sobre Uk ×∆ ∩ Uj ×∆ 6= ∅.

La deformación infinitesimal θ(t) = dMt/dt ∈ H1(Mt,Θt) es, por definición, la

clase de cohomoloǵıa del 1-cociclo {θjk(t)} ∈ Z1(Ut,Θt) donde Ut = {Uj × t}, y

el campo de vectores

θjk(t) =
∑
α

θαjk(zj, t)
∂

∂zαj

está dado por

θαjk(zj, t) =
∂fαjk(zk, t)

dt
, zk = fkj(zj, t). (2.22)

Note que las funciones θαjk(zj, t) de z1
j , . . . , z

n
j , t son obtenidas por diferenciación

primero de las funciones fαjk(zk, t) de z1
k, . . . , z

n
k , t con respecto a t, y luego susti-

tuyendo zαk = fαkj(zk, t).

Sobre Uk ×∆ ∩ Ui ×∆ ∩ Uj ×∆ 6= ∅, tenemos las igualdades

fαik(zk, t) = fαij(fjk(zk, t), t), α = 1, . . . , n. (2.23)

Diferenciando en t ambos lados de estas igualdades, obtenemos

θαik(zk, t) = θαij(zi, t) +
n∑
β=1

∂zαi

∂zβi
θβjk(zk, t), α = 1, . . . , n. (2.24)

Se sigue que {θjk(t)} es un 1-cociclo. Por otro lado, diferenciando en t ambos

lados de (2.24) obtenemos:

∂

∂zαj
=

n∑
β=1

∂zβi
∂zαi

∂

∂zβi
,

∂zβi
∂zαi

=
∂fβij(zj, t)

∂zαj
,

(
∂

∂t j

)
=
∑
β=1

(
∂zβi
∂t

)
j

∂

∂zβi
+

(
∂

∂t

)
i

,

(
∂zβi
∂t

)
j

=
∂fβij(zj, t)

∂t
.

(2.25)

Consecuentemente(
∂

∂t

)
j

θαik(zi, t) =
n∑
β=1

∂fβij(zj, t)

∂t

∂

∂zβi
θαik(zi, t) +

∂θαik(zi, t)

∂t

=
n∑
β=1

θβij(zi, t)
∂

∂zβi
θαik(zi, t) +

∂θαik(zi, t)

∂t
.
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Por lo tanto, haciendo

θ̇αik(zi, t) =
∂θαik(zi, t)

∂t
,

tenemos (
∂

∂t

)
j

θαik(zi, t) = θij(t) · θαik(zi, t) + θ̇αik(zi, t).

Similarmente tenemos(
∂

∂t

)
j

θαik(zi, t) = θij(t) · θαik(zi, t) + θ̇αik(zi, t),

y (
∂

∂t j

n∑
β=1

∂zαi

∂zβj
θβjk(zj, t)

)
=

=
∑
β

∂fαij(zj, t)

∂zβj ∂t
θβjk(zj, t) +

∑
β

∂zαi (zj, t)

∂zβj
θ̇βjk(zj, t) (2.26)

=
∑
β

θβjk(zj, t)
∂

∂zβj
θαij(zi, t) +

∑
β

∂zαi

∂zβj
θ̇αjk(zj, t) (2.27)

= θjk(t) · θαik(zi, t) +
∑
β

∂zαi

∂zβj
θ̇βjk(zj, t). (2.28)

Por consiguiente, diferenciando (2,24) con respecto a t, obtenemos las siguientes

igualdades:

θij · θαik(zi, t) + θ̇αik(zi, t) = θij(t) · θαij(zi, t) + θ̇αij(zi, t)

+ θjk(t) · θαij(zi, t) +
∑
β

∂zαi

∂zβj
θ̇βjk(zj, t).

Como

θαik(zi, t)− θαij(zi, t) =
∑
β

∂zαi

∂zβj
θβjk(zj, t),

podemos escribir las ecuaciones anteriores en la forma

θ̇αik(zi, t)− θ̇αij(zi, t) +
n∑
β=1

∂zαi

∂zβj
θ̇βjk(zj, t)

= θij(t) ·
∑
β

∂zαi

∂zβj
θβjk(zj, t)− θjk(t) · θ

α
ij(zi, t).

(2.29)
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En general, se define el corchete de dos campos de vectores holomorfos v =∑n
α=1 v

α
j (∂/∂zαj ) y u =

∑n
α=1 u

α
j (∂/∂zαj ) por

[v, u] =
n∑

α=1

(v · uαj − u · vαj )
∂

∂zαj
. (2.30)

Este corchete,no depende de la elección de coordenadas, es bilineal en u y v y

antisimétrico.

Haciendo θ̇ij(t) =
∑n

α=1 θ̇
α
ij(zi, t)∂/∂z

α
i y usando el corchete, podemos reescribir

(2,29) como

θ̇ij(t)− θ̇ik(t) + θjk(t) = [θij(t), θjk(t)]. (2.31)

Sustituyendo t = 0, obtenemos

θ̇ij(0)− θ̇ik(0) + θjk(0) = [θij(0), θjk(0)]. (2.32)

Como M = M0 por supuesto, identificando Uj con Uj × 0, podemos considerar

U = {Uj} como un cubrimiento abierto finito de M . Para un θ ∈ H1(M, θ) dado,

si θ = (dMt/dt)t=0, θ es la clase de cohomoloǵıa del 1-cociclo {θjk(0)} ∈ Z1(U,Θ)

anterior, por lo tanto (2,32) impone una cierta restricción sobre tal θ. Para

clarificar el significado de esta condición, hacemos para un 1-cociclo cualquie-

ra {θjk} ∈ Z1(U,Θ)

ζijk = [θij, θjk]

sobre Ui∩Uj ∩Uk 6= ∅. ζijk es un campo de vectores holomorfo sobre Ui∩Uj ∩Uk.
{ζijk} forma un 2-cociclo sobre U .

Para 1-cociclos arbitrarios {θjk} y {ηjk} ∈ Z1(U,Θ), hacemos

ζijk =
1

2
([θij, ηjk] + [ηij, θjk]).

Entonces como

2ζijk = [θij + ηij, θjk + ηjk]− [θij, θjk]− [ηij, ηjk],

{ζijk} es también un 2-cociclo en Z2(U,Θ), cuya clase de cohomoloǵıa ζ está úni-

camente determinada por las clases de cohomoloǵıa θ de {θjk} y η de {ηjk}. De

hecho, si θjk = θk − θj, se sigue de un simple cálculo que

2ζijk = [θj + θk, ηjk]− [θi + θk, ηjk] + [θi + θj, ηij],
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es decir, que {ζijk} = δ{[θj +θk, ηjk]}. Definimos el corchete de θ y η en H1(M,Θ)

por

[θ, η] = ζ. (2.33)

Este corchete es bilineal en ambas entradas y antisimétrico. Más aún, haciendo

i = k en (2,32), obtenemos que θ̇kj(0) + θ̇jk(0) = 0 como θ̇kk = 0. Aśı, {θ̇jk(0)} es

una 1-cocadena y (2,32) puede ser escrito como

δ{θ̇jk(0)} = {ζijk}, ζijk = [θij(0), θjk(0)].

Por lo tanto obtnemos

[θ(0), θ(0)] = 0.

De estos resultados, obtenemos el siguiente teorema de forma inmediata.

Teorema 2.3.3. Supongamos que M es un variedad compleja compacta dada, y

θ ∈ H1(M,Θ). Para que exista una familia anaĺıtica compleja (M, B, ω̄) tal que

ω̄−1(0) = M y que (dMt/dt)t=0 = 0, es necesario que [θ, θ] = 0.

En otras palabras, si [θ, θ] 6= 0, no existe una deformación Mt con M0 = M

y (dMt/dt)t=0 = 0. En este sentido, llamamos a [θ, θ] ∈ H2(M,Θ) la obstrucción

a deformación de M . El teorema 2.3.3 anterior, se tiene también para el caso de

una familia diferenciable.

Este caṕıtulo fue concebido a modo de introducción a la teoŕıa de deformacio-

nes de variedades complejas compactas, constituye apenas, una pequeña muestra

de la teoŕıa desarrollada por Kodaira. Un desarrollo más completo y detallado

puede hallarse en [Ko].
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Caṕıtulo 3

Cohomoloǵıa con coeficientes en

haces

3.1. Haces

3.1.1. Definición y Ejemplos

Antes de definir haces, vamos a retomar algunas propiedades de las secciones

de un fibrado vectorial. La importancia de estudiar las secciones de un fibrado,

radica, entre otras muchas razones, en que las soluciones de ecuaciones diferen-

ciales sobre una variedad son secciones de fibrados vectoriales sobre la variedad.

Además podemos analizar el fibrado mirando el comportamiento de sus seccio-

nes, pues, un fibrado vectorial está completamente determinado por el conjunto

de sus secciones locales. Sea E un fibrado vectorial sobre una variedad M con

proyección π : E−→M .

Recordemos que dado π : E−→B un fibrado vectorial (holomorfo). Una sec-

ción de E es una aplicación σ : M−→E tal que π ◦ σ = idE.

En términos sencillos, una sección elige un punto en cada fibra de E. Si

U ⊂M es un subconjunto abierto de M , entonces una sección de E|U (el fibrado

E restricto a U) es llamada una sección local de E.

Toda sección local de un fibrado vectorial verifica las siguientes condiciones:

1. Sean W ⊂ V ⊂ U subconjuntos abiertos de M . Si σU es una sección local de E

definida sobre U , entonces la restricción de σU a V y luego a W es equivalente
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a restringir σU a W directamente.

2. Sean U y V subconjuntos abiertos de M y sean σU una sección local definida

sobre U y σV una sección local definida sobre V las cuales coinciden en la

intersección U ∩V . Entonces existe una sección ρ definida sobre la unión U ∪V
la cual coincide con σU sobre U y coincide con σV sobre V .

3. Sean U y V subconjuntos abiertos de M y sea σ una sección local definida

sobre la unión U ∪V tal que σ se anula sobre U y σ se anula sobre V , entonces

σ se anula sobre U ∪ V .

El concepto de haz es más general que el de fibrado, en el sentido que el conjunto

de secciones locales de un fibrado vectorial forma un haz, pero hay haces que

no corresponden a secciones de un fibrado como se ve en el ejemplo 3.1.2. Una

ventaja de trabajar con haces, es que pueden ser usados como coeficientes para

el cálculo de cohomoloǵıa. Veamos ahora la definición y principales propiedades

de los haces.

Definición 3.1.1. Dado un espacio topológico X, un haz F sobre X asocia a

cada conjunto abierto U ⊂ X un grupo F(U), llamado las secciones de U sobre

U y a cada par de conjuntos abiertos U ⊂ V un aplicación rV,U : F(V )−→F(U)

llamada aplicación restricción, la cual satisface las siguientes condiciones:

I. Para cualesquiera U ⊂ V ⊂ W abiertos en M ,

rW,U = rV,U ◦ rW,V .

Es usual escribir σ|U para referirse a rV,U .

II. Para cualquier par de conjuntos abiertos U, V ⊂ M y secciones σ ∈ F(U),

τ ∈ F(V ) tales que σ|U∩V = τ |U∩V existe una sección ρ ∈ F(U ∪ V ) tal que

ρ|U = σ y ρ|V = τ .

III. Si σ ∈ F(U ∪ V ) y σ|U = σ|V = 0, entonces σ = 0.

Veamos ahora, algunos ejemplos de haces:

1. Para cualquier variedad diferenciable M y un conjunto abierto U ⊂ M , se

definen los siguientes haces:
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a) C∞(U): funciones C∞ sobre U con la adición de funciones.

b) C∗(U): grupo multiplicativo de funciones no nulas (distintas de cero

en cualquier punto) sobre U .

c) Ap(U): p-formas C∞ sobre U con adición punto a punto.

d) Z(U): funciones a valores enteros localmente constantes con la adición

de funciones. Análogamente con Q(U), R(U) o C(U).

2. Si M es una variedad compleja, V ⊂ M un subvariedad anaĺıtica de M , y

E−→M un fibrado vectorial holomorfo, se definen los haces:

a) O(U) de funciones holomorfas sobre (U) con la adición punto a punto

de funciones.

b) O∗(U) que corresponde a funciones holomorfas distintas de cero sobre

U . Aqúı O∗(U) es un grupo con la multiplicación de funciones.

c) Ωp(U) de las p-formas holomorfas sobre U .

d) El haz O(E)(U) de secciones holomorfas de E sobre U .

e) IV (U) funciones holomorfas sobre U que se anulan en U ∩ V .

Ejemplo 3.1.2. Sobre cualquier espacio topológico X, el skyscraper sheaf o haz

rascacielos asociado a un punto cerrado x y un grupo o anillo G se define de la

siguiente manera:

F(U) = G si x ∈ U y 0 en otro caso.

Aqúı, U es un abierto cualquiera de X. El nombre del haz proviene del hecho

que cuando uno mira el comportamiento del germen (clase de equivalencia de

funciones que coinciden en alguna vecindad de x en X), este es cero fuera del

punto x.

3.1.2. Aplicaciones entre haces

Sean F y G haces sobre una variedad M .

Definición 3.1.3. Una aplicación entre haces α : F−→G es una colección de

morfismos (homomorfismos de grupo en rigor) αU : F(U)−→G(U) con U ⊂ M

tales que para cualesquiera dos subconjuntos abiertos U ⊂ V de M , αU y αV
conmutan con las aplicaciones restricción.
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El kernel de la aplicación α corresponde justamente al haz ker(α) dado por

ker(α)(U) = ker(αU : U−→G(U)) (3.1)

No es dif́ıcil ver que ker(α) es efectivamente un haz. Por otro lado, el CoKer

es un poco más dif́ıcil de definir: si hacemos CoKer(α)(U) = G(U)/αUF(U),

podŕıa ocurrir que CoKer(α) no sea un haz en el sentido de (3.1.1). Un ejemplo

clásico de esta situación, está dado por la aplicación de haces

exp : O−→O∗

sobre C− {0} que env́ıa cada función f ∈ O(U) a e(2π
√
−1f) ∈ O∗(U). La sección

z ∈ O∗(C−{0} no está en la imagen de O(C−{0}) bajo exp, pero su restricción

a cualquier conjunto abierto contráctil U ⊂ C−{0} śı está en la imagen de O(U)

de modo que el CoKer no queda bien definido.

Sean E ,F ,G haces sobre una variedad M . Decimos que la sucesión

0−→E α−→ F β−→ G−→0

es exacta, si E = ker(β) y G = CoKer(α); en este caso, también decimos que E es

un subhaz de F y que G es el haz cociente de F por E , lo cual escribimos F/E .

Más en general, la sucesión

· · · −→Fn
αn−→ Fn+1

αn+1−→ Fn+2−→· · ·

es exacta si αn+1 ◦ αn = 0 y

0−→ ker(αn)−→Fn−→ ker(αn+1)−→0

es exacta para cada n.

Ejemplo 3.1.4. Sobre cualquier variedad diferenciable compleja, la sucesión

0−→Z i−→ O exp−→ O∗−→0

es exacta, donde i es la inclusión y exp es la aplicación exponencial dada por

exp(f) = e2π
√
−1f . Esta sucesión fundamental es llamada sucesión exponencial de

haces.
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3.2. Cohomoloǵıa de Čech

En esta sección, veremos los aspectos generales de la cohomoloǵıa de haces

y su relación con la cohomoloǵıa de Čech, la cual provee un muy buen método

para el cálculo de ciertas cohomoloǵıas que nos serán de interés.

Definición 3.2.1. Sea F un haz sobre una variedad diferenciable M y U = {Uα}
un cubrimiento abierto localmente finito. Definimos

C0(U,F) =
∏
α

F(Uα)

C1(U,F) =
∏
α 6=β

F(Uα ∩ Uβ)

...

Cp(U,F) =
∏

α0 6=α1 6=···6=αp

F(Uα0 ∩ Uαp).

Un elemento σ = {σl ∈ F(∩Ulk)}1≤lk≤p+1 de Cp(U,F) es llamado una p-cocadena

de F . Es decir, un p-cocadena es una sección definida sobre la intersección de p+1

abiertos de U.

Definición 3.2.2. Luego se define el operador coborde

δ : Cp(U,F)−→Cp+1(U,F)

por la fórmula

(δσ)i0,...,ip+1 =

p+1∑
j=0

(−1)jσi0,...,ip+1|Ui0
∩...∩Uip

.

En particular, si σ es una 0-cocadena, esto es, σ = {σU} ∈ C0(U,F),

(δσ)U,V = −σU + σV ;

si es una 1-cocadena, es decir σ = {σU,V } ∈ C1(U,F),

(δσ)U,V,W = σUV + σVW − σUW .

Note que en las identidades precedentes, se han omitido las restricciones para no

saturar la notación.
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Definición 3.2.3. Una p-cocadena σ ∈ Cp(U,F) es llamada un cociclo si δσ = 0.

Además, todo cociclo σ debe satisfacer la condición de antisimetŕıa

σi0,...,ip = −σi0,...,iq−1,iq+1,iq ,iq+2,...,ip

.

Definición 3.2.4. Una p-cocadena σ es llamado un coborde, si existe τ ∈ Cp−1(U,F)

tal que σ = δτ .

De la definición del operador δ, es directo que δ2 = 0, aśı, todo coborde es

un cociclo.

Definición 3.2.5. Dado el conjunto Zp(U,F) = ker δ ⊂ Cp(U,F) de los p-

cociclos, se define, como es usual

Hp(U,F) =
Zp(U,F)

δCp−1(U,F)
.

Definición 3.2.6. Dados dos cubrimientos U = {Uα}α∈I y U ′ = {Uα}α∈I′ de M ,

decimos que U ′ es un refinamiento de U ′ si para cada β ∈ I ′, existe α ∈ I, tal que

U ′β ⊂ Uα. Usamos la notación U ′ < U para indicar que U ′ es un refinamiento de

U .

Definición 3.2.7. Definimos el p-ésimo grupo de cohomoloǵıa de Čech de F sobre

M , como el ĺımite directo de Hp(U,F) haciendo U más y más fino, es decir:

Hp(M,F) = lim−→
U

Hp(U,F).

Si se quiere enfatizar que se está usando la cohomoloǵıa de Čech, entonces

se usa la notación Ȟ. Además, para cualquier cubrimiento U, se tiene que:

H0(M,F) = H0(U,F) = F(M).

En la práctica, trabajar con la definición como ĺımite directo puede ser d́ıficil de

manejar, no obstante, agregando una condición adicional, veremos que la coho-

moloǵıa de Čech puede ser realmente útil para el estudio de las deformaciones de

Wk.
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3.2. COHOMOLOGÍA DE ČECH

Teorema 3.2.8 (Teorema de Leray). Si el cubrimiento U es aćıclico para el haz

F , es decir,

Hq(Ui1 ∩ · · · ∩ Uip ,F) = 0, q > 0, y para cualesquiera i1, . . . , ip,

entonces H(U,F) = H(M,F).

Demostración. Ver [GH].

En la práctica, hay tres tipos de haces con los cuales nos podemos encontrar,

y dependiendo de la información que queramos obtener, es más útil trabajar con

uno u otro, a saber:

1. Haces C∞, cuyas secciones locales pueden ser expresadas como n-tuplas de

funciones C∞.

2. Haces constantes, los cuales contienen información topológica de la variedad

subyacente.

3. Haces holomorfos, cuyas secciones son dadas localmente por n-tuplas de

funciones holomorfas y que para nuestro caso, son los que más información

aportarán.
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Parte II

Resultados originales
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Caṕıtulo 4

Deformaciones de superficies

locales

En esta sección, vamos a revisar algunos de los resultados principales obte-

nidos por Barmeier y Gasparim en [BG], donde estudian deformaciones de super-

ficies complejas no compactas del tipo:

Zk := Tot(OP1(−k)); k ≥ 1.

Esto es, espacios totales de fibrados de ĺınea sobre el espacio proyectivo complejo

P1. Las superficies Zk pueden ser cubiertas por U = {(z, u)} y V = {(ξ, v)} con

U ∩ V = C∗ × C. La función de transición o cambio de coordenadas está dado

por:

(ξ, v) 7−→ (z−1, zku) . (4.1)

Definición 4.0.9. Dada una variedad X, denotamos por Pic(X) al grupo de

clases de isomorfismo de fibrados de ĺınea sobre X. Este es un grupo con la

multiplicación dada por el producto tensorial.

Definición 4.0.10. Un fibrado E sobre una variedad X se dice filtrable (por

fibrados de ĺınea) si puede ser escrito como extensiones sucesivas por fibrados de

ĺıneas, es decir, si existe una filtración creciente:

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ Er−1 ⊂ Er = E

de subfibrados tales que Ei/Ei−1 ∈ Pic(X), donde 1 ≤ i ≤ r.
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Teorema 4.0.11. [EG, Lem. 3.1, Thm. 3.2] Fibrados vectoriales holomorfos sobre

Zk son algebraicos y filtrables.

Observación 4.0.12. Un isomorfismo de fibrados E y F sobre W2, está dado

por un par de matrices invertibles AU y AV con entradas holomorfas en las cartas

U y V respectivamente, de modo que:

AVE = FAU

o equivalentemente:

AVEA
−1
U = F.

Lema 4.0.13. Hay un isomorfismo Ext1(OX(n),OX(−n)) ∼= H1(X,OX(−2n)),

el cual env́ıa una clase de extensión p a una clase de cohomoloǵıa σ = z−np.

Demostración. Ver [Har, III.6.3.(c) y III.6.7.].

Definición 4.0.14. [BA]. Sea E un fibrado de rango r sobre Zk. Entonces, la

restricción de E a la sección cero l ∼= P1 es un fibrado de rango r sobre P1, el

cual por el lema de Escisión de Grothendieck se descompone como suma directa

de fibrados de ĺınea. Esto es,

E|l = OP1(n1)⊕ . . .⊕OP1(nr).

Llamamos a n1, . . . , nr el tipo de escisión de E. Cuando E es un fibrado de

rango 2 con primera clase de Chern c1(E) = n1 + n2 = 0, entonces definimos

n = |n1| = |n2|, tal que n > 0 y decimos que E tiene tipo de escisión n.

El teorema 4.0.11, nos dice que un fibrado E sobre Zk, de rango 2 con primera

clase de Chern c1(E) = 0 y tipo de escisión n, puede ser definido en coordenadas

canónicas, mediante la matriz de transición:(
zn p

0 z−n

)
(4.2)

Esta matriz define una extensión de fibrados del tipo:

0→ OP1(−n)→ E → OP1(n)→ 0. (4.3)
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Por lema 4.0.13, p = znσ, donde σ ∈ H1(Zk,OZk
(−2n)). (Ver [EG], Teo. 3.3). En

consecuencia: (
zn p

0 z−n

)
=

(
zn znσ

0 z−n

)
(4.4)

Más aún, por lema 5.1.2, σ es de la forma:

σ =
+∞∑
t=0

bn−2
2
c∑

r=0

−1∑
s=2r−n+1

as,r,tz
sur1u

t
2. (4.5)

Sin embargo, σ|l = 0, por lo tanto, consideramos:

σ =
+∞∑
t=0

bn−2
2
c∑

r=1

−1∑
s=2r−n+1

as,r,tz
sur1u

t
2. (4.6)

En particular, cuando en (4.4) p = 0, tenemos E|l = OP1(n)⊕OP1(−n).

En [BG], los autores muestran dos estrategias diferentes para deformar la

estructura compleja de las superficies Zk. Por un lado, deformaciones del fibrado

tangente en [BG, Sec. 5.1] y por otro, deformaciones de la función de transición en

[BG, Sec. 5.2]. Para el primer método, las deformaciones no triviales del fibrado

tangente TZk, son precisamente aquellas que provienen de agregar a la matriz de

transición, un cociclo en H1(Zk, TZk).

Lema 4.0.15. H1(Z1, TZ1) = 0. Sea k > 1, entonces H1(Zk, TZk) ∼= Ck−1 y

sus generadores, como espacio vectorial sobre C, pueden ser expresados en las

coordenadas canónicas en la forma:

σr =

(
0

z−k+r

)
con 1 ≤ r ≤ k − 1.

Aqúı consideramos coordenadas canónicas a las dadas en 4.1.

Teorema 4.0.16. Las superficies Zk, admiten una familia de deformaciones de

dimensión (k − 1) parametrizadas por H1(Zk, TZk) ∼= Ck−1.

Citamos este resultado, pues posteriormente nos permitirá hacer una com-

paración con teorema 6.3.2 y establecer una diferencia esencial, entre la teoŕıa de

deformaciones en 2 y 3 dimensiones complejas.
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Caṕıtulo 5

Cohomoloǵıa de Wk; k = 1, 2.

En este caṕıtulo, presentamos algunos cálculos de cohomoloǵıa de Čech pa-

ra Wk, k = 1, 2. Estos cálculos serán utilizados posteriormente, para obtener los

resultados originales que serán mostrados en el caṕıtulo 6. La sección 5.1, corres-

ponde a cohomoloǵıa de Wk con coeficientes en fibrados de ĺınea y la sección 5.2

a cohomoloǵıa de Wk con coeficientes en su fibrado tangente.

5.1. Cohomoloǵıa con coeficientes en fibrados

de ĺınea.

5.1.1. Cohomoloǵıa de W2 con coeficientes en OW2
(n).

En esta sección, calcularemos algunos grupos de cohomoloǵıa del espacio W2

que son de interés para el estudio de las deformaciones de la estructura compleja

de dicho espacio. Concretamente, estamos interesados en los grupos de cohomo-

loǵıa con coeficientes en OW2(n), n ∈ Z, los cuales denotan fibrados de ĺınea

complejos sobre W2 con primera clase de Chern n. En cartas coordenadas canóni-

cas, los fibrados OW2(n) tienen matriz de transición (z−n). Concretamente, vamos

a calcular grupos de cohomoloǵıa del tipo H1(W2,OW2(n)).

Lema 5.1.1. Sea W2 := Tot(OP1(−2)⊕OP1) y n ≥ −1. Entonces,

H1(W2,OW2(n)) = 0.
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5.1. COHOMOLOGÍA CON COEFICIENTES EN FIBRADOS DE LÍNEA.

Demostración. Por definición W2 := Tot(OP1(−2) ⊕OP1), donde OP1 es OP1(0).

Consideremos el cubrimiento aćıclico (en el sentido de teo. 3.2.8) U = {U, V }
donde U y V son tales que:

U ∼= C3 = {(z, u1, u2)|z, u1, u2 ∈ C}.

V ∼= C3 = {(ξ, v1, v2)|ξ, v1, v2 ∈ C}.

U ∩ V = C∗ × C2.

Dadas estas cartas, el cambio de coordenadas para W2 es:

(ξ, v1, v2) 7→ (z−1, z2u1, u2). (5.1)

Un 0-cociclo τ es un par (τU , τV ), donde τU es una función holomorfa en U

y τV holomorfa en V , por lo tanto, tienen la forma:

τU =
+∞∑
t=0

+∞∑
r=0

+∞∑
s=0

αs,r,tz
sur1u

t
2

τV =
+∞∑
t=0

+∞∑
r=0

+∞∑
s=0

βs,r,tξ
svr1v

t
2

Una 1-cocadena genérica σ, tiene una expresión en serie de Taylor de la forma:

σ =
+∞∑
t=0

+∞∑
r=0

+∞∑
s=−∞

as,r,tz
sur1u

t
2.

Los cobordes son sumas de secciones holomorfas en U con secciones holomorfas

en V . Un 1-coborde es de la forma δτ = τV − τU . Dado que no hay intersecciones

triples, y el haz es coherente, todas las 1-cocadenas son 1-cociclos. Por definición,

la matriz de transición de OW2(n) es T = (z−n). Notemos que, quitando los

términos holomorfos en la carta U , esto es, potencias de z no negativas, tenemos

la relación

σ ∼ σ′ =
+∞∑
t=0

+∞∑
r=0

−1∑
s=−∞

as,r,tz
sur1u

t
2.
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5.1. COHOMOLOGÍA CON COEFICIENTES EN FIBRADOS DE LÍNEA.

donde el śımbolo ∼ significa que los cociclos son cohomólogos1. Luego, para cam-

biar coordenadas, multiplicamos por la matriz de transición T , obteniendo:

Tσ′ = z−n
+∞∑
t=0

+∞∑
r=0

−1∑
s=−∞

as,r,tz
sur1u

t
2

=
+∞∑
t=0

+∞∑
r=0

−1∑
s=−∞

as,r,tz
s−nur1u

t
2

=
+∞∑
t=0

+∞∑
r=0

−1∑
s=−∞

as,r,tz
s−n−2r(z2u1)rut2

=
+∞∑
t=0

+∞∑
r=0

−1∑
s=−∞

as,r,tξ
2r+n−svr1v

t
2.

Como s ≤ −1⇒ −s ≥ 1, haciendo un cambio de ı́ndices, tenemos que:

Tσ′ =
+∞∑
t=0

+∞∑
r=0

+∞∑
s=1

a−s,r,tξ
2r+n+svr1v

t
2. (5.2)

Por lo tanto, tenemos:

s ≥ 1, r ≥ 0 =⇒ 2r + s ≥ 1

=⇒ 2r + n+ s ≥ n+ 1

Aśı, para n ≥ −1⇒ n+ 1 ≥ 0⇒ 2r + n+ s ≥ 0, es decir, todos los términos en

Tσ′ son holomorfos en la carta V , pues corresponden a potencias no negativas de

ξ, v1, v2. Aśı, todos los cociclos son cobordes y por tanto Tσ′ ∼ 0. En consecuencia:

H1(W2,O(n)) = 0; n ≥ −1 (5.3)

Para n < −1, la expresión 2r+n+s también puede tomar valores negativos,

por tanto no tenemos la relación Tσ′ ∼ 0 pues Tσ′ no define secciones holomorfas

en la carta V para todo n. Esta situación se discute de manera detallada en la

siguiente sección.

1Dos cociclos cohomólogos difieren en un coborde.
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5.1. COHOMOLOGÍA CON COEFICIENTES EN FIBRADOS DE LÍNEA.

5.1.2. Cohomoloǵıa de W2 con coeficientes en OW2
(−n).

Lema 5.1.2. Si n ≥ 2 es un entero, entonces los generadores de H1(W2,OW2(−n)),

son de la forma:
+∞∑
t=0

bn−2
2
c∑

r=0

−1∑
s=2r−n+1

as,r,tz
sur1u

t
2.

Demostración. Por definición, la matriz de transición correspondiente a OW2(−n)

es T = zn. Sea U como en el lema 5.1.1. Análogamente al caso anterior, cambiamos

coordenadas multiplicando por la matriz de transición, obteniendo:

Tσ′ = zn
+∞∑
t=0

+∞∑
r=0

−1∑
s=−∞

as,r,tz
sur1u

t
2

=
+∞∑
t=0

+∞∑
r=0

−1∑
s=−∞

as,r,tz
s+nur1u

t
2

=
+∞∑
t=0

+∞∑
r=0

−1∑
s=−∞

as,r,tz
s+nz−2r(z2u1)rut2

=
+∞∑
t=0

+∞∑
r=0

−1∑
s=−∞

as,r,tξ
2r−n−svr1v

t
2.

Los elementos no triviales en H1(W2,OW2(−n)), son aquellos no holomorfos en la

carta V , es decir, aquellos para los cuales

2r − n− s < 0. (5.4)

Notemos que (5.4) no depende de t, luego seguimos considerando t ≥ 0. Por otro

lado, (5.4) es equivalente a:

2r − n− s ≤ −1. (5.5)

Despejando s en (5.5) y notando que s ≤ −1 en Tσ′, obtenemos:

2r − n+ 1 ≤ s ≤ −1. (5.6)
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5.1. COHOMOLOGÍA CON COEFICIENTES EN FIBRADOS DE LÍNEA.

Tomando los extremos en (5.6), tenemos que:

2r − n+ 1 ≤ −1,

luego r ≤ n− 2

2
.

Por tratarse de números enteros, necesariamente:

r ≤
⌊
n− 2

2

⌋
. (5.7)

De (5.6) y (5.7) se obtiene lo deseado.

5.1.3. Ejemplos

A continuación observemos algunos ejemplos, los cuales corresponden a casos

particulares que serán útiles más adelante:

1. H1(W2,OW2(−2)).

2. H1(W2,OW2(−4)).

En virtud del lema 5.1.2, los generadores de H1(W2,OW2(−n)) son de la forma:

+∞∑
t=0

bn−2
2
c∑

r=0

−1∑
s=2r−n+1

as,r,tz
sur1u

t
2.

Para n = 2 tenemos:

σr,s,t =
+∞∑
t=0

b 2−1
2
c∑

r=0

−1∑
s=2r−1

as,r,tz
sur1u

t
2.

=
+∞∑
t=0

0∑
r=0

−1∑
s=−1

as,r,tz
sur1u

t
2.

En consecuencia:

H1(W2,O(−2)) = 〈z−1ut2〉t≥0. (5.8)
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5.2. COHOMOLOGÍA CON COEFICIENTES EN EL FIBRADO TANGENTE.

Para H1(W2,O(−4)), los generadores son:

σr,s,t =
+∞∑
t=0

b 4−1
2
c∑

r=0

−1∑
s=2r−3

as,r,tz
sur1u

t
2.

=
+∞∑
t=0

1∑
r=0

−1∑
s=2r−3

as,r,tz
sur1u

t
2.

Es decir:

H1(W2,O(−4)) = 〈z−1ut2, z
−2ut2, z

−3ut2, z
−1u1u

t
2〉t≥0. (5.9)

5.2. Cohomoloǵıa con coeficientes en el fibrado

tangente.

Primero, consideremos el siguiente hecho fundamental de la teoŕıa de defor-

maciones de Kodaira: las deformaciones de la estructura compleja de una variedad

X son parametrizadas por H1(X,TX), donde TX es el fibrado tangente de la va-

riedad X con obstrucciones a deformaciones en H2(X,TX). Como Wk; k = 1, 2 es

cubierta por sólo dos abiertos, no hay triple intersección, luego no hay 2-cociclos y

es inmediato que H2(Wi, TWi) = 0: i = 1, 2, por tanto no hay obstrucciones a de-

formación. Producto de lo dicho anteriormente, para estudiar las deformaciones

de W1 y W2 primero debemos calcular H1(W1, TW1) y H1(W2, TW2) respecti-

vamente. Estos cálculos se realizarán usando cohomoloǵıa de Čech y mostrarán

porqué, el estudio de las deformaciones de W2 es de mayor interés al de W1.

Lema 5.2.1. H1(W1, TW1) = 0.

Demostración. Por definición W1 = Tot(OP1(−1) ⊕ OP1(−1)) y recordemos que

puede ser cubierto por U = {(z, u1, u2)} y V = {(ξ, v1, v2)} con U∩V = C∗×C×C
con función de transición:

(ξ, v1, v2) 7−→ (z−1, zu1, zu2) . (5.10)

La matriz de transición del fibrado tangente de W1, es la Jacobiana del cambio

de coordenadas definido en (5.10), esto es:

JW1 =

 −z−2 0 0

u1 z 0

u2 0 z

 . (5.11)
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5.2. COHOMOLOGÍA CON COEFICIENTES EN EL FIBRADO TANGENTE.

Por definición, una sección σ : W1 → TW1 es una aplicación tal que π ◦σ = IdW1 .

Un 1-cociclo general σ, es una función holomorfa en la intersección U ∩ V , por lo

tanto es de la forma:

σ =
+∞∑
i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 aijk
bijk
cijk

 ziuj1u
k
2.

Notemos que, quitando los términos holomorfos en la carta U , tenemos:

σ ∼ σ′ =
−1∑

i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 aijk
bijk
cijk

 ziuj1u
k
2.

Para quitar los elementos holomorfos en la carta V , primero multiplicamos por

la matriz JW1 definida en (5.11), obteniendo:

JW1σ
′ =

 −z−2 0 0

u1 z 0

u2 0 z

 −1∑
i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 aijk
bijk
cijk

 ziuj1u
k
2

=
−1∑

i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 −z−2aijk
u1aijk + zbijk
u2aijk + zcijk

 ziuj1u
k
2

=
−1∑

i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 −z−2aijk
u1aijk + zbijk
u2aijk + zcijk

 zi−j−k(zu1)j(zu2)k

=
−1∑

i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 −ξ2aijk
ξv1aijk + ξ−1bijk
ξv2aijk + ξ−1cijk

 ξj+k−ivj1v
k
2

=
−1∑

i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 −ξ2aijk
ξv1aijk + ξ−1bijk
ξv2aijk + ξ−1cijk

 ξ · ξj+k−i−1vj1v
k
2

=
−1∑

i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 −ξ3aijk
ξ2v1aijk + bijk
ξ2v2aijk + cijk

 ξj+k−i−1vj1v
k
2 .
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5.2. COHOMOLOGÍA CON COEFICIENTES EN EL FIBRADO TANGENTE.

Los elementos de JW1σ
′ holomorfos en V , son aquellos que verifican j+k−i−1 ≥ 0,

es decir:

j + k − i ≥ 1 . (5.12)

Notemos que los ı́ndices verifican las relaciones j, k ≥ 0, i ≤ −1 ⇒ −i ≥ 1 ⇒
j + k − i ≥ 1, luego (5.12) se cumple para todo i, j, k. Por tanto JW1σ

′ ∼ 0 y se

sigue que:

H1(W1, TW1) = 0.

Lema 5.2.2. H1(W2, TW2) es generado como espacio vectorial sobre C, por los

cociclos de la forma (0, z−1uk2, 0)t, k ≥ 0 (escritos en coordenadas canónicas).

Demostración. En coordenadas canónicas, el cambio de coordenadas para W2 es:

(ξ, v1, v2) 7−→ (z−1, z2u1, u2) . (5.13)

La matriz de transición del fibrado tangente de W2 es la jacobiana del cambio de

coordenadas definido en (5.13), esto es:

JW2 =

 −z−2 0 0

2zu1 z2 0

0 0 1

 . (5.14)

Procedemos ahora a calcular H1(W2, TW2). Análogamente a la prueba del lema

5.2.1, un 1-cociclo general, es de la forma:

σ =
+∞∑
i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 aijk
bijk
cijk

 ziuj1u
k
2.

Quitando los términos holomorfos en la carta U , tenemos:

σ ∼ σ′ =
−1∑

i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 aijk
bijk
cijk

 ziuj1u
k
2.
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5.2. COHOMOLOGÍA CON COEFICIENTES EN EL FIBRADO TANGENTE.

Para quitar los elementos holomorfos en la carta V , multiplicamos por la matriz

JW2 definida en (5.14), obteniendo:

JW2σ
′ =

 −z−2 0 0

2zu1 z2 0

0 0 1

 −1∑
i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 aijk
bijk
cijk

 ziuj1u
k
2

=
−1∑

i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 −z−2aijk
2zu1aijk + z2bijk

cijk

 ziuj1u
k
2

=
−1∑

i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 −z−2aijk
2zu1aijk + z2bijk

cijk

 zi−2j(z2u1)juk2

=
−1∑

i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 −ξ2aijk
2ξv1aijk + ξ−2bijk

cijk

 ξ2j−ivj1v
k
2

=
−1∑

i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 −ξ2aijk
2ξv1aijk + ξ−2bijk

cijk

 ξ2ξ2j−i−2vj1v
k
2

=
−1∑

i=−∞

+∞∑
j=0

+∞∑
k=0

 −ξ4aijk
2ξ3v1aijk + bijk

ξ2cijk

 ξ2j−i−2vj1v
k
2 .

Los elementos de JW2σ
′ holomorfos en V , son aquellos que verifican 2j−i−2 ≥ 0,

es decir:

2j − i ≥ 2 . (5.15)

Como j ≥ 0 e i ≤ −1, entonces 2j − i ≥ 1. Luego (5.15) no se verifica sólo en el

caso i = −1 y j = 0. Por lo tanto, quitando en JW2σ
′ los términos holomorfos en

la carta V , esto es, haciendo j = 0 e i = −1 obtenemos la relación:

JW2σ
′ ∼

+∞∑
k=0

 −ξ4a−10k

2ξ3v1a−10k + b−10k

ξ2c−10k

 ξ−1vk2 =
+∞∑
k=0

 −ξ3a−10k

2ξ2v1a−10k + ξ−1b−10k

ξc−10k

 vk2 .
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Notemos que

+∞∑
k=0

 −ξ3a−10k

2ξ2v1a−10k

ξc−10k

 vk2

es holomorfo en V , por lo tanto puede ser removido de JW2σ
′. Se sigue que:

JW2σ
′ ∼

+∞∑
k=0

 0

ξ−1b−10k

0

 vk2 =
+∞∑
k=0

 0

b−10k

0

 ξ−1vk2 .

En consecuencia, los generadores de la cohomoloǵıa en coordenadas V son: 0

ξ−1vk2
0


k≥0

.

Para volver a la notación en coordenadas U , multiplicamos por J−1
W2

(escrita en

coordenadas V ), es decir:

J−1
W2

=

 −ξ−2 0 0

2ξv1 ξ2 0

0 0 1

 ,

 −ξ−2 0 0

2ξv1 ξ2 0

0 0 1

 ·
 0

ξ−1vk2
0

 =

 0

ξvk2
0

 =

 0

z−1uk2
0

 . (5.16)

Por lo tanto,

H1(W2, TW2) = 〈z−1uk2〉k≥0.

Como k puede tomar infinitos valores, es inmediato que la dimensión de la coho-

moloǵıa es infinita, lo que denotamos:

h((W2, TW2)) = +∞.
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Caṕıtulo 6

Deformaciones de Wk; k=1,2.

Este caṕıtulo está dedicado al estudio de las deformaciones de las 3-variedades

Calabi-Yau del tipo:

Wk := Tot(OP1(−k)⊕OP1(k − 2)), k = 1, 2.

Hasta ahora hemos hablado de Wk, como variedades Calabi-Yau para todo k.

Sin embargo no hemos probado que efectivamente lo sean. Antes de mostrar

los resultados sobre deformaciones, veamos que efectivamente Wk es Calabi-Yau

para todo k positivo. Vamos a probar que el fibrado canónico es trivial. Primero,

recordemos que el cambio de coordenadas para Wk está dado por

(ξ, v1, v2) = (z−1, zku1, z
2−ku2) (6.1)

Por definición, el fibrado canónico está dado por la máxima potencia exterior de

su fibrado cotangente. Si denotamos por KWk
al fibrado canónico de Wk y TW∨

K

es el dual del tangente, entonces:

KWk
=
∧3

TW∨
k

Si denotamos por J a la matriz de transición del fibrado tangente (jacobiana del

cambio de coordenadas en 6.1), entonces el fibrado TW∨
k tiene como función de

transición, la matriz inversa traspuesta de la del fibrado tangente, esto es:

J∨ = (J−1)T =

 −z2 kzu1 (2− k)z−1

0 z−k 0

0 0 zk−2

 .
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6.1. DEFORMACIONES DE W1

Luego

KWk
=
∧3

TW∨
k = det((J−1)T ) = −1

y por tanto el fibrado canónico es trivial para todo k positivo. De este modo,

vemos queWk es efectivamente Calabi-Yau. A continuación veremos los resultados

obtenidos en el estudio de deformaciones de la estructura compleja para los k =

1, 2. Probaremos en 6.1 que W1 no tiene deformaciones. Sin embargo, veremos que

para W2, el estudio de las deformaciones, es mucho más interesante, probaremos

que W2 tiene un espacio de deformaciones infinito dimensional y mostraremos

una familia de deformaciones de dimensión infinita. Dado el hecho de que es

equivalente dar una variedad suave o dar su fibrado tangente, para estudiar las

deformaciones de W2 vamos a considerar 2 casos, por un lado las deformaciones

del fibrado tangente y por otro, las de la variedad misma. Veremos que los 2

métodos dan información equivalente.

6.1. Deformaciones de W1

Teorema 6.1.1. W1 no posee deformaciones.

Demostración. Las deformaciones de estructuras complejas de una variedad X,

son parametrizadas por H1(X,TX), por lema 5.2.1 H1(W1, TW1) = 0, luego W1

no tiene deformaciones.

6.2. Deformaciones de W2.

Hasta ahora, tenemos que, por lema 5.2.2, H1(W2, TW2) tiene dimensión

infinita, lo cual sugiere que el espacio de deformaciones de esta 3-fold es infinito

dimensional.

6.2.1. Deformación del Fibrado Tangente

En primer lugar, para hallar deformaciones de W2 mediante deformaciones

de su fibrado tangente TW2, lo que haremos será deformar la matriz de transi-

ción que determina al fibrado en coordenadas canónicas. Dado que todo fibrado
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6.2. DEFORMACIONES DE W2.

vectorial algebraico sobre W2 es filtrable [TK, Cor. 3.12.], se sigue que todo fi-

brado vectorial holomorfo sobre W2 puede ser representado mediante una matriz

triangular superior, por lo tanto, para deformar TW2 lo que haremos será agre-

gar elementos no triviales en cohomoloǵıa para perturbar la matriz de cambio

de coordenadas. Por mera simplicidad, trabajaremos con la matriz J ′ definida en

(6.2), pues define un fibrado isomorfo a TW2. Vamos a perturbar J ′ agregando

elementos no triviales en cohomoloǵıa en las entradas (12), (1, 3) y (2, 3), (aśı la

nueva matriz seguirá siendo triangular superior). Para esto, consideraremos pri-

mero subfibrados de rango dos, los cuales definen clases de extensiones y que por

lema 4.0.13, podemos relacionar con las clases de cohomoloǵıa asociadas.

Sea JW2 la matriz de transición del fibrado tangente de W2 definida en (5.14).

En vista de la observación 4.0.12 y de la filtrabilidad de fibrados holomorfos sobre

W2, notemos que:

JW2 ∼ J ′ =

 z2 2zu1 0

0 −z−2 0

0 0 1

 , (6.2)

aqúı ∼ significa que J y J ′ definen fibrados isomorfos sobre W2. Luego tenemos

la siguiente situación:

Denotemos por Mm,l la matriz resultante de eliminar la m-ésima fila y la l-ésima

columna en J ′. Entonces, obtenemos que

1. M1,1 =

(
−z−2 0

0 1

)
,

2. M2,2 =

(
z2 0

0 1

)
,

3. M3,3 =

(
z2 2zu1

0 z−2

)
.

Lema 6.2.1. La matriz

M1,1 =

(
−z−2 0

0 1

)
no da a lugar a deformaciones de TW2.
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6.2. DEFORMACIONES DE W2.

Demostración. El objetivo es encontrar un matriz de la forma: z2 2zu1 0

0 −z−2 ∗1

0 0 1


donde ∗1 = z−2σt, con σt un elemento no trivial en cohomoloǵıa. La matriz M1,1

define una extensión de fibrados del tipo:

0→ OW2(2)→ E → OW2 → 0.

Aśı, el fibrado E que es dado por la matriz M1,1 define una clase de extensión

en Ext1(OW2 ,OW2(2)). Por lema 4.0.13, Ext1(OW2 ,OW2(2)) ∼= H1(W2,OW2(2)).

Por lema 5.1.1 H1(W2,OW2(2)) = 0. Concluimos que Ext1(OW2 ,OW2(2)) = 0, por

tanto σt = 0⇒ ∗1 = 0, luego M1,1 no da lugar a deformaciones de W2.

Lema 6.2.2. La matriz

M2,2 =

(
z2 0

0 1

)
da lugar a deformaciones de TW2 correspondientes a fibrados con matrices de

transición σt de la forma:  z2 2zu1 zut2
0 −z−2 0

0 0 1


donde σt es de la forma σt = z−1ut2; t ∈ Z+

0 .

Demostración. Nuevamente, el objetivo es encontrar un matriz de la forma: z2 2zu1 ∗2

0 −z−2 0

0 0 1


donde ∗2 = z2σt, con σt un elemento no trivial en cohomoloǵıa. La submatriz

M2,2 =

(
z2 0

0 1

)
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6.2. DEFORMACIONES DE W2.

define una extensión:

0→ OW2(−2)→ E → OW2 → 0.

Es decir, un elemento en Ext1(OW2 ,OW2(−2)) ∼= H1(W2,OW2(−2)). Como vimos

en (5.8) el grupo H1(W2,OW2(−2)) es generado por las secciones de la forma:

σt = z−1ut2; t ≥ 0, (6.3)

por tanto ∗2 = z2 · z−1ut2 = zut. A cada clase de extensión σt, le corresponde una

matriz J(σt), con σt como en (6.3), luego M2,2 da lugar a deformaciones de TW2

de la forma:  z2 2zu1 zut2
0 −z−2 0

0 0 1



Lema 6.2.3. La familia de fibrados obtenidos en lema 6.2.2, no da lugar a de-

formaciones de la variedad W2.

Demostración. Supongamos que la matriz

J(σt) =

 z2 2zu1 zut2
0 −z−2 0

0 0 1

 (6.4)

define una deformación del fibrado tangente, que da lugar a una deformación de

W2. Es decir, buscamos una variedad Y cuyo fibrado tangente TY , esté dado por

la matriz J(σt). Por lo tanto, buscamos f : C∗ × C2 → C3 holomorfa, tal que:

∂f1

∂u1

= z2

∂f1

∂z
= 2zu1

∂f1

∂u2

= zut2.
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6.2. DEFORMACIONES DE W2.

Si tal f existiera, por ser holomorfa, debeŕıan verificarse que estas derivadas son

iguales:

∂2f1

∂u2∂z
= 0

∂2f1

∂z∂u2

= ut2.

Como ut2 6= 0,∀t ∈ Z concluimos que no existe tal función y por lo tanto, la

matriz J(σt) no define un fibrado tangente TY , pues no existe tal variedad Y .

Luego, la familia de fibrados obtenidos en lema 6.2.2, no da lugar a deformaciones

de la variedad W2.

Lema 6.2.4. La matriz

M3,3 =

(
z2 2zu1

0 z−2

)
da lugar a deformaciones de TW2 de la forma:

1.

 z2 2zu1 + zut2 0

0 −z−2 0

0 0 1

 2.

 z2 2zu1 + ut2 0

0 −z−2 0

0 0 1


3.

 z2 2zu1 + z−1ut2 0

0 −z−2 0

0 0 1

 4.

 z2 2zu1 + zu1u
t
2 0

0 −z−2 0

0 0 1

 .

Demostración. Vamos a obtener cada una de las matrices 1 a 4, mediante un

procedimiento análogo a las demostraciones de los lemas 6.2.2, 6.2.3. El objetivo

es encontrar un matriz de la forma: z2 2zu1 + ∗3 0

0 −z−2 0

0 0 1


donde ∗3 = z2σt, con σt un elemento no trivial en cohomoloǵıa. La matriz

M3,3 =

(
z2 2zu1

0 −z−2

)
,
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6.2. DEFORMACIONES DE W2.

define una extensión de la forma:

0→ OW2(−2)→ E → OW2(2)→ 0,

es decir, un elemento en Ext1(OW2(2),OW2(−2)) ∼= H1(W2,OW2(−4)). De (5.9)

sabemos que H1(W2,OW2(−4)) es generado por las secciones generadas por:

σt = z−1ut2, z
−2ut2, z

−3ut2, z
−1u1u

t
2; t ≥ 0. (6.5)

A cada clase de extensión σt, le corresponde una matriz J(σt), con σt como en

(6.5), luego M3,3 da lugar a deformaciones de TW2 de la forma: z2 2zu1 + z2σt 0

0 −z−2 0

0 0 1

 .

Dependiendo del σ(t) escogido, obtenemos cada una de las matrices deseadas, esto

es:

1. Para σt = z−1ut2 tenemos:

J1(σt) =

 z2 2zu1 + zut2 0

0 −z−2 0

0 0 1


2. Para σt = z−2ut2 tenemos:

J2(σt) =

 z2 2zu1 + ut2 0

0 −z−2 0

0 0 1


3. Para σt = z−3ut2 tenemos:

J3(σt) =

 z2 2zu1 + z−1ut2 0

0 −z−2 0

0 0 1


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6.2. DEFORMACIONES DE W2.

4. Para σt = z−1u1u
t
2 tenemos:

J4(σt) =

 z2 2zu1 + zu1u
t
2 0

0 −z−2 0

0 0 1


Es decir, hemos obtenido las cuatro familias de deformaciones esperadas.

Para determinar si la familia de fibrados obtenidos en lema 6.2.4, da lugar

a deformaciones de W2 procedemos como en la prueba del lema 6.2.3. Vamos a

determinar la integrabilidad de las entradas de tales matrices, lo cual nos permi-

tirá saber si ellas definen una deformación de TW2 que dé lugar a una deformación

de W2. Observemos la integrabilidad caso a caso:

J1(σt) : No verifica igualdad de las derivadas mixtas.

J2(σt) : Es integrable, pero la dirección es trivial, pues cada una de las

deformaciones, define fibrados isomorfos al original.

J3(σt) : La entrada 2zu1 + z−1ut2 no es integrable.

J4(σt) : No verifica igualdad de las derivadas mixtas.

Para ver que J1(σt) y J4(σt) no verifican igualdad de las derivadas mixtas, el pro-

cedimiento es análogo al visto en lema 6.2.3. Luego no dan lugar a deformaciones

de W2.

A continuación, presentamos una familia de deformaciones de W2 mediante el

método de deformar su fibrado tangente TW2:

Lema 6.2.5. La familia de fibrados dados por las matrices

J(t) =

 z2 2zu1 +
ut+1
2

t+1
zut2

0 −z−2 0

0 0 1

 ; t ≥ 0

define una familia de dimensión infinita de deformaciones de W2.
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6.2. DEFORMACIONES DE W2.

Demostración. Primero vamos a mostrar la integrabilidad de las entradas de la

matriz y luego describiremos la familia de deformaciones de W2 a las que da lugar

J(t) =

 z2 2zu1 +
ut+1
2

t+1
zut2

0 −z−2 0

0 0 1

 . (6.6)

La primera fila, corresponde a las derivadas parciales de f1 con respecto a u1, z, u2

respectivamente, es decir:

∂f1

∂u1

= z2

∂f1

∂z
= 2zu1 +

ut+1
2

t+ 1
∂f1

∂u2

= zut2.

Tomando derivadas mixtas tenemos que:

∂2f1

∂z∂u1

= 2z =
∂2f1

∂u1∂z

∂2f1

∂u2∂z
= ut2 =

∂2f1

∂z∂u2

∂2f1

∂u2∂u1

= 0 =
∂2f1

∂u1∂u2

.

Se sigue que f1 debe ser de la forma:

f1(u1, z, u2) = z2u1 +
zut+1

2

t+ 1
; t ≥ 0. (6.7)

Esto significa que para cada entero t ≥ 0, (6.6) define una deformación de TW2

que denotamos TY (t). Luego, para cada t ≥ 0, tenemos una 3-variedad Y (t) que

corresponde a una deformación de W2.

Resumimos esto en el siguiente diagrama:

TW2

��

// TY (t)

��
W2

// Y (t)
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6.3. UNA FAMILIA DE DEFORMACIONES DE DIMENSIÓN INFINITA PARA W2.

donde notación  indica deformación. Tomando f1 como en 6.7, tenemos una

familia de deformaciones Y (t) de W2 de la forma:

(ξ, v1, v2) =

(
z−1, z2u1 +

zut+1
2

t+ 1
, u2

)
, t ≥ 0. (6.8)

6.3. Una familia de deformaciones de dimensión

infinita para W2.

En esta sección, vamos a demostrar el principal resultado de este trabajo

de tesis que es: La existencia de una familia de dimensión infinita, que parame-

triza deformaciones de W2. Este es un resultado sorprendente, pues hasta antes

de demostrar el teorema 6.3.2, solamente conoćıamos una dirección de deforma-

ción de W2 que proveńıa de deformaciones de la superficie Z2 en [BG]. Primero

probaremos un lema esencial para obtener el teorema principal y posteriormente,

enunciaremos y probaremos dicho teorema.

Lema 6.3.1. Todos los cociclos en H1(W2, TW2) son integrables.

Demostración. En notación matricial, podemos escribir la función de transición

de W2 como:  ξ

v1

v2

 =

 z−1

z2u1

u2

 =

 z−2 0 0

0 z2 0

0 0 1

 z

u1

u2

 .

Como vimos en lema 5.2.2, H1(W2, TW2) es generado por las secciones 0

z−1uk2
0


para k ≥ 0. Entonces, podemos expresar la familia de deformaciones para W2
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como:  ξ

v1

v2

 =

 z−2 0 0

0 z2 0

0 0 1

 z

u1

u2

+
∑
k≥0

tk

 0

z−1uk2
0


=

 z−1

z2u1 +
∑

k≥0 tkzu
k
2

u2

 ,

es decir, tenemos una familia de deformaciones de dimensión infinita dada por

U = C3
z,u1,u2

× C[tk] y V = C3
ξ,v1,v2

× C[tk]

con

(ξ, v1, v2, t0, t1, . . .) = (z−1, z2u1 +
∑
k≥0

tkzu
k
2, u2, t0, t1, . . . )

sobre la intersección U ∩ V = C∗ × C2 × C[tk].

Teorema 6.3.2. W2 tiene una familia de deformaciones de dimensión infinita.

Tal familia es de la forma:

(ξ, v1, v2, t0, t1, . . .) = (z−1, z2u1 +
∑
j≥0

tjzu
j
2, u2, t0, t1, . . . )

con

U = C3
z,u1,u2

× C[tj] y V = C3
ξ,v1,v2

× C[tj],

sobre la intersección, se verifica que: U ∩ V = C∗ × C2 × C[tj].

Demostración. La prueba se sigue de los lemas 5.2.2 y 6.3.1. El primero mues-

tra que H1(W2, TW2) es infinito dimensional y el segundo, que sus cociclos son

integrables, aśı, ellos parametrizan las deformaciones de W2.

Observación 6.3.3. Notemos que las direcciones de deformación de W2 obteni-

das en (6.8), mediante deformaciones del fibrado tangente TW2, corresponden a

direcciones contempladas en la familia presentada en 6.3.2.

Concluimos que el estudio de las deformaciones de W2, tanto por medio de

deformaciones de su fibrado tangente como deformaciones de la variedad misma

(deformando la función de transición) tiene un interesante desarrollo, por cuanto

hemos probado que su espacio de deformaciones, es infinito dimensional y exhi-

bimos una familia de dimensión infinita, que parametriza deformaciones de W2.
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Apéndice A

Un fibrado holomorfo que no es

algebraico.

Como se puede ver en [BG], todo fibrado vectorial holomorfo sobre Zk, es

algebraico. Sin embargo, aśı como el caso de las deformaciones es diferente para

Wk es diferente al de Zk, también tenemos que el resultado recién citado, no se

verifica para W3, en particular, mostraremos un fibrado vectorial holomorfo sobre

W3, que no es algebraico.

A.1. Un fibrado holomorfo sobre Z(−1) que no es

algebraico.

Por definición Z(−1) = Tot(OP1(+1)), y en coordenadas canónicas Z(−1) =

U ∪ V , donde U = {(z, u)} y V = {(ξ, v)}, U ∩ V ∼= C∗ × C, con cambio de

coordenadas dado por:

(ξ, v) 7→ (z−1, z−1u)

Lemma 1. H1(Z(−1),O(−2)) es infinito dimensional, generado como espacio

vectorial sobre C por los monomios zlui con l = −2,−1 e i = 1, 2, . . . .

Demostración. Un 1-cociclo σ puede ser escrito en la forma

σ =
+∞∑
i=0

+∞∑
l=−∞

σi,lz
lui .
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A.1. UN FIBRADO HOLOMORFO SOBRE Z(−1) QUE NO ES ALGEBRAICO.

Como los monomios que contienen potencias no negativas de z, son holomorfos

en U , estos son cobordes, aśı

σ ∼
+∞∑
i=0

−1∑
l=−∞

σi,lz
lui ,

donde ∼ denota equivalencia cohomológica. Cambiando coordenadas, obtenemos

Tσ = z2

+∞∑
i=0

−1∑
l=−∞

σi,lz
lui =

+∞∑
i=0

−1∑
l=−∞

σi,lz
l+2ui ,

donde los términos que satisfacen l + 2 ≤ −1 son holomorfos en V . Aśı, los

elementos no triviales en H1(Z(−1),O(−2)) son aquellos que tienen l = −2 ó l =

−1. Por lo tanto

H1(Z(−1),O(−2)) = 〈zlui : l = −2,−1 , i ≥ 1〉 .

Proposición A.1.1. El fibrado E sobre Z(−1) definido en coordenadas canónicas

por la matriz [
z1 z−1eu

0 z−1

]
(A.1)

es holomorfo pero no es algebraico.

Demostración. Este fibrado E puede ser representado por el elemento

z−1eu ∈ Ext1(O(1),O(−1)) ' H1(Z(−1),O(−2)).

Tenemos que [
z1 z−1eu

0 z−1

]
=

[
z1 zσ

0 z−1

]
(A.2)

con z−2eu = σ ∈ H1(Z(−1),O(−2)), ver [Har, p. 234]. Observemos que

z−2eu = z−2

(
1 + u+

u2

2
+ · · ·+ un

n!
+ · · ·

)
= z−2 + z−2

(
u+

u2

2
+
u3

6
+ · · ·+ un

n!
+ · · ·

)
︸ ︷︷ ︸

(γ)

,
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donde los monomios en γ ∈ 〈zlui : l = −2,−1 , i ≥ 1〉 representan pares dis-

tintos de clases no triviales en H1(Z(−1),O(−2)) como se mostró en Lema 1.

Consecuentemente, la clase zσ ∈ Ext1(O(1),O(−1)) correspondiente al fibrado

E no puede ser representada por un polinomio, por lo tanto E es holomorfo pero

no algebraico.

Corolario A.1.2. La 3–variedad W3 tiene fibrados holomorfos que no son alge-

braicos.

Demostración. Consideremos la aplicación p : W3 → Z(−1) dada por la proyección

sobre la primera y tercera coordenada, esto es, en coordenadas canónicas como en

(??) vemos Z(−1) como un corte dentro de W3 por la ecuación u1 = 0. Entonces

el fibrado pullback p∗E es holomorfo pero no algebraico sobre W3.

A.1.1. A similar bundle on Z1

Es instructivo, verificar el resultado de definir un fibrado por la misma matriz,

pero sobre Z1. Recordemos que Z1 = U ∪ V , con cambio de coordenadas dado

por:

(ξ, v) 7→ (z−1, zu)

Consideremos el fibrado E sobre Z1, dado por la matriz de transición[
z1 z−1eu

0 z−1

]
. (A.3)

Note que es la matriz usando en (A.1). Aśı E corresponde al elemento z−1eu ∈
Ext1(O(1),O(−1)) ' H1(Z1,O(−2)). Consecuentemente, podemos reescribir la

función de transición como[
z1 z−1eu

0 z−1

]
=

[
z1 zσ

0 z−1

]
(A.4)

donde z−2u = σ ∈ H1(Z1,O(−2)). Pero σ = ξ3v es holomorfo sobre la carta V ,

y por lo tanto un coborde. Aśı, σ = 0 ∈ H1(Z1,O(−2)), y entonces z−1eu = 0 ∈
Ext1(O(1),O(−1)). Por lo tanto, la extensión se escinde y

E = O(−1)⊕O(1) .
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Apéndice B

Comparación con la teoŕıa de

Kuranishi.

En la sección 6.2 hemos calculado deformaciones de TW2 necesarias para

estudiar las deformaciones de W2. A continuación, presentamos una herramienta

complementaria para el estudio de las deformaciones, en ĺınea con la teoŕıa de

deformaciones desarrollada por Kuranishi, la cual está enfocada en las deforma-

ciones de fibrados. Por contraparte, la teoŕıa de Kodaira está dirigida al estudio

de las deformaciones de variedades complejas. En este apéndice, vamos a calcular

las deformaciones del fibrado TW2 y veremos que su espacio de deformaciones es

más amplio que el de W2, pues tiene más direcciones de deformación.

B.1. H1(W2,End(TW2))

El resultado fundamental de la teoŕıa de Kuranishi, es que el espacio de

deformaciones de un fibrado E, está parametrizado por la primera cohomoloǵıa,

con coeficientes en EndE. Dado un fibrado E sobre una variedad M , se define

un nuevo fibrado EndE, llamado fibrado endomorfismo, el cual está dado por:

End(E) = E∨ ⊗ E.

Para el caso TW2, tenemos:

End(TW2) = TW∨
2 ⊗ TW2
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B.1. H1(W2,End(TW2))

Aqúı, E∨ denota el fibrado dual de E. En términos de matrices, esto nos queda:

End(TW2) = J∨ ⊗ J

donde J es la jacobiana del cambio de coordenas y J∨ su inversa traspuesta, esto

es:

J =

 −z−2 0 0

2zu1 z2 0

0 0 1

 y J∨ = (J−1)T =

 −z2 2zu1 0

0 z−2 0

0 0 1

 .

Luego el producto J∨ ⊗ J es:

 −z2 2zu1 0

0 z−2 0

0 0 1

 · −z−2

 −z2 2zu1 0

0 z−2 0

0 0 1

 · 0
 −z2 2zu1 0

0 z−2 0

0 0 1

 · 0
 −z2 2zu1 0

0 z−2 0

0 0 1

 · 2zu1

 −z2 2zu1 0

0 z−2 0

0 0 1

 · z2

 −z2 2zu1 0

0 z−2 0

0 0 1

 · 0
 −z2 2zu1 0

0 z−2 0

0 0 1

 · 0
 −z2 2zu1 0

0 z−2 0

0 0 1

 · 0
 −z2 2zu1 0

0 z−2 0

0 0 1

 · 1


se sigue que

J∨⊗J =



1 −2z−1u1 0 0 0 0 0 0 0

0 −z−4 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −z−2 0 0 0 0 0 0

−2z3u1 4z2u2
1 0 −z4 2z3u1 0 0 0 0

1 2z−1u1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 2zu1 0 0 z2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 −z2 2zu1 0

0 0 0 0 0 0 0 z−2 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1


(B.1)

Recordemos que el cambio de coordenadas de W2 es: (ξ, v1, v2) = (z−1, z2u1, u2).

Toda 1-cocadena σ con valores en EndTW2 es un 1-cociclo y se puede escribir en
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B.1. H1(W2,End(TW2))

la forma:

σ =
+∞∑
t=0

+∞∑
s=0

+∞∑
i=−∞

 a
(1)
ist
...

a
(9)
ist

 zius1u
t
2.

Note que a
(j)
ist , j = 1, . . . , 9 denota la j-ésima componente del vector columna de los

coeficientes. Además, quitando los términos holomorfos en la carta U , obtenemos:

σ ∼ σ′ =
+∞∑
t=0

+∞∑
s=0

−1∑
i=−∞

 a
(1)
ist
...

a
(9)
ist

 zius1u
t
2.

Para cambiar coordenadas, multiplicamos por la matriz de transición del fibrado,

obteniendo:

(J∨⊗J)σ′ =
+∞∑
t=0

+∞∑
s=0

+∞∑
i=−∞



a
(1)
ist − 2a

(2)
istz

−1u1

−a(2)
istz

−4

−a(3)
istz

−2

−2a
(1)
istz

3u1 + 4a
(2)
istz

2u2
1 − a

(4)
istz

4 + 2a
(5)
istz

3u1

2a
(2)
istz

−1u1 + a
(5)
ist

2a
(3)
istzu1 + a

(6)
istz

2

−a(7)
istz

2 + 2a
(8)
istzu1

a
(8)
istz

−2

a
(9)
ist


zius1u

t
2.

(B.2)

Observemos que del cambio de coordenadas, se tienen las relaciones:

z−1u1 = z−3z2u1 = ξ3v1

z3u1 = z1z2u1 = ξ−1v1

z2u2
1 = z−2(z2u1)2 = ξ2v2

1

zu1 = z−1z2u1 = ξv1

Sustituyendo en (B.2), tenemos:
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+∞∑
t=0

+∞∑
s=0

+∞∑
i=−∞



a
(1)
ist − 2a

(2)
istξ

3v1

−a(2)
istξ

4

−a(3)
istξ

2

−2a
(1)
istξ

−1v1 + 4a
(2)
istξ

2v2
1 − a

(4)
istξ

−4 + 2a
(5)
istξ

−1v1

2a
(2)
istξ

3v1 + a
(5)
ist

2a
(3)
istξv1 + a

(6)
istξ

−2

−a(7)
istξ

−2 + 2a
(8)
istξv1

a
(8)
istξ

2

a
(9)
ist


ξ2s−ivs1v

t
2.

(B.3)

Quitando en (B.3) los términos holomorfos en la carta V , nos queda:

(J∨ ⊗ J)σ′ ∼
+∞∑
t=0



0

0

0

−a(4)
−10tξ

−3 − a(4)
−20tξ

−2 − a(4)
−30tξ

−1 − a(4)
−11tξ

−3v1

0

−a(6)
−10tξ

−1

−a(7)
−10tξ

−1

0

0


ut2.

De modo que los generadores de H1(W2,End(TW2)) son:

0

0

0

z−1ut2
0

0

0

0

0


,



0

0

0

z−2ut2
0

0

0

0

0


,



0

0

0

z−3ut2
0

0

0

0

0


,



0

0

0

z−1u1u
t
2

0

0

0

0

0


,



0

0

0

0

0

z−1ut2
0

0

0


,



0

0

0

0

0

0

z−1ut2
0

0


t≥0

.
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Este resultado, prueba que el espacio de deformaciones de TW2 es infinito dimen-

sional, aśı como también lo es el de W2, sin embargo, tenemos más direcciones

de deformación para TW2 que para W2. En términos geométricos, no todas las

direcciones a partir del cálculo de la cohomoloǵıa dan lugar a deformaciones ya

sea de W2 como de su fibrado tangente. A partir de este último cálculo, vemos

que la cohomoloǵıa con coeficientes en EndTW2 puede dar lugar a deformaciones

de TW2 como variedad, que no se corresponden con deformaciones de W2.
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