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Resumen

Se demuestra que dada una accién localmente libre del grupo de Heisenberg H, cuyo
primer grupo de cohomologia foliado de F (la foliacién dada por las érbitas de la accién)
es isomorfo al primer grupo de cohomologia del algebra de Lie de H, entonces la accién
es parametro rigido. Usando esto, damos un ejemplo explicito de acciones pardmetro

rigido del grupo Heisenberg.
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Introduccion

Sea G un grupo de Lie y A una accién a derecha de G sobre una variedad M cerrada,
orientable y conexa.

Decimos que A es localmente libre si el subgrupo de isotropia de A es discreto en G para
todo punto de M. Este tipo de accién define una foliacién F dada por las 6rbitas de A
de dimensién igual a la dimensién de G.

Estaremos interesados en estudiar el espacio de las acciones a la derecha de G sobre M
que definen la misma foliacién F, en el siguiente sentido: diremos que A es pardmetro
rigido si cualquier accién a derecha B de G sobre M con la misma foliacién F es sua-
vemente conjugada a la accién A, més precisamente, existe un automorfismo ® de G
y un difeomorfismo F suave de M que preserva cada hoja de F y es homotdpico a la

identidad a través de aplicaciones que preservan cada hoja de F tal que
B(F(x),®(g)) = F(A(z,9)),

para todo x € M y todo g € G.
La cohomologia foliada H*(F) de una foliacién F sobre una variedad es la cohomologia
del complejo de De Rham constituido por las formas foliadas, es decir, las secciones del
producto exterior del fibrado cotangente de la foliacién F. La cohomologia foliada es en
general de dimensién finita y no Hausdorff en algunas ocaciones.
El ejemplo més conocido de una foliacién con H'(F) de dimensién 1 es dado por una
foliacién lineal con vector inclinacién mal aproximado (vector diofantino) sobre el toro
T" = R"/Z". Este ejemplo goza de la propiedad rigidez paramétrica. El caso donde el
vector inclinacién sea bien aproximado H!(F) es no Hausdorff, en particular de dimen-
sién infinita.
Para una foliacién F dada por las érbitas de una accién localmente libre de R¥ sobre
M, es facil ver que

dimHY(F) > k

y la igualdad se obtiene si y solo si la accién es pardmetro rigida, ver [11].

Este hecho hace que nos interesemos en foliaciones cuyo primer grupo de cohomologia
foliada sea de dimensién finita.

En el ejemplo 2.2 se construye una accién localmente libre del grupo afin sobre una

variedad cerrada de dimensién 3. Se puede mostrar que este ejemplo nos da una accién
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parametro rigido, la demostracién no sera tratada en esta tesis, para mas detalles ver
[11].

Esta tesis estd basada en el trabajo de dos Santos [6], donde se estudian las propieda-
des generales de las acciones localmente libres y se construyen ejemplos de acciones del
grupo de Heisenberg que son parametro rigido. Para el estudio de estas acciones se in-
troduce la cohomologia de una accion: sea A una acciéon a derecha localmente libre de G
sobre M. La accién A induce una estructura de G-médulo sobre el anillo C*° (M) de las
funciones suaves sobre M, que serd denotado por CY°(M). La cohomologia de la accion
A es por definicién la cohomologia H*(G,CY(M)) del G-médulo CY°(M). Probaremos
que el primer grupo de cohomologia foliada H'(F) de la foliacién dada por las érbitas
de A es isomorfa a la primera cohomologia de la accion A.

Decimos que la accién A es cohomolégicamente rigida 1-dimensional si la primera coho-
mologfa de A es isomorfa al primer grupo de cohomologia H'(G*) del 4lgebra de Lie G
de G. Un hecho importante de las acciones cohomoldgicamente rigidas 1-dimensional es
que preservan una forma de volumen suave.

El resultado central de esta tesis es mostrar que una acciéon localmente libre y coho-
molégicamente rigida 1-dimensional del grupo de Heisenber sobre una variedad cerrada,
es parametro rigido. Usando este resultado daremos un ejemplo explicito de acciones
parametro rigido del grupo de Heisenberg.

Recientemente Maruhashi, H. en [10] generaliza los resultados de dos Santos para grupos
de Lie nilpotentes simplemente conexos.

En el capitulo 1 mostraremos las herramientas necesarias para que la teoria quede bien
respaldada. Para esto, consideraremos los campos de vectores como derivaciones sobre
el algebra de las funciones C* sobre la variedad M. Esto nos proporciona el ambiente
ideal para la definiciéon de conceptos importantes, como por ejemplo la definicién de
una férmula global de la derivada exterior (que no depende de coordenadas). Para esto
sera util la derivada de Lie, ésta nos permite derivar campos de vectores y formas di-
ferenciables a lo largo de otro campo de vectores. En la definicién de derivada de Lie
entran las nociones de trasladar formas diferenciables y campos de vectores, éste dltimo
problema de trasladar campos de vectores lo viene a solucionar los campos de vectores
relacionados cuya propiedad fundamental es la de conservar el corchete de Lie.

Dado que consideraremos acciones localmente libres de grupos de Lie sobre variedades,
daremos la definicién de estos grupos y sus algebras de Lie, estudairemos algunos ejem-
plos importantes y veremos como se define el algebra de Lie de algunos grupos de Lie, asi
como también la importancia de la aplicacién exponencial, la cual actida como conector
entre los grupos de Lie y sus dlgebras de Lie.

En el capitulo 2 introduciremos las acciones localmente libres de un grupo de Lie sobre
una variedad diferenciable M, y observaremos que las orbitas de ésta accién definirdn
las hojas de una foliacién sobre M. Estudiaremos el tipo topoldgico de las érbitas de la
accién de algunos grupos de Lie sobre M y estudiaremos un par de proposiciones que

seran utiles para probar que para cada accién B con la misma foliacion F dada por
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las Orbitas de A, le corresponde un cociclo sobre la accién A. Esto como veremos mas
adelante estara estrechamente relacionado con la rigidez paramétrica.

También definiremos la cohomologia de &dlgebras de Lie, la cohomologia foliada y la
cohomologia de una acciéon, éstas serdan una herramienta muy importante para estua-
diar las acciones localmente libres. Daremos también una descripcién dual de acciones
localmente libres en términos de formas diferenciables, esto nos conducird a establecer
ciertas relaciones entre las cohomologias descritas anteriormente.

Por ltimo, en el capitulo 3 definiremos las acciones parametro rigido, estudiaremos un
ejemplo muy conocido de rigidez paramétrica de R-acciones localmente libres dado por
el flujo lineal diofantino sobre el toro T”. Luego veremos que la condicién cociclo rigido
y pardmetro rigido son equivalentes, conduciendo asi al resultado mas relevante de este
trabajo, el cual muestra que las acciones cohomoldgicamente rigidas 1-dimensionales del
grupo de Heisenberg (grupo de Lie no abeliano) son pardmetro rigido. Usando este re-

sultado mostraremos la existencia de acciones parametro rigido del grupo de Heisenberg.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Definiciones y resultados basicos

El espacio tangente

Un vector v con componentes vy, - -+ , v, en un punto p en el espacio euclideano R™ puede
pensarse como un operador sobre las funciones diferenciables. Especificamente, si f es
diferenciable sobre una vecindad de p, entonces v asigna a f el nimero real v(f), el cual
es la derivada direccional de f en la direccién del vector v en el punto p. Es decir,

of of

U(f) = Ul%’p‘*’ tet +’Un87xn|p-

Esta operacion del vector v sobre las funciones diferenciables satisface dos propiedades

importantes

L v(f 4+ Ag) = v(f) + M(g),

2. v(f.9) = f(p)v(g) + g(p)v(f),

donde f y g son funciones diferenciables en una vecindad de p y A es un nimero real. La
primera propiedad dice que v actia linealmente sobre las funciones, y la segunda dice
que v es una derivacion. Esto motiva nuestra definicién de vector tangente sobre una

variedad.

Sea M una variedad diferenciable. Una curva sobre M es una aplicacion diferenciable
a: I — M de un intervalo abierto I C R en M. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que 0 € I. Dado un punto p € M y una curva « sobre M, se dice que a pasa
por p si existe un valor ¢y € R tal que a(ty) = p. Si una curva « pasa por un punto p

siempre podemos reparametrizar la curva para que «(0) = p.
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Definicién 1.1. Sea a una curva sobre M que pasa por p, a(0) = p. El vector tangente
a a en p es la aplicacién o/(0) : C*°(p)! — R definida por

O =L (foa. (1.1)

dt g
Luego, por un razonamiento andlogo al que se realiza en R", se puede demostrar que

a/(0) es una derivacién sobre C°(p)

Definicion 1.2. Un vector tangente a M en p es un vector tangente a una curva o en
el punto p. El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p se denomina el espacio

tangente a M en p y se denota por T,M.

Definicién 1.3. Sea p € M y consideremos (U, ¢) una carta local alrededor del punto
p con funciones coordenadas (x1,x2,- - ,xy,). Dada una funcién f € C*(p), la derivada

parcial de f con respecto a x; en el punto p esta dada por

of A(fop™)
= — 1_
oz, P) ou, @), (1.2)
donde (uq,--- ,uy,) son las coordenadas naturales de R™.

Sea (U, ¢) una carta local, consideremos un punto p € U. Entonces podemos construir

la aplicacion

9 oo
oi), :C™®(p) —» R, (1.3)
definida por
0 _of

Es facil demostrar que dicha aplicacién es una derivacién sobre C*°(p). Ahora, probare-
mos que ésta aplicacién es también un vector tangente a M en p. La idea serd construir
una curva «; que pase por p y tenga a 8%1-‘ como vector tangente.

Sea {e1, - ,e,} la base canénica de R" ; consideremos la curva en M definida por
a;(t) = ¢ 1(p(p) + te;), denominada la i-ésima curva coordenada de ¢ en el punto p.

Supongamos ahora que las representaciones locales de «; y f estan dadas por

ai(t) = (poi)(t) = (ui(t),-- -, un(t)) (1.5)

f(ub'" 7un):(f090_1)(u17"' 7un)' (1'6)

!conjunto de las funciones diferenciables sobre una vecindad de p
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Entonces tenemos

O = | (Fedn
= %tzof(’m(t)?” 7un(t)>
= S ooy = 2
- ;auj( i(0) = (0) (%ip(f),

probando de esta forma la afirmacién anterior.

Proposicién 1.1. El conjunto de todas las derivaciones sobre C*°(p) tiene estructura

de espacio vectorial. Si (U, (1, -+ ,xy)) es una carta local cuyo dominio contiene al

punto p, entonces {621

g
P Tnlp

es una base para T, M .

Tenemos entonces la siguiente proposicion:

Proposicién 1.2. Sea p € M™. El espacio tangente T,M es un espacio vectorial (real)

de dimension n.

Hemos probado que cada sistema de coordenadas o carta local que contenga al punto p
en su dominio nos proporciona una base canénica de T, M, luego, dos bases asociadas a

sistemas de coordenadas distintos estan relacionadas a través de la siguiente proposicién:

Proposicion 1.3. La matriz del cambio de base es la matriz jacobiana del cambio de

cartas.

El espacio cotangente

Definicion 1.4. Un covector tangente a una variedad M en un punto p es una funcién
lineal sobre T,,M. El conjunto de tales covectores constituye el espacio vectorial dual
del espacio tangente y se denomina espacio cotangente a M en p, denotandose, como es
habitual, por (7,,M)*.

Dada una funcién diferenciable f € C*°(M), se define la diferencial de f en un punto p

como el covector df, dado por

dfp(v) = v(f),

para todo vector v € T, M. Vamos a obtener ahora una base distinguida de T;M. Sea
(U, ¢) un sistema de coordenadas con funciones coordenadas asociadas (z1,--- ,x,) y
sea p € U. Entonces el conjunto {dz1p,- - ,dzy,} constituye una base de TyM. Es ficil

ver que todo covector w € Ty M se expresa de forma tinica como
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En particular, para toda funcién diferenciable f y todo punto p se satisface lo siguiente

n

df, =

dl‘i .
ox; P
i=1 "t

La diferencial de una aplicacién

Sea 1 : M — N una aplicacién diferenciable, y sea p € M. La diferencial de 1 en p es
la aplicacion lineal
dyp : TyM — Ty N (1.7)

definida de siguiente manera. Si v € T),M, entonces di(v) es también un vector tangente
a 1(p), describamos ahora como éste opera sobre funciones. Sea g una aplicacién suave

sobre una vecindad de v (p). Definimos di(v)(g) por

dip(v)(g) = v(g o). (1.8)

Se puede verificar facilmente que di» es una aplicacién lineal de T, M en T, N. La
aplicacion dual

es definida por
P (w)(v) = w(dy(v)) (1.10)
siempre que w € le(p)N yveT,M.

Proposicién 1.4 (Regla de la cadena). Sean ) : M — N y ¢ : N — X dos aplicaciones

diferenciables y sea p un punto del dominio de ¢ o . Entonces

d(p o)y = dpy(p) o dibp. (1.11)

Fibrado tangente y cotangente

A continuacién probaremos que la unién T'M de todos los espacios tangentes a una
variedad diferenciable, en todos sus puntos, admite una estructura de variedad diferen-
ciable de dimensién el doble de la dimensién de la variedad M y se denomina el fibrado
tangente de M. Dualmente introducimos el fibrado cotangente de M, que también posee
una estructura diferenciable de la misma dimension de T'M . Sea el conjunto T'M definido
por

T™ = U T,M,
peEM

Se puede comprobar ficilmente que podemos identificar T'M con el siguiente conjunto

TM ={(p,v):pe M,veT,M}.
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Ademds, podemos construir una aplicacion proyeccién de manera natural entre TM y
M de la siguiente forma: 7 : TM — M, 7w(p,v) = p. Veamos ahora que el conjunto 7'M
admite estructura de variedad diferenciable de dimensién 2n, siendo n la dimension de
M.

Sea {(Vi, i) }i un atlas de M y consideremos los siguientes subconjuntos de T'M:
Wi ={(p,v) e TM :p eV}
y las siguientes aplicaciones:

i Wi = R )(p,v) = (9i(p), depip(v))

donde dpip(v) = (v(z1),--- ,v(xy)), siendo (z1,--- ,x,) las funciones coordenadas de
la carta ¢;. No es dificil probar que {(W;,1;)}; es un atlas 2n-dimensional sobre T'M,
con el cual recibe el nombre de fibrado tangente de M. De manera andloga podemos
construir el fibrado cotangente de M. Sea el conjunto T*M definido por

™M= U T M,
peEM

que podemos identificar con el siguiente conjunto:
"M = {(p,w) :p€ M,w e T, M}.

Acé también se define de manera natural una aplicacion proyeccién entre T*M y M de
la siguiente forma: 7* : T*M — M, 7*(p,w) = p.
Si¢: M — N es una aplicacion diferenciable, entonces podemos construir una aplicacion

entre los fibrados tangentes de la siguiente manera: d¢ : TM — T'N dada por dé(p,v) =

Campo de vectores

Definicion 1.5. Un campo de vectores X sobre una variedad diferenciable M es una

correspondencia que asigna a cada punto p de M un vector tangente X, € T,,M.

Teniendo en cuenta el conjunto de todos los vectores tangentes a M, el fibrado tangente
TM, puede dotarse de estructura de variedad diferenciable, un campo de vectores X
puede interpretarse como una aplicaciéon de M en su fibrado tangente tal que si 7 es la
proyeccién natural del fibrado en la variedad, se tiene que m o X es la identidad sobre

M; esto es, X es una seccion de .
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Definicion 1.6. Un campo de vectores X se dird diferenciable si como aplicacién X :
M — TM entre la variedad y su fibrado tangente es diferenciable. El conjunto de todos

los campos de vectores diferenciables sobre M se denotara por X(M).

Sea X un campo de vectores sobre M. Para cada punto p de M, X(p) = X, es un
vector tangente a M en p y, por lo tanto, es una derivacién local (en el conjunto de
las funciones diferenciables en un entorno de p) de manera que los campos de vectores
se pueden considerar como derivaciones sobre el dlgebra de las funciones diferenciables

sobre la variedad:
X :C®(M)— C>®(M) (1.12)

dada por

X(f):M = R
p = X(f)p = Xp(f).

Esta interpretacion permite caracterizar a los campos de vectores diferenciables como

aquellos que transforman funciones diferenciables en funciones diferenciables. Es decir,

Proposicién 1.5. Un campo de vectores X es diferenciable si y solo si X(f) es una

funcion diferenciable para toda funcion diferenciable f.

En el conjunto de los campos de vectores diferenciables sobre M podemos definir dos
operaciones naturales, la suma y el producto por funciones diferenciables, del siguiente
modo:

Suma: Si X, Y € X(M), entonces X +Y : C°(M) — C*>°(M) esta definida por

X+Y)(f): M =R, (X+Y)(N)) = Xp(f) +Y5(f)-

Producto: Si X € X(M) y f € C®(M), entonces fX : C®(M) — C®(M) esta
definida por
(fX)(g): M =R, (fX)(g)(p) = f(p)Xp(9)-

Con las dos operaciones anteriores, el conjunto X(M) admite estructura de médulo sobre
el anillo C*° (M) de las funciones diferenciables.

Hemos definido entonces un vector tangente a M en un punto p como el vector tangente
a una curva que pasa por p y hemos visto que puede interpretarse como una derivacion
sobre C*°(p). Veamos a continuacién que es posible caracterizar un campo de vectores

de una manera similar.

Definicién 1.7. Una derivacién sobre C*°(M) es una funcién D : C*°(M) — C*°(M)

satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. R-linealidad: D(af + bg) = aD(f) + bD(g), paraa, be Ry f, g € C*°(M),
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2. Regla de Leibnitz: D(fg) = D(f)g + fD(g)-

Como una consecuencia de esta definicion, todo campo diferenciable de vectores X es una
derivacién sobre C°°(M), considerando X como una aplicacién f — X (f). El siguiente

resultado nos proporciona el reciproco.

Proposicién 1.6. Toda derivacion sobre C°(M) proviene de un campo de vectores

diferenciable.

El corchete de Lie

Otra consecuencia interesante de considerar los campos de vectores como derivaciones
es que nos permite considerar las derivaciones iteradas. Si X e Y son dos campos de
vectores diferenciables y f es una funcién diferenciable, entonces X (Y'(f)) e Y(X(f)) son
funciones diferenciables. Sin embargo, este tipo de operaciones no conduce en general a
nuevos campos de vectores diferenciables, ya que envuelven derivadas de orden superior
a la primera. No obstante, la diferencia de ambas iteraciones si conduce a un nuevo

campo de vectores.

Proposicion 1.7. Sean X eY dos campos de vectores diferenciables sobre M. Entonces

existe un unico campo Z € X(M) tal que

para toda funcion f € C°(M). El campo Z se denomina el corchete de Lie de X eY y
se denota por [X,Y].

Esta forma de construir nuevos campos a partir de otros ya existentes nos permite definir

la operacién corchete:

[, ]:X(M)xX(M) — X(M),
(X,Y) —» [X,Y],

que a cada par de campos le asocia su corchete de Lie, el cual posee interesantes propie-
dades.

Proposicién 1.8. Sean X, Y, Z € X(M) campos de vectores diferenciables sobre M,
a, beR y f, g € C°(M) funciones diferenciables. Entonces:

1. [X,)Y] =-]Y, X] (antisimetria),
2. [aX +bY,Z] = a[X, Z] + b)Y, Z] (R-linealidad),
3. X, YL Z1+ Y, 2], X]+ [[Z,X],Y] =0 (identidad de Jacobi),

4. [fX,9Y] = f9lX, Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.
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Campos relacionados

Sea ¢ : M — N una aplicacién suave entre variedades, y sea dp : Tp)M — T, )N la
diferencial sobre un punto p en M. Si X,, € T,M, llamamos a dy(X)) el push forward
del vector X, en p, y estd dado por

dpp(X)(f) = X(fop).

Claramente esta aplicacion traslada vectores tangentes a M en vectores tangentes a N.
Sin embargo, no hay ninguna forma, en general, de trasladar campos de vectores. Este
problema lo vienen a solucionar, de forma satisfactoria, los campos de vectores relacio-
nados por una aplicacion diferenciable, siendo una de sus propiedades méas importantes

la de conservar el corchete de Lie de dos campos.

Definicién 1.8. Sea ¢ : M — N una aplicacién diferenciable, X € X(M), Y € X(M).

Se dice que X e Y estdn p-relacionados, y se denota por X ~, Y, si

dpp(Xp) = Yop)s
para todo punto p € M.

Podriamos reformular la definicién anterior de la siguiente manera

Proposicién 1.9. Dos campos de vectores X € X(M) eY € X(N) estdan p-relacionados

st, y solo si,
X(feop)=Y(f)oy,

para toda funcion f € C(N).

Demostracion. (=)
Supongamos que X e Y son p-relacionados, entonces para cualquier f € C°(N) y
peEM

dpp(Xp)(f) = Yo (f) (definicién de p-relacionados),
Xp(foy) = (Y)(p(p))  (definicién de dp y de Yf),

Luego, X(fog) = (Y [f)op.
(<)

El reciproco se prueba yendo en reversa a través del conjunto de ecuaciones anteriores.

O]

La siguiente proposicién, muestra que el corchete de Lie se conserva mediante ¢-relacion.

Esto es;
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Proposicién 1.10. Sean X1, X2 € X(M) e Y7, Yo € X(N), campos de vectores tales
que X; ~, Y; ,i=1,2. Entonces

(X1, Xo] ~o Y1, Y2

Demostracion. Seam € My f € C*°(N). Entonces debemos mostrar que

dop([X1, Xo]m) (f) = Y1, Y2l p(m) (f)-

Usando simplemente las definiciones tenemos

do([X1, Xo]m)(f) = [X1, Xa]m(f o)
= Xi|m(X2(f 0 9)) = Xo|m(X1(f 0 ¥))
= Xi|m((dp o X2)(f)) = Xa|m((de o X1)(f))
= Xi[m(Y2(f) 0 p) = Xaolm(Y1(f) 0 9)
= Yigm)(Ya(f)) = Yag(m) (Y1(f))
= [Y1,Ya]pim) (f)-

Formas Diferenciables

Definicién 1.9. Sea M una variedad diferenciable. Denotemos por A(V') el dlgebra
exterior de V (donde V' es un espacio vectorial sobre un cuerpo K), y por A¥(V) 2 la

k-ésima, potencia exterior de V' . Definimos entonces

ok = U Ak(T;M) (k-fibrado exterior sobre M),
peEM
QM) = UMA(T » M) (fibrado algebra exterior sobre M).
pE

QF (M) y Q(M) tienen una estructura natural de variedad tal que la aplicacién canénica
es suave. Si (U, ) es un sistema de coordenadas sobre M con funciones coordenadas
T1,- -, Ty, entonces las bases {9/0x;} de T,M y {dz;} de Ty M para cada p € U, induce
una base de QF(M) y Q(M). Por ejemplo, la base de QF(M) es {dxy, A--- Adz;, 211 <
-+« < i }. Usando estas bases podemos definir aplicaciones de la imagen inversa de U en
Qk(M ) y Q(M) bajo la aplicacién proyeccion respectiva para @x Espacios euclideanos
de dimensién adecuada. Exigiendo que estas aplicaciones sean sistemas de coordenadas,
obtenemos una estructura natural de variedad sobre Q¥(M) y Q(M) tal como hicimos

anteriormente para TM y T*M (el cual casualmente es simplemente Q' (M)).

2éste  es el subespacio vectorial de A(V) generado por elementos de la forma
1 ANx2 A ANag, x €V, i=1,2,...,k, (7 A7 representa el producto exterior, el cual defini-
remos en (1.1)
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Definicién 1.10. Una forma diferenciable es una seccién de 2(M). Entonces w es una
forma diferenciable si w(p) € A(T, M) para todo p € M. Similarmente, w es una k-forma
diferenciable (o solo una k-forma) si es una seccién de Q¥(M). Notar que para 1—formas,
ésta definicién coincide con la dada en (1.4) ya que como mencionamos anteriormente
QY(M) = T*M. Notemos también que una 0—forma es solo una funcién a valores reales
sobre M (por la identificacién de A°(T¥ M) con R).

Definicién 1.11. A¥(M) denotara el conjunto de todas las k-formas suaves sobre M, y
A(M) el conjunto de todas las formas diferenciables. A°(M) podemos identificarlo con
C>(M); en efecto, la variedad diferenciable Q°(M) es simplemente M x R y una seccién

acd es simplemente el grifico de una funcién C*° sobre M.

Las formas pueden ser sumadas, multiplicadas por escalares, y dado un producto (A).
Si w,w € A(M) y ¢ € R, entonces w + w, cw y w A w son formas, las cuales en p
tienen los valores wy, + W, cw, y wp A W, respectivamente. El caso en que f sea una
O-forma y w € A(M), escribiremos f A w, simplemente como fw. A(M) tiene entonces
una estructura de un médulo sobre el anillo C*°(M) y de un algebra graduada sobre R

con el producto exterior.

Sea w € A¥(M). Entonces w, € A"‘“'(TI;k M) y puede ser considerados como una funcién

multilineal alternante sobre T, M3. Asf, si Xi,--- , X} son campos de vectores sobre M,
w(Xy,- -+, Xg) tiene sentido, y es la funcién cuyo valor en p es
w(le”' 7Xk)<p) :wp(Xl(p)v'” 7Xk(p))‘ (1‘13)

En consecuencia, si X(M) denota el C* mddulo de los campos de vectores suaves sobre
M, entonces
w:X(M)x - xX(M)— C*(M), (1.14)

k-copias

y es una aplicacién multilineal del médulo X(M) en C*°(M).
Que w sea multilineal sobre el C*°(M) médulo X(M) es

w(X17"' 7Xi—17fX+gKXi+1a”' 7X]€) = fw(X17 aXi—laXaXi-f-la"' 7Xk)
+ gw(Xla 7Xi—17Y7Xi+17"' 7Xk!)

siempre que fvg S COO(M) y Xla e 7Xi717X7vaXi+17 e 7Xk3 € x(M>
Reciprocamente es muy util observar que cualquier aplicacién multilineal (1.13) del
médulo X(M) en C*°(M) define una forma (ver [15]), de esta manera w(Xy, -, Xj)(p)

solo depende de los valores del campo de vectores X; en p.

Definicién 1.12. Si f € C*°(M), la diferencial df es una aplicacién suave de TM en R

la cual es lineal sobre cada espacio tangente. Entonces df puede considererse como una

3Por propiedades del dlgebra exterior (ver [15])
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1-forma; df : M — QY(M). La 1-forma df es llamada la derivada exterior de la 0-forma
f, vy este operador derivada exterior d tiene una importante extensién a A(M) dada por

el siguiente

Teorema 1.1. Ezxiste una unica antiderivacion d : A(M) — A(M) de grado +1 tal que:
a) d?>=0.

b) Si f € C®(M) = A°(M), df es la diferencial de f.

c) Siw=> frdxr, entonces dw =Y dfr ANdxy, (I : muli-indice)

El pullback

Sea 1 : M — N una aplicacién suave entre variedades. Y sea w una forma en N. Para
todo p € M, la diferencial
dy : TpM — Tw(p)N,

induce un homomorfismo de dlgebras
v A(T,Lz(p)N) — AT, M).

Entonces, definimos el pull-back de una forma w sobre N, como la forma ¥*w sobre M

definida en el punto p, dada por

(Y w)(p) = ¢ (w((p)))- (1.15)

Proposicion 1.11. Sea ¢ : M — N una aplicacion suave. Entonces

1. ¥v* : A(N) = A(M) es un homomorfismo de dlgebras.
2. Y* conmuta con d; es decir, d(¢*(w)) = ¥*(dw) (w e A(N))

3. (W) (X1, -+, Xi) (p) = wyp) (Y (X1 (p)), - -, dy(Xi(p))) paraw € A*(N) y para
X1, , Xg campos de vectores sobre M.

La definicién de derivada exterior dada anteriormente es local. A continuacién presen-
taremos una férmula para d que sea global e intrinseca a la variedad, es decir que no
dependa de sistemas de coordenadas locales. En efecto, para una 1-forma diferenciable

w y campos de vectores suaves X, Y sobre M tendremos la férmula
(dw)(X,Y) = Xu(Y) = Yu(X) = w([X,Y]).

La derivada de Lie y el producto interior, seran herramientas necesarias, ambas son
operaciones intrinsecas sobre una variedad y de gran importancia en topologia diferencial

y geometria. Cabe destacar que la derivada de Lie es una manera de derivar un campo
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de vectores o una forma diferenciable sobre una variedad a lo largo de otro campo de

vectores.

Derivada de Lie

Campos vectoriales y formas diferenciables pueden derivarse con respecto a un campo de
vectores. La derivada resultante es conocida como la derivada de Lie y es definida como
sigue. Fijamos un campo de vectores suave sobre una variedad M. Sea X; el grupo local a
un parametro de transformaciones asociadas con X. Sea Y otro campo de vectores suave
sobre M. Definiremos la derivada de Y con respecto a X en el punto p € M. Primero
seguimos la curva integral de X a través de p hasta el punto X;(,) y luego evaluamos Y’
en ese punto. Entonces llevamos YXt(p) de regreso a T, M a través de la diferencial dX_;
del difeomorfismo X_;. En T, M tomamos la diferencia de los vectores dX_t(YXt(p)) y
Y),, dividimos la diferencia por ¢ y tomamos el limte cuando ¢ — 0. Entonces definimos

i dX +(Yx,,,) = Y, d
(LxY), = lim t(p) P altio(dX_t(YXt(p)))'

t—0 t

Xy (p)

De una forma similar definimos la derivada de Lie de una forma diferenciable w con
respecto al campo de vectores X. Excepto que en este caso evaluamos w en X;(p)
y tomamos el pull back via X;* a A(T;M) donde tomamos la diferencia con w(p),
dividiendo por t y tomando el limite cuando ¢ — 0. Entonces definimos

Xt*(th( )) — Wp d %
- = =0 (XZ(wx,)))-

(Lxw)p = lim ¢
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Derivada interior

Recordemos que dada una k-forma a sobre un espacio vectorial V', la multiplicaciéon

interior de « es la k — 1-forma definida por
(iva)(UQ, e ,’Uk) = OZ(U, (% PR 7Uk)7 V2, , Uk S V.

Proposicién 1.12. Para v en un espacio vectorial V, sea i, : A(V) — A(V) la multi-
plicacion interior por v. Entonces:
i) iy 0 iy =0.

ii) Para o € AF¥(V) y B € AY(V)

(iv(a A B)) = (ipa) A B+ (—1)Fa AdyB.

El producto interior sobre una variedad es definida puntualmente. Si X es un campo
de vectores suave sobre M y w € AF(M), entonces ixw es la k — 1 forma definida
por (ixw), = ix,wp para todo p € M. La forma ixw sobre M es suave ya que para

cualesquiera campos de vectores Xo, - -- , X}, sobre M
(ixw)(Xz,- -, Xg) = w(X, Xo, -, Xg)

es una funcion suave sobre M. Por las propiedades del producto interior para cada punto
p € M (1.12), la aplicacién ix : A(M) — A(M) es una antiderivacién de grado —1 tal

que ix oix = 0.

La siguiente proposicién nos muestra algunas propiedades de la derivada de Lie y nos

da una férmula global de derivada exterior.

Proposicion 1.13. Sea X un campo de vectores suave sobre M. Entonces

1. Lxf = X(f) siempre que f € C*(M).

2. LxY = [X,Y] para cada campo de vectores suaves Y sobre M.

3. Lx : A(M) — A(M) es una derivacion que conmuta con d

4. En A(M), Lx =i(X)od+doi(X).

5. Sea w e AP(M), y sea Yy, -, Y, campos de vectores suaves sobre M entonces
Ly,(w(Y1,---,Yp)) = (Lyw)(Yi, - ,Yp)

+ Zw(ylv 7}/;—17LY0Y17}/;+17'” 7}/33)
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6. Bagjo las hipdtesis de (5). Entonces

p
dw(Yo, -+ ,Y,) = Z(_l)@yiw(yo’... Vi, Y,)

=0
i Z(_l)iﬂw(m’yj]’yo’... Y, ’37'].,... Y,).

i<j
Distribuciones e Ideales Diferenciales

El teorema de Frobenius es un resultado fundamental en topologia diferencial y en el
calculo de variedades. En términos geométricos modernos, este teorema da condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de una foliacién dada por variedades integrales
maximales, cuyos fibrados tangentes estan cubiertos por una familia dada de campos
de vertores (satisfaciendo la condicién de integrabilidad). Este resultado sera ttil para

definir la cohomologia foliada en el siguiente capitulo.

Definicion 1.13. Sea k un entero, 1 < k < n. Una distribucién k-dimensional D es una
disposicién de subespacios k-dimensionales D(p) de T, M uno para cada p € M. D es
suave si para cada p € M, existe una vecindad U de p y X1, -+, X; campos de vectores
suaves sobre U los cuales generan D para cada punto de U.

Un campo de vectores X sobre M pertenece a la distribucién D (X € D) si X, € D(p)
para cada p € M. Una distribucién suave se dice involutiva (o completamente integrable)

si [X,Y] € D siempre que X e Y sean campos de vectores en D.

Definicién 1.14. Una subvariedad (IV,v) de M es una variedad integrable de una
distribucién D sobre M si

dyp(T,N) = D((p)), para cada p € N.

Proposicion 1.14. Sea D una distribucion suave sobre M tal que a través de cada

punto de M pasa una variedad integrable de D. Entonces D es involutiva.

Demostracion. Sea X e Y campos de vectores suaves contenidos en D y sea p € M.
Debemos probar que [X,Y], € D(p). Sea (N,) una variedad integrable de D que pasa
por p, y supongamos que ¥ (q) = p. Dado que dip : T,N — D((q)) es un isomorfismo

para cada g en N, existen campos de vectores X , Y sobre N tal que

dpoX Xo

dpoY = Yo

Se puede probar ficilmente que que X e Y son suaves. Por (1.10), [X,Y] y [X,Y] estédn
y-relacionados. Por lo tanto [X,Y], = di/([X,Y]) € D(p). O
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Definicion 1.15. Sea D una distribucién de planos k-dimensional sobre M. Una g¢-
forma w se dice que anula a D si para cada m € M, wy(vi, - ,vy) = 0 siempre que
U1, , 0 € D(m).

Una forma w € A(M) se dice que anula a D si cada una de las partes homogéneas de w

anulan D.

Definicién 1.16. Una colecciéon wq, - - - , w, de 1-formas sobre M se dice independiente

si ellas forman un conjunto independiente en T7M para cada p € M

Proposicién 1.15. Sea Z(D) = {w € A(M) : w anula a D} con D una distribucion

k-dimensional suave sobre M. Entonces

1. Z(D) es un ideal en A(M).

2. I(D) es localmente generado por n—k 1-formas independientes, es decir, a cadap €
M le corresponde una vecindad U de p y un conjunto de 1-formas independientes

Wi, , Wy_k Sobre U tal que

a) Siw € Z(D), entonces w|U pertenece al ideal A(U) generado por wy, - -+ , wp_k

b) Siw e A(M), y si existe un cubrimiento de M por conjuntos U como antes,
tal que para cada U en el cubrimiento, w|U pertenece al ideal generado por

Wi, , Wy, entonces w € Z(D)

3. S1Z C A(M) es un ideal localmente generado por n — k 1-formas independientes,
entonces existe una unica distribucion suave D de dimension k sobre M para la
cual T =Z(D).

Definicién 1.17. Un ideal Z C A(M) es llamado ideal diferencial si es cerrado bajo
la diferencial exterior d; ie

d(T) C T. (1.16)

Proposicion 1.16. una distibucion suave D sobre M es involutiva si, y solo si, el ideal
Z(D) es un ideal diferencial.

1.2. Grupos y algebras de Lie

Definicién 1.18. Un grupo de Lie (G, - ) es una variedad diferenciable dotada de una

estructura de grupo tal que la operacion

GxG — G

(o,7) or L

€S suave.
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Observacion 1.1. Consecuencias de la definicion:

1. Que la operacion anterior sea C*° es equivalente a que las operaciones del grupo

1

T — 7y (0,7) = o.7 sean funciones C*°. En efecto, la primera se obtiene

1

como composicion de 7 + (e,7) > e.7 !, y la segunda como (o,7) + .71

o.(t71)7! = o7, donde e es el elemento identidad de G.

2. La componente conexa de la identidad de un grupo de Lie G, forma él mismo
un grupo de Lie; en efecto, por ser un subgrupo cerrado, admite una estructu-
ra diferenciable y es cerrado para las operaciones de grupo. Por otra parte, las

componentes conexas de un grupo de Lie son todas difeomorfas entre si.

3. En la definicién de variedad diferenciable estamos suponiendo la condicién de ser
segundo contable, ie. la topologia tiene una base numerable; aunque en realidad
todo grupo de Lie con una cantidad numerable de componentes conexas es nece-
sariamente segundo contable como consecuecia de que todo grupo de Lie conexo

es unién numerable de potencias de un entorno cualquiera de la identidad.

Ejemplos de grupos de Lie

1. Consideremos G' = R" considerado como una variedad diferenciable y la operacién

de grupo - = +gn la suma en R”, entonces (R", +gn).

2. El conjunto de los numeros complejos no nulos C* = C — {0} es un grupo de Lie

con la multiplicacién usual de niimeros complejos.

3. Consideremos S' := {z € C | |z| = 1} y la operacién - = -¢ (producto de ntimeros

complejos), entonces (S',-c) es un grupo de Lie.

4. Si G y H son grupos de Lie, entonces G x H es un grupo de Lie con la estruc-
tura de variedad producto y la estructura de grupo de producto directo, es decir

coordenada a coordenada

(9.1)-(g',h) = (99", )
para todo (g,h) € G x H.

5. Para cada n € N, el toro T" = S x .- xS' es un grupo de Lie con la estructura

producto.

6. La variedad GL(n,R) de todas las matrices n X n no singulares reales es un grupo
de Lie con la multiplicacién usual de matrices.
En efecto, es un abierto del conjunto de las matrices n x n el cual es isomorfo a
]R”Q, por lo tanto hereda su estructura diferenciable. Las operaciones de grupo son

claramente diferenciables pues: A — A~! es una funcion racional en los coeficientes,
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por la formula de la matriz cofactor, es decir A™! = Cof(A)" (Aj; es la matriz
que resulta al eliminar la fila ¢ y la columna j de A), entonces (Cof(A));; =
(—1)"J det A;;. Esta funcién es diferenciable pues det A # 0. Por otra parte la
multiplicacién de matrices en diferenciable, en efecto (A, B) — A.B es polinomial

en los coeficientes, ie . (AB)ij = Y p_q Gikbr;

Sea G = H(n,R) el grupo de matrices triangulares superiores con 1 en la diagonal.

(n?—n)

Es un grupo de Lie cuya variedad subyacente es R /2, por lo cual es conexo.

Este grupo se conoce como el Grupo de Heisenberg generalizado.

. El conjunto T,,(R) de las matrices n x n reales triangulares superiores no singulares

es un grupo de Lie con la multiplicacion usual de matrices. (Se identifica con un
. n(n—1) .
abierto de R™ 2 o se piensa como un cerrado de GL(n,R)

Definicion 1.19. Sea K un cuerpo. Un dlgebra de Lie sobre K es un K-espacio vectorial

G dotado de una operacién bilineal |, | : GxG — G llamada corchete de Lie, que satisface:
1. Antisimetria: [X,Y] = —[X,Y] para todo X,Y € G.
2. Identidad de Jacobi: [X, [Y, Z]|+Y, [Z, X]]+[Z,[X,Y]] = 0 para todo X,Y, Z € G.

Ejemplos de algebras de Lie

1.

d.

El espacio vectorial de todos los campos vectoriales suaves sobre una variedad M,

forma un dlgebra de Lie bajo la operacién corchete de Lie sobre campos vectoriales.

. Todo espacio vectorial es un algebra de Lie con el corchete nulo, en este caso se

dice un &algebra de Lie abeliana.

. El espacio vectorial gl(n,R) de todas las matrices reales n x n forman un algebra

de Lie, con corchete definido por

[A,B] = AB — BA.

. Un espacio vectorial de dimensién 2 con base {X,Y} es un élgebra de Lie con el

corchete [X, X] =0, [Y,Y] =0, [X,Y] =Y y los demés se obtienen extendiendo

bilinealmente.

R3 con la operacién bilineal de producto cruz de vectores es un algebra de Lie.

Definicion 1.20. Sea G un grupo de Lie y sea g € G. Se definen las traslaciones

a izquierda y a derecha como los difeomorfismos de G, 1, : G — Gy ry : G — G

respectivamente, dados por
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para todo h € G.

Definicién 1.21. Un campo de vectores X sobre G (no necesariamente suave a priori)

es llamado invariante por izquierda si para todo g € G

dlgX = X.

Ahora, usaremos los campos de vectores invariantes a izquierda para mostrar que el

espacio tangente a G en la identidad, denotado por T.(, es un algebra de Lie.
Proposicion 1.17. Sea G un grupo de Lie. Y sea G el espacio vectorial de todos los
campos vectoriales invariantes a izquierda sobre G. Entonces:
1. G es isomorfo (como espacio vectorial) a T.G. Luego, dim G = dim T.G = dim G.
y ademds, los campos de vectores invarianes a izquierda son diferenciables.

2. El corchete de Lie de dos campos vectoriales invariantes a izquierda es también un

campo vectorial invariante a izquierda.

3. G forma un dlgebra de lie bajo la operacion corchete de Lie sobre campos vectoria-

les.

Demostracion.

1. Dado que X es invariante a izquierda, el siguiente diagrama conmuta

TG TG
x| B
lg
G——G

asi que X (g) = (dlg).(X(e)) para todo g € G. Definamos la aplicaciéon o : G —
T.G por a : X — X(e). Entonces « es lineal e inyectiva, ya que si X,Y € G y
a(X) = a(Y), entonces para cada g € G dlg(X(e)) = dly(Y (e)), ademds, sabemos

por definicién que

luego X =Y.

Veamos que « es también sobreyectiva. En efecto, para v € T.G, definamos X, € G
por X,(9) = (dlg)e(v), para cada g € G. Afirmamos que X, es un campo de
vectores invariantes a izquierda. Ahora X, : G — TG es una aplicacién suave

entre variedades, dado que si f € C*°(G), entonces para g € G
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(Xo(MNg) = (dlg(v))f
= vu(foly).

Ahora, si x € G tenemos

(f o lg)(x) = (f om)(g,z).

la cual es una aplicacién suave (aqui, m es la aplicacién multiplicacién sobre G).
Entonces, v(f oly) es suave y por lo tanto también lo es X,.

Mostremos ahora que X, es invariante a izquierda. Para todo g, h € G, tenemos

dln(Xo(g)) = din(dlg)e(v) = d(ln 0 lg)e(v) = (dlng)e(v) = Xu(hg) = Xu(ln(g)),
asi que X, es invariante a izquierda. Por lo tanto « es sobreyectiva y G ~ T.G.

2. Por lo anterior sabemos que los campos de vectores invariantes a izquierda son
C*°, luego su corchete de Lie estd definido. Ahora si X estd [,-relaciondo consigo
mismo e Y estd [,-relacionado consigo mismo, entonces por (1.10), [X, Y] estd I4-
relacionado con [X,Y] es decir, dly o [X,Y] = [X,Y] o[y, entonces el corchete de
Lie de dos campos invariantes a izquierda es nuevamente un campo de vectores

invariante a izquierda.

3. Es una consecuencia inmediata de la proposicién (1.17)

O

Definicion 1.22. Sea G un grupo de Lie, definimos el dlgebra de Lie de G como el
algebra de Lie G de los campos de vectores invariantes a izquierda sobre G. Alternati-
vamente podriamos definir el dlgebra de Lie de G como el espacio tangente T.G en la
identidad con la estructura de algebra de Lie inducida por el isomorfismo de espacios
vectoriales de la proposicién anterior de G con T.G como un isomorfismo de algebras de

Lie. A partir de ahora serd conveniente ver las algebras de Lie bajo éste 1ltimo enfoque.

Ejemplos de algebras de Lie de algunos grupos de Lie

1. Consideremos G = (R™, +) grupo de Lie, en este caso quién seria G?. Notar que
para este grupo ly(z) = g + x para todo x € G, asi que (dly) = idprn, luego
(dlg)o(v) = v para todo v € ToR™ y entonces G = TyR"™ ~ R", asf el algebra de Lie

contiene todos los campos de vectores constantes.

2. Sea gl(n,R) el conjunto de todas las matrices reales n x n. Este es un espacio

vectorial real de dimensiéon n?. Afirmamos que gl(n,R) es un algebra de Lie si
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definimos [A, B] = AB — BA. Consideremos ahora el grupo GL(n,R), éste como
subconjunto abierto de gl(n,R) hereda su estructura de variedad y como vimos
antes es un grupo de Lie con la multiplicacién de matrices como la operacién de
grupo. Sea ahora G el dlgebra de Lie de GL(n,R) y sea a : Tgl(n,R) — gl(n,R).
Entonces para todo v € Tegl(n,R)

a(v)ij = v(zij),

donde z;; : A — A;j, con A € gl(n,R) es la funcién coordenada global. Dado que

T.GL(n,R) = Tcgl(n,R) tenemos una apliaccién natural
B:G—gl(n,R)

definida por S(X) = a(X(e)).

Afirmamos que 8 es un isomorfismo de dlgebras de Lie, y de esta forma gl(n,R)
es el algebra de Lie de GL(n,R).

Claramente § es un isomorfismo de espacios vectoriales. Solo necesitamos mostrar
que B[X,Y] = [B(X),B(Y)] siempre que X,Y € G.

Ahora (x5 0lg)(h) = xii(gh) = >, zit(g9).2kj(h). Dado que Y es un campo inva-

riante a izquierda, tenemos

(Y(zij))(g) = dlg(Ye )(%) Ye(zij oly)

= szk iL'k]
= Z$zk g ‘04 Ye kj)
k
= Zﬂﬁik(g) sy
k

Usando el hecho anterior, calculemos la ij-ésima componente de B([X, Y]).
BIX, Y]y = [X,Y]e(xij) = Xe(Y(2i5) — Ye(X(2i5)))
= Z {Xe(@i) BY )iy — Ye(wir) B(Y )i}
= Z{ﬂ JikBY g — BY )ieB(Y s}
= [5(X),5(Y)]z‘j-
Asi 8 es un isomorfismo de algebras de Lie.

3. Sea V un espacio vectorial real de dimensién n. Consideremos el conjunto End (V')
de los endomorfismos de V' y sea Aut(V) C End(V) el conjunto de los automor-

fismos de V. End(V) es un espacio vectorial real n? dimensional y ademds es un
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algebra de Lie si se define el corchete como
[ll,lz] :llol2—l20l1. (117)

Una base de V' determina un difeomorfismo de End(V) con gl(n,R) que envia
Aut(V) en GL(n,R), por lo tanto Aut(V') hereda una estructura de variedad como
subconjunto abierto de End(V) y es un grupo de Lie bajo la composicién. Bajo la
identificacién natural de End(V) con T.End(V) = T.Aut(V) (e:=transformacién
identidad sobre V), End(V') hereda la estructura de élgebra de Lie del dlgebra de
Lie de Aut(V) que no es otra que la descrita en (1.17). De esta forma End(V) es
el dlgebra de Lie del grupo de Lie Aut(V).

Definicion 1.23. Una p-forma diferencial w sobre G es llamada invariante a izquierda

si para todo € G ésta es invariante bajo el pullback de una traslacién a izquierda [,
(lg)"w =w

esto es, si para todo g € G se tiene que:

(lgw)(h) (X1, -+, Xp) = wignyo(dlg(h) X1, -, dlg(h)Xp) = wgno(dly(h) X1, -+ ,dly(h)Xp),

para cada h € G.

Como en el caso de campos vectoriales invariantes a izquierda, no es necesario asumir que
las formas invariantes a izquierda son C'*°, la suavidad es consecuencia de la invarianza
a izquierda.
Denotaremos el espacio vectorial de las p-formas invariantes a izquierda sobre G por
p

A} 0 (G) ¥ sea

dima

* _ } : p
Al mv(G) - Al znv(G)
p=0

Las 1-formas invariantes a izquierda también son conocidas como formas de Maurer-
Cartan.

La siguiente proposicion es el andlogo de 1.17 para formas invariantes a izquierda

Proposiciéon 1.18. 1. Las formas tnvariantes a izquierda son suaves.

2. Ay . (G) es un subdlgebra del dlgebra A*(G) de todas las formas suaves sobre G

l inv

y la aplicacion w — w(e) es un isomorfismo de dlgebras, de A} ;. (G) en A(T;G).

En particular, ésta aplicacion da un isomorfismo natural de A}, (G) con (T*G)
1

y por lo tanto con G* (en este sentido A ..

dual del dlgebra de Lie de G).

(G) es considerado como el espacio

3. Siw es una 1-forma invariante a izquierda y X un campo de vectores invariante a
izquierda, entonces w(X) : G — R es constante, y esta constante es justo el efecto

de w como elemento del dual G* sobre X € G segin (2), a saber, w(e)(Xe).
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4. Siwe A, (G)yX,Y €G, entonces se sigue de (1.13) que

l inv

dw(X,Y) = —w([X,Y)). (1.18)
5. Sea {X1,---,Xa} una base de T.G con base dual {wy, - ,wq} para Al (G)
entonces existen constantes Cyji tal que
d
(X5, Xj] = Cije X, (1.19)
k=1

(El coeficiente Cyji, es llamado constante estructural de G con respecto a la base
{X;} de G).

Las derivadas exteriores de w; estan dadas por las ecuaciones de Maurer-Cartan

dw; = Z Ciriwg, A wj. (1.20)
i<k

Subgrupos y subalgebras de Lie

Definicion 1.24. Sea G un grupo de Lie. Un subconjunto H de G es un subgrupo de

lie si
1. H es un subgrupo abstracto de G,
2. H es un grupo de Lie y,
3. la inclucién i : H — G es una inmersién.

Un subespacio lineal H de un algebra de Lie G es una subdlgebra de Lie si ‘H es cerrado

bajo el corchete de Lie en G.

Homomorfismos

Definicion 1.25. Una aplicacién ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie si
© es suave y es un homomorfismo de grupos abstractos.
Diremos que ¢ es un isomorfismo si ademas es un difeomorfismo. Un isomorfismo de
grupos de Lie consigo mismo es llamado automorfismo.
Si H = Aut(V) para algin espacio vectorial V', o si H = Gl(n,R) entonces un homo-

morfismo ¢ : G — H es llamado una representacién del grupo de Lie G.

Definicion 1.26. Si G y H son algebras de Lie, una aplicacion ¢ : G — H es un homo-
morfismo de dlgebras de Lie, si es lineal y preserva el corchete (¢[X,Y] = [¢(X), ¥ (Y)]
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para todo X, Y € G).

Si ademas, ¥ es inyectiva y sobreyectiva, entonces es un isomorfismo. Un isomorfismo
de G consigo mismo es un automorfismo.

Si H = End(V) para algun espacio vectorial V' o si H = gl(n,R), entonces, el homomor-

fismo 9 : G — H es llamado una representacién del dlgebra de Lie G.

Proposicion 1.19. Supongamos que ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie.
Escribimos dpe = dp. Entonces, é¢ : TG — T.H es un homomorfismo de dlgebras de
Lie.

El siguiente es un resultado importante cuando consideramos G un grupo de Lie conexo
y simplemente conexo.

Teorema 1.2. Sea G un grupo de Lie conexo y simplemente conexo con dlgebra de Lie
G, y H un grupo de Lie con dlgebra de Lie H. Dado un homomorfismo 7 : G — H, existe
un unico homomorfismo de grupos de Lie p: G — H tal que dp = T.

Demostracion. (Ver [15]). O

La aplicacién exponencial

Sea G un grupo de Lie y G su algebra de Lie. Nos gustaria construir una aplicaciéon

exponencial de G — G la cual nos ayude a dar alguna informacién acerca de la estructura
de G

Proposicion 1.20. Sea G un grupo de Lie y G su dlgebra de Lie. Entonces, para cada

X € G existe una aplicacion cx : R — G que satisface

1. ¢x(0) =e,
2. %‘tzocx(t) =X,y
3. ex(s+t) =cx(s)ex(t).
Demostracion. Considerar la aplicacién de algebras de Lie 7 : R — G definida por

T:t+— tX, con X € G. Ahora, R es conexo y simplemente conexo, asi por (1.2) existe

una unica aplicacién de grupos de Lie cx : R — G tal que (dcx)o = 7, esto es:

Esto motiva la siguiente definicién
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Definicion 1.27. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie G. Definimos la aplicacion

exponencial exp : G — G por exp(X) = cx(1)

Lema 1.1. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie G y X € G. Si denotamos X el

campo de vectores invariantes a izquierda sobre G con X (1) = X, entonces,

¢i(9) = gex(t), ge€@G

es el flujo de X, en particular, X es completo, es decir, el flujo existe para todo t € R
No es dificil probar que la aplicacién exponencial es suave y que ademads, para todo
X € Gyparatodot € R, ¢;x(1) = ex(t).

Proposicion 1.21. Sea G un grupo de Lie y G su dlgebra de Lie. Identificando TG vy

T.G con G. Entonces, (d exp)o : ToG — T.G es la aplicacion identidad.

Demostracion. Usando el resultado del lema anterior, tenemos

(d exp)o(X) = exp(0 + £X)

t=0

CtX(l)

Cx (t)

d

i

d

dt |,
d
dt|—g
X

Corolario 1.
a) Para todo ti,ty € R, exp((t1 + t2)X) = expt1 X - expta X.
b) exp(—tX) = (exp(tX))~ .

A continuacion mostraremos una propiedad muy importante que relaciona morfismos de

grupos de Lie y morfismos de dlgebras de Lie.

Proposicion 1.22. Sea ¢ : G — H un morfismo de grupos de Lie. Entonces, el siquiente

diagrama conmuta:

Texp

Es decir, exp es natural.
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Demostracion. Fijando X € G. Considerar las curvas

o(t) = ¢(exp(tX)),
T(t) = exp(dg(tX)).

Ahora, 0,7 : R — G son homomorfismos de grupos de Lie con ¢(0) = 7(0) = 1. Asi

d d

di),_ oW = @G| exp(tX)),
= (09)(X),
= %tZOT(t).

Asi, o(t) = 7(t) para todo t.
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Acciones localmente libres y

cohomologia

2.1. Acciones loalmente libres de grupos de Lie

En lo que sigue, todas las variedades y grupos de Lie seran conexos.

Definicion 2.1. Sea G un grupo de Lie con identidad e y una variedad M. Una accion

a derecha sobre M es una aplicacién

A MxG - M

(xag) = x-g,

que satisface

1. z-e=uz,

2. (x-g)-h=uz-gh,
paratodog, he Gyxz e M.

Si denotamos por A, : M — M a la aplicacién Ay(x) = x - g. Entonces, A es una accién
si y solo si la aplicacién g — A, es un anti-homomorfismo de G en el grupo Diff>*(M)
(difeomorfismos de M).

La 6rbita de un punto z € M por la accién A es el subconjunto O, ={z-¢g / g € G}.
Una accién de G sobre M define una relacién de equivalencia cuyas clases de equivalen-
cia son las drbitas. La relacién es x1 ~ 9 si y solo si existe g € M tal que xo = x1 - g,
esto quiere decir que dos elementos z1 y xo son equivalentes si y solo si sus ébitas son

iguales, es decir, x1 - G = x5 - G. Al cociente de M por esta relacién (M /~) se le conoce

29
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como el espacio de orbitas.

Definicion 2.2. Sea G un grupo de Lie. Un G-fibrado principal es una variedad M

equipada con una accién de G tal que:

1. B = M/G es una variedad suave y la proyeccién 7 : M — B es una submersion.

2. Para cualquier b € B, existe U C B con b € U y un difeomorfismo G-equivariante
Y Y U) = U x G.
Esto es, el siguiente diagrama conmuta:

wfl(U)xG%UxGxG

\LA llxmult.

UxG

donde G actia sobre U x G por (u,h) - g = (u, hg).

Ejemplo 2.1. Sea G un grupo de Lie, H C G un subgrupo cerrado. Entonces 7 : G —
G/H es un H-fibrado principal.
En este caso G serd el espacio total, B = G/H seré el espacio base y H serd la fibra.

Entonces podemos escribir el fibrado como H — G = B.

Este ejemplo en particular serda de nuestro interés. Consideremos entonces el subgrupo
G, de G, definido por G, = {g € G / - g = x} (comunmente llamado grupo de
isotropia de z). Por la definicién, es evidente que G, es un subgrupo cerrado de G.
Consideremos ahora la relacién de equivalencia ~ sobre G tal que g; ~ go si, y solo si,
g1 ~g2_1 € G,. Sea G/G;, el espacio cociente de G por ~, y 7 : G — G /G la proyeccién

que envia a g en su clase de equivalencia m(g). Tenemos entonces la siguiente

Proposicién 2.1. 7 : G — G/G, define un G,-fibrado principal. En particular, si G,

es discreto, entonces w es una aplicacion de recubrimiento

Demostracion. Sea g = m(g), luego, tenemos que 7~4(5) = G -g=1{9 -9/ ¢ € G},
este conjunto es difeomorfo a G, por una traslacién a derecha ry : G — G, r4(¢') = ¢’ - g.
Consideremos ahora un disco D, incrustado en G de clase C*°, transverso a G, con
e € Dy tal que dim(D) = cod(G;). Haciendo D pequeno si es necesario, podemos

asumir que para todo g € D, D es transverso a G - g en g y también que D no tiene
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puntos equivalentes distintos. Tenemos entonces que 7~ (7(D)) =G,-D=1{h-g / g €
D, h € G}, asi la aplicacién

Y : Gy x D — 7 (n(D))

dada por ¥(h, g) = h-g es una biyeccién, ya que es sobreyectiva y ademds si h-g = h'- ¢’
cong, ¢ €Dyh, W €G,,implica que g ~ ¢’ y como D no tiene puntos equivalentes
distintos, se concluye que g = ¢’ y por lo tanto h = h'. Ademas, ya que G, - g es
transverso a D en ¢ para todo g € D y dim(D) = cod(G,), se sigue que ¢ es un
difeomorforfismo suave. Por lo tanto 7~!(7(D)) es abierto en G, y asi por definicién de
topologia cociente, m(D) es abierto en G/Gy y 7w|D : D — 7(D) es un homeomorfismo
ya que es una biyeccion continua y abierta.

Ahora bien, para cada g € G, consideremos el disco Dy = g- D = ry(D).

Entonces si g € Dy, 74|D : D — Dy es un difeomorfismo, y para todo ¢’ € Dy, Dy es
transverso a ¢’ - G, en ¢’. Por un argumento analogo al anterior, tenemos que m(Dj) es

abierto en G/G, y 7|Dg : Dy — m(Dy) es un homeomorfismo. Ademas la aplicacién

Vg : Gy X Dy — 7T71(7T(Dg))
(h,g) — h-¢

es un difeomorfismo suave. Esto prueba que 7 : G — G/G; define una estructura de
espacio fibrado. La coleccién A = {(7/Dy)~1 : m(Dy) — D, / g € G} es un atlas C™ en

G/Gy el cual define una estructura diferenciable suave sobre G/G,. O

Proposicién 2.2. Sea A : M x G — M, una accion suave a derecha, y sea © € M.
Eziste una dnica inmersion suave biunivoca A, : G/Gy — Oy tal que A om=A,. Si

G, es discreto, la aplicacion A : G — O, es una aplicacion de recubrimiento.

Demostracion. Sea § = 7(g). Definimos A, : G/G, — O, por A.(g) = A(z,g). Es
inmediato que A, estd bien definida y que es una biyeccién. Mostraremos ahora que A,
es una inmersién. Dado Dy, C G como en la demostracién del teorema anterior, tenemos
que A, o (7|Dy) : Dy — O, es dado por A, o (7|Dy)(¢') = A(z,g') = Az(g), que es
suave por ser composicién de aplicaciones suaves, y si v es un vector tangente a D, en
¢, tenemos que D(A, o (n|Dy)) -u= DA,(g) - u.

Por otra parte G, - ¢ ={h € G / A(z,h) = A(z,¢")} = Z;I(Ax(g’)) por lo tanto se ve
que Ty (Gy-g') ={u € Ty(G) / DAL(¢') - uw =0}, ahorasi DAy(¢')-u =0y u e Ty(Dy)
entonces u = 0 ya que G - ¢’ y D, tienen dimensiones complementarias. Esto muestra
que O, es una variedad inmersa biunivocamente en M. Si G, es un subgrupo discreto de
G, 7 : G — G/G,, es un espacio de recubrimiento, asi A, : G — O, es una aplicacién de
recubrimiento dado que A, = A, o 7. En particular dim(G) = dim(G/G,) = dim(O,).
Reciprocamente si dim(G) = dim(O,), tenemos que dim(G) = dim(G/G;), lo cual

implica que G, es dicreto. O
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Decimos que A : M x G — M es una accién foliada si para cada z € M el espacio
tangente a la érbita de A que pasa a través de = tiene una dimension fija k. Cuando k

es la dimensién de G decimos que la accién A es localmente libre.

Otra caracterizacién de accién localmente libre es cuando el grupo de isotropia G, =

{9 € G/ A(z,g) = x} es un subgrupo discreto de G para todo x € M.

Proposiciéon 2.3. Las orbitas de una accion foliada definen las hojas de una foliacion.
Demostracion. (Ver [4]) O

Dado un grupo de Lie G y un subgrupo de Lie H C G, la aplicaciéon

HxG — G (2.1)
(h.g) +— g-h, (2.2)

define una accién de H sobre G. El grupo de isotropia de cada elemento g € G es la
identidad. Asi esta accién es localmente libre y las érbitas definen una foliacién de G
cuyas hojas son todas homeomorfas a H. Las hojas de esta foliacién estan incrustadas

si y solo si H es cerrado en G [4].

La siguiente proposicién nos muestra como puede ser el tipo topoldgico de las orbitas

de una accién de R? sobre una variedad M.

Proposicién 2.4. Sea G un subgrupo cerrado de R?. Entonces G es isomorfo a uno de
los grupos RF x Z! donde k y | son enteros con 0 < k +1 < 2. En particular, las drbitas
de una accién de R? son inmersiones de alguna de las siquientes variedades: un punto,
SR, St x St, St xR, R2.

Demostracion. (Ver [4]) O

A continuacién estudiaremos algunas acciones del grupo de transformaciones afines de

la recta. Primero recordemos como se define este grupo.

El grupo de Lie de transformaciones afines de la recta es el conjunto Go de todos los di-
feomorfismos f : R — R con la operacién de composicién (f, g) — f o g. Las transforma-
ciones afines son de la forma f(x) = ax+b donde a,b € R, son fijos, con a # 0. Sean fy g
en Go, dados por f(z) = az+b, g(x) = d’z+b, la composicién fog(z) = (aa’)x+ (ab' +b)
es tambien afin, asi, G5 es un grupo de Lie dos-dimensional que posee dos componentes
conexas. Consideremos solo la componente conexa G3 = {f(z) = ax +b | a > 0} de
transformaciones afines que preservan la orientacién de R.

Puede verificarse facilmente que:
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a) G; no es abeliano y por lo tanto no es isomorfo a R?,
b) G; es difeomorfo a R?, luego es simplemente conexo,

c) G;“ es isomorfo al subgrupo Gt de GL(2,R), definido por el conjunto de matrices
a b
01

La siguiente proposicién nos indica como son las érbitas dos-dimensionales de una accién
de G; sobre una variedad M.

tal que be Ry a > 0.

Proposicién 2.5. Sea A : M x GT — M wuna accion de G* sobre una variedad M™.

Entonces las drbitas dos dimensionales de A son difeomorfas a planos o cilindros

Demostracion. Seap € My G, = {g € G | A(p,g) = p} el grupo de isotropia de p.
Como sabemos O(p) es difeomorfo a la variedad G /G, obtenida como el cociente de
Gt por la relacién de equivalencia ~ en G*, la cual identifica g1 y go si g7 g2 € Gp.
Por otra parte si O(p) tiene dimensién 2, claramente G, es un subgrupo discreto de
GT. Entonces serd suficiente probar que todo subgrupo discreto de G es de la forma
H ={g" / n € Z}, con g fijo, dado por

- i 1

Identifiquemos G* con el plano PT = {(x,y) € R? | z > 0}. Con esta identificacién, el
producto en PT estd dado por (z,y) o (',y') — (x2’, 2y +y) vy g = (a,b). Ahora bien,
se presentan varios casos.

Primero supongamos que a # 1, en este caso la linea r = {(1,y) | y € R} estd identificada
por ~ con la linea r o g = {(a,b+y) = (1,y) o (a,b) | y € R}.

Las lineas r y r o g son los bordes de la banda A = {(x,y) / 1 < 2 < méx(a,a!)}.
Claramente dos puntos distintos contenidos en el interior de A no estan identificados
por ~, luego O(p) es difeomorfo al cociente de A por ~; que es la variedad obtenida de
A identificando los bordes r y r o g por el difeomorfismo (1,y) € r +— (a,b+y) € rog,
que claramente es un cilindro.

En el caso donde a = 1 y b # 0 podemos usar el mismo argumento, sustituyendo la linea
r por la linea s = {(z,0 | x € R)} y la banda A por la banda B = {(z,y) | 0 <y < |b|z}
acotada por las lineas sy so g = {(z,y) | y = |b|z}.

En el caso donde a = 1 y b = 0, claramente O(p) es difeomorfo a R2.

Consideremos entonces un subgrupo discreto H C GT primero probaremos que H est4,
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contenido en una linea [ que pasa a través de (1,0). Supongamos que (a,b), (¢,d) € H
donde a # 1. En este caso es facil ver que (a,b)” = (a™,b(a™ — 1)(a — 1)~!) para todo
n € Z. Por lo tanto

hyp = (a,b)"" o (¢,d) o (a,b)" = (c, 0 [be(1 —a™) +b(a™" —1)] + da”)

a —

Sia > 1, dado que h, € H para todo n € Z y que H es cerrado, entonces lim h, =
(¢, (bc=b)/(a—1)) = h € H. Ademés dado que H es discreto se concluye que h: _:)OC;L para
todo n > ng, lo cual implica que (a,b) y (¢,d) conmutan como puede verse usando la
relacién hy,10h,; ! = (1,0). Por otra parte esto implica la relacién b(c—1) = d(a—1) y asi
(c,d) € l={(z,y) | b(x—1) = (a—1)y}. En el caso que a = 1y ¢ # 1 utilizamos el mismo
argumento, luego podemos asumir que a = ¢ =1y en este caso H C {(1,y) | v € R}.

Supongamos ahora que H C INPT = {(z,y) | x > 0y y = k(z — 1)} En este caso
I N P es una subgrupo de G isomorfo al grupo aditivo R por el isomorfismo f(t) =
(e!, k(ef —1)) como se puede ver facilmente. Por lo tanto f~!(H) es un subgrupo discreto
de R, asi H ={¢" / n € Z} para algin g € H. En el caso que H C I = {(1,y) / y € R},

el argumento es similar.

O]

A continuacién veremos un ejemplo de una accién localmente libre de G;r sobre una
variedad compacta M3 que tiene un conjunto infinito contable de érbitas cilindricas
cuyos complementos constan de 6rbitas difeomorfas al plano. Como veremos todas las

6rbitas de ésta accién son densas en M3,

Ejemplo 2.2.

Primero definiremos una accién localmente libre ¢ : GT x R?® — R3. La variedad M3
serd, construida como el cociente de R? por una relacién de equivalencia ~ de tal forma
que ¢ induce una accién ¢ de G en M, ¢ : G* x M — M y por ultimo veremos la

naturaleza de las érbitas de ¢

(A) Construccién de la accién ¢.

Sea A =

1] . Se puede verificar facilmente que los autovalores de A son Ay A™1,

consideremos 0 < A = % < 1. Sea v = (v2,v3) un autovector de A asociado a
A
Definimos ¢ : GT x R? — R3 por ¢(g; (2, 2)) = (x + %lna , 2+ ge_‘“” . v), donde

g = [ (g f ] , 2 €Z?y a=1In()\) < 0. Puede verificarse directamente que:

/ o~

a) (g’ og,p) = @9, ¢(g,D)),
b) 95(6717) =D,
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para todo g,¢' € Gt y p € R3. Por lo tanto ¢ es una accién de Gt sobre R3.

Construccién de la variedad M.
Considerar en R? = R x R?, la relacién de equivalencia ~ la cual identifica dos

puntos (z,z) y (2/,2') si se safisface una de las siguientes condiciones

a) x =2y z2—2 €72

b) x—a' =kcZy = AFz.

Haciendo la identificacién (a) obtenemos la variedad R x T2.

Por otra parte si z—2' € Z?2, entonces A¥z— A*2' € 72 (dado que Ay A~! tienen en-
tradas enteras), Luego A induce un difeomorfismo A : T? — T?. Luego, tenemos que
la identificacién b) es equivalente a identificar dos puntos (z,p) y (2/,p’) € R x T?
cuandor —2' =ke€Zyp = Zk(p).

Notar que las relacién de equivalencia ~ es generada por los difeomorfismos f1, fo, f3 :

R? — R3? que actiian propiamente discontinuamente, definidos por fi(z,z) =
1

(x +1,A712), fa(w,2) = (2,2 + e1), f3(x,2) = (2,2 + e2), donde e; = 0

0
y eg = ( ) ) , esto significa que dos puntos ¢ y ¢ € R? estén identificados, si, y so-

losi ¢g=h(q') donde h = f*lo fio élo---oflmk o fo¥ o ?l)’“, keN,m;, n;, l; €Z
parat=1,--- , k. Denotemos por H el conjunto de todos los difeomorfismos de este
tipo.

Sea M = R3/ ~ con la topologia cociente y 7 : R® — R3/ ~ la proyeccién natural
de ~. Claramente 7 es un espacio de recubrimiento y por lo tanto podemos inducir
en M una C™ estructura de variedad diferenciable, donde un atlas de M es el con-
junto de todas las cartas locales (m(V), (7|V)™1) donde V = {(z, 20,23) / |* —a| <
1/2, |29 — Ba| < 1/2, |23 — B3| < 1/2}, con (a, B2, B3) € R3. Los cambios de coor-

denadas de éste atlas son restricciones de difeomorfismos de H.

Construccién de la accién .

Veamos que ¢ conmuta con los difeomorfismos f1, foy fs, ie. ¥(g,p) € GT x R3,
¢(g, fi(p)) = fi(#(g,p)). En efecto para f; tenemos

fi(@(g,p) = fi (I—Filna,z—kfée‘”-v)

1

= (a: +-Ina+1, Az + ée_ax : v))
a e
1

= <x +-Ina+1, A2+ ée_‘”” CATE v))
a a
1

= <x + -lna+1, A2+ ﬁe_ax . v))
a oA
1

= (a; +-Ina+1, Atz + ée*‘m*a . v)>
a e

= ¢z +1,47"2) = @(g, f1(p)).
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Y en los casos ¢ = 2,3 claramente se verifica la igualdad ¢(g, fi(p)) = fi(¢(g,Dp))-

Podemos entonces definir una accién C*° en M dada por

¢(g,m(p)) = 7(¢(g,p))- (2.3)

Es facil ver que ¢ estd bien definida por esta expresion, ie. si 7(p) = w(p) entonces

m(¢(g,p)) = 7(&(g,p"))-

(D) Descripcién geométrica de las érbitas de ¢
Primero veremos que pasa con las érbitas de ¢ cuando hacemos la identificacién
a). Observemos que @(p) de un punto p € R3 por @ es el plano que pasa por p y
es paralelo al subespacio de R3 generado por los vectores (1,0,0) y (0, v2,v3). Aho-
ra, haciendo la identificacién a), dejando igual la primera coordenada y pasando
al cociente, cada plano {z} x R? se transforma en la superficie {z} x T2, donde
T? = R?/Z2. Por otra parte O(p) corta al plano {z} x R? a lo largo de la linea

—1+—2\/5 en este plano.

t— p' 4 tv, p’ = (p2, p3) la cudl tiene inclinacién 0 = vs /vy =
Por lo tanto después de la identificacién a), la 6rbita @(p) es transformada en una
subvariedad inmersa R x £, donde £ es una érbita del flujo irracional de pendiente
6 en T?. Como sabemos ¢ es densa en T?, por lo tanto R x ¢ es densa en R x T?.
Esto implica que todas las 6rbitas de ¢ son densas en M.

Veremos ahora que ocurre despues de la identificacién b). La subvariedad inmersa
R x ¢ coincide con {k} x T? en la linea {k} x ¢ (k € Z) y esta linea puede ser
identificada por b) con la lfnea {0} x A*¥(¢). Ahora dado que v es un autovector de
A se tiene que el flujo irracional de pendiente 6 es invariante bajo A, luego A(€) es
una érbita de éste flujo. En el caso que & contenga un punto periédico q de A, de
periodo k (A*(q) = q), los extremos {0} x & y {k} x £ de la banda {2} x ¢ estarfan
identificados y entonces tendriamos una érbita cilindrica de ¢. Reciprocamente, si
los extremos {0} x £ y {k} x & (k > 0) estan identificados, tenemos que A*(¢) = ¢,
y esto implica que € contiene un tinico punto fijo gy de A*, dado que A*[¢ es una
contraccién, es decir, si ¢ y ¢’ € € entonces d(A¥(q), A¥(¢')) < A\*d(q,q'). Con éste
argumento establecemos una correspondencia biyectiva entre orbitas cilindricas de
¢ y orbitas periédicas de A. Como sabemos, A tiene infinitas érbitas periédicas
contables (ver [12]), asi ¢ tiene infinitas dérbitas cilindricas contables. El resto de

las érbitas son difeomorfas al plano por la proposiciéon anterior.

2.2. Cohomologia foliada y Cohomologia de algebras de
Lie

A continuacién definiremos la cohomologia foliada y la cohomologia de dlgebras de Lie ya

que son una herramienta muy importante para el estudio de acciones localmente libres
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de grupos de Lie.

Dada una foliaciéon F de M y A(M) el dlgebra graduada de todas las formas diferencia-
bles sobre M. Si I(F) C A(M) es el ideal anulador de F, entonces A(F) = A(M)/I(F)
es el dlgebra graduada de las formas diferenciables a lo largo de F.

Los elementos de A*(F) podrian pensarse como las secciones de Q¥(F) y se denominan
formas foliadas. Dado que dI(F) C I(F), la diferencial d : A(M) — A(M) induce la
diferencial foliada dy : A(F) — A(F) dada por

k

1=0
1<j

para Yy, -+, Yy € X(F). Similarmente a la derivada exterior usual, la derivada foliada
satiface dy o dy = 0. El kernel Z(F) de dy es el conjunto de las dy-formas cerradas y la
imagen B(F) de dy¢ es el conjunto de las dy-formas exactas. La cohomologia H*(F) del
complejo diferencial (A(F),dy) es la cohomologia de la variedad foliada (M, F).

Sea G un algebra de Lie de dimensién finita. Por Teoremas de Lie (ver [7]) a ésta le
corresponde un grupo de Lie G simplemente conexo. A cada G-médulo N podemos

asociarle un complejo de cocadenas C*(G; N) definido por
C*(G;N) := Hom(A*G, N), k=0,1,---,dimgG,

El operador diferencial
§:C*(G;N) — C*Y(G;N)

es definido por

k
5?,0(}/0, : )Yk) = Z(_l)ziflw(}/Eb 7Yi7"' 7Yk)
=0
i Z(_l)i-l-jw([y;’yﬂ’}/o’... Y, 7)7%... Yi).
1<J

Es fécil verificar, usando la identidad de Jacobi y las propiedades de la G-accién sobre
N quedod=0
Tenemos entonces el complejo diferencial (C*(G; N), §), llamado el complejo Chevalley-

Eilenberg de G con valores en N. Cuya cohomologia

L _ker5:0k(g;N)—>Ck+l(g;N)
HY(G,N) = im § : C*~1(G; N) — C*(G; N)

es llamada la cohomologia del dlgebra de Lie de G con valores en N.

Dado que nuestro objetivo de interés sera la cohomologia con valores en R, consideremos
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N =R con la accion trivial de G.

Observemos que el grupo de cohomologia asi obtenido es justamente el grupo de coho-
mologfa de las formas invariantes a izquierda sobre G (debido a la equivalencia 1.18(2))
y & es exactamente d (definido en 1.13(6)). Por definiciéon C°(G;R) = R y C1(G;R) =
Hom(G,R) = G*.

Las primeras tres aplicaciones de coborde son:

(ba)(X) = 0, (2.6)
(68X, Y) = —B(X,Y]), (2.7)
(XY, Z) = —([X,Y],Z2) (Y, 2], X) —~([Z, X].Y), (2.8)

donde X,Y,Z € Gy «, 3,7 son 0, 1 y 2-cocadenas respectivamente.

La primera ecuacién implica que
H°(G,R) =R. (2.9)

Usando la segunda ecuacién vemos que H'(G, R) es exactamente el kernel de § : C1(G; R) —
C?(G;R) ya que la aplicacién § : C°(G;R) — C1(G;R) es cero. Los elementos « del ker-
nel son precisamente los que se anulan sobre el conmutador, es decir a([X,Y]) = 0 para
todo X,Y € G. Alternativamente, podemos verlo como aplicaciones de G/[G, G] a R, por

lo tanto

H'(G,R) ~ Hom(G/[G,G],R). (2.10)

2.3. Cohomologia de una accién

Sea G un grupo de Lie contréctil, y sea A : M x G — M una accién a derecha localmente
libre de G sobre una variedad cerrada, conexa y orientable. La accién A induce una
accién de G por automorfismos del anillo C*°(M) de las funciones C*° sobre M (por

composicién), es decir

G x Aut(C®(M)) — Aut(C>®(M)),
(g, f) = g f=foAy,

para todo g € Gy f € C*(M), definiendo una estructura de G-médulo CF (M) sobre
C*(M). La cohomologia de la accién A es por definicién la cohomologia de grupos!
H*(G,CY(M)) de G con coeficientes en el G-médulo CP(M). El primer grupo de
cohomologfa H'(G,C¥(M)) juega un papel muy importante en el estudio de acciones
localmente libres.

Un 1-cociclo sobre la accién A(z,g) = x - g es una aplicacién suave a : M x G — R tal

(ver[3])
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que satisface la condicién
a(z,gh) = a(x,g) + a(xg,h)  paratodo z € M, g,he€QqG.
Un 1-cociclo es llamado 1-coborde si existe una aplicacion suave b : M — R tal que
a(xz,g) = —b(x) + b(xrg) paratodo z€ M, geG.

Denotaremos por Z(G,C%) al conjunto de los 1-cociclos sobre A y por BY(G,CY)
al conjunto de los 1-cobordes sobre A. Cabe destacar que el conjunto Z!(G, CY) es
un espacio vectorial y B'(G,C%) es un subespacio vectorial de Z!(G, CF). Definimos

entonces el primer grupo de cohomologia

ZYG,C%)

HYG,CF) = =~ AL
A7 BY(G,CY)

Definiciéon 2.3. Una accién localmente libre A : M x G — M es cohomolégicamente
rigida 1-dimensional si todo 1-cociclo a : M x G — R es cohomodlogo al homomorfismo

¢ : G — R, es decir, existe una aplicacién suave b : M — R tal que

a(z,g) = —=b(x) + ¢(g) + b(rg) paratodo z€ M, ge€G.

claramente a asi definido satisface la condiciéon de cociclo.

Que la accién A sea cohomolégicamente rigida 1-dimensional es equivalente a que H'(G, cY)
sea isomorfo al primer grupo de cohomologia H'(G*) del dlgebre de Lie G de G. En efec-

to, HY(G,C%) ~ Hom(G, R) luego, G contréctil, implica que G es simplemente conexo

y asi por Teoremas de Lie [7], tenemos una equivalencia entre homomorfismos de grupos

de Lie en sus correspondientes homomorfismos de dlgebras de Lie, es decir Hom(G, R) ~
Hom(G,R), y ademés, tenemos que Hom(G,R) ~ Hom(G/[G,G],R) ~ H'(G*), obtenien-

do asf el isomorfismo H(G,CY) ~ H(G*).

2.4. Descripcién dual de acciones localmente libres

Sea F la foliacién dada por las érbitas de A, asociado a ésta tenemos un homomorfismo
no-singular j4 : G — X(F) del dlgebra de Lie de G en el dlgebra de todos los campos
vectoriales tangentes a F, dado por ja(E) = E, donde E(z) = DA(e).E, y As :
G — M, Ay(g) = x-g, con E € G. No-singular significa que si E(z) = 0 para algin
x € M, entonces E = 0. Dualmente tenemos un homomorfismo natural ¢4 no-singular,
del dlgebra exterior Ar(G*) de las formas invariantes sobre G en el dlgebra exterior A(F)
de las formas foliadas de la variedad foliada (M, F). Este homomorfismo conmuta con
las diferenciales, ie. i4(dw) = dfia(w) y estd dado por iaw(E(z)) = w(E). No-singular

significa que si (iqw), = 0 para algin x € M, entonces w = 0.
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Formalmente hablando, la siguiente proposicién nos da una descripcién dual de acciones

localmente libres en terminos de formas diferenciables, conduciendo asi a la cohomologia.

Proposiciéon 2.6. Sea M una variedad orientable, cerrada y conexa, sea F una foliacion
p-dimensional y G un grupo de Lie simplemente conexo de la misma dimension de F.

Las siguientes premisas son equivalentes:

1. Una accion localmente libre A de G, cuyas drbitas son las hojas de F,

2. Un homomorfismo no-singular del dlgebra de Lie G de G en el dlgebra de Lie X(F)

de todos los campos vectoriales C> tangentes a las hojas de F,

3. Un homomorfismo no-singular del dlgebra exterior Ar(G*) en el dlgebra exterior

A(F) de las formas foliadas de (M, F), el cual conmuta con los diferenciales.

Demostracion. 1) = 2)
Sea A: M x G — M una acciéon C'*° localmente libre, G simplemente conexo. Dado
E € G, pi(x) = A(x,exptE) es un flujo sobre M. Sea E el campo de vectores que

generan ;. Notemos que
E(z) = DA,(e).E, (2.11)

donde A, : G — M, Ay(g9) =zg,conx e My geqG.

A continuacién mostraremos que la aplicacién 2

ja: G — X(F) (2.12)

es un homomorfismo no-singular . Para eso, primero definamos para cada g € G el
homomorfismo interno de G por I,(h) = ghg~!. Dado que Iy =lgorg-1 =r410lg,

entonces por (1.22) tenemos que
exporg, = I,-1 0 exp. (2.13)
Por otra parte dado que A es una accién a izquierda, tenemos claramente que
Agp = Ap o Ay. (2.14)

Tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo

- 2Cada accién A € A(G,F) determina una accién infinitesimal asociada ja : G — X(F) dada por
E(z) = 4 A(z,exp tE)|—o (campo tangente al flujo), luego el homomorfismo j4 es la accién infinitesimal
de A
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Age0ja = jaorgs, (2.15)

En efecto, de 2.13 y 2.14 vemos que
(Ag °© AgflexptE)(‘r) = AgflexptEg(x) = A(x, 1;1 oexptl) = A(x,exp trg*E)v (2.16)

entonces

(rg«E)(x) = DAg(e).rge E = DAg(e)Ij-1,E = DAy(e)(rgol,—1)*E
= DAg(e)rg«(lg-1.5)
= Ay o0DA,(e)E
— Ay oE.

Usando este hecho, veamos que se cumple j4[E1, Fs] = [jaE1, jaFEs], probando asi que

la aplicacion ja es un homomorfismo no-singular entre dlgebras de Lie. En efecto,

((A(exp tEl)*jAEQ) - jAEQ)

JaEr, jaEs] = }l'm ()
—0 t
] tE)xEy — jAE
_ %im (JA(TGXP 1)* 2 —JA 2)(@
—0 t
= jA[El,EQ](x),

para todo Eq, Ey € G

2)=1)

Sea G — X(F) un homomorfismo no-singular de élgebras de Lie. Si consideramos G x M,
como el algebra de Lie de todos los campos vectoriales C*° sobre G x M, entonces
el conjunto {(E,E),E € G} es una subalgebra de G x M. Luego por el teorema de
Frobenius, ésta subdlgebra determina una foliacién F transversal a las fibras de G x
M 5 M e invariante por la accién a izquierda de G por traslacién a izquierda en
el primer factor. Dado que la fibra M es compacta, por un resultado muy conocido
de C. Ehresmann, tenemos que w|L : L — G es un espacio de recubrimiento para
toda hoja L de F. Ademads por ser G simplemente conexo tenemos que «|L : L — G
es un difeomorfismo. Esto implica que cada hoja de F intersecta a la fibra 7~ !(e) en

exactamente un punto. Luego, tenemos una aplicaciéon p : Gx M — M, donde (e, (g, ))
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es la interseccién de la hoja que pasa por (g, ), con la fibra 71 (e).

Es facil ver que

a) u(e,x) =z, para todo x € M,

b) (h,z) € L siy solo si (e, u(h,z)) € L, para toda hoja L de F.

Recordemos que F es invariante por la accion

Gx(GxM) — GxM,
(9, (h,z)) = (gh, ),

por traslacién en el primer factor. Ahora, si (h,xz) € L, por b), se tiene que (gh,x),
(g, u(h,x) € gL. De esta forma p : G x M — M es una accién a izquierda localmente li-
bre, es decir, u(gh, x) = p(g, p(h,x)) paratodo g,h € Gy x € M. Ahora A : M xG — M

1

defnida de la forma A(z,g) = u(g~",x), es una accién localmente libre a derecha tal que

juE =E.

2)=3)

Elegir un fibrado normal para T'F y considerar la apliaccién lineal

G+ — AY(M)
w = wY,

donde w”(E) = w(E) y v C ker w”. Si 7 es otro fibrado normal, entonces w” — w” €
I(F). Luego, pasando al cociente por I(F) tenemos una aplicacién lineal bien definida

w +— iqw, donde ig(w) = w(w”), conw: A(M) — A(F) = 1}((]\7’4)), ademas la aplicacion i4

se extiende a un homomorfismo Ar(G*) -2+ A(F) el cual conmuta con las diferenciales,
para ver que conmuta con las diferenciales, consideremos E1, E» € G, luego por definicién
tenemos que

ia(dw)(By, Bs) = dw(Ey, Es). (2.17)

Por otra parte tenemos que

df(iAw)(El,Eg) = EliA’w(Eg) — EQiAw(El) — ’iA’lU([E]_,EQ])
= —iaw([Ey, E2])
= —iqw([Eh, E2))

(
= diAw([El,EQ])
= dw(El,Ez). (2.18)

Asi, de (2.17) y (2.18) vemos claramente que i4(dw) = df(iaw).
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3)=2)

Sea
AR(GT) — AMF)
w = w

Un homomorfismo no singular que conmuta con la diferencial. Elegimos una base § =
{E1,--- ,E,} de G ysea{ws,..., wp} labase dual. Entonces {1, --- , w4} es una base de
TF*. El campo de vectores { X7, --- , Xq} dados por w;(X;), 1 < i, j < d son linealmente
independientes. Dado que el homomorfismo conmuta con las diferenciales, entonces las

ecuaciones de Maurer-Cartan

dwy = Z ijwi A wj (2.19)
1<j

son preservadas por el difeomorfismo w — w. Luego, la aplicacion F; — X; define un

homomorfismo G — x(F). O

Ahora dado que i4 : Ar(G*) — A(F) conmuta con las diferenciales, entonces induce una
aplicacién
ia: H(G*) — H*(F). (2.20)

Recordemos que E(x) = DAg(e).E e isw(E) = w(E). Sea A : M x G — M una
accién localmente libre a derecha y sea p una medida de probabilidad sobre M la cual es

invariante bajo la accién A. Entonces tenemos una aplicacién sobreyectiva de cocadenas
Py AR(M) — AR (G, 0<k<m

dada por
(Paw)(Ey, - ) =/ w(Br, - Fy)dp.
M

Proposiciéon 2.7.

1. Py conmuta con las diferenciales.

2. I(F) C kerPa

Demostracion. Recordemos la férmula

dw(F07 o 7Ek) = Z(_l)lElw(E07 7Ei7'” 7Ek)
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Donde w € A¥(M) y E; € G, 1 <i < k. Afirmamos que

w(Eh) = / Ehdp =0
M

para toda funcién real h sobre M y todo E € G. Esto se satisface dado que

— h —h
Eh = lim 2%t —
t—0
Donde ¢; = A(exptE, z) es el flujo de E. Por el teorema de la convergencia dominada

de Lebesgue obtenemos

— h — u(h
W(Eh) = 1im plhopr) — plh)
t—0 t
ya que u((hop) = u(h) para todo t, por la invarianza de u. Probando asi la afirmacién.
Recordando ahora que E — E es un homomorfismo del dlgebra de Lie G en el dlgebra

de Lie X(F) tenemos

PAdw(E07"' 7El€) - / dw(Ev ,Fk)d,&
M

= Z(_l)iﬂ'/ w([E;, Ej),Eo,--- ,Ei,--- , Ej, -+, Ey)

i<j M
= Z(_l)lJr]pAw([EZaE]]vEOa : 7Ei7'.' 7Ej7'” 7Ek)
1<J

= ClPA’LU(Eo, e ,Xk)

Por otra parte, 2) se satisface claramente de la definicién de I(F) . O

De la proposiciéon anterior se sigue que P, induce un operador
Py A(F) — Ar(G") (2.21)

que conmuta con las diferenciales, y de esta forma obtenemos una sucesién exacta corta
de complejos diferenciables que se escinde
Py
0— K — A(F) = Agr(G*) =0 (2.22)
iA
donde K = kerPy4. De (2.22) tenemos una sucesién exacta corta en cohomologia que se
escinde
0— H(K)— H(F)— H(G") -0, 0<j<p, (2.23)

luego
HI(F) = H'(G*) ® H(K) (2.24)

Notemos que si A tiene una medida de probabilidad invariante p, entonces la aplicacién

lineal inducida i4 : H*(G*) — H*(F) es inyectiva ya que P4 oi4 es la aplicacién
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identidad.
La siguiente proposicién muestra que bajo ciertas condiciones, para dimension 1, la

cohomologia foliada es isomorfa a la cohomologia de grupos.

Proposicion 2.8. Sea A : M x G — M una accion localmente libre a derecha. F
la foliacion dada por las érbitas de A. Si G es contractil, entoces H'(G,CF(M)) es
isomorfo a H(F)

Demostracion. Consideremos la transformaciéon T : ZY(G,CF(M)) — ZY(F) la cual
envia cada cociclo a, en la d¢-forma cerrada w, w, = iaday(e), donde a,(9) = a(x,g),
x € M, g € G. Notar que si 0 es un camino suave sobre G, o(0) = e, luego derivando la
ecuacién de cociclo

a(z,go(t)) = a(z,9) + a(zg,o(t))

obtenemos
day(g).0'(0) = dagg(e).c’(0)

entonces

Weg = iaday(g), v€M, ge G

y dado que iy conmuta con las diferenciales tenemos que dyw = 0. La transformacién
T es claramente inyectiva. Mostremos que es sobreyectiva, entonces, dado w € Z!(F)

consideremos la aplicacion a : M x G — R definida de la siguiente manera

awg) = [ w. (2.25)
pites
donde « : [0,1] — G es un camino suave tal que a(0) = e y a(l) = g. Por ser G

contractil, es claro que a no depende del camino elegido. Veamos que a definido en 2.25,

es un cociclo, en efecto

(
w = a(z,gh)

a(z,g) +a(zg,h) = / w + / w
za 29)8
donde o y 8 son caminos sobre G tales que o(0) = e, o(1) = gh, 5(0) =e, B(1) =hy

()= oG, 0<t<1/2
o g.p2t—1), 1/2<t<1
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Ademéis

day(e).E = il_l)%% OS(A;w(a(t)))a’(t)dt

= wy(E) =iaday(e).

=
5

Por lo tanto T' es sobreyectiva.
O

Proposiciéon 2.9. Sea G un grupo de Lie contractil y A : M x G — M wuna accion
localmente libre, cohomoldgicamente rigida 1-dimensional sobre una variedad M cerrada,

orientable C*°. Entonces existe una forma de volumen C*° A-invariante Q sobre M, ie.

AXQ = Q.

Demostracion. Elijamos una forma de volumen € sobre M, y definamos det DA, por
A Qo(x) = det DAg(x)Q0(z), paratodo x € M, g€ G.

Veamos ahora que a : M x G — R, definido por a(z, g) = log | det DA, (z)| es un cociclo.

En efecto

a(z,g) +alxg,h) = log|det DAy(x)| + log|det DAp(xg)]
= log|det DAp(xg).det DAy(z)|
= log|det DAp(Agy(x)) o det DAy ()|
= log|det D(Aj 0 Ag)(z)|
= log|det D(Agy(z)| = a(z, gh).

Ahora, por hipétesis, dado que A es cohomologicamente rigida 1-dimensional, existe

¢ : G — R homomorfismo, y una funcion C*° h : M — R tal que

a(z,g) — ¢(g) = h(x) — h(zg). (2.27)

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que

/ eth = 1.
M
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Afirmamos que Q = Qg es una forma A-invariante. En efecto

AxQ(z) = +|det DAg(z)|e" 9 Q(x)
= 449 @O (1)
= 4+ @O0 (x)  por 2.27
= +2WQO(2) = +1,

donde =+ es el grado de A,. Luego, integrando y dado que |[ 1 ) = 1, tenemos

/ AQz) = £/ / Q(x)
M M
— ie¢(g),

por lo tanto e?(@) = 1, luego a(z, g) es un coborde.



Capitulo 3

Acciones parametro rigido del

Grupo de Heisenberg

3.1. Acciones parametro rigido de grupos de Lie

Consideremos ahora un grupo de Lie contractil, con identidad e y una accién

A: M x G — M, localmente libre (L.L.) a derecha, entonces se tiene que A(x,e) =e,y
A(z,gh) = A(A(x,g),h), paratodox € M, g,h € G.SeaGa(x) ={g € G/ A(x,g) = x}
el grupo de isotropia de A. Sabemos que cuando G 4(z) es discreto, la accién A define
una foliacién F dada por sus 6rbitas. Consideremos también A(G, F), el espacio de todas
las acciones localmente libres a derecha que tienen la misma foliaccién F. Afirmamos
entonces que a cada B € A(G,F) le corresponde un cociclo a : M x G — G sobre la

accién A tal que

B(z,a(r,9)) = Alz,g) (3.1)

rxa(r,g) = =xg,
donde (x) representa la accién de B. Recordemos que un cociclo sobre A satisface las
siguientes propiedades:
(1) Para cada x € M, a, : G — G, az(g9) = a(z, g) es un difeomorfismo.
(2) a(z,e) =e, Vo e M.
(3) a(x,gh) = a(x,g) - a(zg, h), Ve e M, g,h e G.

Probemos la afirmacién (3.1). Dado que A y B definen la misma foliacién, por teo-

rema 2.2 sabemos que existren inmersiones biunivocas A, : G/Ga(x) — O, B, :

48
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G/Gp(z) = Oy donde G4(x) y Gp(x) son los grupos de isotropia de A y B respec-
tivamente. Luego existe un unico difeomorfismo a, : G/Ga(z) — G/Gp(x), a,(g) =
(B;! o A;)(g) para todo x € M. Ahora dado que A y B son (L.L.), sus respectivos
grupos de isotropia G 4(x) y Gp(x) son discretos, asi, nuevamente por teorema 2.2 tene-
mos que dimG/Gp(z) =dimG =dimG/G 4(z) y como G es contréctil, a, tiene un tnico

levantamiento C*°; a, : G — G tal que a;(e) = e, Vo € M, ademads a, satisface
B(z,a(z,9)) = Az, g), (3.2)

y es un difeomorfismo.

G e G

G/Ga(z) 22> G/Gp(x)

if“%

Oy

Para mostrar que a : M x G — G es suave, elijamos una base B = {E1, -, Eg} del
algebra de Lie G de G. Derivando (3.2) nos da

DBx(ax(g))'Da:c(g) = DAx(g) (33)

Sea J
Daqy(9).Ej(9) = Y _ Lij(z,9).Ei(as(9)). (3.4)

i=1

Entonces expresando (3.3) y (3.4) en notacién matricial, tenemos que
X(zg) = L(x, 9)Y (zg),

donde X;(y) = DAy(e).E; y Yj(y) = DBy(e).E;. Esto muestra que L : M x G —

GL(d,R) es suave, y de esto es facil mostrar que a: M x G — G es suave.

Veamos ahora que a : M x G — G cumple la propiedad (3)'. Notemos que:

(zg) * a(zg,h) = (xg)h,
z*a(z,gh) = xz(gh),

lésta se conoce como propiedad de cociclo
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y dado que A(zx, gh) = A(A(z,g),h), entonces x(gh) = (zg)h, luego

x*a(x,gh) = (zg)*a(xzg,h)
= (zxa(x,g))*a(xg,h)
= xx(a(z,g)a(zg, h))

tenemos entonces que

xxp(x,g,h) =x

donde p(z,g,h) = a(z, g)a(zg, h)a(z,gh)~'. Claramente p(z,g,h) € B(z), y dado que
Gp(z) es discreto y p : M x G x G — G es continua, entonces p(x,g,h) ha de ser

constante. Luego como p(z, e, e) = e, se tiene que p(x,g,h) = e, y asi

a(z, gh) = a(x, g)a(xg, h) (3.5)

Yz e M, g.hed.

Consideremos ahora el grupo Diffy(M, F), de todos los difeomorfismos que preservan ca-
da hoja de la foliacion, isotépicos a la identidad a través de difeomorfismos que preservan
las hojas de la foliacién. El grupo Aut(G) de todos los automorfismos de G actuando a

derecha sobre A(G, F)

A(G, F) x Aut(G) — A(G,F)
(B, d) — Bod,

donde B o @ es la reparametrizacién de B por @, es decir
(Bo®)(x,9) = B(x, ®(g)) = z * (g). (3.6)
Notar que dar una accién a derecha B en A(G, F) es lo mismo que dar un homomorfismo
G — Diffy(M,F) (3.7)

g +— Bgfl,

donde By(z) = B(z, g).

Definiciéon 3.1. Una accién localmente libre a derecha A : M x G — M es llamada
pardmetro rigido, si dada cualquier otra accién B € A(G,F), existe & € Aut(G) y
F € Diffo(M, F) tal que

B(F(z),2(9)) = F(A(z,9)) (3.8)

Ag = FﬁloBcp(g)OF
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paratodoz e My g € G

También decimos que A es isotépica a una reparametrizaciéon de la accién B si (3.8) se

satisface.

Example 3.1. Rigidez paramétrica de R-acciones localmente libres

La rigidez paramétrica de R-acciones localmente libres estd caracterizado por la solubi-

lidad de una ecuacion diferencial parcial.

Teorema 3.1. Sea A : M xR — M wuna accion a derecha suave localmente libre de
R sobre una variedad cerrada M y X el campo de vectores que genera a la accion A.

Entonces A es pardmetro rigido si y solo si la ecuacion
f=Xg+c (3.9)
admite una solucion (g,c) € C*°(M,R) x R para cualquier f € C*°(M,R)

La ecuacién anterior es llamada ecuacién cohomoldgica sobre A.

Demostracion. Supongamos primero que A es parametro rigido. Sea F la foliacién dada
por las érbitas de A y tomemos f € C°°(M,R). Dado que M es cerrada, tenemos que
f1 = f + c1 es una funcién a valores positivos para algin ¢; > 0. Sea B € A(R, F) el
flujo generado por la reparametrizacion Y = (1/f1)X.

Por hipotesis tenemos que existe h € Diffg(F) y co € R tal que 2
B®'oh =hoAl (3.10)

Y dado que h preserva las hojas de la foliacién, tenemos que

h(z) = B79®) () (3.11)
para alguna g € C*°(M,R).
De (3.10) y (3.11) tenemos
(ho A')(z) = B 0 B79)(z) = B2t=9() (g), (3.12)

por otra parte, usando (3.11) obtenemos
(ho At)(z) = B~9A @) o A(z). (3.13)
De (3.12) y (3.13) concluimos que

At(z) = BIA @)teat=g(@) (1) (3.14)

*En el caso de flujos usaremos la notacién A’(x) en vez de A(x,t).
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Derivando, y evaluando en t = 0, (3.14) nos queda como
X = (ca + Xg)Y. (3.15)
Luego, dado que Y = (1/f1)X, (3.15) nos queda
c+Xg=h

por lo tanto el par (g, (c2 — ¢1)) es una solucién de (3.9)

Supongamos ahora que la ecuacién (3.9) tiene solucién para toda f € C°°(M,R). Con-
sideremos B € A(R,F). Sea Y el campo de vectores que genera a la accién B y f una
funcién que no se anula satisfaciendo fY = X. Por hipotesis la ecuacién (3.9) tiene una
solucién (g, c) para f. Dado que f no se anula y Xg(x) = 0 para algin x € M, tenemos
c# 0.

Ahora, si definimos h : M — M dada por

hz)=B 9% (z) VYzeM (3.16)
en particular, (3.16) se cumple para z = A’(z), luego
WA (z)) = B~9A @) (A (z)) = B~9A @) 5 Al() (3.17)
Luego, por (3.14), (3.17) nos queda

h(A'(z)) = B"99(x)
= B%oB9)(x)
= B%oh(z)(x) (3.16) (3.18)

Dado que la aplicacién t — Al(z) y t — B%(h(z)) = h(A!(z)) son aplicaciones de
recubrimiento de R a F(z) para cualquier x € M, la aplicacién h es en si mismo un
cubrimiento de M. Y dado que h es homotdpico a la identidad, éste es un difeomorfismo.

Por lo tanto A es isotépica a una reparametrizacién de B O

A continuacién veremos un ejemplo cldsico de un flujo paramétricamente rigido. Para
n > 1 denotemos el toro n-dimensional R"™/Z" por T". Para v € R", definimos el flujo
lineal R! = z + tv. El campo de vectores X, correspondiente a R, es un campo de
vectores paralelos sobre T".

Decimos que v € R” es diofantino si existe 7 > 0 tal que

inf ) - |lm)||” >0, 3.19
ont Jmew)]- ] (3.19)



Capitulo 3 Acciones parametro rigido del Grupo de Heisenberg 53

donde (, ) y || - || el producto interno euclideano y la norma sobre R™. Cuando v es
diofantino, llamamos al flujo R,, flujo lineal Diofantino y a la foliacién dada por las

orbitas una foliacion lineal diofantina

Teorema 3.2 (Kolmogorov). La ecuacion cohomoldgica (3.9) sobre un flujo lineal Dio-
fantino sobre T™ admite una solucion para cualquier f € C*°(T™ R). Por teorema 3.1,

todo flujo lineal Diofantino es parametricamente rigido.

Demostracion. Considerar la expansién de Fourier de f

f(z) = Z amexp(2mi(m, x)).

mezZn

Dado que f es una funcién suave, tenemos que

sup ||m||¥|am| < oo, para k > 1 (3.20)
mez”

Ahora, fijemos un vector Diofantino v € R™. Haciendo by =0 y

am

bm, para m # 0.

- 2mi(m,v)’

Entonces

g(z) = Z bmexp(2mi(m, x))

mezZm

claramente es una solucién formal de f = X,g + ap. Dado que v es Diofantino, existe

T >0y Cp > 0 tal que para todo m € Z", |by,| < C||m||"|am]|, con C = ﬁ Luego,
por (3.20) tenemos

sup ||[m||*|bm| < oo para k > 1.

mezZn
Y esto implica que ¢ es una funcién suave. ]

Cabe destacar que éste es el tinico ejemplo conocido de flujos paramétricamente rigidos.

Conjetura 3.3 (Katok). Todo flujo paramétricamente rigido sobre una variedad cerrada

es conjugado a un flujo lineal Diofantino sobre un toro.

Definicion 3.2. Una accién localmente libre a derecha A : M x G — M se dice cociclo
rigido, si dada cualquier aplicacion suave a : M x G — G que cumple la condicién de

cociclo, existe un endomorfismo ¢ de G y una aplicacion suave b : M — G que satisface
a(z, g) = b(x) "' 2(g)b(xg) (3.21)
paratodox € M y g € G.

El siguiente resultado muestra una equivalencia de rigidez paramétrica en funciéon de

cociclos.
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Proposicién 3.1. Una reparametrizacion de B € A(G,F) por ® € AutG es isotopica
a la accion A, si y solo si el cociclo a sobre A dado por B es cohomdlogo a @, es decir,

si existe b: M — G tal que
a(z, ) = b(z) " ®(g)b(zg), (3.22)

para todo x € M y g € G.

Demostracion. Supongamos que existe F' € Diffy(M, F) y ¢ € Aut(G) tal que
F(x)* ¢(g) = F(zg). (3.23)

Sea B € A(G,F), B: M x G — M, entonces por proposicién 2.2 existe una unica
aplicacién B, : G/Gp(z) = O ~ F,

G—5. 0, ~F,
| 2
G/Gp(x)

tal que B, : G — F, es un espacio de recubrimiento para todo x € M. Consideremos
una isotopia o(t) = F; € Diffy(M, F), tal que 0(0) =id y o(1) = F. Sea ¢ : [0,1] — G,
con 5(0) = e, el levantamiento de ¢ y definamos (1) = b(z)~!, entonces b : M — G es

suave y x x 6(t) = Fi(x), 0 <t < 1. Ahora, recordando que z * a(z, g) = zg, tenemos

F(zg) = (xg) xbzg)™" = 2 * (a(x, 9)-b(zg) "), (3.24)

F(z) * ®(g) = (z+b(x) ") * ®(g) = x * (b(z) "' 2(g)). (3.25)

De las igualdades anteriores y de (3.23) vemos que
z + (b(x) "' (9)b(x, 9)-a(z,9) ") =, (3.26)
luego, como en la prueba de (3.5) obtenemos

a(z, ) = b(x) " ®(g)b(zg). (3.27)
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Reciprocamente, asumamos (3.27) y = * a(z, g) = xg. Considerar la aplicacién F' : M —

M dada por F(x) = z % b(z)~! la cual es claramente C*°. Entonces

Flr)x@(g) = o (bx)'B(g))
= o+ (a(z,0)b(zg) )
= (g) *blag) "

= F(xg). (3.28)

Mostremos que F' € Diffy(M, F), para esto, notemos que como G es contractil, entonces

F es homotdpico a la identidad. Ahora de (3.28) obtenemos
DBp)(e).D®(e).E = DF(z).DAy(e). B (3.29)
y dado que ® es un automorfismo, vemos que
DF(2) : ToF = Ty F (3.30)

es inyectiva.

Dado que la derivada parcial D1 B(z,b(x)™") = DBy,)-1(z), esto muestra que la deri-
vada de F' en la direccion transversal a v para T,F es también inyectiva.

Como F' es homotopica a la identidad, entonces el gradode Fles1y F : M — M es sobre-
yectiva, y dado que DF(z) : T, M — Ty es no-singular, entonces F' € Diffo(M,F) O

3.1.1. Acciones parametro rigido del grupo de Heisenberg

El resultado central de esta seccidon serd mostrar que las acciones cohomolégicamente
rigidas 1-dimensionales del grupo de Heisenberg son paramétricamente rigidas.

Definimos el grupo de Heisenberg H como el producto semidirecto H = R? x R, donde
e

o : R — AutR? es el automorfismo dado por

1t t
o()(z,u) = AP =P, wzeRr (3.31)
0 1 U U
El producto en H estd dado por
(2, 0).(w,0,8) = ((2,) + [o()(w,0)],t +s)

= (z4+w+tv,u+v,t+s)

Por otra parte si consideramos la representaciéon matricial

g=(z,u,t) € H (3.32)

Q
|
S O =
S = o
= g W
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el algebra de Lie H de H tiene la representacién

0 v w
E=100 v |, EeH (3.33)
00 0
La base estandar de H es B = {U,V, W} donde
0 10 0 00 0 01
U=10 0 0], V=]0 0 1|, W=10 00
0 00 0 00 0 00
El corchete de Lie es cero excepto para
U, V=0V =W (3.34)

Si B* = {a, 5,7} es la base dual de B, entonces por (1.18(5)) y (3.34) tenemos
[U, V] = Cm,lU + CM,QV + Cm,gw, luego, Cm,l = 0, CM,Q =0 y Cm,g =1 (3.35)

ademas la constantes estructurales C,;, satisfacen las ecuaciones Cy; + Cyyi = 0, para
1 <1 <3, luego

do =0, dg =0, dy = Cuus(aNB)=—(aNp) (3.36)

Consideremos A : M x H — M una accién suave a derecha localmente libre de H,

entonces tenemos la siguiente proposicién:

Proposicion 3.2. Si la accion A es cohomoldgicamente rigida 1-dimensional y F la
foliacion dada por la drbitas de A, entonces para cada accion B € A(H,F) existe un

automorfismo ® de H tal que si
C(z,9) = B(z,® (g)) para v € M, g€ H
es la accion reparametrizada, entonces existen funciones h y k en C°(M) tal que
ica = ia0+dsh, Yy icB =1iaf + dsk,

donde ic es como en (2.20)

Demostracion. Sea p una medida de probabilidad B-invariante sobre M y
Pp : A(F) — A(H) definida por

PBU](El,,E])—/ w(EaaFj)duv 1§]§T
M
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donde r es el grado del algebra graduada correspondiente. Recordemos que este operador
conmuta con la diferencial.
De acuerdo a la proposicion 2.6 tenemos un homomorfismo i4 : A(H*) — A(F) que
conmuta con las diferenciales. Luego si definimos L" : A(H*) — A(H*) por
LN = Pg oy, éste es claramente un operador lineal que conmuta con las diferenciales.
Por otra parte dado que A es cohomolégicamente rigido 1-dimensional
HY(H,C¥(M)) ~ HY(H*) y por proposicién 2.8 H'(H*) ~ H'(F), entonces la res-
triccién L} de la aplicacién inducida L" : A*(H*) — A*(H*) para el primer grupo de
cohomologfa, es un isomorfismo, es decir, L es un isomorfismo sobre H!(H*).
En efecto, basta probar que es inyectiva. Si L7 = Ppis6 = 0 para una forma cerrada 6
(ie. § € kerLt = kerPg), y dado que por (2.24) y proposicion 2.8 H'(F) = iaH'(H*),
entonces i40 = d¢h. Luego i40(x¢) = 0 para algin zg € M y por ser i4 no-singular
tenemos que 6 = 0.
Notemos que L no es un homomorfismo del dlgebra exterior A(H*). La idea serd ex-
tender L} a un homomorfismo L* de A(H*) que conmute con las diferenciales, es decir,
buscamos L}vy tal que Lidy = dL}v, donde® L5 = A2L%. Por (3.36) esto es equivalente
a

Lsdy = —(Lia N LiB) = dL7y. (3.37)

Ahora dado que A es cohomolégicamente rigido 1-dimensional, tenemos que ig o Pg es
la identidad de H'(F), entonces existen funciones h y k en C*°(M) tal que

ipoLia=isa+dih y  ipoLiB=iaf+dsk. (3.38)
De (3.37) y (3.38) obtenemos

iplsdy = —ig(Lia A LiB)
= —(ipLia A —ipLiB)
= —(iaa+drh Nigf + dsk)
= —(iA(a/\ﬁ)+df(hdfk+hiA,8—kJiAa))
= —islaAp)—dw
AlaApB) —dy
—dy
= dady —djw.
Aplicando Pp a la igualdad anterior, tenemos
Lidy = d(L"y — Pgw) (dado que Ppy L" conmutan con las diferenciales), (3.39)

Luego eligiendo Ly = L" — Pgw, encontramos

Lidy = dL?.

3La segunda potencia exterior A2V de un espacio vectorial finito dimensional es el espacio dual
del espacio vectorial de las formas biliniales alternadas sobre V.
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Para mostrar que L] : H* — H* es un isomorfismo, es suficiente mostrar que dLjvy # 0,

ya que H* = Lj(kerd) + L7j(vy). Para esto observemos que
Ly(anB) = Ala A B), (3.40)

donde A es el determinante de la restriccion de L a H'(H*).

Notar que dy = —(a A ), luego usando esta igualdad, (3.37) y (3.40) obtenemos
Lidy = dLiy = Ady # 0, (3.41)

dado que A # 0 porque L" es un isomorfismo sobre H'(H*).
Ahora dado que L* es un automorfismo del dlgebra exterior A(H*) y conmuta con la
diferencial, la aplicacién dual L : H — H de L] es un automorfismo de algebras de Lie,

y como H es contrictil existe un unico automorfismo ® : H — H tal que
DP=9,=1 y o =L7. (3.42)
Ahora dado que C es una reparametrizacién de B por ® tenemos que
E(z) = DCy(e).E = DB,(e)D® . E = DB,(e).®,;'.E (3.43)
para todo E € H, y de (3.43) obtenemos
ip®*0(E) = 0(F) = ic0(E),

luego
icl =igo ®*0 (3.44)

Finalmente de (3.44) vemos que
ic) =ipo L0 = (ip o Pg)iafl (3.45)
de la igualdad anterior existe [ € C*° tal que
icl = 120 + dyl,

para todo 6 € H'(H*) ya que por hipétesis A es cohomolégicamente rigido 1-dimensional,

con lo que concluimos la prueba. O

Sif: TG — G, definida por 6,(E(g)) = E, con g € Gy E € G es la forma de Maurer-

Cartan de G, entonces ésta satisface la ecuacién estructural

o+ [0 A 6] =0 (3.46)
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donde
[0 N O|(Er, Eo) = [0(F1),0(E2)] = [En, B

para F1,Ey € G
Cada accién A € A(G,F) tiene asociada una forma candnica, que es por definicién la
1-forma foliada w : TF — G dada por4

w =140, (3.47)
que satisface la ecuacion
dfw + [w A w] = 0. (3.48)

Ademés, si B = {Ey,---,E;} es una base de G y 8* = {0',---,0%} es su base dual,

entonces

d
6(E) = 6(E).E; = 6(E),

por lo tanto
d

iab(-) = iab'(-).E;. (3.49)
Proposicién 3.3. Sea B € A(G,F) donde F es la foliacion dada por las drbitas de una

accion localmente libre A. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. FEl cociclo a : M x G — G sobre la accion A dada por B es cohomdlogo al auto-

morfismo ¢ de G, esto es, existe una aplicacion suave b: M — G tal que
a(z, ) = b(z) " ¢(g)b(zg).
2. Eziste una funcion b: M — G tal que
wp = b ¢ wab + b dyb, (3.50)

donde

(¢*wa)(E) = 0(¢.E) = B,  E€g.

Demostracion. (1 = 2)

Por hipotesis tenemos que

a(z,g) = b(z) " d(g)b(zg), (3.51)

de (3.51) obtenemos

Dag(g) = b(x) ™! (De(g)-b(xg) + ¢(9) Db(g).DAs(g)), (3.52)
“Recordemos que: i40(E) = 0(E), donde E(z) = DAy (e).E,conxz € M, E€G
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y de (3.52) tenemos
Dag(e).E = b(z) ' Dé(e).E b(x) + b(x) "' Db(x).DA,(e).E. (3.53)
Luego, dado que w4(E) = E, con E = DA,(e).E, y notando que
DA,(e) = DB,(e).Dayle),
de (3.57) encontramos
Day(e).E = b(z) " D¢(e).wa(E).b(x) + b(z) 1 Db(z).(DB,(e)Day(e).E).  (3.54)

Dado que Day(e).E = 0(Day(e).E) = wp(DBy(e)Day(e).E) = wp(Day(e).E)p, la

ecuacién (3.54) nos queda como
wp(Dag(e).E)p = b(x) D¢(e).wa(Day(e).E)p.b(z) + b(z) 1 Db(x).(Day(e).E)p

= (b '¢*wab+ b dsb)(Day(e).E)p.

Por lo tanto
wp = b 1¢* wa.b + b dyb.

(2=1)
Consideremos el cociclo
c(z,9) = b(x) " d(g)b(zg) (3.55)
Notar que 2. es equivalente a
Da,(e).E = Dc,(e).E, Eeg. (3.56)

Y dado que a y ¢ son cociclos, (3.56) es equivalente a
a(z,9) " Dag(g) = c(x, 9) "' Dea(9) (3.57)
Lema 3.1. Sea G un grupo de Lie conexo y h; : G — G, 1 < j <2 tal que
hitdhy = hy'dhs. (3.58)

Entonces ha = ghy para algin g € G.

Demostracion. Probaremos que
d(hehit) =0

Para esto, dado que hl.hfl = e, tenemos que 0 = d(hl.hfl) = dhl.hfl + hldhfl,
entonces

dhy' = —htdhihit, (3.59)
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usando la regla del producto, de (3.58) y (3.59) obtenemos
-1y —1 -1 -1 _
d(hahy ") = dhaohy " + hohi “dhih]" =0

y dado que G es conexo, h2h1_1 = g para algin g € G, luego ho = ghy. O

Ahora, por lema 3.1 y (3.57) tenemos que
a(xz,g) = h(z)c(z, g), donde h:M—G, xeM

y tomando g = e vemos que h(z) = e para todo & € M, probando asi la proposicién. [

Teorema 3.4. Sea A una accion suave L.L. del grupo de Heisenberg H en una variedad
cerrada M. Supongamos que A es cohomoldgicamente rigido 1-dimensional. Entonces A

es paramétricamente rigido.

Demostracion. Consideremos el referencial global B = {U,V, W} sobre X(F), donde
U = DA,(e).U, V = DA,(e).V, W = DA, (e)W
para todo x € M y
B ={"n".¢"

el referencial dual de B.

Notemos que
C=isa,  n=iaB, (" =iay (3.60)

Sea ahora B € A(H,F) donde F es la foliacién dada por la érbitas de A. Dado que A es
cohomolodgicamente rigido, entonces por proposicién 3.3, podriamos asumir, salvo una

reparametrizacién por un automorfismo de H, que
ipa=isa+dh? y  igB=iaB+dsk°,

donde hY k? € C*°(M), y si denotamos ipa = £, igB = 1y iy = (, entonces las

igualdades anteriores quedan en la forma
E=&+dh®  np=n"+dpk°, (3.61)

asi B* = {&,n,(} es el referencial dual asociado a la accién B. Consideremos ahora la

aplicacién by : M — H dada por

—_

=
o

~
o

kO

S
S
|
o O
S =
—_
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donde la funcién suave [° : M — R debe determinarse. Claramente vemos que

1 —n"
bh'=10 1 —&°
0 0 1

donde 1* = —hOkO 4+ 70,

0

Sea w” =140 y w = ip6 las formas candnicas de las acciones A y B respectivamente. A

continuacion la idea serd utilizar la proposicion 3.3, entonces solo basta ver que existe
una funcién suave b : M — H satisfaciendo (3.50). Para esto, primero consideremos la

forma Q° que toma valores en H, dada por
0% = (bo) o + (bo) dsbo (3.62)

Evaluando la forma Q° en E € X(F) y recordando que w’(E) = ¢°(E).U +n°(E).V +
C°(E)W, tenemos:

QUE) = (by w’by + (bo) 'dsbo)(E)
= by W’ (E)bo + (by 'dybo)(E)
= by (°E).U +n°(E).V + (BYW)bo + (by 'dsbo) (E)

1 —h" ][0 & ¢ [t r® 1° 1 —h® x ] [0o dh® dp°
= 0 1 =k 10 0 2% |0 1 K°|+|0 1 —Kk°0 |0 O dek°| [(E)
0o 0 1]f0o 0 0][0 0 1 0 0 1][0 o0 0
[0 €% (¢O+ KO — hOnP) 0 dsh® (dgl®— hOdsk?)
= 0 0 n° +10 0 d kO (E)
0 0 0 0 0 0
[0 (&9 +dgh®)  (¢O+ KO0 — hOn® + ds1® — hOdskO)
= |0 0 (n°d¢k°) (E). (3.63)
0 0

. 0 . e .. 0
Luego, si denotamos por Qi?j la posicion ocupada por el elemento 75 en 2V, tenemos

Ahora observando que
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y por otra parte usando (3.61), obtenemos

d¢ = dp(C® + K% — hO° + dp1° — hOd k).

Luego

dp(¢ —dsC® — K20 + nOn° — dpi® + h0dk°%) =0

T

de lo anterior vemos que existe 7 € Z1(F) tal que
¢ =0+ K% —nn° +dpl® — hOdgk° + 7,

y dado que A es cohomolégicamente rigido 1-dimensional, podemos escribir 7 de la
siguiente manera
7= at® + by’ + dyl’,

cona,be Ryl € C®(M).

Ahora, si hacemos el siguiente cambio de variables
h=h"—0b, k=k'+a, y 1=10+ah— bk,

obtenemos

¢ =¢"+ k%0 — 00 4 dp1° — nOd k0 + dgl.

Luego, si definimos b: M — H por

o
Il

S O =

S =

—_ S o~

por un célculo similar al de (3.63), haciendo b = by obtenemos que QY es la forma

candnica buscada, es decir,
w="b"1w'b+ b dsb.

Luego, aplicando la proposicién 3.3 el teorema queda demostrado. O

3.2. Existencia de acciénes parametro rigido del grupo de

Heisenberg

A continuaciéon mostraremos un ejemplo de una accién parametro rigido del grupo de

Heisenberg. Para eso consideremos el subgrupo discreto cocompacto ¥ = Z2? x Z del

grupo de Heisenberg H como en (3.1.1) y la nilvariedad M = H/T' = vH = {yg/g € H}.
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Identificamos las funciones suaves f : M — R con las funciones I'-peridédicas sobre H,

es decir
f(vg) = f(g),para  ~yeTlygeH. (3.64)

Para cada t € R fijo, tenemos una funcién Z2-periédica
fe(n+u) = fi(u) = f(u,t), n € R* w € Z*, n = (ng,n1) (3.65)

ya que (n,0) - (u,t) = (n+u,t) y f es I'-invariante. Luego f se puede expresar como la

siguiente serie de Fourier, la cual converge en la topologia C'*°

Flut) =Y fult)e?™hu, (3.66)

keZ?

Los coeficientes de Fouirier son funciones suaves dadas por
Fu(t) = 5 f(u, t)e= 2 ku gy, (3.67)

y las funciones fj(t) son acotadas, es decir; | filo < |flo, donde | - |o es la norma C°. Por

otra parte dado que
fU0,0) - (u, ) = flo(O)u,t +£) = f(u, 1),
se tiene
fut) = | flut)e > * )y
T2

= - Flo(Ou, t + 0)e 2™ W gy,

= | fwts Qe 2o =00gy (v = o()u)

= froo(t+20).
Luego, haciendo el cambio de variables k = k'o(—/) obtenemos

et +0) = fro@(t), parak€Z’ (€Z, tER, (3.68)

Un conjunto candnico de generadores de I' es dado por

B = {707717 6}7

donde
Yo = (17 an)a "= (07 170)’ 0= (05 07 1) (369)
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satisface las ecuaciones

YY1 = 7170,
Y01 = 9170,
y
4171 = 71617%0- (3.70)

La traslacién a derecha H x H % H da una accién a derecha localmente libre
RY: M x H— M, (3.71)
la cual usaremos para definir accciones cohomoldgicamente rigidas en dimensién 1
A:MxT - M (3.72)
cuya suspensién dard (por [11]) acciones cohomolégicamente rigidas en dimensién 1
A:MxH—M (3.73)

donde M — (M , F) —» M es el fibrado suspensién foliado de A, y A es la accién
canénica de 7 (ver [1]). Ademads, dado que H es contractil, entonces por [[13], Teorema
2.1]

H/(T,CF(M)) ~ HI(F), 0<j<3. (3.74)

Definamos una accién A de I" (en las generadas de I') sobre M por

A() = Ra, o = (ao,0,0),
A(’yl) = Rgl y 0 = (O,CLl,O),

A@B)=R} , B=(0,0,b). (3.75)
De 3.70 para definir una accién de I' debemos tener

alb = Qg (3.76)

Necesitaremos también el siguiente resultado

Proposicion 3.4. Existen numeros Diofantinos ag, a1 y bl tales que

1. alb = aop,

2. {1,ap,a1,b} son linealmente independientes sobre Q.
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Demostracion. Sea a € R una rafz de un polinémio irreducible p(x) € Q[x] de grado
mayor a 3. Por lo tanto
{1.a,0% 0%}

es linealmente independiente sobre Q. Elijamos

a0:a3, a1 = o y b=a".

Por un famoso teorema de Liouville, sabemos que todo nimero algebraico irracional es

Diofantino, y con esto concluimos la prueba. ]

Example 3.2.

Basta considerar el polinomio p(z) € Q[z], dado por p(z) = z* — 2. Es facil ver que
x = v/2 es una raiz de p(z), luego {1, v/2v/4, v/8} es linealmente independiente sobre Q.
Eligiendo

aO:\‘Vg, a1:\4@ be%.
obtenemos el resultado deseado.

Teorema 3.5. Sea A: M x I' — M la accidn descrita en (3.75). Supongamos que los
nimeros en (3.76) estan dados por la Proposicion 3./. Entonces A es cohomoldgicamente

rigido en dimension 1, es decir

HYT,CT(M)) ~ HY (H*).

Demostracion. Para cada cociclo suave ¢: M x I' = R sobre la acciéon A, consideremos

el homomorfismo ® : I' — R dado por
B) = [ clo.g)du(o) (3.77)

donde p es la medida dada por la forma de volumen R°-invariante sobre M. Para probar
el teorema debemos mostrar que ¢ es cohomoélogo a ®, es decir mostrar la existencia de

una funcién suave h : M — R tal que

co(z,7) = c(z,7) — ®(v) = h(z) — h(z - ), (3.78)

para todo z € M, v € I', donde x - v = A(xz, ). Dado que ¢y asi definido es claramente
un cociclo, basta demostrar que (3.78) es cierto para los generadores {vp,v1,0} de I'.

Consideremos

Fo(z) = co(z,70), (3.79)
F'(z) = colz,m), (3.80)
G(xz) = co(z,9),
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donde = = (u,t) € H.

Mostraremos entonces la existencia de una funcién h : M — R que satisfaga las ecua-

h(z) —h(z-v) = F°x), (3.81)

h(z) —h(z-v) = FYx), (3.82)
y

h(z) —h(z-6) = G(z). (3.83)

De la relacién vo-vy1 = 7170, tenemos que co(z,70-71) = co(x,v1:70), y de esta igualdad

obtenemos la ecuacién
co(x,70) + co(z - 70, 71) = co(@,71) + co(2 - 71,%0), (3.84)
de (3.79) y (3.80) tenemos
Fl(z) — FY(x - ) = FO(z) — F(z - 7). (3.85)

De (3.67) tenemos que

F,?(t) = FO(U,t)e_%i(k’wdu’ (3.86)
T2
Bt = [ F (e du, (3.87)
(FYo R, )i(t) = N FO((u,) - ((0,a1),0)))e2mikw) gy,

= FO>u + (tay,a1), t)e_2m<k’">du,
T2

= / FO(v, t)ef%i(k’”*(ml’al»dv, (v=u+ (ta1,ay))
’]I‘Q

_ eZm'(k,(tal,al))/ FO (v, £)e=2mitk) gy
’]I‘Q

_ e27ri<k’(tal’a1)>F]?(t). (388)
y similarmente,

(FloRy(t) = @Ol Fl() (3.89)

son los coeficientes de Fourier para FO(z), F'(z), F°(x-v1) y F(x-vo) respectivamente.

Asi (3.85) expresada en términos de sus coeficientes de Fourier nos da
(1 _ eQwi(k,(ag,O)))Fkl (t) _ (1 _ eQwi(k,(ta1,a1)>)F’S(t). (3.90)
Luego, de (3.90), para k = (0, k1) tenemos

F(t) =0, para todo t € R. (3.91)
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El coeficiente de fourier de una solucién de las ecuaciones cohomolégicas (3.81) y (3.82)
debe satisfacer
(1 — e2milktionayp, (1) = FL(e), (3.92)
(1 — 2@ Mh(t) = F(t).
Entonces para k # 0 tenemos
Fi(t)
hi(t) = 1 _ e2mikiar)’ ko =0, k1 #0 (3.93)
' o)
F(t
_ k
hi(t) = T g2mikoao)’ ko # 0 (3.94)
para todo t € R.
Dado que los nimeros ag, ai, son Diofantinos, de (3.93) y (3.94) tenemos
|k (t)] < [FL I[P, (3.95)
para todo k € Z?, k< 0,0 < j < 1.
Dado que por (3.67)
Fllo<|F/l,  0<j<1 (3.96)
y que las F7 son funciones suaves, entonces
lim |k|P|hg(t)] = 0, p> 1 (3.97)
|k]—o00
Ahora, ; qué podemos decir de las expresiénes (3.92) cuando k = 07
Afirmamos que
Fg(t) =0, paratodot e Ry 0<j <1. (3.98)
En efecto, de la relacién 09 = v9d v la ecuacién de cociclo para ¢y obtenemos
G(u,t) + FOu,t + b) = FO(u,t) + G(u + (ap,0),1). (3.99)

De las sucesiones exactas
0-5R2-LH R0

0-72>-T-57Z—0,

donde j(u) = (u,0), m(u,t) =t obtenemos el fibrado

™ - M =5 T.

(3.100)
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Integrando sobre la fibra de 7 (ver [8]) obtenemos

;][/GW"‘][ FO>u,t +b)du = Folu,t)du+ 1+ G 0,0),t)du,
T2 T2 T2

F(t+b) = FJ(@1), (3.101)

donde
F(t) :][ FO(u,t)du.
’I[‘Q

Luego, FJ(t) : R R es 1-periédica, entonces (3.101) expresada en términos de sus

coeficientes de Fourier satisface

Ef(n) = * 0B (n),

y por lo tanto
Ed(n) =0, Vn # 0.

Ahora de (3.78) y (3.79) y el teorema de Fubini obtenemos
0= / FOu, t)dp = / <][ Fo(u,t)du) dt, (3.102)
M T \JT2

FQ(t) =0, para todo t € R (3.103)

y por lo tanto

Por otra parte de la relacion §vy; = y1070 y la ecuacién de cociclo para ¢y obtenemos
F'(u,t +0b) — F(u,t) = G(u + (ta1, a1),t) — G(u,t) + FO(u + (ta,ar),t +b). (3.104)
Integrando (3.104) sobre la fibra 7 y por (3.103) encontramos
Fl(t+0b)=Fl(t), teR. (3.105)
Luego por un razonamiento similar al que se hizo para F(()) (t) tenemos que
Fl(t)=0, VteR,

probando asi la afirmacién. Por lo tanto podemos elegir libremente cualquier funcién

ho: T — R y la serie de Fourier

h(u,t) = hy(t)e*™ ), (3.106)
keZ?

serd convergente en la topologia C'*° por (3.97), dando una solucién suave a las ecuaciones
cohomoldgicas (3.81), (3.82).

A continuacién mostraremos que podemos elegir la funciéon hg tal que h dada en la
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ecuacién anterior también satisfaga la ecuaciéon cohomoldgica (3.83).

En efecto, de la relacién 9 = 90 y las ecuaciones de cociclo para ¢y tenemos
G(z) — G(x-y)) = F(z) — F(z - ), (3.107)
o en térmninos de sus coeficientes de Fourier
(1 — e*mihoay Gy (1) = FO(t) — FQ(t + b), (3.108)
Ahora (3.92) y (3.108) nos da
(1 — e2mihoao) Gy (1) = (1 — e2™0%0) (b (t) — hy(t + b)). (3.109)

Luego,
Gi(t) = (hi(t) — hi(t + b)), para todo k #£ 0, ko #0, t € R.

Ahora para kg = 0, k1 # 0, consideremos la relacién dy; = 199, entonces de la ecuacién

de cociclo para ¢y obtenemos

G(z) — G(z-m) FY(z) — FY(x-6) + F°(z - 1196),
G(u,t) — G(u+ (tay,a1),t) = FYu,t) — F*(u,t 4+ b) + FO(u + (tay,a1),t + b),

o en términos de sus coeficientes de Fourier
(1 — > RanG(t) = FH(t) — FL(t +b), (3.110)

dado que por (3.91) FP(t) =0 para kg =0, k #0y t € R,
Entonces, (3.92) y (3.110) nos da

Gk(t) = hk(t) - hk(t + b) (3.111)

Por 1ltimo veamos el caso k = 0, es decir, debemos encontrar una solucién suave para

la ecuacion cohomoldgica

ho(t) — ho(t + b) = Go(t), (3.112)

la cual en términos de sus coeficientes de Fourier corresponde a

Go(n) = (1 — ¥ ho(n). (3.113)
De donde R
ho(n) = (1?06% (3.114)

para todo n # 0. Dado que el nimero b es diofantino, entonces la serie de Fourier

ho(t) = > ho(n)e*™mt (3.115)

nez?
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converge en la topologia C'*° y define una funcién suave, asi la correspondiente funcién
h : T? — R en (3.106) satisface la ecuacién cohomolégica (3.83), finalizando de esta

forma la prueba del Teorema 3.5 O
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