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RESUMEN

En 1907 Perron descubrié algunas notables propiedades de matrices cuadra-
das con entradas positivas, las cuales fueron generalizadas por Frobenius en
1912 a matrices no negativas irreducibles. Desde entonces la teoria de ma-
trices no negativas ha sido una de las dreas mas activas del algebra lineal y
durante mucho tiempo ha sido una fuente de interesantes problemas y desafios
matematicos. Ellas aparecen en un nimero importante de areas de aplicacién
como matematicas, fisica, ciencias sociales, economia, ecologia, sitemas de co-
municacién, ciencias de la computacion, etc.

Los problemas inversos de autovalores constituyen una importante subclase de
problemas inversos que surgen en el contexto del modelamiento matemaético y
la identificacién de parametros.

El problema inverso de autovalores para matrices no negativas (en inglés Non-
negative Inverse Eigenvalue Problem, NIEP) es el problema de determinar
condiciones necesarias y suficientes para que una lista A = {1, Ao, ..., A\, } de
numeros complejos sea el espectro de una matriz no negativa A de orden n. Si
existe una matriz A no negativa con espectro A, decimos que A realiza a A. Si
A es una lista de nimeros reales, el problema se llama problema inverso de au-
tovalores reales para matrices no negativas (RNIEP). Si la matriz es requerida
ser simétrica, el problema se conoce como el problema inverso de autovalores
para matrices simétricas no negativas (SNIEP).

El problema inverso de autovalores para matrices no negativas estd resuel-
to solo para los casos n = 3 y n = 4. Paran = 5, el NIEP esta resuelto bajo la
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condicién que A1 + Ay + A3+ g+ A5 = 0. Un ntimero de condiciones suficientes
para la existencia de una matriz no negativa con espectro dado, son conocidas
en la literatura sobre el problema. En contraste, son pocas las condiciones ne-
cesarias conocidas.

El NIEP y sus problemas derivados (RNIEP, SNIEP) constituyen problemas
abiertos dificiles, y se estima que una solucién completa es muy improbable
de hallar en un futuro cercano. En consecuencia, el propdsito de esta tesis
es avanzar en el estudio del NIEP para ciertas matrices estructuradas, mejo-
rando o extendiendo condiciones suficientes ya conocidas como es el caso de
las matrices normales, y generando nuevas condiciones suficientes para nue-
vos problemas asociados, tales como el NIEP para matrices persimétricas y
bisimétricas, las cuales son comunes en ciencias fisicas e ingenierfas y surgen,
por ejemplo, en el control de las vibraciones mecédnicas y eléctricas, donde los
autovalores de la matriz de Gram, la cual es simétrica y persimétrica, juegan
un papel importante.

Si la matriz es requerida ser persimétrica (bisimétrica), el problema sera llama-
do problema inverso de autovalores para matrices persimétricas (bisimétricas)
no negativas (en inglés Persymmetric (Bisymmetric) Nonnegative Inverse Ei-
genvalue Problem, PNIEP (BNIEP)), respectivamente.

Otro problema estrechamente relacionado con el NIEP es el problema inverso
de los divisores elementales para matrices no negativas (en inglés Nonnegati-
ve Inverse Elementary Divisors Problem, NIEDP) el cual busca determinar
condiciones necesarias y suficientes para que ciertos polinomios dados sean
los divisores elementales de una matriz no negativa de orden n. Es también
objetivo de esta tesis estudiar este problema como aplicaciones de nuestros
resultados para matrices estructuradas normales y persimétricas.

Las técnicas que hemos empleado para obtener nuestros resultados, requieren
de la existencia de matrices no negativas (normales, persimétricas y bisimétri-
cas en nuestro caso) de tamano r < n, con autovalores y entradas diagonales
prescritas. Este es también un problema abierto dificil, interesante en si mismo,
que nosotros estudiamos como una herramienta esencial para aplicar nuestros
resultados, aunque con respuestas parciales para matrices de tamano menor.

Nuestros resultados tienen la ventaja de ser constructivos, es decir, ellos gene-
ran procedimientos algoritmicos para computar una matriz solucién.

La tesis esta organizada en 5 capitulos. En el Capitulo 1 se dan las nota-
ciones, definiciones bésicas y algunos resultados preliminares que usaremos a
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lo largo de la tesis y facilitaran su lectura.

En el Capitulo 2, estudiamos el NIEP para matrices normales, obteniendo
nuevas condiciones suficientes que mejoran significativamente condiciones pre-
vias conocidas. Los resultados de este capitulo constituyen esencialmente la
publicacién [22] (A. I. Julio, C. B. Manzaneda, R. L. Soto, Normal nonne-
gative realization of spectra, Linear and Multilinear Algebra. 63, N°6 (2015)
1204-1215).

En los Capitulos 3 y 4, estudiamos el NIEP para matrices persimétricas y bi-
simétricas, respectivamente, obteniendo también condiciones suficientes cons-
tructivas. Hasta donde sabemos, los problemas PNIEP y BNIEP no han si-
do estudiados previamente. Los resultados de estos dos capitulos constituyen
esencialmente la publicacién [21] (A. L. Julio, R. L. Soto, Persymmetric and
bisymmetric nonnegative inverse eigenvalue problem, Linear Algebra Appl. 469
(2015) 130-152).

En el Capitulo 5, consideramos el problema inverso de los divisores elementa-
les para matrices persimétricas no negativas, obteniendo condiciones suficientes
que generan procedimientos algoritmicos para computar una matriz solucién.
Los resultados de este capitulo constituyen esencialmente la publicacién [59]
(R. L. Soto, A. I. Julio, M. Salas, Nonnegative persymmetric matrices with
prescribed elementary divisors, Linear Algebra and Appl. 483 (2015) 139-157).

La tesis concluye con algunos comentarios donde se proponen problemas abier-
tos, de nuestro interés, los cuales darian continuidad a esta tesis.
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CAPITULO

1

INTRODUCCION

Las matrices no negativas han sido por mucho tiempo una fuente de intere-
santes problemas y desafios matemédticos. Ellas aparecen en un ntimero de
importantes areas de aplicacién como matematicas, fisica, ciencias sociales,
economia, ecologia, sistemas de comunicacion, ciencias de la computacion, etc.

Los problemas inversos de autovalores constituyen una importante subclase de
los problemas inversos, que surgen en el contexto del modelamiento matemati-
co y la identificacién de pardmetros. Una simple aplicacion de tales problemas
es la construccién de modelos de Leontief en economia [1, 9, 18, 34].

El problema inverso de autovalores para matrices no negativas (en inglés Non-
negative Inverse Eigenvalue Problem, NIEP) es el problema de determinar
condiciones necesarias y suficientes para que una lista de niimeros complejos
A ={A, A, ..., A} sea el espectro de una matriz no negativa A de orden n.
Si existe una matriz no negativa A con espectro A se dice que A es realizable
y A es la matriz que realiza a A. Este problema permance abierto y se esti-
ma que los resultados parciales obtenidos hasta la fecha, estan ain lejos de
una solucién general. Una solucién completa es conocida solo para n = 3 por
Loewy y London [30]. Para n = 4 el problema fue resuelto por Meehan [33], y
de manera independiente también por Torre-Mayo y otros [63]. El caso n =5
fue resuelto por Laffey y Meehan [25] bajo la condicion A\j+Ay+ A3+ A+ A5 = 0.
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Condiciones suficientes para la existencia de una matriz no negativa con espec-
tro complejo prescrito han sido obtenidas en [3, 16, 17, 26, 27, 42, 45, 46, 54, 56].

Casos especiales del NIEP son también de gran interés: Si la lista A = {1, Ao,
..., A\n} contiene solo nimeros reales, el problema se conoce como el proble-
ma inverso de autovalores reales para matrices no negativas (en inglés Real
Nonnegative Inverse Eigenvalue Problem, RNIEP). EI RNIEP esté resuelto
solo para n < 4. Condiciones suficientes para la existencia de una matriz no
negativa con espectro real prescrito han sido obtenidas, en orden cronolégico,
en [62, 37, 38, 8, 23, 47, 13, 60, 2, 48, 51, 57]. En [32] los autores construyen
un mapa de las condiciones suficientes para el caso real y establecen relacio-
nes de inclusion o relaciones de independencia entre las distintas condiciones
alli estudiadas.

Si la matriz realizadora requiere ser simétrica, tenemos el problema inver-
so de autovalores para matrices simétricas no negativas (en inglés Symme-
tric Nonnegative Inverse Eigenvalue Problem, SNIEP). Ambos problemas, el
RNIEP y SNIEP, son equivalentes para n < 4 (ver [15]), pero son diferentes
y aun permanecen abiertos para n > 5 (ver [20]). Sin embargo, recientemente
Spector en [61] resolvié el SNIEP para matrices de orden 5 con traza cero
(A + A2+ A3 + Ay + A5 = 0). Las primeras condiciones suficientes para una
solucién al SNIEP fueron obtenidas por Fiedler [13] y Soules [60]. Otros re-
sultados para la realizabilidad por una matriz simétrica han sido dados en
[20, 28, 31, 39, 41, 43, 44, 49, 50, 52, 55, 57].

Ciertos teoremas de perturbacién, debidos a Brauer [4], Rado [38] y Soto,
Rojo, Moro y Borobia [52] han probado ser extremadamente ttiles para obte-
ner un nimero de simples y eficientes condiciones suficientes para que el NIEP
y sus problemas derivados tengan una solucién.

El NIEP y sus problemas derivados son problemas abiertos dificiles, y se esti-
ma que una solucién completa es improbable de hallar en un futuro cercano.
En consecuencia, el objetivo de esta tesis es avanzar en el estudio del proble-
ma para ciertas matrices estructuradas, mejorando o extendiendo condiciones
suficientes conocidas, como es el caso de las matrices normales no negativas, y
generando nuevas condiciones suficientes para nuevos problemas estructurados
como es el caso de matrices persimétricas y bisimétricas no negativas.

En particular estudiamos en esta tesis, el problema inverso de autovalores para
matrices normales no negativas (en inglés Normal Nonnegative Inverse Eigen-
value Problem, NNIEP) y el problema inverso de autovalores para matrices
persimétricas (bisimétricas) no negativas (en inglés Persymmetric (Bisymme-
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tric) Nonnegative Inverse Eigenvalue Problem, PNIEP (BNIEP)), respectiva-
mente. Hasta donde sabemos, los problemas PNIEP y BNIEP no han sido
estudiados previamente, y las unicas condiciones suficientes que conocemos
para una solucién al NNIEP fueron obtenidas por Xu [64] y Radwan [39].

Condiciones suficientes para la existencia de una solucién al problema inverso
de los divisores elementales para matrices no negativas (NIEDP), han sido
obtenidas en [6, 7, 35, 36, 53, 58], y recientemente en [11]. En esta tesis estu-
diamos este problema como aplicaciones de nuestros resultados para matrices
estructuradas normales y persimétricas.

Las técnicas que hemos empleado para obtener nuestros resultados, requieren
de la existencia de matrices no negativas (normales, persiméticas y bisimétri-
cas en nuestro caso) de tamano r < n, con autovalores y entradas diagonales
prescritas. Por esta razén estudiamos también este problema, el cual es un pro-
blema abierto dificil, interesante en si mismo y esencial para aplicar nuestros
resultados.

1.1. Notacién y definiciones basicas

A continuacién damos algunas notaciones y definiciones que facilitardan la lec-
tura del trabajo.

M, (M,) denota el conjunto de matrices de orden m x n (de orden n) con
entradas complejas.

Sea A € M,,,. Entonces AT, A" y A* denotan la traspuesta, la flip-traspuesta
y la traspuesta conjugada de A, respectivamente.

Sea A € M, con espectro A = {\1, A, ..., A\, }. Denotaremos con p(A), o(A),
rango(A), tr(A) y J(A) el radio espectral, el espectro, el rango, la traza y la
forma canénica de Jordan de la matriz A, respectivamente.

[2] v || denotan el menor entero mayor o igual a z y el mayor entero menor
o igual a x, respectivamente.

Definicién 1.1. Una matriz A = (a;j) € My, se dice que es no negativa
(positiva) si (a;;) >0 (>0)i=1,2,...,m, j=1,2,...,n.



Resultados preliminares

Definicién 1.2. Una matriz A = (a;j) € M, se dice que tiene sumas fila
constantes si todas sus filas suman la misma constante o € C, es decir,

n

g a; =« 1=1,2,...,n.

j=1

Denotamos por CS, el conjunto de todas las matrices con sumas fila cons-
tantes igual a «. Es claro que cualquier matriz en CS, tiene autovector e =
[1,1,...,1]" correspondiente al autovalor a, esto es, Ae = ae.

Una matriz no negativa A es llamada estocdstica si A € CS; y llamada do-
blemente estocdstica si A, AT € CS;. Una matriz A € CS,,, o A, AT € CS,,,
es llamada estocdstica generalizada o doblemente estocastica generalizada, res-

pectivamente.

Denotamos por e; = [0,...,1,...,0]T, el vector con 1 en la i-ésima posicién y
ceros en el resto.

1.2. Resultados preliminares

Teorema 1.1. ([1]) Sea A € M, no negativa. Entonces
(i) p(A), el radio espectral de A, es un autovalor.
(i7) A tiene un autovector no negativo correspondiente a p(A).

(iii) AT tiene un autovector no negativo correspondiente a p(A).

El siguiente teorema es el mas conocido y quizds mas importante en la teoria
de Perron-Frobenius, es fundamental en el estudio de las matrices no negati-
vas y por consiguiente lo es también para el problema inverso de autovalores
para matrices no negativas. Este resultado fue probado primero para matrices
positivas por O. Perron en 1907, y luego extendido a matrices no negativas
irreducibles por G. Frobenius en 1912.

Teorema 1.2. (Perron-Frobenius [1]). Sea A € M, positiva (o no negativa
irreducible). Entonces

(i) p(A) es un autovalor simple de A (llamado autovalor de Perron).
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(i1) Existe un vector x € R", x > 0, tal que Ax = p(A)x (llamado auto-
vector de Perron).

(i13) Si A\ € 0(A) es tal que |N;| = p(A), para algin i = 1,2,...,n, entonces
la multiplicidad algebraica de \; es 1.

(iv) Cualquier otro autovector no negativo de A es maltiplo del autovector
de Perron.

Definicién 1.3. Una lista A = {\i, A, ..., A\, } de nidmeros complejos se dice
realizable si A es el espectro de una matriz no negativa A, con \y = p(A)
siendo el autovalor de Perron. En este caso diremos que la matriz A es la
matriz realizadora.

De acuerdo con la definicién anterior, si A = {A1, Ag,..., \,} es realizable por
una matriz no negativa A entonces,

La relevancia de las matrices con sumas fila constantes es debido al bien co-
nocido hecho que si \; es el autovalor de Perron, el problema de encontrar
una matriz no negativa con espectro A = {A;, Ag,...,\,} es equivalente al
problema de encontrar una matriz no negativa en CS,, con espectro A, como
se expresa en el siguiente resultado, que a menudo es atribuido a Johnson:

Teorema 1.3. (Johnson [19]) Cualquier lista A = {1, Aa, ..., \,} realizable,
es en particular realizable por una matriz no negativa con sumas fila constantes
igual a su autovalor de Perron.

Respecto de las condiciones necesarias para la existencia de una solucién al
NIEP tenemos que si A = {A1, Ag,..., \,} es el espectro de una matriz no
negativa A, entonces las siguientes tres condiciones son condiciones necesarias
bésicas
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(1) KZ{X,E?)E}:Av
(2)  méx|A;| € A,
J

(3) Sk(A)=> MN=>0 k=12 .

j=1

La primera es la conocida propiedad de los autovalores de matrices reales, la
segunda es una condicion de la teoria de Perron Frobenius, y la tercera es
conocida como el k -éstimo momento, y expresa el obvio requisito que la traza
de cualquier potencia entera positiva de una matriz no negativa debe ser no
negativa.

La siguiente condicién necesaria fue obtenida por Loewy y London [30] y de
manera independiente también por Johnson [19],

(4) (Se(A)™ <" Sm(A),
para cualquier enteros positivos k y m.

Laffey y Meehan [24], establecen una nueva condicién necesaria la cual es
un refinamiento de la condicién (4) para listas de traza cero y n impar,

(5) (S2(A)* < (n—1)Su(A).

Observe que la lista A = {5,4, —3, —3, —3} satisface las condiciones (1) — (4).
Sin embargo, no satisface la condicién (5), por tanto A no es realizable.

Entre las estrategias que han sido empleadas en el estudio del NIEP des-
tacan aquellas llamadas de compensacion, que consisten en particionar la lista
A = {1, \a,..., N\, } dada, en sublistas, permitiendo que alguna de ellas sean
no realizables, con la condicién que otras si lo sean, y en cierto modo compensen
la no realizabildad de las primeras. Esto ha sido hecho empleando resultados
de perturbacion extremadamente ttiles, como lo son los teoremas de Brauer
[4], Rado [38], y de Soto, Rojo, Moro y Borobia [52]. Esto, junto con las propie-
dades de las matrices con sumas fila constantes, son los ingredientes basicos de
las técnicas desarrolladas, en particular por el tutor de esta tesis, para obtener
un numero de simples y eficientes condiciones suficientes para que el NIEP y
sus problemas derivados tengan una solucion.
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Estas estrategias tienen también la ventaja de generar criterios de realiza-
bilidad constructivos. Es decir, si las condiciones son satisfechas, entonces po-
demos siempre construir una matriz solucién.

El siguiente resultado debido a Rado e introducido por Perfect en [38], prueba
como modificar r autovalores de una matriz de orden n, via una perturbacién
de rango r, sin cambiar ninguno de los n — r autovalores restantes.

El uso de este resultado en el NIEP se remonta a Perfect quien fue la pri-
mera en usarlo en [38], obteniendo condiciones las cuales son suficientes para
la realizabilidad de espectros reales particionados, con la particiéon permitiendo
que algunas de sus piezas sean no realizables. Este resultado fue de alguna ma-
nera ignorado durante muchos anos hasta que Soto y Rojo lo redescubrieron
en [51] y, desde entonces, ha dado lugar a un nimero de condiciones sufi-
cientes para la existencia y construccion de matrices no negativas con espectro
real o espectro complejo prescrito (ver [38, 51, 52, 54, 56, 58] y sus referencias):

Teorema 1.4. (Rado [38]) Sean A € M, con autovalores {\1, Aa,..., A\n},

X =[xy |x2 ]| | x,] una matriz de orden nxr tal que rango(X) =r y Ax; =
ANXi, 1 =1,2,...,r, r <n. Sea C una matriz de orden r X n arbitraria. En-
tonces, la matriz A+ XC tiene autovalores piy, fto, - . .y fbry Aei1s - - -y An, donde

W1y oy - -+l SOM autovalores de la matriz Q+CX con Q = diag{\, Aa, ..., A }.

El caso r = 1 en el Teorema 1.4, constituye un conocido Teorema de Brauer
[4, Teorema 27|, también empleado con éxito en relacién con el NIEP.

En [52] los autores presentan la siguiente versién simétrica del Teorema de
Rado (Teorema 1.4):

Teorema 1.5. (Soto, Rojo, Moro, Borobia [52]) Sea A una matriz simétrica

con autovalores {1, A, ..., \n}, y para algin r < n, sea {X1,Xz,...,X,} un
conjunto ortonormal de autovectores de A tal que AX = X, donde X =
[x1 | X2 | -+ | x,] es una matriz de orden n x r y Q = diag{ 1, \a, ..., \r}.

Sea C' cualquier matriz simétrica de orden r. Entonces la matriz simétrica
A+ XCXT tiene autovalores piy, flo, . .., flrs Apt1s - - - A, donde piq, fo, ..., fiy
son autovalores de la matriz Q + C.

En esta tesis, obtenemos una versién normal y una versién persimétrica del
Teorema de Rado (Teorema 2.4 y Teorema 3.2 més adelante), los cuales son
resultados nuevos, interesantes en si mismos como una herramienta 1til para



Teoremas de perturbacion

obtener condiciones suficientes para que el NNIEP y PNIEP tengan una so-
lucion. Estudiamos también el problema de la existencia de matrices de orden
r < n, con autovalores y entradas diagonales prescritas, y aplicamos nuestros
resultados al problema inverso de los divisores elementales para matrices no
negativas.



CAPITULO

2

MATRICES NORMALES
NO-NEGATTVAS CON ESPECTRO
PRESCRITO

Una matriz A € M, se dice ser normal si ella conmuta con su traspuesta con-
jugada, esto es, si A*A = AA*.

En este capitulo consideramos el problema inverso de autovalores para matri-
ces normales no negativas (en inglés Normal Nonnegative Inverse Eigenvalue
Problem, NNIEP), es decir, para matrices tales que ATA = AAT. Las matri-
ces normales constituyen una amplia e importante clase de matrices, las cuales
contienen a las matrices hermiticas, antihermiticas, simétricas, antisimétricas,
unitarias, circulantes, etc; y como tal aparecen en muchas aplicaciones en cien-
cias e ingenierias.

Condiciones suficientes para que una lista de nimeros complejos sea el es-
pectro de una matriz normal no negativa han sido obtenidas por Xu [64] y
Radwan [39]. Nuestro aporte al estudio del NNIEP consiste en la obtencién
de una versién normal del Teorema de Rado (Teorema 1.4), a partir de la cual
podemos generar una nueva condicién suficiente para la existencia y construc-
cién de una matriz solucion.



Problema inverso de autovalores para matrices normales no negativas

Esta nueva condicién suficiente mejora significativamente las condiciones de
Xu [64] y Radwan [39].

Los resultados de este capitulo constituyen esencialmente la publicacién [22]
(A. L. Julio, C. B. Manzaneda, R. L. Soto, Normal nonnegative realization of
spectra, Linear and Multilinear Algebra. 63, N°6 (2015) 1204-1215).

El siguiente resultado [67, Teorema 9.1] serd necesario para justificar algu-
nos contenidos del capitulo:

Teorema 2.1. [67] Sea A = (a;;) € M, con autovalores A\, Ag, ..., \,. Los
sigutentes enunciados son equivalentes:

1) A es normal.

2) A es unitariamente diagonalizable. Esto es, existe una matriz unitaria U
tal que U*AU = diag{\1, A2, ..., A\n}.

3) 3 layl* =3 [N
ij=1 i=1
4) Existe un conjunto de autovectores de A que forman una base ortonor-

mal para C™.

B

5) Si U es una matriz unitaria tal que U*AU = 0 g}, donde B y D son

cuadradas, entonces B y D son normales y C' = 0.

Corolario 2.1. Si A, Ay, ..., A, € M, son matrices normales, entonces
AlDAD - DA,

es también una matriz normal.

Definicién 2.1. Una matriz C' = (¢;;) € M, se dice circulante si C' es de la
forma

Ch €1 C2 -+ Cpa
Ch—1 Co C1 -+ Cp-2
C= ,
C1 Cy C3 - Co

esto es, cada fila es un desplazamiento ciclico a la derecha de la fila anterior.
Entonces C' es totalmente determinada por la primera fila.

10



Problema inverso de autovalores para matrices normales no negativas

Un vector [Ay, Ag, ..., Ay]T € C" es llamado vector par conjugado si

n+1J

)\1€]R y Xj:)\n—j—ﬁ—% j—2,3,...,\‘ (21)

Asi (2.1) es una condicién necesaria para que una lista de nimeros complejos

A = {\,Xo,..., A}, sea el espectro de una matriz real circulante. Observe-
mos que si [A1, Aa, ..., An]? es un vector par conjugado y n = 2m + 2 entonces
)\m+2 € R.

Lema 2.1. [10] Si C' es una matriz circulante, entonces C' es una matriz
normal.

Los siguientes dos resultados debidos a Xu [64], dan condiciones suficientes
para la existencia de una matriz normal no negativa con espectro prescrito:

Teorema 2.2. [64] Sea A = {Xo, i1y -y fony Fys - s Bt Y Im p; # 0 para
i=1,2,....m. Si
Ao = 2(|pa] + -+ ),

entonces existe una matriz circulante no negativa de orden n con el espectro
A, donde n =2m + 1.

Teorema 2.3. [64] Sea A = { Ao, A1, .o, Ay M1y - ooy Asy [y« s Hany Fops -+ - 5 By s
donde, \g > A1 > - > XN >0> Nyq > -+ > g son reales y Im p; # 0 para
i=1,2,...,m. Si

Ao = (M| + o+ A+ 2(1 ] + -+ L)),
entonces existe una matriz normal no negativa de orden n con el espectro A,

donde n =2m + s+ 1.

Los siguientes lemas constituyen una versiéon normal de correspondientes re-
sultados de Fiedler [13] para matrices simétricas.

Lema 2.2. [64] Sea {\1, Ao, ..., A} el espectro de una matriz normal no ne-
gativa y sea € > 0. Entonces {\ + €, \a, ..., \,} es el espectro de una matriz
normal positiva.

11



Problema inverso de autovalores para matrices normales no negativas

Lema 2.3. [64] Sean {ay,aq,...,cn} y {P1, P2, ..., Bm} listas de nimeros
complejos realizables por matrices normales no negativas, y ay > B1, entonces
para cualquier n > 0, la lista

{0414'77761—7770427~--704n7527~--a5m}a

es realizable por una matriz normal no negativa de orden n + m.

Xu en [64] introduce el concepto de lista compariera A’ de una lista de niimeros
complejos

A= {/\laA%"'aAsnul)"'numaﬁlv"'aﬁm}?

donde A, Ag,..., A son reales, A\; > 0, p; son complejos con Impy; # 0, j =
1,2,...,m, como

A/ = {7"17 Toy ooy Ty Totly - - - 7Ts+m}7
donde

ri=MN, 0=1,2,...,8 rej=-2\ul, j=1,2,...,m.

Xu muestra que si A’ satisface las condiciones de Kellogg [23], entonces A
es el espectro de una matriz normal no negativa. Radwan [39] generaliza el
resultado de Xu probando que si la lista companera A’ satisface las condicio-
nes de Borobia [2], entonces A es el espectro de una matriz normal no negativa.

Es bien sabido que el criterio de realizabilidad de Kellogg implica el criterio de
realizabilidad de Borobia y también conocemos, del mapa en [32], cuéles crite-
rios estan contenidos en el criterio de Borobia. Por tanto, si la lista companera
A’ de una lista compleja A satisface cualquiera de los criterios contenidos en el
criterio de Borobia, entonces A es realizable por una matriz normal no negativa.

Infortunadamente, la realizabilidad de la lista companiera no es un buen méto-
do para decidir la realizabilidad por una matriz normal de una lista de niimeros
complejos dada, porque la lista companera A’ suele no ser realizable. En efecto,
consideremos por ejemplo, una matriz normal no negativa A con tr(A) = 0
la cual realiza a una lista compleja A. Sea A’ una matriz teniendo el espectro
A’ (la lista compafiera). Entonces, puesto que —Rep; < |y ], 7=1,2,...,m,
tr(A’) < 0y la lista companera no es realizable. Ademds, no sabemos como
computar una matriz realizadora de la lista companera.

12



Versién normal del Teorema de Rado

En esta tesis, en lugar de usar la lista companera para decidir realizabilidad
por una matriz normal, proponemos nuevas condiciones suficientes aplicadas
directamente a la lista compleja dada. Estas condiciones mejoran significativa-
mente las condiciones de Xu [64] y ellas generan un procedimiento algoritmico
para construir una matriz solucion.

2.1. Perturbacién normal de rango r

A continuacion presentamos el resultado principal de este capitulo llamado
una version normal del Teorema de Rado (Teorema 1.4).

Teorema 2.4. [22] Sea A € M, una matriz normal de orden n con espec-
tro {A\1, Ao, ..., A\n}, ¥ para algin r < n, sea {Xi,Xa,...,X.} un conjunto
ortonormal de autovectores de A correspondientes a A, Mo, ..., \,, respecti-
vamente. Sea X una matriz de orden n X r con i-ésima columna x;. Sea
Q = diag{\1, A2, .-, M}, ¥y C = (ci5)ij=y con e = 0,1 =1,2,...,7 una ma-
triz de orden r tal que Q4+ C = B es una matriz normal. Entonces A+ XCX*
es normal con autovalores piy, fo, . . .y fhry Apa 1y - - -y An, donde fiy, fto, . . ., [by SON
autovalores de la matriz Q+ C = B.

Demostracion. Puesto que A es una matriz normal, entonces existe una matriz

unitaria U = [X | Y], donde X = [x; | X2 | --- | %], Y = [xp1 | -+ | x0]
y Ax; = Nix;, 0 = 1,2,...,n tal que U*AU = diag{\, Na,..., \,}. Sea D =
diag{\r+1, ..., \n}. Entonces tenemos

U'(A+ XCX")U =U"AU + U XCX*U

Q o], [X* .
= 0 D_—i—_Y*}XCX (X | Y]
Q o]  [I
Q o]  [C o
~lo b7 |o 0}
B0
|0 D
Puesto que B y D son matrices normales, entonces del Teorema 2.1, A+ XCX*
es normal y tiene autovalores fi, fo, - .., fhry Adri1, - - -, Ap, donde gy, fio, . . ., fhe
son autovalores de la matriz B. |

13



Versién normal del Teorema de Rado

Ejemplo 2.1.

es una matriz normal con autovalores 1, —1,i, —i. Vamos a cambiar los auto-

OO = O

_ o O O

OO O

O = OO

valores 1, —1 a 2, —2, preservando normalidad. Entonces

A+ XCX* =

B

1

es una matriz normal con autovalores 2, —2,1

También podemos cambiar los autovalores complejos i, —i a, digamos, iv/2, —iv/2.

En este caso,

14

—1i.
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Una nueva condicién suficiente para el NNIEP

y
[0 —51 1445 0 ]
1—%i 0 0 3i
5 0 0 1—3i
L 0 1+4 —3i 0

2 -

es una matriz normal con autovalores 1, —1, —iv/2,iv/2.

2.2. Una nueva condicion suficiente para el NNIEP

Puesto que una matriz simétrica es normal, las condiciones suficientes para el
caso simétrico no negativo (ver [13, 28, 52, 56, 57]) pueden también ser usadas
para el caso normal no negativo. Sin embargo, es facil ver que si A es una
matriz real normal (no negativa en nuestro caso) con todos sus autovalores
reales, entonces A es necesariamente simétrica. Por esta razén, nuestro interés
en esta tesis es el estudio del NNIEP para listas de niimeros complejos.

El siguiente resultado da una nueva condicién suficiente para encontrar una
soluciéon al NNIEP. Este resultado genera un procedimiento algoritmico para
computar una matriz normal no negativa con espectro prescrito, y mejora sig-
nificativamente las condiciones de Xu. Esta condicion suficiente es obtenida de
la versién normal del Teorema de Rado (Teorema 2.4).

Teorema 2.5. Sea A = {A1, \o, ..., \,} una lista de niimeros complejos con
A=A, N\ > méx; |\, Yo A > 0. Supongamos que existe una particion de
A como sigue

A=ANUMNU---UAN,, con

AOZ{A[)la)\OQa--'aAOpO}z )\01 :/\1,

Ak:{)\kla)\k%-“;)\kpk}a k‘:172,...,p0,

donde algunas de las listas Ay, k = 1,2,...,po pueden ser vacias, tal que las
sigutentes condiciones se satisfacen:

(i) Para cada k = 1,2,...,po, existe una matriz normal no negativa con es-
pectro

Fk:{wk,)\kl,...,)\km}, ngkg)\l

15



Una nueva condicién suficiente para el NNIEP

(i7) Eziste una matriz B normal no negativa de orden py con el espectro Ao y
entradas diagonales wy > wy > -+ > wWy,.

Entonces A es realizable por una matriz normal no negativa.

Demostracion. De i) sea Ay una matriz normal no negativa de orden pj + 1
con espectro

Fk:{wk7)\]€17"'7)\k‘pk}7 k:1,2,...,p07 ngkg)\l.

Entonces A = A1 @Ay ®- - - D Ap,, es una matriz normal no negativa realizando
F:P1UF2U"'UFPO. Sea

x, 0 --- 0
0 x, - 0
X == . . . . Pl
0 0 - x5
donde x;, = [xkl,xkg,...,xkpk]T > 0, con Apxy = weXy, ||x|| = 1, k& =

1,27...,]?0.

De i7) sea B una matriz normal no negativa de orden py con el espectro Ag y en-
tradas diagonales wy,ws, . . ., wp,. Sea Q = diag{wy,ws, ... ,wy,}, y C = B—(L
Entonces, puesto que A, X y C son no negativas, M = A+ XCX7T es no
negativa. Ademads, del Teorema 2.4, la matriz M es normal con el espectro A
deseado. |

Observacién 2.1.

Una repetida aplicacion de un resultado debido a Smigoc [45, Lema 5] con-
duce a una respuesta equivalente a la del Teorema 2.5. Sin embargo, creemos
que el Teorema 2.5 es mds facil de manejar, ya que es aplicado directamente
a la lista A = {\1, Aa,..., \n} y una vez que hemos encontrado las matrices
normales no negativas Ay con espectro Iy, k =1,2,...,pg, podemos computar
la matriz solucion A + XCXT en un solo paso. También serialamos que el
resultado en [45, Lema 5] se sigue del Teorema de Rado(Teorema 1.4):

Supongamos que tenemos una matriz A de ordenn con espectro {1, Aa, ..., Ay}
y entradas diagonales ¢, as, . .., a,. Sea B una matriz de orden m con espectro

16



Matrices normales no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

{c, n2y ..., pim} y Bs = cs. Sea

S
1
X = ) , Q=diag{c,az,...,an}.
1

Entonces, del Teorema de Rado

B

a2
M = ) + XC,
Qn,

tiene espectro {1, Aa, ..., An, hay -« fm }, donde Ay, g, ..., Ay, SOn autovalores

de Q+CX = A.

2.3. Matrices normales no negativas con autovalores y
entradas diagonales prescritas

Con el fin de aplicar el Teorema 2.5, necesitamos una matriz normal no nega-
tiva B de orden r (r < n) con autovalores A1, A\g, ..., A\, y entradas diagonales
w1, Ws, . .. ,W, prescritas.

Si la matriz B normal no negativa de orden r es requerida con espectro real
y entradas diagonales prescritas, entonces B es necesariamente simétrica; en
este caso, Fiedler [13] da condiciones necesarias y suficientes para matrices de
orden r = 3, y condiciones suficientes si r > 4.

En [42], los autores probaron una condicién necesaria y suficiente para que
una lista de ntiimeros complejos A = {1, Ao, ..., A\, } sea el espectro de alguna
matriz A circulante (normal) no negativa. Sin embargo, chequear estas con-
diciones requiere mucho trabajo, lo cual para un n suficientemente grande lo
convierte en una tarea prohibitiva. Ademads, en este caso, las entradas diago-
nales deben ser constantes igual a tr(A).

En [30] Loewy y London resolvieron el NIEP para n = 3 con una matriz
circulante como matriz solucién. Si A = { Ay, « + 5, — i}, la condicién

(AL + Xo 4+ A3)2 <3+ A3+ )2),

17



Matrices normales no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

del Teorema de Loewy y London [30, Teorema 2.2] se convierte en

A > a+ V3B

De acuerdo a esto, tenemos el siguiente simple resultado en el cual podemos
computar, de manera sencilla, una matriz normal (circulante) no negativa de
orden 3.

Proposicién 2.1. Sea A = {\,a+if,a —if}, \y > |a+if|, 8 > 0, una
lista de numeros complejos. La matriz normal (circulante)
1 A1+ 2a M—a—V38 M—a+V38
c=- )\1—01—’-\/35 )\1+20£ Al—a—\/gﬁ s
3
M—a—vV38 M—a++V33 A+ 2a

es no negativa con espectro { A, a+if,a —if} siy solo si

A1 > méx{—2a, o + V3 B}
Para n = 4, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.2. Sea A = {\,a+i8, A3, — i}, \y > |a+iB], f >0 una
lista de nimeros complejos. Si Ay > méax{2|a| — A\3,25 + A3}, entonces

)\1+206+)\3 )\1—2ﬁ—)\3 )\1—204+)\3 >\1+2B—)\3
_1 /\1+2ﬁ—)\3 )\14‘20[4‘)\3 )\1—2/8—)\3 /\1—2Q+)\3
4 Al —2a+ A3 )\1+2ﬁ—)\3 AL+ 20+ s )\1—26—)\3 ’

M—20—23 M —2a+Xx3 M +20—23 M +2a+ A3

C

es normal (circulante) no negativa con espectro {1, o + i3, A3, — if3}.

Observe que las listas
Ay = {25,142, -1 -2} v Ap={3,—1+2i,—1,—1— 2i},
no satisfacen las condiciones de Xu (Teorema 2.3) (pues, 2.5 # 2v/5 y 3 %

1+2v/5). Sin embargo, estas listas satisfacen las correspondientes condiciones
de las Proposiciones 2.1 y 2.2. Asi, tenemos las matrices normales no negativas:

1 7-3vV4  7+3V4
6 6 6 001 2
2 0 01
_ | 7+3v4 1 7—3V4 _
A=ET s e T 2 0 0
7-3V4  7+3V4 1 0120
6 6 6
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Matrices normales no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

con espectros A; y As, respectivamente.

En el ejemplo que presentamos a continuacion, usaremos el Teorema 2.5 para
construir una matriz normal no negativa con espectro prescrito.

Ejemplo 2.2. Queremos construir una matriz normal no negativa con espectro
A={7,-3,-3,14+3i,1 —3i,1+1i,1—i}.

Observe que el Teorema 2.3 de Xu no funciona para esta lista (7 # 3+ 3+
2¢/10 + 2v/2 = 15,153) y la correspondiente lista comparniera no es realizable.

Entonces aplicamos el Teorema 2.5. Tomamos la particion
A=AgUA UAy UA3,
con

Ao ={7,1+3i,1=3i}, Ay ={l+i1—4}, Ay=A~Ay={=3},
Iy ={3,14i1—i}, Iy=I3=/{3 -3}

Computamos las matrices normales no negativas:

) 5 2-v3 2+3
A=< [2+V3 b} 23], AQZ[
2-v3 2+3 5

con espectros I'1, 'y, I's, respectivamente. La matriz

3 23 243
B=1(24+v3 3 2-V3],
2-v3 2+3 3

es normal no negativa con autovalores 7,1 4 3i,1 — 3¢ y entradas diagonales
3,3,3. Entonces
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Matrices normales no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

-3 -
20 0
V3
5 00
V3
200
Ay 0 2—-v3 2+3
A= A, L, X=10 2 o|,C=|2+v3 0 2—-/3],
As 2—-vV3 2+V3 0
0 2 0
0 0 ¥
[0 0 2]
y A+ XCXT =
[ 5 2—+/3 243 VB(2—v3)  V6(2—Vv3) VB(2+v3)  V6(2+V3)T]
3 3 3 6 6 6 6
2+v3 5 2—/3 V6(2—v3)  V6(2—v3)  V6(2+v3)  V6(2+V3)
3 3 3 6 6 6 6
2-3 243 5 V6(2—v3)  V6(2—v3)  V6(2+v3)  V6(2+V3)
3 3 3 6 6 6 6
— | VBE2+V3)  VB(2+v3)  VB(2+V3) 0 3 2-V3 2—V3
6 6 6 2 2 '
VB(2+v3)  VB(2+v3)  VB(2+V3) 3 0 2-/3 2-v/3
6 6 6 2 2
V6(2-v3)  V6(2—v3) V6(2—V3) 2+v/3 2+V3 0 3
6 6 6 2 2
V6(2—v3)  V6(2—v3)  V6(2—v3) 2+v/3 2+v/3 3 0
L™ 6 6 6 2 2 i

es una matriz normal no negativa con el espectro A.

El problema de construir una matriz normal no negativa no simétrica no cir-
culante con autovalores y entradas diagonales prescritas es un problema dificil,
incluso para dimensiones pequenas. Siguiendo el patrén de signos para matri-
ces normales no negativas dado en [68], podemos dar condiciones y exhibir una
matriz realizadora, para los casos n = 3 y n = 4. Para ilustrar el procedimien-
to, sea A = {1, +if,a —if}. Tenemos las siguientes proposiciones:
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Matrices normales no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

Proposicién 2.3. Sea A = {\, a+if, a—if} una lista de nimeros complejos
Yy sea wy > wo > 0 tal que A\ 4+ 2a = 2wy + wy. S0

)\1—(,01 > W1 — Wa,
a < we, (2.2)
B2 = (a—M)(a —w),

entonces A es el espectro de una matriz normal no negativa con entradas dia-
gonales wy,wy, wWs.

Demostracion. Supongamos que las condiciones (2.2) se satistafen entonces

w1 Al — W1 0
w1 — Wo w1 \/()\1 —wi)? — (w1 —wa)?|,
\/()\1 — w1)2 — (w1 — WQ)2 0 w9

es una matriz normal no negativa con espectro A = {\,a + i, — i} y
entradas diagonales wy, wy, wo.

En particular, si we = 0 las condiciones (2.2) se convierten en

A > w1,
a <0, (2.3)

/62 = O[2 - a)\la
entonces

w1 )\1 — W1 0
w1 w1 vV —2A10£ s
V—=2\« 0 0

es una matriz normal no negativa con espectro A = {\,a + i, — i} y
entradas diagonales wq,ws, 0. |

Proposicién 2.4. Sea A = {\,a+i5,a — i} una lista de nimeros comple-
jos, con a < 0 y sea wy; > 0 tal que \; + 2a0 = wy. Si

AL > w1,
2.4
e .

entonces A es el espectro de una matriz normal no negativa con entradas dia-
gonales w1, 0, 0.
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Matrices normales no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

Demostracion. Supongamos que las condiciones (2.4) se satisfacen entonces

Wi An/3Ea e

W14/ ﬁ 0

)\u/ﬁ 0

es una matriz normal no negativa con espectro A = {\,a + i, — i} y
entradas diagonales wy, 0, 0. |

A pesar que las condiciones (2.2), (2.3) y (2.4) se ven un poco restrictivas, po-
demos encontrar muchas listas prescritas de autovalores y entradas diagonales,
las cuales son realizables por una matriz normal no negativa.

Ejemplo 2.3. Las listas
Ay ={10,2+4i,2 — 4i} con w; =5,5,4,
Ay = {12, -4+ 8i,—4 — 8i} con w; =2,2,0, y
Ag = {12, -3 +V15i, =3 — V15i} con w; = 6,0,0,

satisfacen las condiciones (2.2), (2.3) y (2.4), respectivamente. Entonces

5 5 0 2 10 0 6 4v3 23
A= 1 5 V24|, A= 2 2 46|, A3=1(2v/3 0 6 |,
V24 0 4 446 0 0 43 0 0

son matrices normales no negativas con los espectros Ay, As, As, y con las en-
tradas diagonales prescritas, respectivamente.

Sea ahora A = {1, Ao, + i, — if}, con Ay < 0y A\; + Ao + 22 > 0.
Supongamos que existe una particién

A:AOUA1UA2uA37 con
AOZ{A17a+iﬁ7a_iﬁ}7 Alz{)\Z}a A2:A3:®7

y Ag realizable por una matriz normal no negativa con entradas diagonales
Wi, Wz, Ws.
Definimos las listas realizables

[y = {w, A}, To={w}, I's={ws},
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Matrices normales no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

con matrices realizadoras

Alzl wl—l-/\g wl—)\g

2 wl—)\g W1+)\2 ! A2:{w2}7 A3:[C<J3],

respectivamente. Entonces del Teorema 2.5

Ay
M = w2 + XCXT,
w3

es una matriz normal no negativa con espectro A = {\, \o, « + i3, — i} y
entradas diagonales ws, ws, 3(wi + A2), 3(wi + A2). Como un ejemplo, sea

A={7,-3,1+3i,1—3i} con
A0:{7,1+3Z,1—32}, A1 :{—3}, A2:A3:®, y
F1 — {37 _3}7 F2 = {3}7 F3 = {3}7

con matrices normales realizadoras

Al_[g g] Ay=[3), As=]3),

respectivamente. Entonces
B = 3 +XCXT (2.5)
A

es una matriz normal no negativa con espectro A = {7, —3,1 + 3i,1 — 3i} y
entradas diagonales 3, 3,0, 0.

Consideremos nuevamente la lista dada en el Ejemplo 2.2, ahora con una nueva
particién.

A={7,-3,-3,14+3i,1 —3i,1+1i,1— 3},
tomemos la particion

A:AOUA1UA2UA3UA4, donde

Ao={7,-3,143i,1-3i}, Ay={144i1—i}, Ay={-3}, As=A,=0,
con

Fl — {3,1+Z71_Z}, F2 — {3’ —3}, F3 :F4: {O}
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Perturbacién de Guo para matrices normales

Entonces

0 3

1
A== |2+V3 5 2 -3, 4y = 3 0

2-v3 2+3 5

son matrices normales no negativas con espectros I'y, 'y, I'3, 'y, respectivamen-
te. Sea

5 2—3 2+3
b 3], 2= ap

[ 3 2-v3  1V2(2+V3) V2(2+V3)]
24++/3 3 W22 -v3) V2(2-V3)

o 5V2(2—v3) 3V2(2+V3) 0 3
5V2(2-V3) 3v2(2+V3) 3 0

la matriz obtenida del procedimiento anterior (2.5), la cual es normal no ne-
gativa con autovalores 7, —3,1 + 3i,1 — 3¢ y entradas diagonales 3, 3,0, 0. Sea
0 = diag{3,3,0,0} y

-

B 00
V3
Boog 00
V3

A 50 00

o | 0 ¥ 0 0]
0

0 %200
0 0 10
0 0 01

Entonces A + XCOX7 es una matriz normal no negativa con el espectro A.

2.4. Perturbaciéon de Guo para matrices normales

Guo [16] prob6 que si una lista de niimeros complejos A = {A1, Ao, ..., A\, } con
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Perturbacién de Guo para matrices normales

Ao € R es realizable, entonces para todo ¢ > 0 la lista
A ={ M+t N3, .\ )

es también realizable. Aqui probamos que, bajo ciertas condiciones, el resulta-
do de Guo es valido para listas de niimeros complejos, las cuales son realizables
por una matriz normal no negativa.

Proposicién 2.5. Sea A = {1, Xo, ..., A\, } una lista de nimeros complejos, la
cual es realizable por una matriz normal no negativa. Sea Ay € R y supongamos
que existe una particion A = Ay U Ay con

A1 = {)\1, )\127 ceey /\1p1}, A2 = {/\2, /\22, ey )‘sz}

tal que I'y = {wy, M2, ..., Aipy b Y Do = {wa, Aoz, ..., Aoy, } son realizables por
matrices normales no negativas. Entonces, si

AMtA=witw ¥ A <wr <wyp < Ay,
la lista
Ae={ M+t Lt As,...,\}
es también realizable por una matriz normal no negativa para todo t > 0.

Demostracion. Puesto que las listas
Iy ={wi, Mg, oA by To={wa, Mg, ooy Agp, }
son realizables por matrices normales no negativas, del Lema 2.2 las listas
Dip={wr+t 2, ., p b v Top={wa+t Ao, .o, Aoy}

son también realizables por matrices normales no negativas (positivas). Enton-
ces del Lema 2.3, con € = A\ — wy, tenemos que

AZF:{w1+t+e,w2+t—e,)\3,...,)\n}:{)\1—|—t,)\2+t,)\3,...,>\n}

es el espectro de una matriz normal no negativa. Ademas, puesto que w; > ws,
con 7 = A\; —wy + t, tenemos

Pigp={wr+m, A2, A = { A+ 6 Mg, A )
Fgm = {OJQ — 7],)\22, .. .,)\sz} = {)\2 — t, )\22, .. .,)\2p2}

Ay ={ M+t —tAs,..., \}
es también realizable por una matriz normal no negativa. Por tanto,
Ay={ M+t Tt N3,...,\}

es realizable por una matriz normal no negativa para todo t > 0. |
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Una aplicacién al NIEDP

Como un ejemplo, consideremos la lista A = {12, —2,2 + 44,2 — 4i}, la cual es
realizable por la matriz normal no negativa

5 5 0 3
1 5 2v6 3
26 0 4 V6
3 3 V6 0

A:

Tomamos la particién

Ay ={12,2+4i,2 — 4i}, Ay ={-2} con
Iy ={10,2+ 44,2 — 4i}, Ty ={0},

donde T'y y T'; son realizables por matrices normales no negativas. Por tanto,
la lista

A= {124t —24¢2+4i,2 — 4i}

es realizable por una matriz normal no negativa para todo ¢t > 0, dando lugar
a una familia de matrices normales no negativas.

2.5. Una aplicacién al NIEDP

Sea A € M, y sea

J(A) = §71AS =
Jnk()\k?)

la forma candnica de Jordan de A (FCJ de A). Las submatrices de orden n;

A1

son llamadas los bloques de Jordan de J(A). Entonces, los divisores elementa-
les de A son los polinomios (A — ;)™ esto es, los polinomios caracteristicos
de J,,(N),i=1,2,... k.
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Una aplicacién al NIEDP

El problema inverso de los divisores elementales para matrices no negativas
(NIEDP) es el problema de determinar condiciones necesarias y suficientes
bajo las cuales los polinomios

()\—Al)nl,(A—Ag)HQ,...,(A—)\k)nk, ny+ng+...4+n =n.

son los divisores elementales de una matriz no negativa A de orden n (ver
6, 7, 11, 35, 36, 53, 58]).

Como una aplicacion del Teorema 2.5 damos la siguiente condicién suficiente,
que garantiza la existencia de una matriz positiva de orden n con espectro
A ={X1, N2, ..., \n} v los divisores elementales para cada una de las posibles
FCJ asociadas con A. Estas condiciones extienden un resultado anterior obte-
nido en [53, Teorema 3.6].

Teorema 2.6. Sea A = {1, A2, ..., A\n} una lista de nimeros complejos con
A=ASY2 N—t>0 M\ —t>mix|N\|, ¢ =2,3,...,n, parat > 0. Si
Ay = {1 —t, Ny, ..., Ny} satisface las condiciones del Teorema 2.5, entonces

existe una matriz A positiva de orden n con espectro A y divisores elementales
para cada una de las posibles FCJ asociadas con A.

Demostracion. Si A; satisface las condiciones del Teorema 2.5, entonces existe
una matriz B; normal no negativa de orden n con espectro A;, la cual puede
ser computada a partir del procedimiento algoritmico dado en el Teorema 2.5.
Del Lema 2.2, existe una matriz B normal positiva de orden n con espectro
A, la cual puede ser obtenida de B; siguiendo la prueba constructiva del Lema
2.2. Puesto que B es normal, ella es diagonalizable y entonces, del resultado
en [35, Teorema 1], existe una matriz positiva A de orden n con espectro A 'y
divisores elementales para cada una de las posibles FCJ asociadas con A. W
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CAPITULO

3

MATRICES PERSIMETRICAS
NO-NECATIVAS CON ESPECTRO
PRESCRITO

AF denota la flip-traspuesta de A, la cual voltea la matriz A a través de su
antidiagonal. Si A = (a;;)mn € Mo, entonces A" = (ap—j+1.m—it1)nm-

Una matriz A € M, se dice ser persimétrica si A" = A, esto es, si es simétrica
a través de la diagonal que va desde la esquina inferior izquierda a la esquina
superior derecha.

En este capitulo consideramos el problema inverso de autovalores para ma-
trices persimétricas no negativas (en inglés Persymmetric Nonnegative Inver-
se Eigenvalue Problem, PNIEP). Las matrices persimétricas constituyen una
importante clase de matrices, las cuales contienen a las matrices Toeplitz,
circulantes, bisimétricas, etc; y como tal son comunes en ciencias fisicas e in-
genierfas. Surgen, por ejemplo, en el control de las vibraciones mecénicas y
eléctricas, donde los autovalores de la matriz de Gram, la cual es simétrica y
persimétrica, juegan un papel importante [40].

Algunas interesantes observaciones relacionadas con matrices persimétricas no
negativas de orden menor son dadas en [66].
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Problema inverso de autovalores para matrices persimétricas no negativas

Nuestro aporte al estudio del PNIEP consiste en la obtencién de una versién
persimétrica del Teorema de Rado (Teorema 1.4), a partir de la cual podemos
generar una condicién suficiente para el PNIEP. Nuestros resultados tienen
la ventaja de ser constructivos, es decir, generan procedimientos algoritmicos
para computar una matriz solucion.

Los resultados de este capitulo constituyen parte de la publicacién [21] (A.
I. Julio, R. L. Soto, Persymmetric and bisymmetric nonnegative inverse eigen-
value problem, Linear Algebra and Appl. 469 (2015) 130-152).

Sea J una matriz de orden n con unos a lo largo de su antidiagonal y ce-
ros en el resto, esto es, J =[e, | -+ | ez | e;]. Entonces

Jr=Jgf=J =1 AF =JATJ

Ademsds, la multiplicacién a izquierda por J invierte el orden de las filas de la
matriz; mientras que la multiplicaciéon a derecha por J invierte el orden de las
columnas.

Las siguientes propiedades son sencillas:
(AF)F — A’ (AT)F _ (AF)T’ (A+B)F — AF+BF, (AB)F — BFAF.

Tenemos el siguiente:

Lema 3.1. Si A y B son matrices persimétricas, entonces i) aA + bB, con
a,b € R, i) AL si existe, yiii) AT, son persimétricas.

Demostracion. i) (aA + bB) = aA + bBY = a A+ bB.
ii) I = A7'A implica A" (AT = A(A~1H)F = I. Por tanto, (A1) = A~L.

iii) (AT)F = (AF)T = AT, |
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matrices reales persimétricas con espectro prescrito

3.1. Matrices reales persimétricas con espectro prescri-
to

En esta seccién probamos que el problema inverso de autovalores para matri-
ces reales persimétricas siempre tiene solucion. Esto es, una lista de nimeros
complejos A = A, es siempre el espectro de una matriz persimétrica real. Pa-
ra probar esto, primero consideramos matrices persimétricas reales de la formas:

B ay bn- Qp, bn
a b / a9 0 bg
A= o ,B = 0 a 0
2 2 —bg 0 (45}
/
_ /
- bn (in] __bn Ay, |
(3.1)

de orden 2n—2 y 2n—1, respectivamente. Entonces, un calculo directo muestra
que:

n

det(A— AI) = [[[(ai — N2+ 02, y

i=2
(3.2)
det(B — M) = (a; — A) [T[(a; — \)* + b7].
i=2
Por tanto, los autovalores de estas matrices son as =+ ibo, ..., a, £ ib,, en el
caso par; y ai, as x ibs, ..., a, £ ib,, en el caso impar.
Teorema 3.1. Sea A = {A1, Ao, ..., A} una lista de nimeros complejos, con

A = A. Entonces A es el espectro de una matriz persimétrica real de orden n.

Demostracion. Sea n = p + 2q par, con A = {1, X, ..., Ay, pha, oy, - - -, fgs Hy )
donde A, Ag, ..., A\, son reales, y p1, ..., 4, son nimeros complejos no reales.
Entonces tomamos la particién

A:Alu--.UA%UA’lu---UA;,

con
p
Ak: {)\Qk—laA2k}a k= 172)"'757

A; = {Mj’ﬁj}? ]: 1727"'aq'
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matrices reales persimétricas con espectro prescrito

Es claro que

iS

1 sz1 + Aok Agk—1 — Agg

A= =
F Aok—1 — Aok Agk—1 + Aag |’

E=1,2,...,% 3.3
2 ) < ) o) ( )

2

tiene espectro Ay = {Aak—1, Aok}, v

Bj: A 5j s j:1727-'-7q7 COHMj:OZj‘i‘iﬁj,
=B o

tiene el espectro A’ = {y;, 7 }. Entonces

[ar b
2 2
/
ay bl
Qq By
: /
ar B
A= ,
b1 o
/
_ﬁq Qq
b ai
/
be ap
Loz 2
donde
1 1 D
ap = 7()\2]6—1 + >\2k)7 bkr - 7(>\2k—1 - )\Qk)7 k - 17 27 RN
2 2 2
es una matriz persimétrica real con el espectro prescrito.
Sin = p+ 2q es impar, entonces consideramos una particion
A:{Al}uAlu---uA,%lUA’I---UA’q,
con
p—1
Ak: {)\2k7)\2k+1}, k: 1,2,...,77
A; = {H’jvﬁj}v .7 = 1a27' - q,
y la demostracion se sigue de manera similar. |
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matrices reales persimétricas con espectro prescrito

Nota 3.1. Es claro que si A = {\1, Ao, ..., A} es una lista de nimeros reales
con Aog—1 £ Aok >0y Ay > |N|, 0 =2,...,n, en el teorema de arriba, obtene-
mos una matriz persimétrica no negativa con espectro prescrito. Por otro lado,
como es bien sabido, las matrices antisimétricas tienen autovalores de la forma
+bi, entonces, de (3.1) y (3.2), podemos trivialmente construir matrices reales
antisimétricas con espectro prescrito.

Ejemplo 3.1. Queremos construir una matriz persimétrica real con espectro
A={10,-2,-3,2+ 3,4 £ 5i,1 +i,—3 + 2i}.

Entonces consideramos una particion
A={10}UA L UAUA3UA;UA5, con

Ay ={-3+2i,-3-2i} — A4—[:§ _23]

1

15
Entonces
- 5 14
2 2
2 3
4 5
1 1
-3 0 2
A= 0 10 0 ,
-2 0 -3
-1 1
-5 4
-3 2
_1 _5
Y 2

es una matriz persimétrica real con el espectro prescrito.
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Version persimétrica del Teorema de Rado

3.2. Perturbacién persimétrica de rango r

En esta seccién probamos el resultado principal de este capitulo llamado una
version persimétrica del Teorema de Rado (Teorema 1.4), el cual nos permi-
tird dar una condicién suficiente para la existencia y construccién de una matriz
persimétrica no negativa con espectro prescrito.

Teorema 3.2. [21] Sea A € M,, una matriz persimétrica de orden n con espec-
tro A = {1, Ao, ..., An}, Y para algin r < n, sea {x1,Xa,...,X,} un conjunto
de autovectores de A correspondientes a A1, Aa, . .., A, respectivamente. Sea X
la matriz de orden n X r con i-ésima columna x; y rango(X) = r. Sea ) =
diag{ A1, Ao, ..., A}, y sea C una matriz persimétrica de orden r. Entonces la
matriz A+ XCXT es persimétrica con autovalores piy, fia, . . ., fhrs Apt1s - - - s An,s
donde p1, i, . . ., fir Son autovalores de B = Q4+ CXFX.
U

Demostracion. Sea S = [X | Y] una matriz no singular con S—! = {V}

Entonces
uvx=1., Vv¥=1,, VX=0, UY=0.
Ademas, puesto que AX = X2, tenemos

S1AS = m [AX | AY]

| UAY
T |0 VAY |’
y
F F
SIXOXFg — cCX"X CX*ty .
0 0
Por tanto
-1 Fyo QO+CXFX UAY +CXFYy
STA+XCX )S—[ 0 VAY ,
y

c(A+XOXT)=a(Q+OCXFX)Uo(VAY)
=d(Q+CXFX)Uo(A) - a().

Finalmente, puesto que (A + XCX)' = A+ XCX7, la matriz A + XCXF
es persimétrica. [ |
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Una nueva condicién suficiente para el PNIEP

3.3. Una nueva condicion suficiente para el PNIEP

Proposicién 3.1. [65]

A B]Y [pFf BF
C D| T |cF ar|

De la proposicién anterior se deduce facilmente que una matriz de la forma

A 0
0AF7

es persimétrica. Més generalmente, matrices de la forma

diag{Ay, As, ..., Ay, AL . AL AT},

diag{Ay, As, ..., Ap_1, Ay, Affl ..., AY AT}, con A, persimétrica,
son matrices persimétricas.
A partir de ahora, con el fin de presentar correctamente el resultado prin-

cipal de esta seccién (Teorema 3.3 y Teorema 3.4 més adelante), consideramos
listas de nimeros complejos A = {A1, Ag,..., A}, con la particién

(A=AyUAN, U---UA

oS

UA%oU'--UAl, para pg par,
A:AOUA1UUALPTOJUA[I%OWUALPTOJUUAD para pg impar,

con A() = {/\01, )\02, e ,/\opo}, )\01 = )\1,

Ak - {)\kl,)\kg, .. '7)\kpk-}7 k - 1,2, .. ,%)(’7%)—”,
(3.4)

donde algunas de las listas Aj pueden ser vacias. Para cada lista Ay, k # [B],
asociamos la lista

Fk:{wm)\klv)\k%”-;)\kpk}y ngkg)\l, k:1,2,712)<\‘p20J)7

la cual es realizable por una matriz no negativa A; de orden py + 1. En parti-
cular, A, se puede escoger como Ay € CS,,. Para A(%o 1, asociamos una lista
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Una nueva condicién suficiente para el PNIEP

F[l%o 1, siendo realizable por una matriz persimétrica no negativa A[%o 1 de orden
prray + 1. Entonces las matrices diagonales en bloques

A= dmg{Al,Ag,...,Ap%,Al,io, ..., AF A para pg par, y
2
A:diag{Al,Ag,...,AL%J,A(%W,AFLOJ,...,Ag,Af}, para po impar,
2
(3.5)

son persimétricas no negativas con espectros

U(A>:F1UF2U"'UFP70UF%()U---UFQUI‘l y
o(A)=T1UTU - ULz Ul Ul s U+ UL UTY,

respectivamente.

Sea X una matriz de orden n X pg, cuyos vectores columnas son autovec-
tores no negativos de la matriz A en (3.5) esto es, para py par

X1
X9
X
X = E , (3.6)
vy
\p)
L yil
y para py impar
_Xl _
X2
XLPOJ
X = MES : (3.7)
MEY
\p)
Y1
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Una nueva condicién suficiente para el PNIEP

donde
xk:e:[l,l,...,l]T, k:zl,2,...,%°([p—°j),

Y = [yk‘lvyk27 s 7yk(Pk+1)]T Z 07 k = 1727 LI %((%)-I)v

son tales que

Avxi = e, k=12 B(15),

Afyi = oy k=12, 2 (%)),

Observe que

si xp=1[1,1,...,1]7, entonces x} =[1,1,...,1]
: _ T F_
SL Yi = [ym, Yk2y - - - 7yk(plc+1)] ,entonces y; = [yk(pk-',-l)y sy Yk2, yk1]~
(3.8)
La flip-traspuesta de X para py par es
yF ) -
Ya
F
Yo
X = El 3.9
XL (3.9)
2
x5
I X1 |
Entonces puesto que
pr+1 »
Vi Xk = XEYE = [Uker1)s - - Ul [1, 1, .., 1T = Z ypi >0, k= 1,2,...,50,
i=1

XTX = diag{y{*1,y3 %, ... . YiuXm, Xnym, ... X Y2, X[ y1},  (3.10)

es una matriz persimétrica no negativa con diagonal principal positiva.
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Una nueva condicién suficiente para el PNIEP

De manera similar para po impar la flip-traspuesta de X es

X = Y e, , (3.11)

XX = diag{yfxl, e 7YF%OJXL%0J7YF‘%O}}’[%LX{%OJYL%OP e 7Xf}’1}7

es una maftriz persimétrica no negativa, y puesto que

pr+1
Po
y’ﬂ%]y(%ﬂ - Z Yk (pi+2—1i) > 07 k= ’72—‘7 (312)
=1

XX tiene diagonal principal no negativa.

Para aplicar el Teorema 3.2, en el caso py par, necesitamos encontrar una
matriz persimétrica no negativa C' de orden pg, donde B = Q + CXFX es

persimétrica no negativa con autovalores fi1, o, . . ., ftp, (los nuevos autovalo-
res) y entradas diagonales wy, . .. Wy, Wy, W (los antiguos autovalores),
y Q = diag{ws, . .. ,Weo, Weo s , w1 }. Por tanto, puesto que XX es no singu-

lar, podemos computar C' = (B — Q)(X X)L, Observe que ambas matrices,
(B—9Q)y (XFX)~! son persimétricas. Sin embargo, su producto no necesa-
riamente es persimétrico. Entonces transformamos apropiadamente la matriz
X en X de modo que X*'X = sI,, s > 0. Esto es lo que el siguiente lema
hace para pgy par:

Lema 3.2. Sea X la matriz de orden n X py en (3.6). Entonces, existe una

matriz X de orden n x po, tal que X¥'X = sI,,, donde s =y} xx, para algin
k fijo, k=1,2,... 2.

Demostracion. Para k fijo, k =1,2,..., 5 sea

- i Po
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Una nueva condicién suficiente para el PNIEP

Definimos
_qul T
QoXo
~ Qro X Po
X = 2 2
Qp P
By
a2y2
B a1y
Entonces
v v . 2. F 2 F 2 LF 2 F
XX = diag{ay; xi, .. ., Qo YroXro, Ao Xpo Y0, - - 5 XX yi},
donde
2 _ (F o \—1( F . Po
a; = (Yj X)) (YeXk), J= 1727"'a?'

Observe que para j = k, tenemos que a; = 1. Por tanto, XFX = (YExp) Ly

En el caso py impar, B = Q+CX' X es persimétrica no negativa con autovalo-
res fi1, fl2, - - -, fbp, (lOs nuevos autovalores) y entradas diagonales wy, . .. yWim

Wiy, WEn |-, W1 (los antiguos autovalores), los cuales son las entradas de
la diagonal principal de €. Si en (3.12) yfp%]y[%o] > 0, podemos calcular
C = (B - Q)(XFX)™!; sin embargo, aunque (B — Q) y (XFX)~! son ambas
persimétricas su producto no necesariamente lo es. Entonces, al igual que en
el caso pg par transformamos apropiadamente la matriz X en X de modo que

XFX = sI,, s> 0. Entonces tenemos

Lema 3.3. Sea X la matriz de orden n X py dada en (3.7). Si yfmwy[%w >0,
~ — ~ 2

entonces existe una matriz de orden n X py X, tal que X¥'X = sI,,, donde

S = Y& X, para algin k fijo, k=1,2,...,[2], 0 s =y{yk, para k = [E].

Demostracion. Para k fijo, k = 1,2,..., | B2, sea

VOTx)HExe) =12 1%,

Oéj:

Ty x5 =151,
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Una nueva condicién suficiente para el PNIEP

o para k = [2]. Sea

\/(foj')*l(yfp%y[mw) J=12 |,

Oéj =
1 i=1%21
Definimos
-O£1X1 _
9Xo
~ QR )X R
X = REAMES
R IMES
a2y2
L a1y:
Entonces

XX = diag{ayFx,,... ,afpojyfpojxtpoj, a%myfp”y(mwafPOJXLPOJyL%J, o
a?xty}, donde

(foj)_l(YIljxk) ] = 1327"'a I_%J?
2 _
o =
(v y) yvixe) =151
0
(foj)_l(YFz%o]X"]%O]) j = 1a27-"7 L%J?
j
1 j=T81.
Por tanto, X¥'X = (yf %) Iy, paraalgink =1,2,..., [B] o XFX = (yEyi) Ly,
para k = [22] . [

Ahora presentamos el resultado principal de esta seccién. Primero, considera-
mos el caso pg par:
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Una nueva condicién suficiente para el PNIEP

Teorema 3.3. Sea A = {1, A2, ..., A\n} una lista de nimeros complejos con
A=A XN >N i=23,...,n, y > N > 0. Supongamos que existe una
particion de A (como la definida en (3.4))

A:AouAlu---uA%o UA%oU---UAl, con

Ao = {Ao1, Aoz, -5 Aapo }s - Aot = A,

Ak:{)\kla)\k27"'7>\kpk}7 ]{J:l,Q,...,@

2 )
donde algunas de las listas Ay, pueden ser vacias tal que las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

i) Para cada k =1,2,..., B, eriste una matriz no negativa con espectro
Fk:{wka)\kla)\k%--w)\kpk} Okag)\l

i1) Existe una matriz persimétrica no negativa de orden pg, con el espectro Ay

y entradas diagonales wi,ws, . .. S WR, WP, W, Wy

Entonces A es realizable por una matriz persimétrica no negativa.

Demostracion. De i) sea Ay una matriz no negativa con el espectro I'y, k =

1,2,..., 2. Podemos asumir que A; € CS,, . Entonces Aye = wye, con e =

[1,1,...,1]7. La matriz
A=A 04O 0Ap AL @ © A © AT,
es persimétrica no negativa con espectro
F:FluFQU...UF%oUF%oU---FQLjfl.

Sea X la matriz en (3.6). Entonces de (3.8), (3.9), y (3.10), X¥ X es una matriz
diagonal persimétrica no negativa con diagonal principal positiva. Entonces,
del Lema 3.2, podemos cambiar X por X, de modo que X*'X = sl,,, s > 0.

Observe que X es todavia una matriz de autovectores de A.

Ahora, de ii) sea B = Q + CXFX = Q+ sC1I,, una matriz persimétrica
no negativa de orden p, con el espectro Ay y entradas diagonales
Wi, Wy, -, WEL, WEG - W, W
Entonces C' = %(B — ) es persimétrica no negativa, donde
Q = diag{wi, wo, . .. ,Wro, Wra , W, w1 b
Por tanto, del Teorema 3.2, M = A + XCOXF es una matriz persimétrica con

el espectro A, y puesto que A, X, C' son matrices no negativas, entonces M es
también no negativa. |
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Una nueva condicién suficiente para el PNIEP

Ahora consideramos el caso pg impar:

Teorema 3.4. Sea A = {A1, \a,..., Ay} una lista de niimeros complejos con
A=A XN > N i=2,3,...,n, y > N > 0. Supongamos que existe una
particion de A (como la definida en (3.4))

A:A[)UAlUUALI%OJUA"]%O]UALPTOJUUAl, con
AOZ {>\017)\02""7>\p0}7 >\01 :)\13

Ak:{Akl,AkQ,...7>\kpk}, /{5:1,..., ’72)20—‘7

donde algunas de las listas A, pueden ser vacias tal que las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

i) Para cada k =1,2,...,|% |, eviste una matriz no negativa con espectro
Fk:{Wk,)\kl,)\k27...7)\kpk}, ngk §>\1;
y para k = (%01, existe una matriz persimétrica no negativa con el espectro

[req y autovector de Perron yieey > 0, satisfaciendo ytp, yiraq > 0.
[ 2 -‘ |— 2 -‘ [71 l— 2 -‘

i1) Eziste una matriz persiméltrica no negativa de orden py, con el espectro
Ag y entradas diagonales wy,ws, . .. S WP |, W], W R | Wa, W
Entonces A es realizable por una matriz persimétrica no negativa.

Demostracion. De i) sean Aj una matriz no negativa con el espectro I'y, k =
1,2,..., %], podemos asumir que A; € CS,,. Entonces Ae = wre, donde
e=[1,1,...,1]Ty A[I%ow una matriz persimétrica no negativa con el espectro
F[%ow. La matriz

A:Al@A2@"‘@AL%OJ@A[PTU}@A{%J@"'@Ag@Af;
es persimétrica no negativa con espectro

Sea X la matriz en (3.7). Entonces, de (3.8), (3.11), y (3.12), XF'X es una
matriz diagonal persimétrica no negativa. Entonces del Lema 3.3, podemos
cambiar X por X, de modo que XX = sI,,, s > 0. Observe que X es to-
davia una matriz de autovectores de A.
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Matrices persimétricas no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

Ahora, de ii) sea B = Q + CXFX = Q+ sC1,, una matriz persimétrica
no negativa de orden pgy con el espectro Ay y entradas diagonales

W1, W, ... ’WLPTOPM[Z)TOW’WLPTOJ’ e, Wo, Wy
Entonces C' = %(B — ) es persimétrica no negativa, donde

Q = diag{w;, wo, . .. ,W{EQ |, W], W{ED s - - , Wa, W1 .

Por tanto, del Teorema 3.2, M = A + XCXF es una matriz persimétrica con
el espectro A, y puesto que A, X, C' son matrices no negativas, entonces M es
también no negativa. |

3.4. Matrices persimétricas no negativas con autovalo-
res y entradas diagonales prescritas

Como se ha dicho antes, para aplicar los Teorema 3.3 y Teorema 3.4, necesi-
tamos conocer condiciones bajo las cuales exista una matriz persimétrica no
negativa de orden py con espectro Ag y entradas diagonales

Wi, Wa, ..., Wr,Wr, ..., Wa, Wy, Para po par, o
W1, Wa, - W20 |, WEPO Y, WP [ oo 5 W, W1, PATA Po impar.

Este es un problema abierto dificil, para el cual, hasta ahora, solo tenemos
respuestas parciales.

Para py = 2, sea A = {A\;, A2} con \; > Ay y sea w; > 0. Entonces es ne-
cesario y suficiente que A\ + Ay = 2w;. En efecto, la matriz

A1+A2
2 1

()q;h )2 /\1-5)\2 ’

es persimétrica no negativa con espectro {1, A2 }. También tenemos la matriz

1 [)\1 + A A — )\2]

2 A=A ALt A

la cual es simétrica y persimétrica.

Para py = 3, tenemos
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Realizabilidad persimétrica de listas especiales

Lema 3.4. Los numeros A1, Ao, A3 ¥y wi,ws,wy > 0 tales que Ay + Ao + A3 =
2w +ws son, respectivamente, los autovalores y las entradas diagonales de una
matriz persimétrica no negativa, st se satisfacen las condiciones:

Z) w% + 2w1w2 2 /\1)\2 + )\1)\3 + )\2)\3,

’LZ) )\1)\2)\3 + 2&)1&)3 Z wg()\l)\g + )\1)\3 + )\2)\3)

Demostracion. Supongamos que las condiciones 7) y i) se satisfacen. Entonces

w1 0 1
B=|b w 0], (3.13)
d b w1

con

d = wi + 2wiws — (A1 A2 + A1z + A2 A3),
(3.14)

b = \/)\1)\2)\3 + 2&)1&)% — wg()\l)\Q -+ )\1)\3 + )\2)\3),

es persimétrica no negativa con autovalores Ai, Ay, A3. Basta igualar los coefi-
cientes del polimonio caracteristico de B con las funciones simétricas elemen-
tales asociadas a Aq, Ao, As. |

En el Capitulo 5, via un resultado de Farahat y Ledermann [12], mostraremos
una nueva condicién suficiente para construir matrices persimétricas no nega-
tivas con autovalores y entradas diagonales prescritas, la cual es independiente
de la condicién suficiente dada en el Lema 3.4 para el caso n = 3.

3.5. Realizabilidad persimétrica de listas especiales

En lo que sigue, diremos que una lista A = {A1, A2,..., \,} de ntimeros reales,
es del tipo Suleimanova (ver [62]) si,

)\1>O, )\1<07 1=2,3,...,n.

Una lista A = {1, A\g, ..., A\, } de ntimeros complejos, es del tipo Suleimanova
complejo (ver [3]) si,

A1 >0, Re\; <0, con |Re);| > |[ImN;], 1 =2,3,...,n.

Una lista A = {A1, A2, ..., A\, } de nimeros complejos, es del tipo Smigoc (ver
[45]) si,

A >0, Re); <0, con V3 |Re\i| > [ImA], i =2,3,...,n.

43



Realizabilidad persimétrica de listas especiales

En esta seccién probamos que listas realizables del tipo Smigoc (y por con-
siguiente, las listas del tipo Suleimanova y Suleimanova complejo) son, en
particular, realizables por matrices persimétricas no negativas irreducibles.

Teorema 3.5. Sea A = {\1,\a,..., \,} una lista de nimeros complejos del
tipo Smigoc, esto es, Rel; < 0, /3 |ReX;| > [Im\;| con A=A, \; > |\, i =
2,3,...,n, >, N\ > 0. Entonces A es realizable por una matriz persimétrica

no negativa irreducible.

Demostracion. Para n = 2, tenemos que A = {\;, \y} debe ser una lista real
con A1 > 0, Ay < 0. Entonces

Ail M+ AN =X
2 (A=A A+ A

es persimétrica no negativa irreducible con el espectro A.

Para n = 3, y A = {\1, A2, A3} con Ay > 0, Ay, A3 < 0, las condiciones 1)
y ii) en el Lema 3.4 son satisfechas y

(%] 0 1
A=1|b w 0], (3.15)
d b w1

con by d como en (3.14), es persimétrica no negativa irreducible con el espec-
tro A.

SiA={\,a+if,a —if} con a < 0, |a] > |B], M + 2a > 0, entonces
puesto que

A\ > —a, entonces Mo < —a? y Ma+a? <0,

A1 > (3, entonces Ma < af,

—a > f3, entonces aff < —B* y Ma+ %<0,

tenemos 2\ + o + % < 0. Entonces las condiciones i) y i) en el Lema 3.14
son satisfechas, y la matriz en (3.15) con

b=+ 2) + 2wwf — wa(2ha + a? + §2),
(3.16)
d = wi+2wiws — (2\a+ a? + (?),

es persimétrica no negativa irreducible con espectro A = {\;, o + i, o« — i5}.
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Realizabilidad persimétrica de listas especiales

Si A = {\,a+iB,a—iB} cona <0, V3 |a > |B], \l +2a > 0, enton-
ces puesto que

200 < —4a?  entonces 2a)\; + 4a® < 0,
—V3a > entonces — 3o+ 5%2<0,
tenemos 2\ + a? + 3% < 0. Asf las condiciones 7) y 4i) en el Lema 3.4 son

satisfechas, y la matriz en (3.15) con by d como en (3.16), es persimétrica no
negativa irreducible con el espectro A.

Ahora, supongamos que listas del tipo Smigoc, con k — 2 nimeros, 4 < k < n,
son realizables por matrices persimétricas no negativas irreducibles. Entonces
sea

A={A, Ao, ..., A} con Red; <0, V3 |Reli| > [Imi|, i =2,... k.
Tomemos la particién

Ao ={ . A A}, Ao =A—Ag, Ay =A3=0, con
Dy ={\ + N+ AUy, Ty =T = {0},

donde \;, A, son reales o complejos conjugados. De la hipétesis de induccién, I'y
es realizable por una matriz persimétrica no negativa irreducible A,. Entonces

0
A= A |,

0

es una matriz persimétrica no negativa. Ahora, del Lema 3.4, podemos compu-
tar una matriz persimétrica no negativa B, con el espectro Ay y entradas dia-
gonales 0, A\; + \; + A;, 0,

0 0 1
B=|b M+N+X 0],
d b 0

donde

b=/~ + M)+ AN+ ), d= =i+ Ak + A,

Por otro lado, puesto que A, es no negativa irreducible, existe un autovector
v=[v,...,v_2]7 >0 tal que

AQV = ()\1 + N+ )\j)V, VFV > 0.
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Ejemplos

Por tanto, del Teorema 3.4,

1 0 0
0 Qv 0 1
X = = T7XFX:I37 O:B_Qa
V'V
0 avi_o O
0 0 1

y A+ XCXF es una matriz persimétrica no negativa con espectro A =

{1, A2, ..., A\e b Ademds, A+ XCXF es irreducible ya que su grafo es fuerte-
mente conectado. |

3.6. Ejemplos

Ejemplo 3.2. Queremos construir una matriz persimétrica no negativa con
espectro

A={13,-3,—-4,—2+3i,—2—3i,—2+ 3i,—2 — 3i, 1 + 4,1 —i}.
Entonces consideramos la particion

Ao={13,144,1—i}, Ay ={-2+3i,—2—3i} = Ay, Ay = {—3,—4},
Iy ={4,-2+43i,-2—3i} =T, Ty={7,-3,—4}.

Computamos las matrices

0 0 4 0 0 4 0 0 1
A1=400,A3:Af:§00,142: 2v21 0 0],
150 240 37 2v21 0

con espectros I'y = T's, y 'y, respectivamente.

Observe que las matrices Ay y As tienen autovectores de Perron [1,1,1]7 y
1, %, 17 respectivamente, y la matriz Ay es persimétrica con autovector de

12 /3 T
Perron [z, 24/%,1]
Del Lema 3.4, podemos construir una matriz persimétrica no negativa

4 0 1
B=|v22 7 0,
44 /222 4
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Ejemplos

con espectro Ng = {13,1 + 14,1 — i} y entradas diagonales 4,7,4. Entonces

10 07
1 0 0
1 0 0
0 1 0 1 }—g 10 0 00O0O
_ F
Xoi\/go,X0001§§;000,
0 = 0 00 00o 0 0111
0 O 1
0 O %
00 1]
‘11—2 0 0
X'X=10 &£ of,
0 0 ‘11—2
y del Lema 8.3, con ay = %‘g%:% 154, computamos
1 0 07
1 0 0
1 0 0
0 (0%) 0
X=10 2/2ay 0] talque X°X =221
= ERVa 1 al que T
0 §062 0
0 0 1
0 0 %
10 0 1]

y C= %S(B —Q), donde Q2 = diag{4,7,4}. Finalmente
Ay L
A, + XCX*F,
Af

es la matriz persimétrica no negativa requerida.

Ejemplo 3.3. Queremos construir una matriz persimétrica no negativa con
espectro

A={12,-2,—1+2i,—142i, —1+2i, —1+2i}.
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Ejemplos

Entonces consideramos la particion

No={12, -2}, Ay ={-1+2i, -1 —2i, -1+ 2i,—1 = 2i} = Ay,
Iy={5-1+2i,—-1—2i,—1+2i,—1—2i} =T\

Computamos las matrices

00005 00005
200 30 S 0030
A1:22100,A2:A1F:§§100,
2 1 8 00 §§200
1§§go 1 2220

con espectros I'y = 'y respectivamente.

Observe que las matrices A, y Ay tienen autovectores de Perron [1,1,1,1,1]7

y [1,2,2, 2,17, respectivamente.
5)

Sea B = 7 5| una matriz persimétrica no megativa con espectro Ny =

{12, =2} y entradas diagonales {5,5}. Entonces

1o
10
10
10
Lol or [1 222100000 .r
X:01’X:{0885011111’XX:4[2’
0o 3
0 1
0
0 1]

C = 1(B—Q), donde Q = diag{5,5}. Finalmente
A ] "
+ XCX7,
"t

es la matriz persimétrica no negativa requerida.
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CAPITULO

4

MATRICES BISIMETRICAS
NO-NECATIVAS CON ESPECTRO
PRESCRITO

Una matriz A € M, se dice ser bisimétrica si ella es simétrica y persimétrica,
esto es, si AT = Ay AF = A

En este capitulo consideramos el problema inverso de autovalores para ma-
trices bisimétricas no negativas (en inglés Bisymmetric Nonnegative Inverse
Figenvalue Problem, BNIEP). Las matrices con mas de una simetria son co-
munes en ciencias e ingenierfas. Las propiedades espectrales de estas matrices
han sido estudiadas por muchos autores [14, 29, 40].

Nuestro aporte al estudio del BNIEP consiste en la obtencién de una con-
dicion suficiente para la existencia y construccién de matrices bisimétricas no
negativas con espectro prescrito. A diferencia del caso persimétrico, el Teorema
1.5 (version simétrica del Teorema de Rado) sera suficiente para generar estas
condiciones.

Los resultados en este capitulo forman parte de la publicacién [21] (A. I. Ju-

lio, R. L. Soto, Persymmetric and bisymmetric nonnegative inverse eigenvalue
problem, Linear Algebra and Appl. 469 (2015) 130-152).
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Matrices reales bisimétricas con espectro prescrito

4.1. Matrices reales bisimétricas con espectro prescrito

En esta seccion probamos que el problema inverso de autovalores para matri-
ces reales bisimétricas siempre tiene solucién. Esto es, una lista de nimeros
reales es siempre el espectro de una matriz bisimétrica real. Para probar esto,
primero consideramos matrices bisimétricas reales de la forma:

_a b - (7% bn
n n . . /
a b / (05} 0 bg
A= b2 a2 B = 0 ap 0 (4.1)
/ 2 2 b2 0 Q9
by, (n, 4
- - | ap |

de orden 2n — 2, y 2n — 1, respectivamente. Un cédlculo directo muestra que

det(A = A1) = T[(a; = 2 = Bl y
) (4.2)
det(B — M) = (ay — A) [T[(a; — \)* — b2].

=2

Por tanto, los autovalores de estas matrices son as £bo,...,a, £ b,, en el caso
par; y son ai,as + b, ..., a, £ b,, en el caso impar. Entonces tenemos

Teorema 4.1. Sea A = {\1, Ao, ..., A\, } una lista de nimeros reales. Entonces
A es el espectro de una matriz bisimétrica real de orden n.

Demostracion. Tomamos la particion
A=A UAy---UA=n, paran par, y
A= {/\1}UA1UA2U-~UATLT-1, para n impar,

COHAk:{)\Qkfl,)\Qk} ]{Z:l,Q,...,%, y Ak:{)\ka)\Qk+l}> k:1,2,...,”7_1,
respectivamente. Entonces, de (3.3), (4.1) y (4.2) construimos una matriz bi-
simétrica real con el espectro A. |
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Matrices reales bisimétricas con espectro prescrito

Nota 4.1. Es claro que si Aop—1 = Xop > 0 y Ay > |Ni|, 0 =2,3,...,n, en el
teorema anterior, obtenemos una matriz bisimétrica no negativa con espectro
prescrito.

Ejemplo 4.1. Queremos construir una matriz bisimétrica real con espectro
A=1{8,4,2,-1,-3,—6,—-8 — 10}.
Entonces consideramos una particion

A:A1UA2UA3UA4, con

1112 4
A1:{8a4} — A1:§ |:4 12:|>

111 3
AQ_{Zﬂ_l} — A2_2|:3 1:|a

1{-9 3
A3—{—3,—6} — A3—2|:3 _9:|,

1]-18 2
A4 = {—8, —10} — A4 = 5 |: 9 —18:| .
Entonces
(12 47
1 3
-9 3
—-18 2
A=3 2 —18 :
3 -9
3 1
| 4 12

es una matriz bisimétrica real con el espectro prescrito.

4.2. Una nueva condicion suficiente para el BNIEP

En esta seccion damos condiciones suficientes para la existencia de una matriz
bisimétrica no negativa con espectro prescrito. A diferencia del caso persimétri-
co, el Teorema 1.5 (versién simétrica del Teorema de Rado) serd suficiente para
probar estas condiciones. Comenzamos examinando algunas propiedades basi-
cas.
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Una nueva condicién suficiente para el BNIEP

Lema 4.1. Si A y B son matrices bisimétricas, entonces i) aA + bB, con
a,b € R, ii) A7, si emiste, iii) AT, iv) AF yv) JA son bisimétricas. Ademds,

JA=AJ.
Proposicién 4.1. Sea A una matriz simétrica con Ax = Ax, x # 0. Entonces
i) A es simétrica,

it) AT(xT)F = AT,
iii) Jx es un autovector de JAJ.

Demostracion. i) (AF)T = (AT)F = AF.

i) Si Ax = \x, entonces x' A = \xT y AF(xT)F = A\(xT)F.

iii) (JAJ)Jx = JAx = A\Jx. [
Definicién 4.1. Un vector n-dimensional x = [x1, 7, ..., z,]" se dice simétri-
co st JX =X, esto es, St x; = Ty_j11, Y X se dice anti-simétrico si Jx = —X,
esto es, St Xy = —Tp_ir1, L = 1,2,...,n.

Se ha demostrado en [5] que [§] autovectores de una matriz bisimétrica de
orden n son simétricos, mientras que | %] de ellos son anti-simétricos. Este re-
sultado junto al Teorema 1.5 (versién simétrica del Teorema de Rado), son los
ingredientes principales para dar una condicién suficiente para que el BNIEP
tenga una solucién.

T _ F

Proposicién 4.2. Si x es un vector simétrico, entonces X X",

Demostracion. Si Jx = x, entonces x! = x’J = xI". |

De ahora en adelante, con el propdsito de presentar el resultado principal de
esta secciéon (Teorema 4.2 y Teorema 4.3 més adelante), consideramos listas
de nuimeros reales A = {1, A2, ..., \,} con la siguiente particién
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Una nueva condicién suficiente para el BNIEP

A=A UAU---UAp U---UAy, po par,
A:AOUA1UUAL%QJUA[%Q"UAL%QJUUAl, Po impar,

con Ay = {>\01, A02s - - )‘Opo}a Aot = A1,

\Ak - {/\kl’/\kQ’ S »/\kpk}v k=1,2,.. .,%((%1)7

donde algunas de las listas Aj pueden ser vacias. Para cada lista Ay, k # [2],
asociamos una lista

Fk:{Wk7>\k17)\k27---;)\kpk}7 ngkg)\l, kZl,Q,...,I;)(\\pQOJ)y

la cual es realizable por una matriz simétrica no negativa Ay de orden p + 1.

Para A(%o 1 asociamos una lista Iz, la cual es realizable por una matriz bi-
simétrica no negativa A(%o 1 de orden py 20 +1. Entonces las matrices diagonales
en bloques

A:diag{Al,Ag,...,A%O,AQO,...,Af,Af}, para po par, y
2
A:diag{Al,Ag,...,AL%OJ,A(%O],AFLOJ,...,Ag,Af}, para po impar,
2
(4.4)

son bisimétricas no negativas con espectros

U(A):F1UF2U"'UFP§UFP§U--~UF2UF1, y
U(A):F1UF2UUFLI%OJUF[PTO]UFLPTOJUUFQUFM

respectivamente.

Sea X una matriz de orden n X pgy, cuyos vectores columnas son autovec-
tores no negativos de la matriz A en (4.4) esto es, para py par
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Una nueva condicién suficiente para el BNIEP

o -
X2
X 3 (4.5)
= T \F , .
(X%z)
(x3)"
i (x1)"]
donde
Xk = [l’kl,ku, e 7Ik(Pk+1)]T Z 07 HXkH = 17 k = ]-7 27 ety %7
(xI)F = [Th(pet1)s - - - JTres wen])T >0, | =1, k=1,2,..., B,
(4.6)
son tales que
Aka = WEXk, k= 1,2,...,1%0,
(4.7)
AL )T = w(x)", k=128,
y para pg impar
o -
X9
X5
X = X[E0] ) (4.8)
(XLT%OJ)F
(x3)"
i (x1)" ]
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Una nueva condicién suficiente para el BNIEP

donde
Xk = [Tkt Thay -+ Trean)]T 20, Ixill =1, k=1,2,..., EX
Xy = Iy 20, lxpegy || =1, k=T[5,
D = e iz on]T 2 0, )T =1, k=12, (2],
(4.9)
son tales que
Apxp = wpXy, k=1,2,..., %],
ArmXpzey = Wiz Xrmy, k= [5], (4.10)

AL (xDF =wp(xD)F, k=12, [B].

El siguiente resultado es claro
Lema 4.2. Sea X como en (4.5) y (4.8). Entonces XT = X¥.

Ahora, presentamos el resultado principal de esta seccion. Primero considera-
mos el caso py par:

Teorema 4.2. Sea A = {\1, Ao, ..., \,} una lista de nimeros reales con Ay >
N, i=2,3,...,n, y > A > 0. Supongamos que existe una particion de A
(como la definida en (4.3))

A:AOUA1U---UA%0UA%0U---UA1, con
Ao = { o1, Aoz, - -5 Aopo }» - Aot = Ad,
Ak:{)\kla)\k27"'7>\kpk}7 ]{}:1,2,...,%

Y

donde algunas de las listas A, pueden ser vacias tal que las siguientes condi-
ctones se satisfacen:

i) Para cada k = 1,2,...,%, existe una matriz simétrica no negativa con
espectro

Fk = {wk,)\kl,)\kg, .. -’)\kpk}7 0< wi < )\1_
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Una nueva condicién suficiente para el BNIEP

i1) Eziste una matriz bisimétrica no negativa de orden py, con el espectro Ay
y entradas diagonales wy,ws,...,wrn,Wrn, ..., Ws, W] .
2 2

Entonces A es realizable por una matriz bisimétrica no negativa.

Demostracion. De i) sea Ay una matriz simétrica no negativa con el espectro
[y, k=1,2,..., 2. Entonces

A=A 040 0Ay AL @ © A © AT,
es una matriz bisimétrica no negativa con espectro
F:F1UF2UUFP70UFP70UF2UF1

Sea X la matriz en (4.5), donde (4.6) y (4.7) se tienen.

De ii) sea B = {2 + C' una matriz bisimétrica no negativa con el espectro

Ay v entradas diagonales
W1,W,...,Wr ,w%o,...,WQ,wl,

donde © = {wl,wz,...,w%o,w%),...,wz,wl}. Entonces C' = B — Q es bi-
simétrica no negativa, y del Teorema 1.5, la matriz A + XCX7T es simétrica
no negativa con el espectro A. Ademas, del Lema 4.2, X7 = XF' vy

(A+ XCXT)F = AF + (XT)FOFXF = A+ XCXT.

Por tanto, A + XCX? es una matriz bisimétrica no negativa con el espectro
A. [ |

Para py impar tenemos:

Teorema 4.3. Sea A = {\1, \a,..., \,} una lista de nimeros reales con Ay >
N, 0 =2,3,...,n, y Do N > 0. Supongamos que existe una particion de
A (como la definida en (4.3))

A:A()UAlUUAL%JUA"%Q]UAL%QJUUAl, con
AO = {A017)‘027"'>)‘p0}g /\01 = )\1’

Ak:{/\kl,/\kz,...,)\kpk}, k—l,...,’Vp;-"

donde algunas de las listas Ay pueden ser vacias, tal que las siguientes condi-
ctones se satisfacen:
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i) Para cada k = 1,2,..., 2], existe una matriz simétrica no negativa con

2
espectro Ty = {wp, A1, Ak2, -5 Ak, by 0 < wp < Ay, y para k = [, eiste

2
una matriz bisimétrica no negativa con el espectro I'iroq.
2

i1) Existe una matriz bisimétrica no negativa de orden py, con el espectro A
y entradas diagonales wi,ws, ..., w e |, Wreay, Wz |, ..., W2, W1.
2 2 2

Entonces A es realizable por una matriz bisimétrica no negativa.

Demostracion. De i) sean Ay una matriz simétrica no negativa con el espectro
Ly, k=12, (8] vy A[%o] una matriz bisimétrica no negativa con el
espectro F[l%o 1- Entonces

A=A  SAn &Am &Aln & Ay & AT,
es una matriz bisimétrica no negativa con espectro
F:F1UF2U---UFL%J UF(%W UFL%OJ U---uUlhyuly.
Sea X la matriz dada en (4.8), donde (4.9) y (4.10) se tienen.

De i) sea B = Q + C una matriz bisimétrica no negativa con el espectro
Ay y entradas diagonales

Wi, W2, ..., W ke |, Wreey, Wik - .., Wa, Wi,

donde Q = {wy,ws, ... ,W|EQ |, WiEQ ], W{ED | - - ,wz,wr }. Entonces C' = B —Q es
bisimétrica no negativa, y del Teorema 1.4, la matriz A + XCX7 es simétrica
no negativa con el espectro A. Ademds, del Lema 4.2, X7 = XF vy

(A+XCXTYF = AF 1 (XTYFOFXT = A+ XCXT.

Por tanto, A + XCOX7 es una matriz bisimétrica no negativa con el espectro
A. [ |

4.3. Matrices bisimétricas no negativas con autovalores
y entradas diagonales prescritas

Para usar apropiadamente los Teorema 4.2 y Teorema 4.3 necesitamos cono-
cer condiciones bajo las cuales exista una matriz bisimétrica no negativa con
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Matrices bisimétricas no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

autovalores Aj, Ag, ..., Ay, y entradas diagonales
Wi, Wa, -, Wro,Wra ..., Wy, Wy, ara po par, o
Wi, W, ... ’wL%OJ’WF%OPWL%OJ’ ...,Wo, W1, para pp Impar.

Este es también un problema dificil, para el cual solo damos algunas respuestas
parciales.

Para pg = 2, es necesario y suficiente que A\ > w1 = wa ¥y A1 + Ag = 2wy,
Entonces

A== A+ A A=A
2 M= At

es bisimétrica no negativa con las propiedades requeridas.

Para py = 3, usaremos el siguiente resultado debido a Fiedler [13]:

Lema 4.3. [13] Los niimeros reales Ay > Ao > A3 y w1 > wy > w3 > 0, son los
autovalores y entradas diagonales, respectivamente, de una matriz simétrica
no negativa si y solo st

)\1 Zwlv
)\14’/\2 Zwl—i-wQ,

A+ A+ A3 = wi + wo +ws,
AQS(JJl.

(4.11)

En [52, Nota 3.3|, para las condiciones (4.11), los autores construyeron la si-
guiente matriz simétrica no negativa:

_a—ws3 a—w2
w1 \/ 200—wo— w3 \/ 2a7w27w38

2aaw:3w5 \/(Oé - WQ)(Q - w3) )

\/ 2aaw‘;ZW3 \/ a - WQ Oé - w3) ws

a=A+X—w y 3:\/()\1—a)()\1—w1),

la cual, para ws = ws, se convierte en

con

V2 V2
Wa o — Wo

esh £

a — W W2
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Realizabilidad bisimétrica de listas especiales

con A=A+ —w Yy 5:\/()\1—04)()\1—w1).

Entonces, por permutaciones sobre B, obtenemos

S

(%] ﬁ O — Wy
Bl = \% w1 % 5 (412)

s
O — Wy ﬁ w2

la cual es bisimétrica no negativa con autovalores A\, As, A3, v entradas diago-

nales wo, Wi, ws.

Usando un razonamiento similar al de los autores en [52, Nota 3.3], para las
condiciones (4.11), construimos la matriz simétrica no negativa

w  f-w
B = |B—w w1 % ,

t t

i@

con autovalores A1, Ag, A3, donde

B=X+ X3 —ws, t=1+/(A—B)(A\ —w).

Entonces, por permutaciones sobre B’, obtenemos

W1 % B —w
Bo=| 75 @ 5 |, (4.13)

t
f—wi 2 w1
la cual es bisimétrica no negativa con autovalores A, Ay, A3, y entradas diago-
nales wy, wa, wy.

4.4. Realizabilidad bisimétrica de listas especiales

En esta seccién probamos que listas realizables del tipo Suleimanova [62] son,
en particular, realizables por matrices bisimétricas no negativas.

Teorema 4.4. Sea A = {1, Xa, ..., \,} una lista de nimeros reales del tipo
Suleimanova, esto es, Ay > 0 > Xg > -+ > X\, con A\ > |N\|, i =2,....n,
Yo A > 0. Entonces A es realizable por una matriz bisimétrica no negativa.

Demostracion. Sean =2,y A = {\;, \a}, con A\; >0, Ay < 0, entonces

A—l M+ AN — N
2 A=A A+ A

59



Realizabilidad bisimétrica de listas especiales

es bisimétrica no negativa con espectro A = {A;, Ao }.

Sean =3,y A={N\, o, A3}. Si Ay >0, A2, \3 < 0, del Lema 4.3, y las
matrices en (4.12) y (4.13), tenemos que

w2 ﬁ a — Wo
S S
A= V2 w1 V2 ;

o — Wo ﬁ W

con a=AN+X—w, §= \/(/\1 —a)(A —wy).

y
w1 % B —wi
A = % Wa % ,
B —w % w1
con  B=A+X—w, t=1/(A—B)(\—w)

son bisimétricas no negativas con espectro A = {1, A2, A3}.

Asumamos ahora, que listas de k — 2 ntimeros reales (del tipo Suleimanova),
4 < k < n, son realizables por matrices bisimétricas no negativas. Entonces,
sea A= { A, Ao, ..., Ak}, con Ay >0 > Ay > -+ > ). Tomemos la particién
AO — {)\1, )\2, )\3}, A2 — {)\47 ey )\k}7 A1 - A3 == @,
Fz = {)\1 +)\2+)\3,A4,...,)\k}, Fl :Fg = {0}

De la hipétesis de induccion, sea A, una matriz bisimétrica no negativa reali-
zando I'y. Entonces

A= A,y

)

0

es bisimétrica no negativa con espectro I'y U Ty U T's.

Ademas, existe una matriz bisimétrica no negativa con el espectro Ag y entra-
das diagonales 0, A1 + As + A3, 0. Esta matriz es

0 7 —A3
B=1| 74 AL+ A2+ Az % |
—A3 7 0
con s = 1/—(A1 + A3)(A2 + A3). Por tanto, del Teorema 4.3, A es realizable
por una matriz bisimétrica no negativa. |
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Ejemplos

4.5. Ejemplos

Ejemplo 4.2. Queremos construir una matriz bisimétrica no negativa con
espectro A = {12, -2, -2, -2, -3, —3}. Entonces consideramos la particion
AO = {12, —2}, A1 == {—2, —3} == AQ,
I =Ty={5 -2 -3}

Computamos
0 V5 V5 0 3 V5
Ai=1(v5 0 3|, A=AT=|3 0 5],
v6 3 0 Vs V5 0
con espectros I'y y 'y, respectivamente, y la matriz bisimétrica
5 7
o-[7 3]

con espectro Ng = {12, =2} y entradas diagonales 5, 5.
Entonces tenemos

S, -
a0
V5

0 V5 V5 0 0 0] vid
Vi 0 3 0 0 0 VA
V5 3 0 0 0 0 =

A= . X =
00 0 0 3 +5 0 B
0 0 0 3 0 5 Vid
L0 0 0 V5 V5 0] o &
V14
2
| 0

Y

[0 V5 V5 V5 V5 2]

Vi 0 3 2 2 b

VB 3 0 3 2 5

A+ XOXT = 2 2
! VB 5 3 0 3 WA
VB3 3 3 0 V5

L2 V5 V5 V5 VB0

-

es una matriz bisimétrica no negativa con el espectro
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CAPITULO

5

MATRICES PERSIMETRICAS NO
NECATIVAS CON DIVISORES
ELEMENTALES PRESCRITOS

Sea A € M, y sea
J(A) = STAS = diag{Jn, (A1), Jny(Na), - -+, Ju. (M)}

la forma candnica de Jordan de A (FCJ de A). Las submatrices

son llamadas los bloques de Jordan de J(A). Los divisores elementales de A
son los polinomios (A — \;)™, esto es, los polinomios caracteristicos de J,,, (\;),
i=1,2,... k.

En este capitulo consideramos el problema inverso de los divisores elemen-
tales para matrices no negativas (en inglés Nonnegative Inverse Elementary
Divisors Problem, NIEDP). Esto es, el problema de determinar condiciones
necesarias y suficientes bajo las cuales los polinomios (A—X;)™, ..., (A—Ag)"™,
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Problema inverso de los divisores elementales para matrices persimétricas no negativas

ny + ---+n, = n, son los divisores elementales de una matriz no negativa A
de orden n [6, 7, 11, 35, 36, 53, 58].

En [35, 36], Minc considera el NIEDP médulo el problema inverso de autova-
lores para matrices no negativas (NIEP). Nuestra aproximacion al NIEDP es
de la misma forma. En particular, Minc prueba que si A es una matriz positiva
diagonalizable, entonces existe una matriz positiva B con el mismo espectro
que A, y con divisores elementales arbitrariamente prescritos.

En [53, 58], los autores resolvieron completamente el NIEDP para listas A =
{A1, A2, ..., A\, } satisfaciendo:

i) A1 > XN >N\, >0, listas no negativas,
i) Ay >0> X g >--- >\, listas Suleimanova,
iii) Rel; <0, |ReX;| > [ImN;|, i =2,3,...,n, listas Suleimanova complejo.

Condiciones suficientes son también dadas en [53, 58] para el caso general.

Nuestro aporte al estudio del NIEDP consiste en considerar el caso en el cual
la matriz solucién A es persimétrica, y resolvemos el NIEDP para matrices de
orden n asumiendo que:

(i) Existe una particién de una lista A = {A1, Aa, ..., A, } en sublistas Ay, junto
con un autovalor de Perron elegido convenientemente, las cuales son realizables
por matrices no negativas Aj, con ciertos divisores elementales prescritos.

(1) Existe una matriz persimétrica no negativa con entradas diagonales siendo
los autovalores de Perron de las matrices Ay, con ciertos divisores elementales
prescritos.

Nuestros resultados generan un procedimiento algoritmico para computar una
matriz solucién estructurada.

En este capitulo demostramos también que una lista realizable {\1, Aa, ..., A\, }
de nimeros complejos, con Ay > 0, ReA; < 0,7 =2,3,...,n, es siempre rea-
lizable por una matriz persimétrica no negativa; y que una matriz companera
es similar a una matriz persimétrica.

Los resultados de este capitulo constituyen esencialmente la publicacién [59]

(R. L. Soto, A. I. Julio, M. Salas, Nonnegative persymmetric matrices with
prescribed elementary divisors, Linear Algebra and Appl. 483 (2015) 139-157).
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Problema inverso de los divisores elementales para matrices persimétricas no negativas

5.1. Problema inverso de los divisores elementales para
matrices persimétricas no negativas

Antes de enunciar los teoremas principales de esta seccién (Teorema 5.1 y Teo-
rema 5.2 mas adelante) hacemos la siguiente nota.

Nota 5.1. Sean A, X,C, y Q como en el Teorema 3.2 y sea S no singular y

U
particionada como S = [X | Y] con S7! = [V} . Entonces

UX=1,VY=1I,, VX=UY =0, y AX = XQ.

Por tanto tenemos

F F
STI(A+ XOXF)S = {QJFCX X UAY +CXtY

0 VAY ’
donde B = Q+CX¥ X es una matriz de orden r con autovalores puy, s, . . . , fir
(los nuevos autovalores) y entradas diagonales A1, A, ..., A, (los antiguos au-

tovalores). Entonces de un resultado en [34, Capitulo VI, Lema 1.2, si B =
QO+ CXFX y VAY no tienen autovalores en comin, A+ XCXT es similar a
B o VAY.

Ahora enunciamos el resultado principal de esta seccién. Primero consideramos
el caso py par:

Teorema 5.1. Sea A = {A1, Xo, ..., A} una lista de niimeros complejos con
A=A XN >N i=2....,n, y > N > 0. Supongamos que existe una
particion de A (como la definida en (3.4))
A:A()UAlUUA]%O UAI%OU"'UAD con
AO = {AOD )‘027 o ,AOpo}, >\01 - )\17
Do

Ap = {1, M2y -y Mk 1 k::1,2,...,5,

donde algunas de las listas A pueden ser vacias tal que las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

i) Para cada k =1,2,..., %0, existe una matriz no negativa con espectro
Fk:{Wk7>\k17>\k2,---7>\kpk}, ngkSAl;

y con ciertos divisores elementales prescritos.
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Problema inverso de los divisores elementales para matrices persimétricas no negativas

i1) FExiste una matriz persimétrica no negativa de orden py, con el espectro
Ao, entradas diagonales wi,ws, . .. ,Wro, Wro L, W, W1, Y ciertos divisores ele-
mentales prescritos.

Entonces A es realizable por una matriz persimétrica no negativa con ciertos
divisores elementales prescritos.

Demostracion. De 1) sea Ay una matriz no negativa con espectro I'y, y ciertos
divisores elementales prescritos, £ = 1,2,..., %;. Podemos asumir que A, €
CS.,. Entonces Aye = wye, con e =[1,1,...,1]". La matriz

A:Al@Ag@-'-@A%o@A@@---@Ag@Af,
es persimétrica no negativa con espectro
F:F1U"~UFP70UF%0U"'F1,
y los divisores elementales prescritos asociados a las listas Ag.

Sea X (o X) la matriz como en (3.6) tal que XX = slp,, s >0 (o XFX =

sly,, s > 0).

Ahora, de ii) sea B = Q + CX'X = Q + sCI,, una matriz persimétrica
no negativa de orden pgy con el espectro Ay y entradas diagonales

&

wl,wg,...,w%o, %o,...,(,UQ,wl.
Entonces C' = 1(B — Q) es persimétrica no negativa, donde
Q= diag{whwz,...,w%o,w%),...,wz,wl}.

Por tanto, de la Nota 5.1 y el Teorema 3.2, M = A+ XCX¥ es una ma-
triz persimétrica con el espectro A, y con los divisores elementales prescritos.
Ademas, puesto que A, X y C son matrices no negativas, entonces M es tam-
bién no negativa. |

Ahora consideramos el caso pg impar:

Teorema 5.2. Sea A = {A1, \y,..., Ay} una lista de niimeros complejos con
A=A XN >N, i=23,....n, y > N > 0. Supongamos que existe una
particion de A (como la definida en (3.4))

A:AOUAIUUAL%JUA(I%O]UALPTOJUUAI, con
A(): {/\01,)\02,...,)\],0}, )\01 :)\17

Ak:{/\kb/\k%"w)‘kpk}v k’:l’._., ’Vp;—‘a
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Problema inverso de los divisores elementales para matrices persimétricas no negativas

donde algunas de las listas Ay, pueden ser vacias tal que las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

i) Para cada k =1,2,...,|% |, existe una matriz no negativa con espectro
L = {wks Akt, Ak2s -5 Aipe Js 0 S < Ay,

y con ciertos divisores elementales prescritos.

it) Para k = [B], existe una matriz persimétrica no negativa con el espec-
tro I'peoq, con ciertos divisores elementales prescritos, y autovector de Perron
2

: ' F
Yz, satisfaciendo YieaYree > 0.

iii) Eziste una matriz persimétrica no negativa de orden py, con el espectro
Ao, entradas diagonales wy,wo, ... y WP |, WrEn], WIRD |, Wy We, Y ciertos di-
visores elementales prescritos.

Entonces A es realizable por una matriz persimética no negativa de orden n
con ciertos divisores elementales prescritos.

Demostracion. De i) sea Ay una matriz no negativa con espectro I'y, y cier-
tos divisores elementales prescritos, k = 1,2,...,[%|. Podemos asumir que
Ay € CS,, . Entonces Aye = wie, con e =[1,1,...,1].

De ii) sea Arroq una matriz persimétrica no negativa con el espectro I'rro
. . .[ 2 —‘ . . [ 2 —‘7
y ciertos divisores elementales prescritos. La matriz

A @A D O A @Ay @ Al ® -+ ©AS ® AT,

2 2 LQJ

es persimétrica no negativa con espectro
F1UF2UUFLPTOJUF[’%U]UFLPTOJUUFQUFM

y los divisores elementales prescritos asociados a las listas Ay.

Sea X (0 X) la matriz como en (3.7) tal que X*X = sI,, s > 0 (0 XFX =
sly,, s > 0).

Ahora, de 7ii) sea B = Q + CX'X = Q + sCI,, una matriz persimétrica
no negativa de orden py con el espectro Ay y entradas diagonales

Wiy ... 7WLPTOJ7w[pTOW’wLPTOJ’ e, W
Entonces C' = 1(B — Q) es persimétrica no negativa, donde

Q :diag{wl,...,wL%oJ,w[%ow,wL%OJ,...,wl}.
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Por tanto, de la Nota 5.1 y el Teorema 3.2, M = A+ XCX?¥ es una ma-
triz persimétrica con el espectro A, y con los divisores elementales prescritos.
Ademss, puesto que A, X y C son matrices no negativas, entonces M es tam-
bién no negativa. [ ]

Para aplicar el Teorema 5.1 y el Teorema 5.2, necesitamos conocer condiciones
bajo las cuales existe una matriz persimétrica no negativa de orden py con
espectro Ag y entradas diagonales

Wi, Wa, -+ WRD |, WR |, -, W, W, PaTA Py Par, o

Wi, W, -+, W R |, WiEDY, W R0 |, ..., W, W1 PATA Po impar.

Este tema serd considerado en la Seccidén 5.3.

5.2. Matrices companeras son similares a matrices per-
simétricas

En esta seccion probamos que una matriz companera C de orden n es similar a
alguna matriz persimétrica P. Este resultado, interesante en si mismo, es 1til
para aumentar el nimero de posibles soluciones para el NIEDP asociadas con
una lista de niimeros complejos dada.

Teorema 5.3. Sea

1 0 0
0
C= (5.1)
0 .. o1
|~ Cn—1 -+ —C2 —C1 —Cp]

n

la matriz companera del polinomio p(x) = ™ + Y cx_12"*. Entonces C es
k=1

similar a una matriz persimétrica.

Demostracion. Supondremos, por el momento, que —cy = tr(C) = 0. Defini-
mos la matriz de orden n, n > 3,
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10 0]
0 1 0
g— | ! (5.2)
Se S
s .10
[Sn—2 - sz st 0 1]

Observe que S es no singular, triangular inferior y persimétrica. Entonces
S~—1 es también triangular inferior y persimétrica. Para computar S~! solo
necesitamos computar su primera columna. Podemos hacer esto resolviendo el
sistema lineal SS; = ey, donde §; = [ay, ay,. .., a,]” es la primera columna de
S~1. En este caso tenemos

k—2
ag =1, as=0, ap,=— E a;Sg—(i+1), k=3,4,...,n.
i=1

Entonces
[ 1 0 0]
0 1 0
—3851 0 1
S—l — —S9 —S51 0
—S53 + s% —S9 —51 0
_33-1-5% 1 0
n—2 )
-> Qi Sn—(i+1) i —S3 + 8% —82 —381 0 1
| =1 i
(5.3)

A partir de ahora usaremos una notacién diferente para la inversa S~'. Si para
los conjuntos de indices o, 5 C {1,2,...,n}, denotamos la submatriz que se
encuentra en las filas de S indizadas por « y en las columnas de S indizadas
por 3 como S|a, (], entonces la matriz S~ en (5.3) se puede escribir como
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L(—

detS[2,3;1,2]

—detS[2,3,4;1,2,3]

1)"tidetS[2,...,n;1,...,n—1]

y S71CS, con —cy = tr(C) =0 es

Sics =

0
—detS[2,3;1,2]
detS[2,3,4;1,2, 3]
—detS[2,3,4,5;1,2,3,4]

(=1)"detS[2,...,n;1,...,n —1]
(s7'es)n1

detS[2,3;1,2] 0

—detS[2,3,4;1,2,3]

—C3 — 83 — C181

—C2 — S2

donde las entradas de la 1ltima fila de S™'CS son dadas por

(5718 n(n—r)

= —Ck — Sk — E CiSk—(i+1), k=

1,2,...,n—2,

detS[2,3;1,2]

—C1 — 81

con s; = 0 para [ < 0. La entrada en la posicién (n,1) es dada por:

(e (itpaast,

(s7'cs)31 = —cy, cuando n = 3,

para n par (n > 4), y es dado por

(57 es)n1 = —Co 1+Z < )'detS|2,

para n impar (n > 5).

y

0
1 0
0 1
0]
(5.4)

n—i;1,...,(n—1)—i]—c,_o_ z)sl

—z';l,...,(n—l)—Z]—Cn 2— z)sz
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Con el fin de tener que ST'CS sea persimétrica ecuacionamos las correspon-
dientes entradas en (5.4):

—c1 — 81 = —detS[2,3;1,2] = s
—Cy — $9 = detS[2,3,4;1,2,3] = s9
—c3— 83— c151 = —detS[2,3,4,5;1,2,3,4] = s3 — 53
—Cy — S4 — €189 — 251 = detS[2,3,4,5,6;1,2,3,4,5] = s4 — 25152

Esto es,
k

—Ck—Sk—Z CiSh—(i+1) = (—=1)*2detS[2, ... k+2;1,... k+1], k=1,...,n—2.
i=1

Entonces tomando

1 1 1 N 3 5 1 N
§1 = —=C1, Sog=——Co, S3=——C3+ —=C{, S4=——=C4+ —C1Ca,...
1 21) 2 227 3 23 817 4 24 4125 3
k
Sp = —Cj — ZCiSk;_(iJ'_l) — (=1)*detS[2,..., k+2;1,... k+1],
i=1
k=1,...,n—2, S7'CS en (5.4) se convierte en la matriz persimétrica
_ 0 -
N
2
P=| —30+3c Ins
—%04 + iclcQ
(s7'es)ut 0 —hatiac —ietid —ic —ia 0

(5.5)

Si —co = tr(C) # 0 entonces P + al,, con tr(P) = 0y oo = —2¢p, es la matriz
persimética requerida. |
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Corolario 5.1. Si en el Teorema 5.3, la matriz companera

[0 1 o .- 0]
0 0 1 0
C pu—
0 0 0 1
|—Cp—1 - —C2 —C1 —Cp]

es no negativa, entonces la correspondiente matriz persimétrica P = (p;;) en
(5.5) es también no negativa.

Demostracion. Observe que las entradas pn—x), ¥ = 1,2,...,n — 2, en la
ultima fila de P (o las entradas en la primera columna) son obtenidas en
términos de sumas ponderadas de las entradas —c, de la matriz companera
C. Entonces ellas son todas no negativas. La entrada en la posicién (n,1) es
también obtenida en términos de sumas ponderadas de —c}s. Por tanto, P en
(5.5) es persimétrica no negativa. [ |

En [27], Laffey y Smigoc obtuvieron uno de los mas importantes resultados
para el NIEP: Ellos resolvieron el problema para listas de niimeros complejos
{A\2,..., A} en el semiplano izquierdo. Esto es, ellos dan condiciones necesa-
rias y suficientes para la existencia de una matriz no negativa con espectro
complejo prescrito A = { Ay, A, ..., A, } satisfaciendo ReX; < 0,i=2,3,...,n,
como se expresa en el siguiente

Teorema 5.4. [27] Sea A = {1, Ao, ..., A\n} una lista de nimeros complejos
tal que Re; < 0,1 =2,3,...,n. Entonces A es el espectro de una matriz no
negativa si y solo si se satisfacen las siguientes condiciones:

i) A=A,

i) S =3\ >0,

i=1

iii) Sp = SN2 >0,
i=1

iv) S? < nS,.

A continuaciéon probamos que una lista realizable de nimeros complejos, con
ReX; <0,i=2,3,...,n, es en particular, realizable por una matriz persimétri-
ca no negativa.
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Teorema 5.5. Sea A = {\, \g, ..., Ay}, con Rel; <0, i=2,3,...,n, una
lista realizable de nimeros complejos. Entonces A es realizable por una matriz
persimétrica no negativa.

Demostracion. Si A es realizable, entonces del Teorema 5.4, A es el espectro de
una matriz de la forma C+al, donde C es un matriz companera no negativa con
tr(C) = 0y « es una escalar no negativo. Entonces del Teorema 5.3 y Corolario
5.1, C es similar a una matriz persimétrica no negativa P con autovalores
Al —a, s — ..., A, — a. Por tanto P + ol es una matriz persimétrica no
negativa con el espectro A. |

5.3. Matrices persimétricas no negativas con autovalo-
res y entradas diagonales prescritas

Para aplicar los Teorema 5.1 y Teorema 5.2, necesitamos conocer condiciones
bajo las cuales existe una matriz persimétrica no negativa de orden py con
espectro Ay y entradas diagonales

Wi, Wa, - Wk, WE |, -, W, W, PaTa Po par, o
Wi, W, - - Wk |, Wiry, Wz, ..., W, W1 Para po impar.

El problema de encontrar una matriz no negativa con espectro y entradas
diagonales prescritas es un problema abierto dificil, el cual, ademas de ser
importante en si mismo, es necesario para aplicar las diferentes versiones del
Teorema de Rado tanto en el NIEP como en el NIEDP.

En esta seccién, a diferencia de lo que se hizo en la Seccién 3.4, usaremos
un resultado, debido a Farahat y Ledermann [12], para encontrar condiciones
para la existencia y construccién de matrices persimétricas no negativas con
autovalores y entradas diagonales prescritas.

Teorema 5.6. [12] Sean A = {\i, Ao, ..., A\, } una lista de nimeros complejos,
y {dy,ds,...,d,} una lista de nimeros reales no negativos tal que

Sea : !
p(z) = (x —A\)(x— X)) -+ (. — \n), (5.6)
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po=1, pn=(x—dy), ..., po=(x—dy)(x —ds) - (x — d,),
con
P(x) = pn + Ktptn—1 + -+ + kn_1p + Enfio. (5.7)

St ki, ko, -+, k, son todos no positivos, entonces existe una matriz de orden n
no negativa, con el espectro A y entradas diagonales dy,ds, . .., d,.

Demostracion. Los polinomios g, fi1, - - ., by constituyen una base del espacio
de los polinomios de grado menor o igual que n. Igualando los coeficientes de
2"~ ! de los polinomios dados en (5.6) y (5.7) obtenemos que k; = 0. Sea

dy 1 0 - 0
0 do 1 B
0 0 o1
__kn _k?) _k2 dn_

Expandiendo el determinante de xI — A con respecto a la tltima fila se sigue
que A tiene polinomio caracteristico p(z) y por tanto A tiene el espectro A.
Ademas, si ko, k3, ..., k, son todos no positivos, A es no negativa. |

A continuacion, computamos una matriz persimétrica no negativa P con es-
)
pectro y entradas diagonales prescritas para los casos n = 2, 3,4, 5.

Para n = 2, A = {\, A2} es una lista de nimeros reales. Es necesario y
suficiente que Ay + Ao > 0, y

77—1 M+ A — Ao
2 A=A A+ A

es la matriz persimétrica no negativa con espectro {Ay, A2}

Para n = 3, tenemos

1 00 dy 1 0

1 00
S7tAS=10 10 0 dy 1|0 1 0
_—51 01 —k’g —k/‘z d1 S1 01
KA 1 0
= S1 d2 1 s

—kg —81—]{}2 d1
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la cual para s; = —%kg, se convierte en
dy 1 0
—ky —iky dy

2

Entonces P es persimétrica no negativa solo si las entradas k;, ¢ = 2,3, son no
positivas. Computamos las entradas k;, i = 2, 3, ecuacionando los coeficientes
de

p(z) = (x — d))*(x — dy) + ki(x — di)(x — dy) + ko(x — dy) + ks,

p(z) = (x — M) (x — X)) (T — A3).

Entonces obtenemos

k’l - 0,
ks = MAs 4 Mg + Ao — 2dydy — d2, (5.10)
ks = —AAads + di(Ado 4+ Ads + Aods) — d2dy — dB.

Observe que si Ay, A3 < 0, entonces ko, k3 < 0.

Para n = 4,
1 0 00|[da 1 0 0][1 000
-1 10 1 00 0 ds 1 0 0 1 00
SAS*—Sl()lOOOdgllelO
_—52 —S1 0 1 —k’4 —k'g —k'g d1 So  S1 0 1
[ d 1 0 0
_ S1 ds 1 0
o So — d131 + d281 0 dg 1
_—k’4 — k’QSl — S% —k‘g — So + d151 — d281 —kfg — S d1
Tomando s; = —%/cg, S9 = —%[kg + (dy — dg)ks], obtenemos una matriz per-
simétrica
dy 1 0 0
1
- —=ko ds 1 0
P = —ikg 0 d 11 (5.11)
%kz% — ky —%k;; —%]{2 dq

la cual es no negativa solo si las entradas k;, ¢ = 2,3, 4, son no positivas. De
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nuevo las entradas k;, ¢ = 2, 3,4 son obtenidas ecuacionando los coeficientes de

p(z) = (x—d)*(x—dy)? +ky(x—dy) (x—dy)* + k(2 —dy ) (2 —dy) +ks(x—dy ) + kg,

y
p(x) = (x = M) (@ = Ao)(w = Ag)(x — Aa).

Entonces obtenemos

kl = O,
ke = > A\, — (3 +4didy + d3),
1<i1<i2<4
k3 - (dl ‘|‘ d2) |: Z )\1'1)\i2:| - (dl + d2)3 - Z >\i1)\i2)\i37
1<41<i9<4 1<91<i9<i3<4
(ks = Mdodshy — Bd3 — kadyds + ksd,.

(5.12)

Finalmente, para n = 5,

1 0 0 0 0 dy 1 0 0 0 1 0 0 0 O

0 1 0 0 0 0 da 1 0 0 0 1 0 0 0

ST'AS = | -s 0 1 00 |0 0 d 1 O0ffss 0 1 00
—S2 —S1 0 1 0 O 0 0 dz 1 S2 S1 0 1 0

8% — 83 —S82 —S1 0 1 —ks —k)4 —k3 —kg d1 S3 S2 S1 0 1

Tomando S1 = —%]{?2, So = —%kg — %(dl — dg)k27 y
sy = [—3ks — 3(dy — d3)ks(dy — do) + 2k3 — k4, obtenemos una matriz per-
simétrica:

d 1 0 0 0
ik, ds 10 0
P Ak, 0 ds 1 0|, (513)
12 2 1g, 0 0 d 1
1 872 12 2 17.2 1 1 1
Laks — ks + X{dy — d)k3 12— Lky —ky —lky dy

la cual es no negativa solo si las entradas k;, ¢« = 2,3,4,5, son no positivas,
con d; > d3. Computamos las entradas k;, i = 2, 3,4, 5, ecuacionando los coe-
ficientes de

p(r) = (x — d)?*(x — dp)*(x — d3) + ki(x — dy)(z — do)?*(z — d3) + ko(x —
dl)($ — dg)(ﬂ? — dg) + k’g([L’ — dl)((E — dQ) + k?4(l" — dl) + k’5,

y
p() = (x — A)(x — X)) (@ — A3)(z — Ag) (2 — As).
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Entonces obtenemos

ke = > A\, — (&3 + d3 + 4dydy + 2dyd3 + 2dad3),

1<i1<i2<h

ks = (dy + dy + d3)ko + d5(2dy + d3) + d2(2dy + d3) + 4dydadz—
Z >\i1)\i2)\i37

1<y <ip<ig<5

ks = > iy Nig Nig iy — [d%d% — (dy + do)ks + 2d1d§d3 + Qd%dgdg—l-
1<i1 <ip<i3<is <5

(dydy + dyds + dods) ks,

k’5 = dlkl’4 + d%d%dg — d1d2k3 + dldgdgk}g — )\1)\2/\3)\4)\5).

\

(5.14)

En el caso general, para matrices persimétricas de orden n, podemos computar
las entradas k;, i = 2,3,...,n, del sistema lineal obtenido de (5.6) y (5.7). La
soluciéon de este sistema es dado por

klzoa

j—1
kj:bj— leikiv j:2,...,n,
i=1

donde

bj - (—1)](t](/\1, [N 7)\n) - tj(dl, ey dn)),

l]Z == (_1)]_zt]_l(dl’ e ?dn_i)7
con

k
tk($1,...,$n): Z H.inj,
1<iy << <n j=1

siendo la k-ésima funcién simétrica elemental de los n numeros z1,...,x,,
k<n.
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5.4. Listas del tipo Smigoc son realizables por matrices
persimétricas no negativas con autovalores y entra-
das diagonales prescritas

En esta seccién probamos que para listas del tipo Smigoc, las matrices per-
simétricas dadas en (5.9), (5.11) y (5.13) son siempre no negativas. Esto es,
las entradas k;, i = 2, 3,4, 5 son siempre no positivas.

Para n = 3,

Lema 5.1. Sea A = {\,a + i, — i} una lista de nimeros complejos, con
a <0, V3 |a| > |B| y sean dy,dy,d;, mimeros reales no negativos tales que
A1+ 2a = 2dy + do, entonces las entradas k;, © = 2,3, dadas en (5.10) son no
positivas.

Demostracion.
ko = 2a\; +a?+ 3% — (2d1dy +d?). Es suficiente probar que 2a); +a?+ 32 < 0.
En efecto, puesto que

V30a| >8] — 3a®2>5 — —3a2+32<0,
M+2a>0 — 2a\ +4a?<0,

tenemos 2\;a + a? + 5% < 0.

ks = —Ai(a? 4+ 82) + di(2\a + o + B2) — (d3dy + d3) < 0. |
Para n = 4,

Lema 5.2. Sea A = {1, Ao, A3, Ay} una lista de nimeros reales, con Re\; <
0, ¢t =2,3,4 y sean dy,ds, dy, dy, numeros reales no negativos tales que Ay +
Ao+ A3+ Ay = 2d; + 2dy, entonces las entradas k;, i = 2,3,4, dadas en (5.12)
s0m no positivas.

Demostracion.
ko = (A1 + A3)da + (A1 + M) A3 + (A1 + Ao) Ay — (2 + 4dyds + d3) <0,

ks = (di+do)[(M + X3) Ao+ (A1 +A) A3+ (A + M)A — (dy +d3)3 — [N Aa( A3 +
A1)+ A3A (A + A2)] <0,

]{}4 = )\1)\2A3)\4 — d%d% — dl(kgdg — ]€3) Puesto que
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kody — ks = d3 + dyda(2dy — dg) — dy[(A1 4+ A3)Xa + (AL 4+ M)Az + (Ar 4+ Ao) ] +
[MA2(As + A1) + A3 (A1 + Ag)] > 0, tenemos ky < 0. |

Lema 5.3. Sea A = {\1, Ao, a+if8, a—if} una lista de nimeros complejos, con
A <0, <0,V3 |a| > 8| y sean dy, da, dy, dy, niimeros reales no negativos
tales que A\ + Ao + 2a = 2d; + 2ds, entonces las entradas k;, i = 2,3,4, dadas
en (5.12) son no positivas.

Demostracion.
ko = Aa(A1 + 2a) + 2\ + o + B2 — (d? + 4dydy + d3), del Lema 5.1, tenemos
que 2\ + o + B2 < 0. Por tanto ky < 0,

]{73 = (dl + dQ)P\Q()\l + 206) + 2)\10[ + 062 + ﬁQ] — (d1 + d2)3 — [2)\1)\20( + (O[2 +
B*) (A1 + Ag)] <0,

]{34 = )\1)\2(0(2 + 52) — d%d% — dl(deQ — kg) Puesto que
kgdg — k’g = d? + d1d2(2d1 — d2) — dl()\g()\l + 2&) + 2A10[ + (142 + 62> + (2)\1)\2& +
(a? + %) (A1 + A2)) > 0, tenemos ky < 0. |

Para n = 5,

Lema 5.4. Sea A = {\1, Ao, A3, A\, A5} una lista de nimeros reales, con Re); <
0, 1 =2,3,4,5, y sean dy, dy, ds, ds, dy, niumeros reales no negativos, con d; >
ds tales que A\ + Ao + A3 + Ay + A5 = 2d; + 2dy + d3, entonces las entradas
ki, i =2,3,4,5, dadas en (5.14) son no positivas.

Demostracion.

ko = (A4 A3+ A)do + (A1 + a4 X5) A3 4+ (A + As) A+ (A1 + M) As — (df +
d3 + 4dydy + 2dyd3 + 2dyds) < 0.

ks = (di + da + d3)[(Ar + Az + A)da + (M + A+ As)As + (A + As) M\ +
(AL +22)Xs5] — [(dy +do)3 + 2d3ds + 4dy dods + 2dy d2 + 2d3d3 + 2dad3] — [Aa A3 (A1 +
)\4) + )\2>\4()\1 + )\5) + )\2>\5()\1 + )\3) + )\3)\4()\1 + )\5) + )\1>\5()\3 + )\4)] <0.

ki = Ao AsAa(A1 4 As) + A A A3 As + A Ao dads + A AsAads] — (did3 + 2d,d3ds +
2d3dods) — dy[ko(ds + d3) — k3] — do(dsks — k3). Es suficiente probar que:

’L) kQ(dQ + dg) — k’g 2 0, y

it) dsky — k3 > 0.
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En efecto, puesto que

ko(dy + ds) — ks = 2dydy(dy — d3) + (d} — d3)(dy + d3) — dq[(A1 4+ Az + Ag)do +
(AL F A+ 2A5) A3 4+ (AL +A5)Ag 4+ (AL + A2) As] + [)\2)\3()\ + A1) + XA (A1+As) +
AoAs (A1 + A3) + Asha (A +A5) + MAs(As + M) >0,y

dsks — ks = d3ds + d3ds — (d; + dg)[(/\1 + A3 4+ M)A + (M + Mg+ Xs)As +
(A1 4 As)As + (M + A)As] + (di + d2)® + Dads(A 4+ A1) + MM + As) +
)\2)\5()\1 + )\3) + )\3)\4()\1 + )\5) + A )\5()\3 + )\4)] Z 0, tenemos k‘4 S 0.

IC5 = —dl(—k4 — dld%dg + dgkg - dzdgkg) - /\1)\2)\3/\4)\5. Es suﬁciente probar
que: (—ky — did3ds + doks — dadsks) > 0. En efecto, puesto que

—ky — d1d§d3 + doks — dadsks = —[AaAsAs( A1 + As) + A A2 A3 s + A Ao s +
MASAAs] + 2d3dy + d3ds + di[Aads (A + Aa) + A da( A1+ As) + a5 (A + A3) +
AsAa( A1+ A5) + MAs(As 4+ M) = d[( A + A5+ A) Ao+ (Ar+ Aa 4+ As) As + (A +
As)As + (A1 + A2)A5] > 0, tenemos ks < 0. [ ]

Lema 5.5. Sea A = {\,aq +iS1,1 — i1, an + ifs, 0 — i[53} una lista de
nimeros complejos, con a; < 0, V3 |oy| > |Bil, i = 1,2 y sean dy, dy, ds, do, dy,

numeros reales no negativos, con dy > ds tales que A\ + 21 + 2 = 2d1 +2ds +
d3, entonces las entradas k;, i = 2,3,4,5, dadas en (5.14) son no positivas.

Demostracion.

ko = (2M 11 +2X 1 an+a2 4 Bi+a3+ B3 +daran) — (A3 +d5+4dy dy+2dy dz+2dods).
Es suficiente probar que (2A\;a; + 2X\ 0 + a2 + B2 + a3 + 57 + 4aja;) < 0. En
efecto,

A1+ 2aq + 2a9 > 0, entonces

2\1a1 + 402 + 4ajas <0, (5.15)
y
2)\10[2 + 40[% -+ 40&10[2 S 0. (516)
Ademas,
3 Qaq Z /61 — 30(% Z ﬁ% — 30(%"‘20[1&2 Z B%,
y
— 3042 Zﬁz — 304% Zﬁ% — 304%"‘20[10&2 Zﬁ%,
esto es

Bt —3a} — 2may <0, (5.17)
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B3 —3a3 — 20105 < 0. (5.18)

Finalmente, sumando las desigualdades (5.15), (5.16), (5.17), (5.18), obtene-
mos (2A\1an + 2M\1a + o + 57 + a3 + B2 + 4ajas) < 0. Por tanto ko < 0.

]{73 = (dl + dg + d3)(2)\10&1 + 2)\1062 + Oé% + ﬁ% + Oég + 6% + 4061062) — [(dl
d2)3 + 2d%d3 -+ 4d1d2d3 + Zdldg -+ Qd%dg + 2d2d§] — [()\1 + 20(2)(0(% + 6%) + (/\1
201) (a3 + B3) + 4 aqaz) < 0.

_l_
+

ks = [B3(2a0 M1 + BF) + BE(2Maz + a3) + af(2Ma2 + B2) + a3 (2 M\ + )] —
(d?d% + 2d1d§d3 + Qd%dgdg) - d1 [lfg(dg + d3) - k‘g] - dg(dgk’g - k’g) Puesto que

Mg + a2+ B2<0, 2\ay+a+ 52 <0,

y
]{Zg(dg + d3) — k‘g = 2d1d2(d1 — dg) + (d% — d%)(dl + dg) — d1 [2/\10[1 + 2)\1a2 + CM% +
B+ a3+ 03 +darao] + (A 42a2) (af +57) + (A +200 ) (34 53) + 4 anan] > 0,

dsky — ks = d?ds + d2ds — (dy + do)[2M\101 + 2\ + o2 + B2 4+ a2 + B2 +
40610[2] —|- (dl —|— d2)3 —|— [()\1 —|— 2042)(06% + ﬁ%) + ()\1 —|- 20[1)(0[% +ﬁ%) +4)\1061062] 2 O,
tenemos ks < 0.

Finalmente,
k5 = —dl(—k'4 - dld%dg, -+ dgk’g — dgdgk‘g) — /\1(0[% + B%)(O&% + 622) Es suficiente
probar que —ky — dyd3ds + doks — dadsks > 0. En efecto,

—ky—dyd3ds+daks — dadsky = —[55 (200 M + 1) + 57 (A1 a2 +a3) +ai (2 +
B2) + a3 (2a A + a2)] + 2d3dy + dids + dy [( A1 4 2a2) (a2 + BF) + (A1 + 20 ) (a3 +
B2) + ANy s] — d3[2M a1 + 2X 1 + aF + BF + a3 + B3 + dagas] > 0. Por tanto
ks < 0. |

5.5. Ejemplos

Ejemplo 5.1. Sea A = {9, -3, —3, —3}. Construimos una matriz persimétrica
no negativa con el espectro A, para cada una de las tres posibles FCJs asocia-
das con A.

i) Primero computemos una matriz persimétrica no negativa P con el espectro
A y con los divisores elementales

(A —9), (A +3)>.
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Entonces
p(x) = (A= 9) (A +3)% = M — 54)\* — 216\ — 243,

y las correspondientes matrices C (la matriz companera de p(z)) y P (obtenida
del Teorema 5.3) son respectivamente,

0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 27 0 1 0
C=1o 0o o1 = P=lis 0o 0o 1
243 216 54 0 972 108 27 0

1) Ahora computamos una matriz persimétrica no negativa P con el espectro
A y divisores elementales lineales. Tomemos la particion

AO = {9, —3}, A1 = A2 = {—3} con Fl = F2 = {3, —3}

Aplicamos el Teorema 5.1

0300 %0
1300 0 |5 0 31
A_0003’X_0$’B_[363]’

1

0030 0o

para obtener la matriz persimétrica no negativa

0 3 L1
A+XCXF:30%§
18 18 0 3
18 18 3 0

con las propiedades requeridas.

iii) Finalmente computamos una matriz persimétrica no negativa P con el
espectro A y con los divisores elementales

(A=9),(A+3)% (A +3).
En este caso tomamos la particion

Ao ={9,-3,-3}, Ay =As3 =0, Ay ={-3},
Fl == Fg == {O}, FQ == {3, —3},

0 3
A1:A3:[O], A2: |:3 O:|
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Computamos una matriz B, con el espectro Ay y entradas diagonales (en este
orden), del Teorema 5.6, con n = 3:

0 1 0] 9 0 0
B=1|2 3 1| con JB)=|0 =3 1
81 £ 0 0 0 -3
Entonces
I 7 1 0 0] -
F_ V2 45 11
A+XCX_0300+0£0821g30ﬁﬁ0
0000 o 0ol 1B % 00 0 1
0 V2 V20
B2 0 s e
TlBvzo3 0 Ll
81 2v2 BV2 0
[0 0 0 0
10 =3 1 0
J(A+XCX)_O 0 -3 o
0o 0 0 -3

Ejemplo 5.2. Sea A = {12,-1,—-1,—-2,—144,—1+¢,—2+3i}. Construimos
una matriz persimétrica no negativa con el espectro A, para cada una de las
cuatro posibles FCJs asociadas con A.

i) Para obtener los divisores elementales lineales tomamos la particion
Ao ={12,-2, -2+ 3i, -2 — 3i},
I ={2,-1+4,—-1—i} =Ty, Ihy=T3={1,-1}.

Entonces las matrices

011 0 21 01
A=l00 2], A=a=1]0o 0 1], A2:A3:[1 0]
2 00 2 00
tienen los espectros I'1, Ty, ', I's, respectivamente. Por tanto
Ay
Ay
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es persimétrica no negativa.

Ahora necesitamos computar una matriz persimétrica no negativa B de or-
den 4 con el espectro Ny y entradas diagonales 2,1,1,2 y una matriz C' de
B=Q+CX¥X. Hacemos esto del Teorema 5.6:

2 1 0 0 0O 1 0 0
32 1 1 0 9 [32 0 1 0
B=1o3 0o 11| Y“T545]203 0o o0 1
2024 203 32 2 2024 203 32 0

Por tanto, A + XCXF es la matriz requerida.

i1) Para computar una matriz persimétrica no negativa P con divisores ele-
mentales (\+1)?, y divisores elementales lineales para el resto de los elementos
de A, tomamos la particion

Ao = {12, =2 + 3i, —2 — 3i},
Iy=D3={2,-1+i—1—4}, To={4,-1,-1,-2}.

Las correspondientes matrices realizadoras son

0 1 00
010 TR
Ai=Ag= (10 1, 4=1]2 o o |,
410
13 g 1 g

con As teniendo FCJ J1(4) @ Jo(—1) ® J1(—2). Computamos las matrices per-
siméricas no negativas

2 1 0 ~fo 10
B=|% 4 1| yC=-|% 0 1],
9250 3 9 51950 2 0

2
donde B tiene el espectro Ay y entradas diagonales 2,4,2. Entonces
Ay o
A +XCcXx*t,
Ay

es la matriz solucion requerida.

iii) Para computar una matriz persimétrica no negativa P con divisores ele-
mentales \* +4X3 4+ 8\2 + 8\ + 4, y divisores elementales lineales para el resto
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de los elementos de A, tomamos la particion

Ao = {12, =2+ 3i,—2 — 3i},
Iy =Ty={1,-1}, To={6,—-2,—1+4,-1—i,—1+i,—1—i}.

Las correspondientes matrices realizadoras son

0 1 0 0 0 0]
0 0 1 0 00

01 36 0 0 1 0 0
&—&—&J’@— 1120 0 0 1 0f’
46 0 0 0 0 1

3584 416 112 36 10 0]

con Ay teniendo FCJ
J1(6) @ J1(=2) @ Jo(—14 1) ® Jo(—1 —1).

Computamos las matrices persimétricas no negativas

1 1 0 0 1 0
B=|24 6 1| y C=|24 0 1},
198 24 1 198 24 0

con B teniendo el espectro Ay y entradas diagonales 1,6,1. Por tanto,
Ay L
A, + XCXF,
A

es la matriz solucion requerida.

iv) Finalmente, computamos una matriz persimétrica no negativa P con di-
visores elementales (A + 1)%, X\ 4+ 4X3 + 8)\? + 8\ + 4, y divisores elementales
lineales para los restantes elementos de la lista. Hacemos esto computando la
matriz companera C con el espectro A, y del Teorema 5.3 y corolario 5.1, la

correspondiente matriz persimétrica no negativa P.

84



CONCLUSIONES

En esta tesis hemos obtenido resultados que constituyen un avance en el co-
nocimiento del problema inverso de autovalores para matrices no negativas
(NIEP). En particular, hemos considerado el problema para matrices no ne-
gativas estructuradas, como normales, persimétricas y bisimétricas.

Nuestros resultados han generado versiones normal y persimétrica de un resul-
tado de perturbacion de rango r debido a Rado, las cuales nos han permitido
obtener, en el caso de las matrices normales, nuevas condiciones suficientes pa-
ra la existencia de una matriz normal no negativa con espectro prescrito. Estas
condiciones mejoran significativamente las condiciones previas conocidas, debi-
das a Radwan y Xu. En el caso de las matrices persimétricas, hemos obtenido
también eficientes condiciones suficientes para la existencia de una solucién al
problema. En ambos casos, matrices normales y persimétricas, hemos generado
condiciones suficientes para la existencia de una solucién al problema inverso
de los divisores elementales.

Todos nuestros resultados tienen demostraciones constructivas, las cuales ge-
neran procedimientos algoritmicos para computar una matriz solucién. Ellos
forman parte de tres articulos publicados en las revistas Linear Algebra and
its Applications y Linear and Multilinear Algebra.

Las técnicas que hemos empleado para lograr nuestros resultados, requieren

de la existencia de matrices no negativas estructuradas (normales, persimétri-
cas y bisimétricas en nuestro caso) de tamano r < n, con autovalores y entradas
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diagonales prescritas. Este es un problema abierto dificil, incluso para dimen-
siones pequenas, interesante en si mismo, que nosotros estudiamos como una
herramienta esencial para aplicar nuestros resultados, aunque con respuestas
parciales para matrices de tamano menor.

En este sentido, nos proponemos estudiar en un futuro inmediato, condiciones
para la existencia de una matriz normal no negativa de orden n con autovalores
y entradas diagonales prescritas, y para la existencia de una matriz persimétri-
ca (bisimétrica) no negativa de orden n con autovalores y entradas diagonales
prescritas.

Nos interesa también estudiar el NIEP para otro tipo de matrices estructura-
das, tales como Toeplitz, Hessenberg, tridiagonales, centrosimétricas, etc.

En el caso de matrices persimétricas no negativas con autovalores y entradas
diagonales prescritas, pensamos que un camino de posible solucién, para el
caso general de listas A = {A;, Ao, ..., A\n}, con Re); <0, \/§]Re)\i\ > [ImA],
i=2,3,...,n, es escribir la matriz A de orden n de Farahat y Ledermann [12]
(Capitulo 5, Seccién 5.3) como A = A;+ D, donde D = diag{d,,ds, ..., ds,d;}
e intentar probar que la matriz A; tiene espectro Ay = {N|,\,... AL} con
Re), < 0,14 = 2,3,...,n. Asi, puesto que sabemos de un resultado en [27,
Lema 5], que si ky < 0, entonces k; < 0,47 =3,...,n, y la matriz A serd no ne-
gativa con espectro y entradas diagonales prescritas. Luego, la matriz S~1AS,
con S definida como en (5.2), y los s;, i = 1,2,...,n — 2 elegidos conve-
nientemente, es persimétrica no negativa con espectro y entradas diagonales
prescritas.
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