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RESUMEN

En 1907 Perron descubrió algunas notables propiedades de matrices cuadra-
das con entradas positivas, las cuales fueron generalizadas por Frobenius en
1912 a matrices no negativas irreducibles. Desde entonces la teoŕıa de ma-
trices no negativas ha sido una de las áreas más activas del álgebra lineal y
durante mucho tiempo ha sido una fuente de interesantes problemas y desaf́ıos
matemáticos. Ellas aparecen en un número importante de áreas de aplicación
como matemáticas, f́ısica, ciencias sociales, economı́a, ecoloǵıa, sitemas de co-
municación, ciencias de la computación, etc.
Los problemas inversos de autovalores constituyen una importante subclase de
problemas inversos que surgen en el contexto del modelamiento matemático y
la identificación de parámetros.

El problema inverso de autovalores para matrices no negativas (en inglés Non-
negative Inverse Eigenvalue Problem, NIEP) es el problema de determinar
condiciones necesarias y suficientes para que una lista Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} de
números complejos sea el espectro de una matriz no negativa A de orden n. Si
existe una matriz A no negativa con espectro Λ, decimos que A realiza a Λ. Si
Λ es una lista de números reales, el problema se llama problema inverso de au-
tovalores reales para matrices no negativas (RNIEP). Si la matriz es requerida
ser simétrica, el problema se conoce como el problema inverso de autovalores
para matrices simétricas no negativas (SNIEP).

El problema inverso de autovalores para matrices no negativas está resuel-
to solo para los casos n = 3 y n = 4. Para n = 5, el NIEP está resuelto bajo la

V



Resumen

condición que λ1+λ2+λ3+λ4+λ5 = 0. Un número de condiciones suficientes
para la existencia de una matriz no negativa con espectro dado, son conocidas
en la literatura sobre el problema. En contraste, son pocas las condiciones ne-
cesarias conocidas.

El NIEP y sus problemas derivados (RNIEP, SNIEP) constituyen problemas
abiertos dif́ıciles, y se estima que una solución completa es muy improbable
de hallar en un futuro cercano. En consecuencia, el propósito de esta tesis
es avanzar en el estudio del NIEP para ciertas matrices estructuradas, mejo-
rando o extendiendo condiciones suficientes ya conocidas como es el caso de
las matrices normales, y generando nuevas condiciones suficientes para nue-
vos problemas asociados, tales como el NIEP para matrices persimétricas y
bisimétricas, las cuales son comunes en ciencias f́ısicas e ingenieŕıas y surgen,
por ejemplo, en el control de las vibraciones mecánicas y eléctricas, donde los
autovalores de la matriz de Gram, la cual es simétrica y persimétrica, juegan
un papel importante.

Si la matriz es requerida ser persimétrica (bisimétrica), el problema será llama-
do problema inverso de autovalores para matrices persimétricas (bisimétricas)
no negativas (en inglés Persymmetric (Bisymmetric) Nonnegative Inverse Ei-
genvalue Problem, PNIEP (BNIEP)), respectivamente.

Otro problema estrechamente relacionado con el NIEP es el problema inverso
de los divisores elementales para matrices no negativas (en inglés Nonnegati-
ve Inverse Elementary Divisors Problem, NIEDP) el cual busca determinar
condiciones necesarias y suficientes para que ciertos polinomios dados sean
los divisores elementales de una matriz no negativa de orden n. Es también
objetivo de esta tesis estudiar este problema como aplicaciones de nuestros
resultados para matrices estructuradas normales y persimétricas.

Las técnicas que hemos empleado para obtener nuestros resultados, requieren
de la existencia de matrices no negativas (normales, persimétricas y bisimétri-
cas en nuestro caso) de tamaño r < n, con autovalores y entradas diagonales
prescritas. Este es también un problema abierto dif́ıcil, interesante en śı mismo,
que nosotros estudiamos como una herramienta esencial para aplicar nuestros
resultados, aunque con respuestas parciales para matrices de tamaño menor.

Nuestros resultados tienen la ventaja de ser constructivos, es decir, ellos gene-
ran procedimientos algoŕıtmicos para computar una matriz solución.

La tesis está organizada en 5 caṕıtulos. En el Caṕıtulo 1 se dan las nota-
ciones, definiciones básicas y algunos resultados preliminares que usaremos a

VI



Resumen

lo largo de la tesis y facilitarán su lectura.

En el Caṕıtulo 2, estudiamos el NIEP para matrices normales, obteniendo
nuevas condiciones suficientes que mejoran significativamente condiciones pre-
vias conocidas. Los resultados de este caṕıtulo constituyen esencialmente la
publicación [22] (A. I. Julio, C. B. Manzaneda, R. L. Soto, Normal nonne-
gative realization of spectra, Linear and Multilinear Algebra. 63, N◦6 (2015)
1204-1215).

En los Caṕıtulos 3 y 4, estudiamos el NIEP para matrices persimétricas y bi-
simétricas, respectivamente, obteniendo también condiciones suficientes cons-
tructivas. Hasta donde sabemos, los problemas PNIEP y BNIEP no han si-
do estudiados previamente. Los resultados de estos dos caṕıtulos constituyen
esencialmente la publicación [21] (A. I. Julio, R. L. Soto, Persymmetric and
bisymmetric nonnegative inverse eigenvalue problem, Linear Algebra Appl. 469
(2015) 130-152).

En el Caṕıtulo 5, consideramos el problema inverso de los divisores elementa-
les para matrices persimétricas no negativas, obteniendo condiciones suficientes
que generan procedimientos algoŕıtmicos para computar una matriz solución.
Los resultados de este caṕıtulo constituyen esencialmente la publicación [59]
(R. L. Soto, A. I. Julio, M. Salas, Nonnegative persymmetric matrices with
prescribed elementary divisors, Linear Algebra and Appl. 483 (2015) 139-157).

La tesis concluye con algunos comentarios donde se proponen problemas abier-
tos, de nuestro interés, los cuales daŕıan continuidad a esta tesis.
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CAPÍTULO

1

INTRODUCCIÓN

Las matrices no negativas han sido por mucho tiempo una fuente de intere-
santes problemas y desaf́ıos matemáticos. Ellas aparecen en un número de
importantes áreas de aplicación como matemáticas, f́ısica, ciencias sociales,
economı́a, ecoloǵıa, sistemas de comunicación, ciencias de la computación, etc.

Los problemas inversos de autovalores constituyen una importante subclase de
los problemas inversos, que surgen en el contexto del modelamiento matemáti-
co y la identificación de parámetros. Una simple aplicación de tales problemas
es la construcción de modelos de Leontief en economı́a [1, 9, 18, 34].

El problema inverso de autovalores para matrices no negativas (en inglés Non-
negative Inverse Eigenvalue Problem, NIEP) es el problema de determinar
condiciones necesarias y suficientes para que una lista de números complejos
Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} sea el espectro de una matriz no negativa A de orden n.
Si existe una matriz no negativa A con espectro Λ se dice que Λ es realizable
y A es la matriz que realiza a Λ. Este problema permance abierto y se esti-
ma que los resultados parciales obtenidos hasta la fecha, están aún lejos de
una solución general. Una solución completa es conocida solo para n = 3 por
Loewy y London [30]. Para n = 4 el problema fue resuelto por Meehan [33], y
de manera independiente también por Torre-Mayo y otros [63]. El caso n = 5
fue resuelto por Laffey y Meehan [25] bajo la condición λ1+λ2+λ3+λ4+λ5 = 0.
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Introducción

Condiciones suficientes para la existencia de una matriz no negativa con espec-
tro complejo prescrito han sido obtenidas en [3, 16, 17, 26, 27, 42, 45, 46, 54, 56].

Casos especiales del NIEP son también de gran interés: Si la lista Λ = {λ1, λ2,

. . . , λn} contiene solo números reales, el problema se conoce como el proble-
ma inverso de autovalores reales para matrices no negativas (en inglés Real
Nonnegative Inverse Eigenvalue Problem, RNIEP). El RNIEP está resuelto
solo para n ≤ 4. Condiciones suficientes para la existencia de una matriz no
negativa con espectro real prescrito han sido obtenidas, en orden cronológico,
en [62, 37, 38, 8, 23, 47, 13, 60, 2, 48, 51, 57]. En [32] los autores construyen
un mapa de las condiciones suficientes para el caso real y establecen relacio-
nes de inclusión o relaciones de independencia entre las distintas condiciones
alĺı estudiadas.

Si la matriz realizadora requiere ser simétrica, tenemos el problema inver-
so de autovalores para matrices simétricas no negativas (en inglés Symme-
tric Nonnegative Inverse Eigenvalue Problem, SNIEP). Ambos problemas, el
RNIEP y SNIEP, son equivalentes para n ≤ 4 (ver [15]), pero son diferentes
y aún permanecen abiertos para n ≥ 5 (ver [20]). Sin embargo, recientemente
Spector en [61] resolvió el SNIEP para matrices de orden 5 con traza cero
(λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + λ5 = 0). Las primeras condiciones suficientes para una
solución al SNIEP fueron obtenidas por Fiedler [13] y Soules [60]. Otros re-
sultados para la realizabilidad por una matriz simétrica han sido dados en
[20, 28, 31, 39, 41, 43, 44, 49, 50, 52, 55, 57].

Ciertos teoremas de perturbación, debidos a Brauer [4], Rado [38] y Soto,
Rojo, Moro y Borobia [52] han probado ser extremadamente útiles para obte-
ner un número de simples y eficientes condiciones suficientes para que el NIEP
y sus problemas derivados tengan una solución.

El NIEP y sus problemas derivados son problemas abiertos dif́ıciles, y se esti-
ma que una solución completa es improbable de hallar en un futuro cercano.
En consecuencia, el objetivo de esta tesis es avanzar en el estudio del proble-
ma para ciertas matrices estructuradas, mejorando o extendiendo condiciones
suficientes conocidas, como es el caso de las matrices normales no negativas, y
generando nuevas condiciones suficientes para nuevos problemas estructurados
como es el caso de matrices persimétricas y bisimétricas no negativas.

En particular estudiamos en esta tesis, el problema inverso de autovalores para
matrices normales no negativas (en inglés Normal Nonnegative Inverse Eigen-
value Problem, NNIEP) y el problema inverso de autovalores para matrices
persimétricas (bisimétricas) no negativas (en inglés Persymmetric (Bisymme-
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tric) Nonnegative Inverse Eigenvalue Problem, PNIEP (BNIEP)), respectiva-
mente. Hasta donde sabemos, los problemas PNIEP y BNIEP no han sido
estudiados previamente, y las únicas condiciones suficientes que conocemos
para una solución al NNIEP fueron obtenidas por Xu [64] y Radwan [39].

Condiciones suficientes para la existencia de una solución al problema inverso
de los divisores elementales para matrices no negativas (NIEDP), han sido
obtenidas en [6, 7, 35, 36, 53, 58], y recientemente en [11]. En esta tesis estu-
diamos este problema como aplicaciones de nuestros resultados para matrices
estructuradas normales y persimétricas.

Las técnicas que hemos empleado para obtener nuestros resultados, requieren
de la existencia de matrices no negativas (normales, persiméticas y bisimétri-
cas en nuestro caso) de tamaño r < n, con autovalores y entradas diagonales
prescritas. Por esta razón estudiamos también este problema, el cual es un pro-
blema abierto dif́ıcil, interesante en śı mismo y esencial para aplicar nuestros
resultados.

1.1. Notación y definiciones básicas

A continuación damos algunas notaciones y definiciones que facilitarán la lec-
tura del trabajo.

Mmn (Mn) denota el conjunto de matrices de orden m × n (de orden n) con
entradas complejas.

Sea A ∈ Mmn. Entonces A
T , AF y A⋆ denotan la traspuesta, la flip-traspuesta

y la traspuesta conjugada de A, respectivamente.

Sea A ∈ Mn con espectro Λ = {λ1, λ2, . . . , λn}. Denotaremos con ρ(A), σ(A),
rango(A), tr(A) y J(A) el radio espectral, el espectro, el rango, la traza y la
forma canónica de Jordan de la matriz A, respectivamente.

⌈x⌉ y ⌊x⌋ denotan el menor entero mayor o igual a x y el mayor entero menor
o igual a x, respectivamente.

Definición 1.1. Una matriz A = (aij) ∈ Mmn se dice que es no negativa
(positiva) si (aij) ≥ 0 (> 0) i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.

3
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Definición 1.2. Una matriz A = (aij) ∈ Mn se dice que tiene sumas fila
constantes si todas sus filas suman la misma constante α ∈ C, es decir,

n∑

j=1

aij = α i = 1, 2, . . . , n.

Denotamos por CSα el conjunto de todas las matrices con sumas fila cons-
tantes igual a α. Es claro que cualquier matriz en CSα tiene autovector e =
[1, 1, . . . , 1]T correspondiente al autovalor α, esto es, Ae = αe.

Una matriz no negativa A es llamada estocástica si A ∈ CS1 y llamada do-
blemente estocástica si A,AT ∈ CS1. Una matriz A ∈ CSλ1

, o A,AT ∈ CSλ1
,

es llamada estocástica generalizada o doblemente estocástica generalizada, res-
pectivamente.

Denotamos por ei = [0, . . . , 1, . . . , 0]T , el vector con 1 en la i-ésima posición y
ceros en el resto.

1.2. Resultados preliminares

Teorema 1.1. ([1]) Sea A ∈ Mn no negativa. Entonces

(i) ρ(A), el radio espectral de A, es un autovalor.

(ii) A tiene un autovector no negativo correspondiente a ρ(A).

(iii) AT tiene un autovector no negativo correspondiente a ρ(A).

El siguiente teorema es el más conocido y quizás más importante en la teoŕıa
de Perron-Frobenius, es fundamental en el estudio de las matrices no negati-
vas y por consiguiente lo es también para el problema inverso de autovalores
para matrices no negativas. Este resultado fue probado primero para matrices
positivas por O. Perron en 1907, y luego extendido a matrices no negativas
irreducibles por G. Frobenius en 1912.

Teorema 1.2. (Perron-Frobenius [1]). Sea A ∈ Mn positiva (o no negativa
irreducible). Entonces

(i) ρ(A) es un autovalor simple de A (llamado autovalor de Perron).
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(ii) Existe un vector x ∈ Rn, x > 0, tal que Ax = ρ(A)x (llamado auto-
vector de Perron).

(iii) Si λi ∈ σ(A) es tal que |λi| = ρ(A), para algún i = 1, 2, . . . , n, entonces
la multiplicidad algebraica de λi es 1.

(iv) Cualquier otro autovector no negativo de A es múltiplo del autovector
de Perron.

Definición 1.3. Una lista Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} de números complejos se dice
realizable si Λ es el espectro de una matriz no negativa A, con λ1 = ρ(A)
siendo el autovalor de Perron. En este caso diremos que la matriz A es la
matriz realizadora.

De acuerdo con la definición anterior, si Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} es realizable por
una matriz no negativa A entonces,

λ1 = ρ(A) ≥ |λi|, i = 2, . . . , n.

La relevancia de las matrices con sumas fila constantes es debido al bien co-
nocido hecho que si λ1 es el autovalor de Perron, el problema de encontrar
una matriz no negativa con espectro Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} es equivalente al
problema de encontrar una matriz no negativa en CSλ1

con espectro Λ, como
se expresa en el siguiente resultado, que a menudo es atribuido a Johnson:

Teorema 1.3. (Johnson [19]) Cualquier lista Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} realizable,
es en particular realizable por una matriz no negativa con sumas fila constantes
igual a su autovalor de Perron.

Respecto de las condiciones necesarias para la existencia de una solución al
NIEP tenemos que si Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} es el espectro de una matriz no
negativa A, entonces las siguientes tres condiciones son condiciones necesarias
básicas
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(1) Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} = Λ,

(2) máx
j

|λj| ∈ Λ,

(3) Sk(Λ) =
n∑

j=1

λk
j ≥ 0, k = 1, 2, . . . .

La primera es la conocida propiedad de los autovalores de matrices reales, la
segunda es una condición de la teoŕıa de Perron Frobenius, y la tercera es
conocida como el k -ésimo momento, y expresa el obvio requisito que la traza
de cualquier potencia entera positiva de una matriz no negativa debe ser no
negativa.

La siguiente condición necesaria fue obtenida por Loewy y London [30] y de
manera independiente también por Johnson [19],

(4) (Sk(Λ))
m ≤ nm−1Skm(Λ),

para cualquier enteros positivos k y m.

Laffey y Meehan [24], establecen una nueva condición necesaria la cual es
un refinamiento de la condición (4) para listas de traza cero y n impar,

(5) (S2(Λ))
2 ≤ (n− 1)S4(Λ).

Observe que la lista Λ = {5, 4,−3,−3,−3} satisface las condiciones (1)− (4).
Sin embargo, no satisface la condición (5), por tanto Λ no es realizable.

Entre las estrategias que han sido empleadas en el estudio del NIEP des-
tacan aquellas llamadas de compensación, que consisten en particionar la lista
Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} dada, en sublistas, permitiendo que alguna de ellas sean
no realizables, con la condición que otras śı lo sean, y en cierto modo compensen
la no realizabildad de las primeras. Esto ha sido hecho empleando resultados
de perturbación extremadamente útiles, como lo son los teoremas de Brauer
[4], Rado [38], y de Soto, Rojo, Moro y Borobia [52]. Esto, junto con las propie-
dades de las matrices con sumas fila constantes, son los ingredientes básicos de
las técnicas desarrolladas, en particular por el tutor de esta tesis, para obtener
un número de simples y eficientes condiciones suficientes para que el NIEP y
sus problemas derivados tengan una solución.
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Estas estrategias tienen también la ventaja de generar criterios de realiza-
bilidad constructivos. Es decir, si las condiciones son satisfechas, entonces po-
demos siempre construir una matriz solución.

El siguiente resultado debido a Rado e introducido por Perfect en [38], prueba
como modificar r autovalores de una matriz de orden n, v́ıa una perturbación
de rango r, sin cambiar ninguno de los n− r autovalores restantes.

El uso de este resultado en el NIEP se remonta a Perfect quien fue la pri-
mera en usarlo en [38], obteniendo condiciones las cuales son suficientes para
la realizabilidad de espectros reales particionados, con la partición permitiendo
que algunas de sus piezas sean no realizables. Este resultado fue de alguna ma-
nera ignorado durante muchos años hasta que Soto y Rojo lo redescubrieron
en [51] y, desde entonces, ha dado lugar a un número de condiciones sufi-
cientes para la existencia y construcción de matrices no negativas con espectro
real o espectro complejo prescrito (ver [38, 51, 52, 54, 56, 58] y sus referencias):

Teorema 1.4. (Rado [38]) Sean A ∈ Mn con autovalores {λ1, λ2, . . . , λn},
X = [x1 | x2 | · · · | xr] una matriz de orden n×r tal que rango(X) = r y Axi =
λixi, i = 1, 2, . . . , r, r ≤ n. Sea C una matriz de orden r × n arbitraria. En-
tonces, la matriz A+XC tiene autovalores µ1, µ2, . . . , µr, λr+1, . . . , λn, donde
µ1, µ2, . . . , µr son autovalores de la matriz Ω+CX con Ω = diag{λ1, λ2, . . . , λr}.

El caso r = 1 en el Teorema 1.4, constituye un conocido Teorema de Brauer
[4, Teorema 27], también empleado con éxito en relación con el NIEP.

En [52] los autores presentan la siguiente versión simétrica del Teorema de
Rado (Teorema 1.4):

Teorema 1.5. (Soto, Rojo, Moro, Borobia [52]) Sea A una matriz simétrica
con autovalores {λ1, λ2, . . . , λn}, y para algún r ≤ n, sea {x1,x2, . . . ,xr} un
conjunto ortonormal de autovectores de A tal que AX = XΩ, donde X =
[x1 | x2 | · · · | xr] es una matriz de orden n × r y Ω = diag{λ1, λ2, . . . , λr}.
Sea C cualquier matriz simétrica de orden r. Entonces la matriz simétrica
A +XCXT tiene autovalores µ1, µ2, . . . , µr, λr+1, . . . , λn, donde µ1, µ2, . . . , µr

son autovalores de la matriz Ω + C.

En esta tesis, obtenemos una versión normal y una versión persimétrica del
Teorema de Rado (Teorema 2.4 y Teorema 3.2 más adelante), los cuales son
resultados nuevos, interesantes en śı mismos como una herramienta útil para
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Teoremas de perturbación

obtener condiciones suficientes para que el NNIEP y PNIEP tengan una so-
lución. Estudiamos también el problema de la existencia de matrices de orden
r < n, con autovalores y entradas diagonales prescritas, y aplicamos nuestros
resultados al problema inverso de los divisores elementales para matrices no
negativas.
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CAPÍTULO

2

MATRICES NORMALES

NO-NEGATIVAS CON ESPECTRO

PRESCRITO

Una matriz A ∈ Mn se dice ser normal si ella conmuta con su traspuesta con-
jugada, esto es, si A∗A = AA∗.

En este caṕıtulo consideramos el problema inverso de autovalores para matri-
ces normales no negativas (en inglés Normal Nonnegative Inverse Eigenvalue
Problem, NNIEP), es decir, para matrices tales que ATA = AAT . Las matri-
ces normales constituyen una amplia e importante clase de matrices, las cuales
contienen a las matrices hermı́ticas, antihermı́ticas, simétricas, antisimétricas,
unitarias, circulantes, etc; y como tal aparecen en muchas aplicaciones en cien-
cias e ingenieŕıas.

Condiciones suficientes para que una lista de números complejos sea el es-
pectro de una matriz normal no negativa han sido obtenidas por Xu [64] y
Radwan [39]. Nuestro aporte al estudio del NNIEP consiste en la obtención
de una versión normal del Teorema de Rado (Teorema 1.4), a partir de la cual
podemos generar una nueva condición suficiente para la existencia y construc-
ción de una matriz solución.
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Problema inverso de autovalores para matrices normales no negativas

Esta nueva condición suficiente mejora significativamente las condiciones de
Xu [64] y Radwan [39].

Los resultados de este caṕıtulo constituyen esencialmente la publicación [22]
(A. I. Julio, C. B. Manzaneda, R. L. Soto, Normal nonnegative realization of
spectra, Linear and Multilinear Algebra. 63, N◦6 (2015) 1204-1215).

El siguiente resultado [67, Teorema 9.1] será necesario para justificar algu-
nos contenidos del caṕıtulo:

Teorema 2.1. [67] Sea A = (aij) ∈ Mn con autovalores λ1, λ2, . . . , λn. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

1) A es normal.

2) A es unitariamente diagonalizable. Esto es, existe una matriz unitaria U

tal que U∗AU = diag{λ1, λ2, . . . , λn}.

3)
n∑

i,j=1

|aij|2 =
n∑

i=1

|λi|2.

4) Existe un conjunto de autovectores de A que forman una base ortonor-
mal para Cn.

5) Si U es una matriz unitaria tal que U∗AU =

[
B C

0 D

]
, donde B y D son

cuadradas, entonces B y D son normales y C = 0.

Corolario 2.1. Si A1, A2, . . . , An ∈ Mn son matrices normales, entonces

A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ An,

es también una matriz normal.

Definición 2.1. Una matriz C = (cij) ∈ Mn se dice circulante si C es de la
forma

C =




c0 c1 c2 · · · cn−1

cn−1 c0 c1 · · · cn−2
...

...
... · · · ...

c1 c2 c3 · · · c0


 ,

esto es, cada fila es un desplazamiento ćıclico a la derecha de la fila anterior.
Entonces C es totalmente determinada por la primera fila.
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Problema inverso de autovalores para matrices normales no negativas

Un vector [λ1, λ2, . . . , λn]
T ∈ Cn es llamado vector par conjugado si

λ1 ∈ R y λj = λn−j+2, j = 2, 3, . . . ,

⌊
n+ 1

2

⌋
. (2.1)

Aśı (2.1) es una condición necesaria para que una lista de números complejos
Λ = {λ1, λ2, . . . , λn}, sea el espectro de una matriz real circulante. Observe-
mos que si [λ1, λ2, . . . , λn]

T es un vector par conjugado y n = 2m+2 entonces
λm+2 ∈ R.

Lema 2.1. [10] Si C es una matriz circulante, entonces C es una matriz
normal.

Los siguientes dos resultados debidos a Xu [64], dan condiciones suficientes
para la existencia de una matriz normal no negativa con espectro prescrito:

Teorema 2.2. [64] Sea Λ = {λ0, µ1, . . . , µm, µ1, . . . , µm} y Im µi 6= 0 para
i = 1, 2, . . . ,m. Si

λ0 ≥ 2(|µ1|+ · · ·+ |µm|),

entonces existe una matriz circulante no negativa de orden n con el espectro
Λ, donde n = 2m+ 1.

Teorema 2.3. [64] Sea Λ = {λ0, λ1, . . . , λt, λt+1, . . . , λs, µ1, . . . , µm, µ1, . . . , µm},
donde, λ0 ≥ λ1 ≥ · · · ≥ λt ≥ 0 > λt+1 ≥ · · · ≥ λs son reales y Im µi 6= 0 para
i = 1, 2, . . . ,m. Si

λ0 ≥ |λt+1|+ · · ·+ |λs|+ 2(|µ1|+ · · ·+ |µm|),

entonces existe una matriz normal no negativa de orden n con el espectro Λ,
donde n = 2m+ s+ 1.

Los siguientes lemas constituyen una versión normal de correspondientes re-
sultados de Fiedler [13] para matrices simétricas.

Lema 2.2. [64] Sea {λ1, λ2, . . . , λn} el espectro de una matriz normal no ne-
gativa y sea ǫ > 0. Entonces {λ1 + ǫ, λ2, . . . , λn} es el espectro de una matriz
normal positiva.

11



Problema inverso de autovalores para matrices normales no negativas

Lema 2.3. [64] Sean {α1, α2, . . . , αn} y {β1, β2, . . . , βm} listas de números
complejos realizables por matrices normales no negativas, y α1 ≥ β1, entonces
para cualquier η ≥ 0, la lista

{α1 + η, β1 − η, α2, . . . , αn, β2, . . . , βm},

es realizable por una matriz normal no negativa de orden n+m.

Xu en [64] introduce el concepto de lista compañera Λ′ de una lista de números
complejos

Λ = {λ1, λ2, . . . , λs, µ1, . . . , µm, µ1, . . . , µm},

donde λ1, λ2, . . . , λs son reales, λ1 > 0, µj son complejos con Imµj 6= 0, j =
1, 2, . . . ,m, como

Λ′ = {r1, r2, . . . , rs, rs+1, . . . , rs+m},

donde

ri = λi, i = 1, 2, . . . , s; rs+j = −2|µj|, j = 1, 2, . . . ,m.

Xu muestra que si Λ′ satisface las condiciones de Kellogg [23], entonces Λ
es el espectro de una matriz normal no negativa. Radwan [39] generaliza el
resultado de Xu probando que si la lista compañera Λ′ satisface las condicio-
nes de Borobia [2], entonces Λ es el espectro de una matriz normal no negativa.

Es bien sabido que el criterio de realizabilidad de Kellogg implica el criterio de
realizabilidad de Borobia y también conocemos, del mapa en [32], cuáles crite-
rios están contenidos en el criterio de Borobia. Por tanto, si la lista compañera
Λ′ de una lista compleja Λ satisface cualquiera de los criterios contenidos en el
criterio de Borobia, entonces Λ es realizable por una matriz normal no negativa.

Infortunadamente, la realizabilidad de la lista compañera no es un buen méto-
do para decidir la realizabilidad por una matriz normal de una lista de números
complejos dada, porque la lista compañera Λ′ suele no ser realizable. En efecto,
consideremos por ejemplo, una matriz normal no negativa A con tr(A) = 0
la cual realiza a una lista compleja Λ. Sea A′ una matriz teniendo el espectro
Λ′ (la lista compañera). Entonces, puesto que −Reµj < |µj|, j = 1, 2, . . . ,m,
tr(A′) < 0 y la lista compañera no es realizable. Además, no sabemos como
computar una matriz realizadora de la lista compañera.

12



Versión normal del Teorema de Rado

En esta tesis, en lugar de usar la lista compañera para decidir realizabilidad
por una matriz normal, proponemos nuevas condiciones suficientes aplicadas
directamente a la lista compleja dada. Estas condiciones mejoran significativa-
mente las condiciones de Xu [64] y ellas generan un procedimiento algoŕıtmico
para construir una matriz solución.

2.1. Perturbación normal de rango r

A continuación presentamos el resultado principal de este caṕıtulo llamado
una versión normal del Teorema de Rado (Teorema 1.4).

Teorema 2.4. [22] Sea A ∈ Mn una matriz normal de orden n con espec-
tro {λ1, λ2, . . . , λn}, y para algún r ≤ n, sea {x1,x2, . . . ,xr} un conjunto
ortonormal de autovectores de A correspondientes a λ1, λ2, . . . , λr, respecti-
vamente. Sea X una matriz de orden n × r con i-ésima columna xi. Sea
Ω = diag{λ1, λ2, . . . , λr}, y C = (cij)

r
i,j=1 con cii = 0, i = 1, 2, . . . , r una ma-

triz de orden r tal que Ω+C = B es una matriz normal. Entonces A+XCX∗

es normal con autovalores µ1, µ2, . . . , µr, λr+1, . . . , λn, donde µ1, µ2, . . . , µr son
autovalores de la matriz Ω + C = B.

Demostración. Puesto que A es una matriz normal, entonces existe una matriz
unitaria U = [X | Y ], donde X = [x1 | x2 | · · · | xr], Y = [xr+1 | · · · | xn]
y Axi = λixi, i = 1, 2, . . . , n tal que U∗AU = diag{λ1, λ2, . . . , λn}. Sea D =
diag{λr+1, . . . , λn}. Entonces tenemos

U∗(A+XCX∗)U = U∗AU + U∗XCX∗U

=

[
Ω 0

0 D

]
+

[
X∗

Y ∗

]
XCX∗[X | Y ]

=

[
Ω 0

0 D

]
+

[
Ir

0

]
[C | 0]

=

[
Ω 0

0 D

]
+

[
C 0

0 0

]

=

[
B 0

0 D

]
.

Puesto que B y D son matrices normales, entonces del Teorema 2.1, A+XCX∗

es normal y tiene autovalores µ1, µ2, . . . , µr, λr+1, . . . , λn, donde µ1, µ2, . . . , µr

son autovalores de la matriz B. �
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Ejemplo 2.1.

A =




0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0


 ,

es una matriz normal con autovalores 1,−1, i,−i. Vamos a cambiar los auto-
valores 1,−1 a 2,−2, preservando normalidad. Entonces

B =

[
1

√
3√

3 −1

]
, C =

[
0

√
3√

3 0

]
, X =




1
2

1
2

1
2

−1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2




,

y

A+XCX∗ =




1
2

√
3 0 1 1

2

√
3

1 −1
2

√
3 −1

2

√
3 0

0 −1
2

√
3 −1

2

√
3 1

1
2

√
3 1 0 1

2

√
3




,

es una matriz normal con autovalores 2,−2, i,−i.

También podemos cambiar los autovalores complejos i,−i a, digamos, i
√
2,−i

√
2.

En este caso,

B =

[
i 1
−1 −i

]
, C =

[
0 1
−1 0

]
, X =




−1
2

−1
2

1
2
i −1

2
i

−1
2
i 1

2
i

1
2

1
2




,
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y

A+XCX∗ =




0 −1
2
i 1 + 1

2
i 0

1− 1
2
i 0 0 1

2
i

1
2
i 0 0 1− 1

2
i

0 1 + 1
2
i −1

2
i 0




,

es una matriz normal con autovalores 1,−1,−i
√
2, i

√
2.

2.2. Una nueva condición suficiente para el NNIEP

Puesto que una matriz simétrica es normal, las condiciones suficientes para el
caso simétrico no negativo (ver [13, 28, 52, 56, 57]) pueden también ser usadas
para el caso normal no negativo. Sin embargo, es fácil ver que si A es una
matriz real normal (no negativa en nuestro caso) con todos sus autovalores
reales, entonces A es necesariamente simétrica. Por esta razón, nuestro interés
en esta tesis es el estudio del NNIEP para listas de números complejos.

El siguiente resultado da una nueva condición suficiente para encontrar una
solución al NNIEP. Este resultado genera un procedimiento algoŕıtmico para
computar una matriz normal no negativa con espectro prescrito, y mejora sig-
nificativamente las condiciones de Xu. Esta condición suficiente es obtenida de
la versión normal del Teorema de Rado (Teorema 2.4).

Teorema 2.5. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos con
Λ = Λ, λ1 ≥ máxi |λi|,

∑n

i=1 λi ≥ 0. Supongamos que existe una partición de
Λ como sigue

Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λp0 , con

Λ0 = {λ01, λ02, . . . , λ0p0}, λ01 = λ1,

Λk = {λk1, λk2, . . . , λkpk}, k = 1, 2, . . . , p0,

donde algunas de las listas Λk, k = 1, 2, . . . , p0 pueden ser vaćıas, tal que las
siguientes condiciones se satisfacen:

(i) Para cada k = 1, 2, . . . , p0, existe una matriz normal no negativa con es-
pectro

Γk = {ωk, λk1, . . . , λkpk}, 0 ≤ ωk ≤ λ1.
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Una nueva condición suficiente para el NNIEP

(ii) Existe una matriz B normal no negativa de orden p0 con el espectro Λ0 y
entradas diagonales ω1 ≥ ω2 ≥ · · · ≥ ωp0.

Entonces Λ es realizable por una matriz normal no negativa.

Demostración. De i) sea Ak una matriz normal no negativa de orden pk + 1
con espectro

Γk = {ωk, λk1, . . . , λkpk}, k = 1, 2, . . . , p0, 0 ≤ ωk ≤ λ1.

Entonces A = A1⊕A2⊕· · ·⊕Ap0 , es una matriz normal no negativa realizando
Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ · · · ∪ Γp0 . Sea

X =




x1 0 · · · 0

0 x2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · xp0


 ,

donde xk = [xk1, xk2, . . . , xkpk ]
T ≥ 0, con Akxk = ωkxk, ‖xk‖ = 1, k =

1, 2, . . . , p0.

De ii) sea B una matriz normal no negativa de orden p0 con el espectro Λ0 y en-
tradas diagonales ω1, ω2, . . . , ωp0 . Sea Ω = diag{ω1, ω2, . . . , ωp0}, y C = B−Ω.
Entonces, puesto que A,X y C son no negativas, M = A + XCXT es no
negativa. Además, del Teorema 2.4, la matriz M es normal con el espectro Λ
deseado. �

Observación 2.1.

Una repetida aplicación de un resultado debido a Šmigoc [45, Lema 5] con-
duce a una respuesta equivalente a la del Teorema 2.5. Sin embargo, creemos
que el Teorema 2.5 es más fácil de manejar, ya que es aplicado directamente
a la lista Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} y una vez que hemos encontrado las matrices
normales no negativas Ak con espectro Γk, k = 1, 2, . . . , p0, podemos computar
la matriz solución A + XCXT en un solo paso. También señalamos que el
resultado en [45, Lema 5] se sigue del Teorema de Rado(Teorema 1.4):

Supongamos que tenemos una matriz A de orden n con espectro {λ1, λ2, . . . , λn}
y entradas diagonales c, a2, . . . , an. Sea B una matriz de orden m con espectro
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Matrices normales no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

{c, µ2, . . . , µm} y Bs = cs. Sea

X =




s

1
. . .

1


 , Ω = diag{c, a2, . . . , an}.

Entonces, del Teorema de Rado

M =




B

a2
. . .

an


+XC,

tiene espectro {λ1, λ2, . . . , λn, µ2, . . . , µm}, donde λ1, λ2, . . . , λn son autovalores
de Ω + CX = A.

2.3. Matrices normales no negativas con autovalores y

entradas diagonales prescritas

Con el fin de aplicar el Teorema 2.5, necesitamos una matriz normal no nega-
tiva B de orden r (r < n) con autovalores λ1, λ2, . . . , λr, y entradas diagonales
ω1, ω2, . . . , ωr prescritas.

Si la matriz B normal no negativa de orden r es requerida con espectro real
y entradas diagonales prescritas, entonces B es necesariamente simétrica; en
este caso, Fiedler [13] da condiciones necesarias y suficientes para matrices de
orden r = 3, y condiciones suficientes si r ≥ 4.

En [42], los autores probaron una condición necesaria y suficiente para que
una lista de números complejos Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} sea el espectro de alguna
matriz A circulante (normal) no negativa. Sin embargo, chequear estas con-
diciones requiere mucho trabajo, lo cual para un n suficientemente grande lo
convierte en una tarea prohibitiva. Además, en este caso, las entradas diago-
nales deben ser constantes igual a 1

n
tr(A).

En [30] Loewy y London resolvieron el NIEP para n = 3 con una matriz
circulante como matriz solución. Si Λ = {λ1, α + iβ, α− iβ}, la condición

(λ1 + λ2 + λ3)
2 ≤ 3(λ2

1 + λ2
2 + λ2

3),
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Matrices normales no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

del Teorema de Loewy y London [30, Teorema 2.2] se convierte en

λ1 ≥ α +
√
3 β.

De acuerdo a esto, tenemos el siguiente simple resultado en el cual podemos
computar, de manera sencilla, una matriz normal (circulante) no negativa de
orden 3.

Proposición 2.1. Sea Λ = {λ1, α + iβ, α − iβ}, λ1 ≥ |α + iβ|, β > 0, una
lista de números complejos. La matriz normal (circulante)

C =
1

3




λ1 + 2α λ1 − α−
√
3 β λ1 − α +

√
3 β

λ1 − α +
√
3 β λ1 + 2α λ1 − α−

√
3 β

λ1 − α−
√
3 β λ1 − α +

√
3 β λ1 + 2α


 ,

es no negativa con espectro {λ1, α + iβ, α− iβ} si y sólo si

λ1 ≥ máx{−2α, α +
√
3 β}.

Para n = 4, tenemos el siguiente resultado:

Proposición 2.2. Sea Λ = {λ1, α + iβ, λ3, α− iβ}, λ1 ≥ |α + iβ|, β > 0 una
lista de números complejos. Si λ1 ≥ máx{2|α| − λ3, 2β + λ3}, entonces

C =
1

4




λ1 + 2α + λ3 λ1 − 2β − λ3 λ1 − 2α + λ3 λ1 + 2β − λ3

λ1 + 2β − λ3 λ1 + 2α + λ3 λ1 − 2β − λ3 λ1 − 2α + λ3

λ1 − 2α + λ3 λ1 + 2β − λ3 λ1 + 2α + λ3 λ1 − 2β − λ3

λ1 − 2β − λ3 λ1 − 2α + λ3 λ1 + 2β − λ3 λ1 + 2α + λ3


 ,

es normal (circulante) no negativa con espectro {λ1, α + iβ, λ3, α− iβ}.

Observe que las listas

Λ1 = {2.5,−1 + 2i,−1− 2i} y Λ2 = {3,−1 + 2i,−1,−1− 2i},
no satisfacen las condiciones de Xu (Teorema 2.3) (pues, 2.5 � 2

√
5 y 3 �

1+ 2
√
5). Sin embargo, estas listas satisfacen las correspondientes condiciones

de las Proposiciones 2.1 y 2.2. Aśı, tenemos las matrices normales no negativas:

A1 =




1
6

7−3
√
4

6
7+3

√
4

6

7+3
√
4

6
1
6

7−3
√
4

6

7−3
√
4

6
7+3

√
4

6
1
6



, A2 =




0 0 1 2
2 0 0 1
1 2 0 0
0 1 2 0


 ,
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con espectros Λ1 y Λ2, respectivamente.

En el ejemplo que presentamos a continuación, usaremos el Teorema 2.5 para
construir una matriz normal no negativa con espectro prescrito.

Ejemplo 2.2. Queremos construir una matriz normal no negativa con espectro

Λ = {7,−3,−3, 1 + 3i, 1− 3i, 1 + i, 1− i}.

Observe que el Teorema 2.3 de Xu no funciona para esta lista (7 � 3 + 3 +

2
√
10 + 2

√
2 = 15,153) y la correspondiente lista compañera no es realizable.

Entonces aplicamos el Teorema 2.5. Tomamos la partición

Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ Λ2 ∪ Λ3,

con

Λ0 = {7, 1 + 3i, 1− 3i}, Λ1 = {1 + i, 1− i}, Λ2 = Λ3 = {−3},
Γ1 = {3, 1 + i, 1− i}, Γ2 = Γ3 = {3,−3}.

Computamos las matrices normales no negativas:

A1 =
1

3




5 2−
√
3 2 +

√
3

2 +
√
3 5 2−

√
3

2−
√
3 2 +

√
3 5


 , A2 =

[
0 3
3 0

]
= A3

con espectros Γ1,Γ2,Γ3, respectivamente. La matriz

B =




3 2−
√
3 2 +

√
3

2 +
√
3 3 2−

√
3

2−
√
3 2 +

√
3 3


 ,

es normal no negativa con autovalores 7, 1 + 3i, 1 − 3i y entradas diagonales
3, 3, 3. Entonces
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Matrices normales no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

A =



A1

A2

A3


 , X =




√
3
3

0 0

√
3
3

0 0

√
3
3

0 0

0
√
2
2

0

0
√
2
2

0

0 0
√
2
2

0 0
√
2
2




, C =




0 2−
√
3 2 +

√
3

2 +
√
3 0 2−

√
3

2−
√
3 2 +

√
3 0


 ,

y A+XCXT =

=




5
3

2−
√
3

3
2+

√
3

3

√
6(2−

√
3)

6

√
6(2−

√
3)

6

√
6(2+

√
3)

6

√
6(2+

√
3)

6

2+
√
3

3
5
3

2−
√
3

3

√
6(2−

√
3)

6

√
6(2−

√
3)

6

√
6(2+

√
3)

6

√
6(2+

√
3)

6

2−
√
3

3
2+

√
3

3
5
3

√
6(2−

√
3)

6

√
6(2−

√
3)

6

√
6(2+

√
3)

6

√
6(2+

√
3)

6

√
6(2+

√
3)

6

√
6(2+

√
3)

6

√
6(2+

√
3)

6
0 3 2−

√
3

2
2−

√
3

2

√
6(2+

√
3)

6

√
6(2+

√
3)

6

√
6(2+

√
3)

6
3 0 2−

√
3

2
2−

√
3

2

√
6(2−

√
3)

6

√
6(2−

√
3)

6

√
6(2−

√
3)

6
2+

√
3

2
2+

√
3

2
0 3

√
6(2−

√
3)

6

√
6(2−

√
3)

6

√
6(2−

√
3)

6
2+

√
3

2
2+

√
3

2
3 0




,

es una matriz normal no negativa con el espectro Λ.

El problema de construir una matriz normal no negativa no simétrica no cir-
culante con autovalores y entradas diagonales prescritas es un problema dif́ıcil,
incluso para dimensiones pequeñas. Siguiendo el patrón de signos para matri-
ces normales no negativas dado en [68], podemos dar condiciones y exhibir una
matriz realizadora, para los casos n = 3 y n = 4. Para ilustrar el procedimien-
to, sea Λ = {λ1, α + iβ, α− iβ}. Tenemos las siguientes proposiciones:
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Matrices normales no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

Proposición 2.3. Sea Λ = {λ1, α+iβ, α−iβ} una lista de números complejos
y sea ω1 ≥ ω2 ≥ 0 tal que λ1 + 2α = 2ω1 + ω2. Si





λ1 − ω1 > ω1 − ω2,

α < ω2,

β2 = (α− λ1)(α− ω2),

(2.2)

entonces Λ es el espectro de una matriz normal no negativa con entradas dia-
gonales ω1, ω1, ω2.

Demostración. Supongamos que las condiciones (2.2) se satistafen entonces




ω1 λ1 − ω1 0

ω1 − ω2 ω1

√
(λ1 − ω1)2 − (ω1 − ω2)2√

(λ1 − ω1)2 − (ω1 − ω2)2 0 ω2


 ,

es una matriz normal no negativa con espectro Λ = {λ1, α + iβ, α − iβ} y
entradas diagonales ω1, ω1, ω2.

En particular, si ω2 = 0 las condiciones (2.2) se convierten en




λ1 > ω1,

α < 0,

β2 = α2 − αλ1,

(2.3)

entonces



ω1 λ1 − ω1 0
ω1 ω1

√
−2λ1α√

−2λ1α 0 0


 ,

es una matriz normal no negativa con espectro Λ = {λ1, α + iβ, α − iβ} y
entradas diagonales ω1, ω1, 0. �

Proposición 2.4. Sea Λ = {λ1, α+ iβ, α− iβ} una lista de números comple-
jos, con α < 0 y sea ω1 ≥ 0 tal que λ1 + 2α = ω1. Si

{
λ1 > ω1,

β2 = α2
(
λ1−α
λ1+α

)
,

(2.4)

entonces Λ es el espectro de una matriz normal no negativa con entradas dia-
gonales ω1, 0, 0.
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Matrices normales no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

Demostración. Supongamos que las condiciones (2.4) se satisfacen entonces




ω1 λ1

√
λ1−ω1

λ1+ω1
ω1

√
λ1−ω1

λ1+ω1

ω1

√
λ1−ω1

λ1+ω1
0 λ1 − ω1

λ1

√
λ1−ω1

λ1+ω1
0 0


 ,

es una matriz normal no negativa con espectro Λ = {λ1, α + iβ, α − iβ} y
entradas diagonales ω1, 0, 0. �

A pesar que las condiciones (2.2), (2.3) y (2.4) se ven un poco restrictivas, po-
demos encontrar muchas listas prescritas de autovalores y entradas diagonales,
las cuales son realizables por una matriz normal no negativa.

Ejemplo 2.3. Las listas

Λ1 = {10, 2 + 4i, 2− 4i} con ωi = 5, 5, 4,

Λ2 = {12,−4 + 8i,−4− 8i} con ωi = 2, 2, 0, y

Λ3 = {12,−3 +
√
15i,−3−

√
15i} con ωi = 6, 0, 0,

satisfacen las condiciones (2.2), (2.3) y (2.4), respectivamente. Entonces

A1 =




5 5 0

1 5
√
24√

24 0 4


 , A2 =




2 10 0

2 2 4
√
6

4
√
6 0 0


 , A3 =




6 4
√
3 2

√
3

2
√
3 0 6

4
√
3 0 0


 ,

son matrices normales no negativas con los espectros Λ1,Λ2,Λ3, y con las en-
tradas diagonales prescritas, respectivamente.

Sea ahora Λ = {λ1, λ2, α + iβ, α − iβ}, con λ2 < 0 y λ1 + λ2 + 2α ≥ 0.
Supongamos que existe una partición

Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ Λ2 ∪ Λ3, con

Λ0 = {λ1, α + iβ, α− iβ}, Λ1 = {λ2}, Λ2 = Λ3 = ∅,

y Λ0 realizable por una matriz normal no negativa con entradas diagonales
ω1, ω2, ω3.

Definimos las listas realizables

Γ1 = {ω1, λ2}, Γ2 = {ω2}, Γ3 = {ω3},
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Matrices normales no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

con matrices realizadoras

A1 =
1

2

[
ω1 + λ2 ω1 − λ2

ω1 − λ2 ω1 + λ2

]
, A2 = [ω2], A3 = [ω3],

respectivamente. Entonces del Teorema 2.5

M =



A1

ω2

ω3


+XCXT ,

es una matriz normal no negativa con espectro Λ = {λ1, λ2, α + iβ, α − iβ} y
entradas diagonales ω2, ω3,

1
2
(ω1 + λ2),

1
2
(ω1 + λ2). Como un ejemplo, sea

Λ = {7,−3, 1 + 3i, 1− 3i} con

Λ0 = {7, 1 + 3i, 1− 3i}, Λ1 = {−3}, Λ2 = Λ3 = ∅, y

Γ1 = {3,−3}, Γ2 = {3}, Γ3 = {3},

con matrices normales realizadoras

A1 =

[
0 3
3 0

]
, A2 = [3], A3 = [3],

respectivamente. Entonces

B =



3

3
A1


+XCXT (2.5)

es una matriz normal no negativa con espectro Λ = {7,−3, 1 + 3i, 1 − 3i} y
entradas diagonales 3, 3, 0, 0.

Consideremos nuevamente la lista dada en el Ejemplo 2.2, ahora con una nueva
partición.

Λ = {7,−3,−3, 1 + 3i, 1− 3i, 1 + i, 1− i},

tomemos la partición

Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ Λ2 ∪ Λ3 ∪ Λ4, donde

Λ0 = {7,−3, 1 + 3i, 1− 3i}, Λ1 = {1 + i, 1− i}, Λ2 = {−3}, Λ3 = Λ4 = ∅,

con

Γ1 = {3, 1 + i, 1− i}, Γ2 = {3,−3}, Γ3 = Γ4 = {0}.
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Entonces

A1 =
1

3




5 2−
√
3 2 +

√
3

2 +
√
3 5 2−

√
3

2−
√
3 2 +

√
3 5


 , A2 =

[
0 3
3 0

]
, A3 = A4 = [0],

son matrices normales no negativas con espectros Γ1,Γ2,Γ3,Γ4, respectivamen-
te. Sea

B =




3 2−
√
3 1

2

√
2(2 +

√
3) 1

2

√
2(2 +

√
3)

2 +
√
3 3 1

2

√
2(2−

√
3) 1

2

√
2(2−

√
3)

1
2

√
2(2−

√
3) 1

2

√
2(2 +

√
3) 0 3

1
2

√
2(2−

√
3) 1

2

√
2(2 +

√
3) 3 0




la matriz obtenida del procedimiento anterior (2.5), la cual es normal no ne-
gativa con autovalores 7,−3, 1 + 3i, 1− 3i y entradas diagonales 3, 3, 0, 0. Sea
Ω = diag{3, 3, 0, 0} y

A =




A1

A2

0
0


 , X =




√
3
3

0 0 0

√
3
3

0 0 0

√
3
3

0 0 0

0
√
2
2

0 0

0
√
2
2

0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




, C = B − Ω.

Entonces A+XCXT es una matriz normal no negativa con el espectro Λ.

2.4. Perturbación de Guo para matrices normales

Guo [16] probó que si una lista de números complejos Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} con
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Perturbación de Guo para matrices normales

λ2 ∈ R es realizable, entonces para todo t ≥ 0 la lista

Λt = {λ1 + t, λ2 ± t, λ3, . . . , λn},
es también realizable. Aqúı probamos que, bajo ciertas condiciones, el resulta-
do de Guo es válido para listas de números complejos, las cuales son realizables
por una matriz normal no negativa.

Proposición 2.5. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos, la
cual es realizable por una matriz normal no negativa. Sea λ2 ∈ R y supongamos
que existe una partición Λ = Λ1 ∪ Λ2 con

Λ1 = {λ1, λ12, . . . , λ1p1}, Λ2 = {λ2, λ22, . . . , λ2p2}
tal que Γ1 = {ω1, λ12, . . . , λ1p1} y Γ2 = {ω2, λ22, . . . , λ2p2} son realizables por
matrices normales no negativas. Entonces, si

λ1 + λ2 = ω1 + ω2 y λ2 ≤ ω2 ≤ ω1 ≤ λ1,

la lista

Λt = {λ1 + t, λ2 ± t, λ3, . . . , λn}
es también realizable por una matriz normal no negativa para todo t > 0.

Demostración. Puesto que las listas

Γ1 = {ω1, λ12, . . . , λ1p1} y Γ2 = {ω2, λ22, . . . , λ2p2}
son realizables por matrices normales no negativas, del Lema 2.2 las listas

Γ1,t = {ω1 + t, λ12, . . . , λ1p1} y Γ2,t = {ω2 + t, λ22, . . . , λ2p2}
son también realizables por matrices normales no negativas (positivas). Enton-
ces del Lema 2.3, con ǫ = λ1 − ω1, tenemos que

Λ+
t = {ω1 + t+ ǫ, ω2 + t− ǫ, λ3, . . . , λn} = {λ1 + t, λ2 + t, λ3, . . . , λn}

es el espectro de una matriz normal no negativa. Además, puesto que ω1 ≥ ω2,
con η = λ1 − ω1 + t, tenemos

Γ1,η = {ω1 + η, λ12, . . . , λ1p1} = {λ1 + t, λ12, . . . , λ1p1}
Γ2,η = {ω2 − η, λ22, . . . , λ2p2} = {λ2 − t, λ22, . . . , λ2p2}

y

Λ−
t = {λ1 + t, λ2 − t, λ3, . . . , λn}

es también realizable por una matriz normal no negativa. Por tanto,

Λt = {λ1 + t, λ2 ± t, λ3, . . . , λn}
es realizable por una matriz normal no negativa para todo t > 0. �
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Como un ejemplo, consideremos la lista Λ = {12,−2, 2 + 4i, 2− 4i}, la cual es
realizable por la matriz normal no negativa

A =




5 5 0 3

1 5 2
√
6 3

2
√
6 0 4

√
6

3 3
√
6 0


 .

Tomamos la partición

Λ1 = {12, 2 + 4i, 2− 4i}, Λ2 = {−2} con

Γ1 = {10, 2 + 4i, 2− 4i}, Γ2 = {0},

donde Γ1 y Γ2 son realizables por matrices normales no negativas. Por tanto,
la lista

Λt = {12 + t,−2± t, 2 + 4i, 2− 4i}

es realizable por una matriz normal no negativa para todo t > 0, dando lugar
a una familia de matrices normales no negativas.

2.5. Una aplicación al NIEDP

Sea A ∈ Mn y sea

J(A) = S−1AS =




Jn1
(λ1)

Jn2
(λ2)

. . .
Jnk

(λk)




la forma canónica de Jordan de A (FCJ de A). Las submatrices de orden ni

Jni
(λi) =




λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi


 , i = 1, 2, . . . , k,

son llamadas los bloques de Jordan de J(A). Entonces, los divisores elementa-
les de A son los polinomios (λ − λi)

ni , esto es, los polinomios caracteŕısticos
de Jni

(λi), i = 1, 2, . . . , k.
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El problema inverso de los divisores elementales para matrices no negativas
(NIEDP) es el problema de determinar condiciones necesarias y suficientes
bajo las cuales los polinomios

(λ− λ1)
n1 , (λ− λ2)

n2 , . . . , (λ− λk)
nk , n1 + n2 + . . .+ nk = n.

son los divisores elementales de una matriz no negativa A de orden n (ver
[6, 7, 11, 35, 36, 53, 58]).

Como una aplicación del Teorema 2.5 damos la siguiente condición suficiente,
que garantiza la existencia de una matriz positiva de orden n con espectro
Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} y los divisores elementales para cada una de las posibles
FCJ asociadas con Λ. Estas condiciones extienden un resultado anterior obte-
nido en [53, Teorema 3.6].

Teorema 2.6. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos con
Λ = Λ,

∑n

i=1 λi − t ≥ 0, λ1 − t ≥ máx |λi|, i = 2, 3, . . . , n, para t > 0. Si
Λt = {λ1 − t, λ2, . . . , λn} satisface las condiciones del Teorema 2.5, entonces
existe una matriz A positiva de orden n con espectro Λ y divisores elementales
para cada una de las posibles FCJ asociadas con Λ.

Demostración. Si Λt satisface las condiciones del Teorema 2.5, entonces existe
una matriz Bt normal no negativa de orden n con espectro Λt, la cual puede
ser computada a partir del procedimiento algoŕıtmico dado en el Teorema 2.5.
Del Lema 2.2, existe una matriz B normal positiva de orden n con espectro
Λ, la cual puede ser obtenida de Bt siguiendo la prueba constructiva del Lema
2.2. Puesto que B es normal, ella es diagonalizable y entonces, del resultado
en [35, Teorema 1], existe una matriz positiva A de orden n con espectro Λ y
divisores elementales para cada una de las posibles FCJ asociadas con Λ. �
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CAPÍTULO

3

MATRICES PERSIMÉTRICAS

NO-NEGATIVAS CON ESPECTRO

PRESCRITO

AF denota la flip-traspuesta de A, la cual voltea la matriz A a través de su
antidiagonal. Si A = (aij)mn ∈ Mmn, entonces A

F := (an−j+1,m−i+1)nm.

Una matriz A ∈ Mn se dice ser persimétrica si AF = A, esto es, si es simétrica
a través de la diagonal que va desde la esquina inferior izquierda a la esquina
superior derecha.

En este caṕıtulo consideramos el problema inverso de autovalores para ma-
trices persimétricas no negativas (en inglés Persymmetric Nonnegative Inver-
se Eigenvalue Problem, PNIEP). Las matrices persimétricas constituyen una
importante clase de matrices, las cuales contienen a las matrices Toeplitz,
circulantes, bisimétricas, etc; y como tal son comunes en ciencias f́ısicas e in-
genieŕıas. Surgen, por ejemplo, en el control de las vibraciones mecánicas y
eléctricas, donde los autovalores de la matriz de Gram, la cual es simétrica y
persimétrica, juegan un papel importante [40].

Algunas interesantes observaciones relacionadas con matrices persimétricas no
negativas de orden menor son dadas en [66].
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Problema inverso de autovalores para matrices persimétricas no negativas

Nuestro aporte al estudio del PNIEP consiste en la obtención de una versión
persimétrica del Teorema de Rado (Teorema 1.4), a partir de la cual podemos
generar una condición suficiente para el PNIEP. Nuestros resultados tienen
la ventaja de ser constructivos, es decir, generan procedimientos algoŕıtmicos
para computar una matriz solución.

Los resultados de este caṕıtulo constituyen parte de la publicación [21] (A.
I. Julio, R. L. Soto, Persymmetric and bisymmetric nonnegative inverse eigen-
value problem, Linear Algebra and Appl. 469 (2015) 130-152).

Sea J una matriz de orden n con unos a lo largo de su antidiagonal y ce-
ros en el resto, esto es, J = [en | · · · | e2 | e1]. Entonces

JT = JF = J, J2 = I, AF = JATJ.

Además, la multiplicación a izquierda por J invierte el orden de las filas de la
matriz; mientras que la multiplicación a derecha por J invierte el orden de las
columnas.

Las siguientes propiedades son sencillas:

(AF )F = A, (AT )F = (AF )T , (A+B)F = AF +BF , (AB)F = BFAF .

Tenemos el siguiente:

Lema 3.1. Si A y B son matrices persimétricas, entonces i) aA + bB, con
a, b ∈ R, ii) A−1 si existe, y iii) AT , son persimétricas.

Demostración. i) (aA+ bB)F = aAF + bBF = aA+ bB.

ii) I = A−1A implica AF (A−1)F = A(A−1)F = I. Por tanto, (A−1)F = A−1.

iii) (AT )F = (AF )T = AT . �
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3.1. Matrices reales persimétricas con espectro prescri-

to

En esta sección probamos que el problema inverso de autovalores para matri-
ces reales persimétricas siempre tiene solución. Esto es, una lista de números
complejos Λ = Λ, es siempre el espectro de una matriz persimétrica real. Pa-
ra probar esto, primero consideramos matrices persimétricas reales de la forma:

A =




an bn
. . . �

a2 b2
−b2 a2

�
. . .

−bn an




, B =




an bn
. . . �

a2 0 b2
0 a1 0

−b2 0 a2

�
. . .

−bn an




(3.1)

de orden 2n−2 y 2n−1, respectivamente. Entonces, un cálculo directo muestra
que:





det(A− λI) =
n∏

i=2

[(ai − λ)2 + b2i ], y

det(B − λI) = (a1 − λ)
n∏

i=2

[(ai − λ)2 + b2i ].

(3.2)

Por tanto, los autovalores de estas matrices son a2 ± ib2, . . . , an ± ibn, en el
caso par; y a1, a2 ± ib2, . . . , an ± ibn, en el caso impar.

Teorema 3.1. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos, con
Λ = Λ. Entonces Λ es el espectro de una matriz persimétrica real de orden n.

Demostración. Sea n = p+ 2q par, con Λ = {λ1, λ2, . . . , λp, µ1, µ1, . . . , µq, µq},
donde λ1, λ2, . . . , λp son reales, y µ1, . . . , µq, son números complejos no reales.
Entonces tomamos la partición

Λ = Λ1 ∪ · · · ∪ Λ p

2
∪ Λ′

1 ∪ · · · ∪ Λ′
q,

con

Λk = {λ2k−1, λ2k}, k = 1, 2, . . . ,
p

2
,

Λ′
j = {µj, µj}, j = 1, 2, . . . , q.
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Es claro que

Ak =
1

2

[
λ2k−1 + λ2k λ2k−1 − λ2k

λ2k−1 − λ2k λ2k−1 + λ2k

]
, k = 1, 2, . . . ,

p

2
, (3.3)

tiene espectro Λk = {λ2k−1, λ2k}, y

Bj =

[
αj βj

−βj αj

]
, j = 1, 2, . . . , q, con µj = αj + iβj,

tiene el espectro Λ′
j = {µj, µj}. Entonces

A =




a p

2
b p

2

. . . �
a1 b1

αq βq

. . . �
α1 β1

−β1 α1

�
. . .

−βq αq

b1 a1

�
. . .

b p

2
a p

2




,

donde

ak =
1

2
(λ2k−1 + λ2k), bk =

1

2
(λ2k−1 − λ2k), k = 1, 2, . . . ,

p

2
,

es una matriz persimétrica real con el espectro prescrito.

Si n = p+ 2q es impar, entonces consideramos una partición

Λ = {λ1} ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λ p−1

2

∪ Λ′
1 · · · ∪ Λ′

q,

con

Λk = {λ2k, λ2k+1}, k = 1, 2, . . . ,
p− 1

2
,

Λ′
j = {µj, µj}, j = 1, 2, . . . , q,

y la demostración se sigue de manera similar. �
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Nota 3.1. Es claro que si Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} es una lista de números reales
con λ2k−1 ± λ2k ≥ 0 y λ1 ≥ |λi|, i = 2, . . . , n, en el teorema de arriba, obtene-
mos una matriz persimétrica no negativa con espectro prescrito. Por otro lado,
como es bien sabido, las matrices antisimétricas tienen autovalores de la forma
±bi, entonces, de (3.1) y (3.2), podemos trivialmente construir matrices reales
antisimétricas con espectro prescrito.

Ejemplo 3.1. Queremos construir una matriz persimétrica real con espectro

Λ = {10,−2,−3, 2± 3i, 4± 5i, 1± i,−3± 2i}.

Entonces consideramos una partición

Λ = {10} ∪ Λ1 ∪ Λ2 ∪ Λ3 ∪ Λ4 ∪ Λ5, con

Λ1 = {2 + 3i, 2− 3i} → A1 =

[
2 3
−3 2

]
,

Λ2 = {4 + 5i, 4− 5i} → A2 =

[
4 5
−5 4

]
,

Λ3 = {1 + i, 1− i} → A3 =

[
1 1
−1 1

]
,

Λ4 = {−3 + 2i,−3− 2i} → A4 =

[
−3 2
−2 −3

]
,

Λ5 = {−3,−2} → A5 = −1

2

[
5 1
1 5

]
.

Entonces

A =




−5
2

−1
2

2 3
4 5

1 1
−3 0 2
0 10 0
−2 0 −3

−1 1
−5 4

−3 2
−1

2
−5

2




,

es una matriz persimétrica real con el espectro prescrito.

32



Versión persimétrica del Teorema de Rado

3.2. Perturbación persimétrica de rango r

En esta sección probamos el resultado principal de este caṕıtulo llamado una
versión persimétrica del Teorema de Rado (Teorema 1.4), el cual nos permi-
tirá dar una condición suficiente para la existencia y construcción de una matriz
persimétrica no negativa con espectro prescrito.

Teorema 3.2. [21] Sea A ∈ Mn una matriz persimétrica de orden n con espec-
tro Λ = {λ1, λ2, . . . , λn}, y para algún r ≤ n, sea {x1,x2, . . . ,xr} un conjunto
de autovectores de A correspondientes a λ1, λ2, . . . , λr, respectivamente. Sea X

la matriz de orden n × r con i-ésima columna xi y rango(X) = r. Sea Ω =
diag{λ1, λ2, . . . , λr}, y sea C una matriz persimétrica de orden r. Entonces la
matriz A+XCXF es persimétrica con autovalores µ1, µ2, . . . , µr, λr+1, . . . , λn,
donde µ1, µ2, . . . , µr son autovalores de B = Ω+ CXFX.

Demostración. Sea S = [X | Y ] una matriz no singular con S−1 =

[
U

V

]
.

Entonces

UX = Ir, V Y = In−r, V X = 0, UY = 0.

Además, puesto que AX = XΩ, tenemos

S−1AS =

[
U

V

]
[AX | AY ]

=

[
Ω UAY

0 V AY

]
,

y

S−1XCXFS =

[
CXFX CXFY

0 0

]
.

Por tanto

S−1(A+XCXF )S =

[
Ω + CXFX UAY + CXFY

0 V AY

]
,

y

σ(A+XCXF ) = σ(Ω + CXFX) ∪ σ(V AY )

= σ(Ω + CXFX) ∪ σ(A)− σ(Ω).

Finalmente, puesto que (A +XCXF )F = A +XCXF , la matriz A +XCXF

es persimétrica. �
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3.3. Una nueva condición suficiente para el PNIEP

Proposición 3.1. [65]

[
A B

C D

]F
=

[
DF BF

CF AF

]
.

De la proposición anterior se deduce fácilmente que una matriz de la forma
[
A 0

0 AF

]
,

es persimétrica. Más generalmente, matrices de la forma

diag{A1, A2, . . . , Ap, A
F
p , . . . , A

F
2 , A

F
1 },

y

diag{A1, A2, . . . , Ap−1, Ap, A
F
p−1 . . . , A

F
2 , A

F
1 }, con Ap persimétrica,

son matrices persimétricas.

A partir de ahora, con el fin de presentar correctamente el resultado prin-
cipal de esta sección (Teorema 3.3 y Teorema 3.4 más adelante), consideramos
listas de números complejos Λ = {λ1, λ2, . . . , λn}, con la partición





Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λ p0
2
∪ Λ p0

2
∪ · · · ∪ Λ1, para p0 par,

Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λ⌊ p0
2
⌋ ∪ Λ⌈ p0

2
⌉ ∪ Λ⌊ p0

2
⌋ ∪ · · · ∪ Λ1, para p0 impar,

con Λ0 = {λ01, λ02, . . . , λ0p0}, λ01 = λ1,

Λk = {λk1, λk2, . . . , λkpk}, k = 1, 2, . . . , p0
2
(⌈p0

2
⌉),

(3.4)

donde algunas de las listas Λk pueden ser vaćıas. Para cada lista Λk, k 6= ⌈p0
2
⌉,

asociamos la lista

Γk = {ωk, λk1, λk2, . . . , λkpk}, 0 ≤ ωk ≤ λ1, k = 1, 2, . . . ,
p0

2

(⌊
p0

2

⌋)
,

la cual es realizable por una matriz no negativa Ak de orden pk + 1. En parti-
cular, Ak se puede escoger como Ak ∈ CSωk

. Para Λ⌈ p0
2
⌉, asociamos una lista
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Γ⌈ p0
2
⌉, siendo realizable por una matriz persimétrica no negativa A⌈ p0

2
⌉ de orden

p⌈ p0
2
⌉ + 1. Entonces las matrices diagonales en bloques

{
A = diag{A1, A2, . . . , A p0

2
, AF

p0
2

, . . . , AF
2 , A

F
1 }, para p0 par, y

A = diag{A1, A2, . . . , A⌊ p0
2
⌋, A⌈ p0

2
⌉, A

F
⌊ p0

2
⌋, . . . , A

F
2 , A

F
1 }, para p0 impar,

(3.5)

son persimétricas no negativas con espectros

σ(A) = Γ1 ∪ Γ2 ∪ · · · ∪ Γ p0
2
∪ Γ p0

2
∪ · · · ∪ Γ2 ∪ Γ1 y

σ(A) = Γ1 ∪ Γ2 ∪ · · · ∪ Γ⌊ p0
2
⌋ ∪ Γ⌈ p0

2
⌉ ∪ Γ⌊ p0

2
⌋ ∪ · · · ∪ Γ2 ∪ Γ1,

respectivamente.

Sea X una matriz de orden n × p0, cuyos vectores columnas son autovec-
tores no negativos de la matriz A en (3.5) esto es, para p0 par

X =




x1

x2

. . .
x p0

2

y p0
2

. . .
y2

y1




, (3.6)

y para p0 impar

X =




x1

x2

. . .
x⌊ p0

2
⌋

y⌈ p0
2
⌉

y⌊ p0
2
⌋

. . .
y2

y1




, (3.7)
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donde




xk = e = [1, 1, . . . , 1]T , k = 1, 2, . . . , p0
2
(⌊p0

2
⌋),

yk = [yk1, yk2, . . . , yk(pk+1)]
T ≥ 0, k = 1, 2, . . . , p0

2
(⌈p0

2
⌉),

son tales que




Akxk = ωkxk, k = 1, 2, . . . , p0
2
(⌊p0

2
⌋),

AF
k yk = ωkyk. k = 1, 2, . . . , p0

2
(⌈p0

2
⌉),

Observe que





si xk = [1, 1, . . . , 1]T , entonces xF
k = [1, 1, . . . , 1]

si yk = [yk1, yk2, . . . , yk(pk+1)]
T , entonces yF

k = [yk(pk+1), . . . , yk2, yk1].

(3.8)

La flip-traspuesta de X para p0 par es

XF =




yF
1

yF
2

. . .

yF
p0
2

xF
p0
2

. . .

xF
2

xF
1




. (3.9)

Entonces puesto que

yF
k xk = xF

k yk = [yk(pk+1), . . . , yk1][1, 1, . . . , 1]
T =

pk+1∑

i=1

yki > 0, k = 1, 2, . . . ,
p0

2
,

XFX = diag{yF
1 x1,y

F
2 x2, . . . ,y

F
p0
2

x p0
2
,xF

p0
2

y p0
2
, . . . ,xF

2 y2,x
F
1 y1}, (3.10)

es una matriz persimétrica no negativa con diagonal principal positiva.
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De manera similar para p0 impar la flip-traspuesta de X es

XF =




yF
1

yF
2

. . .

yF
⌊ p0

2
⌋

yF
⌈ p0

2
⌉

xF
⌊ p0

2
⌋

. . .

xF
2

xF
1




, (3.11)

XFX = diag{yF
1 x1, . . . ,y

F
⌊ p0

2
⌋x⌊ p0

2
⌋,y

F
⌈ p0

2
⌉y⌈ p0

2
⌉,x

F
⌊ p0

2
⌋y⌊ p0

2
⌋, . . . ,x

F
1 y1},

es una matriz persimétrica no negativa, y puesto que

yF
⌈ p0

2
⌉y⌈ p0

2
⌉ =

pk+1∑

i=1

yk(pk+2−i) ≥ 0, k =

⌈
p0

2

⌉
, (3.12)

XFX tiene diagonal principal no negativa.

Para aplicar el Teorema 3.2, en el caso p0 par, necesitamos encontrar una
matriz persimétrica no negativa C de orden p0, donde B = Ω + CXFX es
persimétrica no negativa con autovalores µ1, µ2, . . . , µp0 (los nuevos autovalo-
res) y entradas diagonales ω1, . . . , ω p0

2
, ω p0

2
, . . . , ω1 (los antiguos autovalores),

y Ω = diag{ω1, . . . , ω p0
2
, ω p0

2
, . . . , ω1}. Por tanto, puesto que XFX es no singu-

lar, podemos computar C = (B − Ω)(XXF )−1. Observe que ambas matrices,
(B − Ω) y (XFX)−1 son persimétricas. Sin embargo, su producto no necesa-
riamente es persimétrico. Entonces transformamos apropiadamente la matriz

X en X̃ de modo que X̃F X̃ = sIp0 , s > 0. Esto es lo que el siguiente lema
hace para p0 par:

Lema 3.2. Sea X la matriz de orden n × p0 en (3.6). Entonces, existe una

matriz X̃ de orden n × p0, tal que X̃F X̃ = sIp0, donde s = yF
k xk, para algún

k fijo, k = 1, 2, . . . , p0
2
.

Demostración. Para k fijo, k = 1, 2, . . . , p0
2
, sea

αj =
√

(yF
j xj)−1(yF

k xk), j = 1, 2, . . . ,
p0

2
.
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Definimos

X̃ =




α1x1

α2x2

. . .
α p0

2
x p0

2

α p0
2
y p0

2

. . .
α2y2

α1y1




.

Entonces

X̃F X̃ = diag{α2
1y

F
1 x1, . . . , α

2
p0
2

yF
p0
2

x p0
2
, α2

p0
2

xF
p0
2

y p0
2
, . . . , α2

1x
F
1 y1},

donde

α2
j = (yF

j xj)
−1(yF

k xk), j = 1, 2, . . . ,
p0

2
.

Observe que para j = k, tenemos que α2
k = 1. Por tanto, X̃F X̃ = (yF

k xk)Ip0 .
�

En el caso p0 impar, B = Ω+CXFX es persimétrica no negativa con autovalo-
res µ1, µ2, . . . , µp0 (los nuevos autovalores) y entradas diagonales ω1, . . . , ω⌊ p0

2
⌋,

ω⌈ p0
2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω1 (los antiguos autovalores), los cuales son las entradas de

la diagonal principal de Ω. Si en (3.12) yF
⌈ p0

2
⌉y⌈ p0

2
⌉ > 0, podemos calcular

C = (B − Ω)(XFX)−1; sin embargo, aunque (B − Ω) y (XFX)−1 son ambas
persimétricas su producto no necesariamente lo es. Entonces, al igual que en

el caso p0 par transformamos apropiadamente la matriz X en X̃ de modo que

X̃F X̃ = sIp0 , s > 0. Entonces tenemos

Lema 3.3. Sea X la matriz de orden n× p0 dada en (3.7). Si yF
⌈ p0

2
⌉y⌈ p0

2
⌉ > 0,

entonces existe una matriz de orden n × p0 X̃, tal que X̃F X̃ = sIp0, donde
s = yF

k xk, para algún k fijo, k = 1, 2, . . . , ⌊p0
2
⌋, o s = yF

k yk, para k = ⌈p0
2
⌉.

Demostración. Para k fijo, k = 1, 2, . . . , ⌊p0
2
⌋, sea

αj =





√
(yF

j xj)−1(yF
k xk) j = 1, 2, . . . , ⌊p0

2
⌋,

√
(yF

j yj)−1(yF
k xk) j = ⌈p0

2
⌉.
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o para k = ⌈p0
2
⌉. Sea

αj =





√
(yF

j xj)−1(yF
⌈ p0

2
⌉y⌈ p0

2
⌉) j = 1, 2, . . . , ⌊p0

2
⌋,

1 j = ⌈p0
2
⌉.

Definimos

X̃ =




α1x1

α2x2

. . .
α⌊ p0

2
⌋x⌊ p0

2
⌋

α⌈ p0
2
⌉y⌈ p0

2
⌉

α⌊ p0
2
⌋y⌊ p0

2
⌋

. . .
α2y2

α1y1




.

Entonces

X̃F X̃ = diag{α2
1y

F
1 x1, . . . , α

2
⌊ p0

2
⌋y

F
⌊ p0

2
⌋x⌊ p0

2
⌋, α

2
⌈ p0

2
⌉y

F
⌈ p0

2
⌉y⌈ p0

2
⌉, α

2
⌊ p0

2
⌋x

F
⌊ p0

2
⌋y⌊ p0

2
⌋, . . . ,

α2
1x

F
1 y1}, donde

α2
j =





(yF
j xj)

−1(yF
k xk) j = 1, 2, . . . , ⌊p0

2
⌋,

(yF
j yj)

−1(yF
k xk) j = ⌈p0

2
⌉.

o

α2
j =





(yF
j xj)

−1(yF
⌈ p0

2
⌉x⌈ p0

2
⌉) j = 1, 2, . . . , ⌊p0

2
⌋,

1 j = ⌈p0
2
⌉.

Por tanto, X̃F X̃ = (yF
k xk)Ip0 , para algún k = 1, 2, . . . , ⌊p0

2
⌋ o X̃F X̃ = (yF

k yk)Ip0 ,
para k = ⌈p0

2
⌉ . �

Ahora presentamos el resultado principal de esta sección. Primero, considera-
mos el caso p0 par:
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Una nueva condición suficiente para el PNIEP

Teorema 3.3. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos con
Λ = Λ, λ1 ≥ |λi|, i = 2, 3, . . . , n, y

∑n

i=1 λi ≥ 0. Supongamos que existe una
partición de Λ (como la definida en (3.4))

Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λ p0
2
∪ Λ p0

2
∪ · · · ∪ Λ1, con

Λ0 = {λ01, λ02, . . . , λ0p0}, λ01 = λ1,

Λk = {λk1, λk2, . . . , λkpk}, k = 1, 2, . . . ,
p0

2
,

donde algunas de las listas Λk pueden ser vaćıas tal que las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

i) Para cada k = 1, 2, . . . , p0
2
, existe una matriz no negativa con espectro

Γk = {ωk, λk1, λk2, . . . , λkpk
} 0 ≤ ωk ≤ λ1.

ii) Existe una matriz persimétrica no negativa de orden p0, con el espectro Λ0

y entradas diagonales ω1, ω2, . . . , ω p0
2
, ω p0

2
, . . . , ω2, ω1.

Entonces Λ es realizable por una matriz persimétrica no negativa.

Demostración. De i) sea Ak una matriz no negativa con el espectro Γk, k =
1, 2, . . . , p0

2
. Podemos asumir que Ak ∈ CSωk

. Entonces Ake = ωke, con e =
[1, 1, . . . , 1]T . La matriz

A = A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ A p0
2
⊕ AF

p0
2

⊕ · · · ⊕ AF
2 ⊕ AF

1 ,

es persimétrica no negativa con espectro

Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ . . . ∪ Γ p0
2
∪ Γ p0

2
∪ · · ·Γ2 ∪ Γ1.

Sea X la matriz en (3.6). Entonces de (3.8), (3.9), y (3.10), XFX es una matriz
diagonal persimétrica no negativa con diagonal principal positiva. Entonces,

del Lema 3.2, podemos cambiar X por X̃, de modo que X̃F X̃ = sIp0 , s > 0.

Observe que X̃ es todav́ıa una matriz de autovectores de A.

Ahora, de ii) sea B = Ω + CX̃F X̃ = Ω + sCIp0 una matriz persimétrica
no negativa de orden p0 con el espectro Λ0 y entradas diagonales

ω1, ω2, . . . , ω p0
2
, ω p0

2
, . . . , ω2, ω1.

Entonces C = 1
s
(B − Ω) es persimétrica no negativa, donde

Ω = diag{ω1, ω2, . . . , ω p0
2
, ω p0

2
, . . . , ω2, ω1}.

Por tanto, del Teorema 3.2, M = A+ X̃CX̃F es una matriz persimétrica con

el espectro Λ, y puesto que A, X̃, C son matrices no negativas, entonces M es
también no negativa. �
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Una nueva condición suficiente para el PNIEP

Ahora consideramos el caso p0 impar:

Teorema 3.4. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos con
Λ = Λ, λ1 ≥ |λi|, i = 2, 3, . . . , n, y

∑n

i=1 λi ≥ 0. Supongamos que existe una
partición de Λ (como la definida en (3.4))

Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λ⌊ p0
2
⌋ ∪ Λ⌈ p0

2
⌉ ∪ Λ⌊ p0

2
⌋ ∪ · · · ∪ Λ1, con

Λ0 = {λ01, λ02, . . . , λp0}, λ01 = λ1,

Λk = {λk1, λk2, . . . , λkpk}, k = 1, . . . ,

⌈
p0

2

⌉
,

donde algunas de las listas Λk pueden ser vaćıas tal que las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

i) Para cada k = 1, 2, . . . , ⌊p0
2
⌋, existe una matriz no negativa con espectro

Γk = {ωk, λk1, λk2, . . . , λkpk
}, 0 ≤ ωk ≤ λ1,

y para k = ⌈p0
2
⌉, existe una matriz persimétrica no negativa con el espectro

Γ⌈ p0
2
⌉ y autovector de Perron y⌈ p0

2
⌉ ≥ 0, satisfaciendo yF

⌈ p0
2
⌉y⌈ p0

2
⌉ > 0.

ii) Existe una matriz persimétrica no negativa de orden p0, con el espectro
Λ0 y entradas diagonales ω1, ω2, . . . , ω⌊ p0

2
⌋, ω⌈ p0

2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω2, ω1.

Entonces Λ es realizable por una matriz persimétrica no negativa.

Demostración. De i) sean Ak una matriz no negativa con el espectro Γk, k =
1, 2, . . . , ⌊p0

2
⌋, podemos asumir que Ak ∈ CSωk

. Entonces Ake = ωke, donde
e = [1, 1, . . . , 1]T y A⌈ p0

2
⌉ una matriz persimétrica no negativa con el espectro

Γ⌈ p0
2
⌉. La matriz

A = A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ A⌊ p0
2
⌋ ⊕ A⌈ p0

2
⌉ ⊕ AF

⌊ p0
2
⌋ ⊕ · · · ⊕ AF

2 ⊕ AF
1 ,

es persimétrica no negativa con espectro

Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ . . . ∪ Γ⌊ p0
2
⌋ ∪ Γ⌈ p0

2
⌉ ∪ Γ⌊ p0

2
⌋ ∪ · · ·Γ2 ∪ Γ1.

Sea X la matriz en (3.7). Entonces, de (3.8), (3.11), y (3.12), XFX es una
matriz diagonal persimétrica no negativa. Entonces del Lema 3.3, podemos

cambiar X por X̃, de modo que X̃F X̃ = sIp0 , s > 0. Observe que X̃ es to-
dav́ıa una matriz de autovectores de A.
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Matrices persimétricas no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas

Ahora, de ii) sea B = Ω + CX̃F X̃ = Ω + sCIp0 una matriz persimétrica
no negativa de orden p0 con el espectro Λ0 y entradas diagonales

ω1, ω2, . . . , ω⌊ p0
2
⌋, ω⌈ p0

2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω2, ω1.

Entonces C = 1
s
(B − Ω) es persimétrica no negativa, donde

Ω = diag{ω1, ω2, . . . , ω⌊ p0
2
⌋, ω⌈ p0

2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω2, ω1}.

Por tanto, del Teorema 3.2, M = A+ X̃CX̃F es una matriz persimétrica con

el espectro Λ, y puesto que A, X̃, C son matrices no negativas, entonces M es
también no negativa. �

3.4. Matrices persimétricas no negativas con autovalo-

res y entradas diagonales prescritas

Como se ha dicho antes, para aplicar los Teorema 3.3 y Teorema 3.4, necesi-
tamos conocer condiciones bajo las cuales exista una matriz persimétrica no
negativa de orden p0 con espectro Λ0 y entradas diagonales

ω1, ω2, . . . , ω p0
2
, ω p0

2
, . . . , ω2, ω1, para p0 par, o

ω1, ω2, . . . , ω⌊ p0
2
⌋, ω⌈ p0

2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω2, ω1, para p0 impar.

Este es un problema abierto dif́ıcil, para el cual, hasta ahora, solo tenemos
respuestas parciales.

Para p0 = 2, sea Λ = {λ1, λ2} con λ1 ≥ λ2 y sea ω1 ≥ 0. Entonces es ne-
cesario y suficiente que λ1 + λ2 = 2ω1. En efecto, la matriz




λ1+λ2

2
1

(λ1−λ2

2
)2 λ1+λ2

2


 ,

es persimétrica no negativa con espectro {λ1, λ2}. También tenemos la matriz

1

2

[
λ1 + λ2 λ1 − λ2

λ1 − λ2 λ1 + λ2

]
,

la cual es simétrica y persimétrica.

Para p0 = 3, tenemos
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Realizabilidad persimétrica de listas especiales

Lema 3.4. Los números λ1, λ2, λ3 y ω1, ω2, ω1 ≥ 0 tales que λ1 + λ2 + λ3 =
2ω1+ω2 son, respectivamente, los autovalores y las entradas diagonales de una
matriz persimétrica no negativa, si se satisfacen las condiciones:

i) ω2
1 + 2ω1ω2 ≥ λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3,

ii) λ1λ2λ3 + 2ω1ω
2
2 ≥ ω2(λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3).

Demostración. Supongamos que las condiciones i) y ii) se satisfacen. Entonces

B =



ω1 0 1
b ω2 0
d b ω1


 , (3.13)

con 



d = ω2
1 + 2ω1ω2 − (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3),

b =
√

λ1λ2λ3 + 2ω1ω
2
2 − ω2(λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3),

(3.14)

es persimétrica no negativa con autovalores λ1, λ2, λ3. Basta igualar los coefi-
cientes del polimonio caracteŕıstico de B con las funciones simétricas elemen-
tales asociadas a λ1, λ2, λ3. �

En el Caṕıtulo 5, v́ıa un resultado de Farahat y Ledermann [12], mostraremos
una nueva condición suficiente para construir matrices persimétricas no nega-
tivas con autovalores y entradas diagonales prescritas, la cual es independiente
de la condición suficiente dada en el Lema 3.4 para el caso n = 3.

3.5. Realizabilidad persimétrica de listas especiales

En lo que sigue, diremos que una lista Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} de números reales,
es del tipo Suleimanova (ver [62]) si,

λ1 > 0, λi < 0, i = 2, 3, . . . , n.

Una lista Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} de números complejos, es del tipo Suleimanova
complejo (ver [3]) si,

λ1 > 0, Reλi < 0, con |Reλi| ≥ |Imλi|, i = 2, 3, . . . , n.

Una lista Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} de números complejos, es del tipo Šmigoc (ver
[45]) si,

λ1 > 0, Reλi < 0, con
√
3 |Reλi| ≥ |Imλi|, i = 2, 3, . . . , n.

43



Realizabilidad persimétrica de listas especiales

En esta sección probamos que listas realizables del tipo Šmigoc (y por con-
siguiente, las listas del tipo Suleimanova y Suleimanova complejo) son, en
particular, realizables por matrices persimétricas no negativas irreducibles.

Teorema 3.5. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos del
tipo Šmigoc, esto es, Reλi < 0,

√
3 |Reλi| ≥ |Imλi| con Λ = Λ, λ1 ≥ |λi|, i =

2, 3, . . . , n,
∑n

i=1 λi ≥ 0. Entonces Λ es realizable por una matriz persimétrica
no negativa irreducible.

Demostración. Para n = 2, tenemos que Λ = {λ1, λ2} debe ser una lista real
con λ1 > 0, λ2 < 0. Entonces

A =
1

2

[
λ1 + λ2 λ1 − λ2

λ1 − λ2 λ1 + λ2

]
,

es persimétrica no negativa irreducible con el espectro Λ.

Para n = 3, y Λ = {λ1, λ2, λ3} con λ1 > 0, λ2, λ3 < 0, las condiciones i)
y ii) en el Lema 3.4 son satisfechas y

A =



ω1 0 1
b ω2 0
d b ω1


 , (3.15)

con b y d como en (3.14), es persimétrica no negativa irreducible con el espec-
tro Λ.

Si Λ = {λ1, α + iβ, α − iβ} con α < 0, |α| ≥ |β|, λ1 + 2α ≥ 0, entonces
puesto que

λ1 > −α, entonces λ1α < −α2 y λ1α + α2 < 0,

λ1 > β, entonces λ1α < αβ,

−α ≥ β, entonces αβ ≤ −β2 y λ1α + β2 < 0,

tenemos 2λ1α+α2 + β2 < 0. Entonces las condiciones i) y ii) en el Lema 3.14
son satisfechas, y la matriz en (3.15) con





b =
√

λ1(α2 + β2) + 2ω1ω
2
2 − ω2(2λ1α + α2 + β2),

d = ω2
1 + 2ω1ω2 − (2λ1α + α2 + β2),

(3.16)

es persimétrica no negativa irreducible con espectro Λ = {λ1, α + iβ, α− iβ}.
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Realizabilidad persimétrica de listas especiales

Si Λ = {λ1, α + iβ, α − iβ} con α < 0,
√
3 |α| ≥ |β|, λ1 + 2α ≥ 0, enton-

ces puesto que

2αλ1 ≤ −4α2 entonces 2αλ1 + 4α2 ≤ 0,

−
√
3α ≥ β entonces − 3α2 + β2 ≤ 0,

tenemos 2λ1α + α2 + β2 ≤ 0. Aśı las condiciones i) y ii) en el Lema 3.4 son
satisfechas, y la matriz en (3.15) con b y d como en (3.16), es persimétrica no
negativa irreducible con el espectro Λ.

Ahora, supongamos que listas del tipo Šmigoc, con k− 2 números, 4 ≤ k ≤ n,
son realizables por matrices persimétricas no negativas irreducibles. Entonces
sea

Λ = {λ1, λ2, . . . , λk} con Reλi < 0,
√
3 |Reλi| ≥ |Imλi|, i = 2, . . . , k.

Tomemos la partición

Λ0 = {λ1, λi, λj}, Λ2 = Λ− Λ0, Λ1 = Λ3 = ∅, con

Γ2 = {λ1 + λi + λj} ∪ Λ2, Γ1 = Γ3 = {0},

donde λi, λj son reales o complejos conjugados. De la hipótesis de inducción, Γ2

es realizable por una matriz persimétrica no negativa irreducible A2. Entonces

A =



0

A2

0


 ,

es una matriz persimétrica no negativa. Ahora, del Lema 3.4, podemos compu-
tar una matriz persimétrica no negativa B, con el espectro Λ0 y entradas dia-
gonales 0, λ1 + λi + λj, 0,

B =



0 0 1
b λ1 + λi + λj 0
d b 0


 ,

donde

b =
√

−(λ1 + λi)(λ1 + λj)(λi + λj), d = −(λ1λi + λ1λj + λiλj).

Por otro lado, puesto que A2 es no negativa irreducible, existe un autovector
v = [v1, . . . , vk−2]

T > 0 tal que

A2v = (λ1 + λi + λj)v, vFv > 0.
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Ejemplos

Por tanto, del Teorema 3.4,

X̃ =




1 0 0
0 αv1 0
...

...
...

0 αvk−2 0
0 0 1



, α =

√
1

vFv
, X̃F X̃ = I3, C = B − Ω,

y A + X̃CX̃F es una matriz persimétrica no negativa con espectro Λ =

{λ1, λ2, . . . , λk}. Además, A+ X̃CX̃F es irreducible ya que su grafo es fuerte-
mente conectado. �

3.6. Ejemplos

Ejemplo 3.2. Queremos construir una matriz persimétrica no negativa con
espectro

Λ = {13,−3,−4,−2 + 3i,−2− 3i,−2 + 3i,−2− 3i, 1 + i, 1− i}.
Entonces consideramos la partición

Λ0 = {13, 1 + i, 1− i}, Λ1 = {−2 + 3i,−2− 3i} = Λ3, Λ2 = {−3,−4},
Γ1 = {4,−2 + 3i,−2− 3i} = Γ3, Γ2 = {7,−3,−4}.

Computamos las matrices

A1 =



0 0 4
4 0 0
3
4

13
4

0


 , A3 = AF

1 =



0 0 4
13
4

0 0
3
4

4 0


 , A2 =




0 0 1

2
√
21 0 0

37 2
√
21 0


 ,

con espectros Γ1 = Γ3, y Γ2, respectivamente.

Observe que las matrices A1 y A3 tienen autovectores de Perron [1, 1, 1]T y
[1, 13

16
, 1]T respectivamente, y la matriz A2 es persimétrica con autovector de

Perron [1
7
, 2
7

√
3
7
, 1]T .

Del Lema 3.4, podemos construir una matriz persimétrica no negativa

B =




4 0 1√
222 7 0

44
√
222 4


 ,
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Ejemplos

con espectro Λ0 = {13, 1 + i, 1− i} y entradas diagonales 4, 7, 4. Entonces

X =




1 0 0
1 0 0
1 0 0
0 1 0

0 2
7

√
3
7

0

0 1
7

0
0 0 1
0 0 13

16
0 0 1




, XF =



1 13

16
1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 2
7

√
3
7

1
7

0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1


 ,

XFX =




45
16

0 0
0 110

343
0

0 0 45
16


 ,

y del Lema 3.3, con α2 =
√

343
110

45
16

= 21
88

√
154, computamos

X̃ =




1 0 0
1 0 0
1 0 0
0 α2 0

0 2
7

√
3
7
α2 0

0 1
7
α2 0

0 0 1
0 0 13

16
0 0 1




tal que X̃F X̃ =
45

16
I3,

y C = 16
45
(B − Ω), donde Ω = diag{4, 7, 4}. Finalmente



A1

A2

AF
1


+ X̃CX̃F ,

es la matriz persimétrica no negativa requerida.

Ejemplo 3.3. Queremos construir una matriz persimétrica no negativa con
espectro

Λ = {12,−2,−1± 2i,−1± 2i,−1± 2i,−1± 2i}.
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Ejemplos

Entonces consideramos la partición

Λ0 = {12,−2}, Λ1 = {−1 + 2i,−1− 2i,−1 + 2i,−1− 2i} = Λ2,

Γ1 = {5,−1 + 2i,−1− 2i,−1 + 2i,−1− 2i} = Γ2.

Computamos las matrices

A1 =




0 0 0 0 5
2 0 0 3 0
2 2 1 0 0
2 1

3
8
3

0 0
1 6

5
8
5

6
5

0



, A2 = AF

1 =




0 0 0 0 5
6
5

0 0 3 0
8
5

8
3

1 0 0
6
5

1
3

2 0 0
1 2 2 2 0



,

con espectros Γ1 = Γ2 respectivamente.

Observe que las matrices A1 y A2 tienen autovectores de Perron [1, 1, 1, 1, 1]T

y [1, 3
5
, 4
5
, 3
5
, 1]T , respectivamente.

Sea B =

[
5 7
7 5

]
una matriz persimétrica no negativa con espectro Λ0 =

{12,−2} y entradas diagonales {5, 5}. Entonces

X =




1 0
1 0
1 0
1 0
1 0
0 1
0 3

5
0 4

5
0 3

5
0 1




, XF =

[
1 3

5
4
5

3
5

1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1 1

]
, XFX = 4I2,

C = 1
4
(B − Ω), donde Ω = diag{5, 5}. Finalmente

[
A1

AF
1

]
+XCXF ,

es la matriz persimétrica no negativa requerida.
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CAPÍTULO

4

MATRICES BISIMÉTRICAS

NO-NEGATIVAS CON ESPECTRO

PRESCRITO

Una matriz A ∈ Mn se dice ser bisimétrica si ella es simétrica y persimétrica,
esto es, si AT = A y AF = A.

En este caṕıtulo consideramos el problema inverso de autovalores para ma-
trices bisimétricas no negativas (en inglés Bisymmetric Nonnegative Inverse
Eigenvalue Problem, BNIEP). Las matrices con más de una simetŕıa son co-
munes en ciencias e ingenieŕıas. Las propiedades espectrales de estas matrices
han sido estudiadas por muchos autores [14, 29, 40].

Nuestro aporte al estudio del BNIEP consiste en la obtención de una con-
dición suficiente para la existencia y construcción de matrices bisimétricas no
negativas con espectro prescrito. A diferencia del caso persimétrico, el Teorema
1.5 (versión simétrica del Teorema de Rado) será suficiente para generar estas
condiciones.

Los resultados en este caṕıtulo forman parte de la publicación [21] (A. I. Ju-
lio, R. L. Soto, Persymmetric and bisymmetric nonnegative inverse eigenvalue
problem, Linear Algebra and Appl. 469 (2015) 130-152).
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4.1. Matrices reales bisimétricas con espectro prescrito

En esta sección probamos que el problema inverso de autovalores para matri-
ces reales bisimétricas siempre tiene solución. Esto es, una lista de números
reales es siempre el espectro de una matriz bisimétrica real. Para probar esto,
primero consideramos matrices bisimétricas reales de la forma:

A =




an bn
. . . �

a2 b2
b2 a2

�
. . .

bn an




, B =




an bn
. . . �

a2 0 b2
0 a1 0
b2 0 a2

�
. . .

bn an




(4.1)

de orden 2n− 2, y 2n− 1, respectivamente. Un cálculo directo muestra que





det(A− λI) =
n∏

i=2

[(ai − λ)2 − b2i ], y

det(B − λI) = (a1 − λ)
n∏

i=2

[(ai − λ)2 − b2i ].

(4.2)

Por tanto, los autovalores de estas matrices son a2 ± b2, . . . , an ± bn, en el caso
par; y son a1, a2 ± b2, . . . , an ± bn, en el caso impar. Entonces tenemos

Teorema 4.1. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números reales. Entonces
Λ es el espectro de una matriz bisimétrica real de orden n.

Demostración. Tomamos la partición

Λ = Λ1 ∪ Λ2 · · · ∪ Λn
2
, para n par, y

Λ = {λ1} ∪ Λ1 ∪ Λ2 ∪ · · · ∪ Λn−1

2

, para n impar,

con Λk = {λ2k−1, λ2k} k = 1, 2, . . . , n
2
, y Λk = {λ2k, λ2k+1}, k = 1, 2, . . . , n−1

2
,

respectivamente. Entonces, de (3.3), (4.1) y (4.2) construimos una matriz bi-
simétrica real con el espectro Λ. �
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Matrices reales bisimétricas con espectro prescrito

Nota 4.1. Es claro que si λ2k−1 ± λ2k ≥ 0 y λ1 ≥ |λi|, i = 2, 3, . . . , n, en el
teorema anterior, obtenemos una matriz bisimétrica no negativa con espectro
prescrito.

Ejemplo 4.1. Queremos construir una matriz bisimétrica real con espectro

Λ = {8, 4, 2,−1,−3,−6,−8− 10}.
Entonces consideramos una partición

Λ = Λ1 ∪ Λ2 ∪ Λ3 ∪ Λ4, con

Λ1 = {8, 4} → A1 =
1

2

[
12 4
4 12

]
,

Λ2 = {2,−1} → A2 =
1

2

[
1 3
3 1

]
,

Λ3 = {−3,−6} → A3 =
1

2

[
−9 3
3 −9

]
,

Λ4 = {−8,−10} → A4 =
1

2

[
−18 2
2 −18

]
.

Entonces

A =
1

2




12 4
1 3

−9 3
−18 2
2 −18

3 −9
3 1

4 12




,

es una matriz bisimétrica real con el espectro prescrito.

4.2. Una nueva condición suficiente para el BNIEP

En esta sección damos condiciones suficientes para la existencia de una matriz
bisimétrica no negativa con espectro prescrito. A diferencia del caso persimétri-
co, el Teorema 1.5 (versión simétrica del Teorema de Rado) será suficiente para
probar estas condiciones. Comenzamos examinando algunas propiedades bási-
cas.
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Lema 4.1. Si A y B son matrices bisimétricas, entonces i) aA + bB, con
a, b ∈ R, ii) A−1, si existe, iii) AT , iv) AF y v) JA son bisimétricas. Además,
JA = AJ .

Proposición 4.1. Sea A una matriz simétrica con Ax = λx, x 6= 0. Entonces

i) AF es simétrica,
ii) AF (xT )F = λ(xT )F ,
iii) Jx es un autovector de JAJ .

Demostración. i) (AF )T = (AT )F = AF .

ii) Si Ax = λx, entonces xTA = λxT y AF (xT )F = λ(xT )F .

iii) (JAJ)Jx = JAx = λJx. �

Definición 4.1. Un vector n-dimensional x = [x1, x2, . . . , xn]
T se dice simétri-

co si Jx = x, esto es, si xi = xn−i+1, y x se dice anti-simétrico si Jx = −x,
esto es, si xi = −xn−i+1, i = 1, 2, . . . , n.

Se ha demostrado en [5] que ⌈n
2
⌉ autovectores de una matriz bisimétrica de

orden n son simétricos, mientras que ⌊n
2
⌋ de ellos son anti-simétricos. Este re-

sultado junto al Teorema 1.5 (versión simétrica del Teorema de Rado), son los
ingredientes principales para dar una condición suficiente para que el BNIEP
tenga una solución.

Proposición 4.2. Si x es un vector simétrico, entonces xT = xF .

Demostración. Si Jx = x, entonces xT = xTJ = xF . �

De ahora en adelante, con el propósito de presentar el resultado principal de
esta sección (Teorema 4.2 y Teorema 4.3 más adelante), consideramos listas
de números reales Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} con la siguiente partición
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



Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λ p0
2
∪ Λ p0

2
∪ · · · ∪ Λ1, p0 par,

Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λ⌊ p0
2
⌋ ∪ Λ⌈ p0

2
⌉ ∪ Λ⌊ p0

2
⌋ ∪ · · · ∪ Λ1, p0 impar,

con Λ0 = {λ01, λ02, . . . , λ0p0}, λ01 = λ1,

Λk = {λk1, λk2, . . . , λkpk}, k = 1, 2, . . . , p0
2
(⌈p0

2
⌉),

(4.3)

donde algunas de las listas Λk pueden ser vaćıas. Para cada lista Λk, k 6= ⌈p0
2
⌉,

asociamos una lista

Γk = {ωk, λk1, λk2, . . . , λkpk}, 0 ≤ ωk ≤ λ1, k = 1, 2, . . . ,
p0

2

(⌊
p0

2

⌋)
,

la cual es realizable por una matriz simétrica no negativa Ak de orden pk + 1.

Para Λ⌈ p0
2
⌉ asociamos una lista Γ⌈ p0

2
⌉, la cual es realizable por una matriz bi-

simétrica no negativa A⌈ p0
2
⌉ de orden p⌈ p0

2
⌉+1. Entonces las matrices diagonales

en bloques

{
A = diag{A1, A2, . . . , A p0

2
, AF

p0
2

, . . . , AF
2 , A

F
1 }, para p0 par, y

A = diag{A1, A2, . . . , A⌊ p0
2
⌋, A⌈ p0

2
⌉, A

F
⌊ p0

2
⌋, . . . , A

F
2 , A

F
1 }, para p0 impar,

(4.4)

son bisimétricas no negativas con espectros

σ(A) = Γ1 ∪ Γ2 ∪ · · · ∪ Γ p0
2
∪ Γ p0

2
∪ · · · ∪ Γ2 ∪ Γ1, y

σ(A) = Γ1 ∪ Γ2 ∪ · · · ∪ Γ⌊ p0
2
⌋ ∪ Γ⌈ p0

2
⌉ ∪ Γ⌊ p0

2
⌋ ∪ · · · ∪ Γ2 ∪ Γ1,

respectivamente.

Sea X una matriz de orden n × p0, cuyos vectores columnas son autovec-
tores no negativos de la matriz A en (4.4) esto es, para p0 par
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X =




x1

x2

. . .
x p0

2

(xT
p0
2

)F

. . .

(xT
2 )

F

(xT
1 )

F




, (4.5)

donde




xk = [xk1, xk2, . . . , xk(pk+1)]
T ≥ 0, ‖xk‖ = 1, k = 1, 2, . . . , p0

2
,

(xT
k )

F = [xk(pk+1), . . . , xk2, xk1]
T ≥ 0, ‖(xT

k )
F‖ = 1, k = 1, 2, . . . , p0

2
,

(4.6)

son tales que




Akxk = ωkxk, k = 1, 2, . . . , p0
2
,

AF
k (x

T
k )

F = ωk(x
T
k )

F , k = 1, 2, . . . , p0
2
,

(4.7)

y para p0 impar

X =




x1

x2

. . .
x⌊ p0

2
⌋

x⌈ p0
2
⌉

(xT
⌊ p0

2
⌋)

F

. . .

(xT
2 )

F

(xT
1 )

F




, (4.8)
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donde




xk = [xk1, xk2, . . . , xk(pk+1)]
T ≥ 0, ‖xk‖ = 1, k = 1, 2, . . . , ⌊p0

2
⌋,

x⌈ p0
2
⌉ = Jx⌈ p0

2
⌉ ≥ 0, ‖x⌈ p0

2
⌉‖ = 1, k = ⌈p0

2
⌉,

(xT
k )

F = [xk(pk+1), . . . , xk2, xk1]
T ≥ 0, ‖(xT

k )
F‖ = 1, k = 1, 2, . . . , ⌊p0

2
⌋,
(4.9)

son tales que




Akxk = ωkxk, k = 1, 2, . . . , ⌊p0
2
⌋,

A⌈ p0
2
⌉x⌈ p0

2
⌉ = ω⌈ p0

2
⌉x⌈ p0

2
⌉, k = ⌈p0

2
⌉,

AF
k (x

T
k )

F = ωk(x
T
k )

F , k = 1, 2, . . . , ⌊p0
2
⌋.

(4.10)

El siguiente resultado es claro

Lema 4.2. Sea X como en (4.5) y (4.8). Entonces XT = XF .

Ahora, presentamos el resultado principal de esta sección. Primero considera-
mos el caso p0 par:

Teorema 4.2. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números reales con λ1 ≥
|λi|, i = 2, 3, . . . , n, y

∑n

i=1 λi ≥ 0. Supongamos que existe una partición de Λ
(como la definida en (4.3))

Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λ p0
2
∪ Λ p0

2
∪ · · · ∪ Λ1, con

Λ0 = {λ01, λ02, . . . , λ0p0}, λ01 = λ1,

Λk = {λk1, λk2, . . . , λkpk}, k = 1, 2, . . . ,
p0

2
,

donde algunas de las listas Λk pueden ser vaćıas tal que las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

i) Para cada k = 1, 2, . . . , p0
2
, existe una matriz simétrica no negativa con

espectro

Γk = {ωk, λk1, λk2, . . . , λkpk
}, 0 ≤ ωk ≤ λ1.
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ii) Existe una matriz bisimétrica no negativa de orden p0, con el espectro Λ0

y entradas diagonales ω1, ω2, . . . , ω p0
2
, ω p0

2
, . . . , ω2, ω1.

Entonces Λ es realizable por una matriz bisimétrica no negativa.

Demostración. De i) sea Ak una matriz simétrica no negativa con el espectro
Γk, k = 1, 2, . . . , p0

2
. Entonces

A = A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ A p0
2
⊕ AF

p0
2

⊕ · · · ⊕ AF
2 ⊕ AF

1 ,

es una matriz bisimétrica no negativa con espectro

Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ · · · ∪ Γ p0
2
∪ Γ p0

2
∪ · · ·Γ2 ∪ Γ1.

Sea X la matriz en (4.5), donde (4.6) y (4.7) se tienen.

De ii) sea B = Ω + C una matriz bisimétrica no negativa con el espectro
Λ0 y entradas diagonales

ω1, ω2, . . . , ω p0
2
, ω p0

2
, . . . , ω2, ω1,

donde Ω = {ω1, ω2, . . . , ω p0
2
, ω p0

2
, . . . , ω2, ω1}. Entonces C = B − Ω es bi-

simétrica no negativa, y del Teorema 1.5, la matriz A + XCXT es simétrica
no negativa con el espectro Λ. Además, del Lema 4.2, XT = XF , y

(A+XCXT )F = AF + (XT )FCFXF = A+XCXT .

Por tanto, A +XCXT es una matriz bisimétrica no negativa con el espectro
Λ. �

Para p0 impar tenemos:

Teorema 4.3. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números reales con λ1 ≥
|λi|, i = 2, 3, . . . , n, y

∑n

i=1 λi ≥ 0. Supongamos que existe una partición de
Λ (como la definida en (4.3))

Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λ⌊ p0
2
⌋ ∪ Λ⌈ p0

2
⌉ ∪ Λ⌊ p0

2
⌋ ∪ · · · ∪ Λ1, con

Λ0 = {λ01, λ02, . . . , λp0}, λ01 = λ1,

Λk = {λk1, λk2, . . . , λkpk}, k = 1, . . . ,

⌈
p0

2

⌉
,

donde algunas de las listas Λk pueden ser vaćıas, tal que las siguientes condi-
ciones se satisfacen:
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i) Para cada k = 1, 2, . . . , ⌊p0
2
⌋, existe una matriz simétrica no negativa con

espectro Γk = {ωk, λk1, λk2, . . . , λkpk
}, 0 ≤ ωk ≤ λ1, y para k = ⌈p0

2
⌉, existe

una matriz bisimétrica no negativa con el espectro Γ⌈ p0
2
⌉.

ii) Existe una matriz bisimétrica no negativa de orden p0, con el espectro Λ0

y entradas diagonales ω1, ω2, . . . , ω⌊ p0
2
⌋, ω⌈ p0

2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω2, ω1.

Entonces Λ es realizable por una matriz bisimétrica no negativa.

Demostración. De i) sean Ak una matriz simétrica no negativa con el espectro
Γk , k = 1, 2, . . . , ⌊p0

2
⌋, y A⌈ p0

2
⌉ una matriz bisimétrica no negativa con el

espectro Γ⌈ p0
2
⌉. Entonces

A = A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ A⌊ p0
2
⌋ ⊕ A⌈ p0

2
⌉ ⊕ AF

⌊ p0
2
⌋ ⊕ · · ·AF

2 ⊕ AF
1 ,

es una matriz bisimétrica no negativa con espectro

Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ · · · ∪ Γ⌊ p0
2
⌋ ∪ Γ⌈ p0

2
⌉ ∪ Γ⌊ p0

2
⌋ ∪ · · · ∪ Γ2 ∪ Γ1.

Sea X la matriz dada en (4.8), donde (4.9) y (4.10) se tienen.

De ii) sea B = Ω + C una matriz bisimétrica no negativa con el espectro
Λ0 y entradas diagonales

ω1, ω2, . . . , ω⌊ p0
2
⌋, ω⌈ p0

2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω2, ω1,

donde Ω = {ω1, ω2, . . . , ω⌊ p0
2
⌋, ω⌈ p0

2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω2, ω1}. Entonces C = B −Ω es

bisimétrica no negativa, y del Teorema 1.4, la matriz A+XCXT es simétrica
no negativa con el espectro Λ. Además, del Lema 4.2, XT = XF , y

(A+XCXT )F = AF + (XT )FCFXF = A+XCXT .

Por tanto, A +XCXT es una matriz bisimétrica no negativa con el espectro
Λ. �

4.3. Matrices bisimétricas no negativas con autovalores

y entradas diagonales prescritas

Para usar apropiadamente los Teorema 4.2 y Teorema 4.3 necesitamos cono-
cer condiciones bajo las cuales exista una matriz bisimétrica no negativa con
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autovalores λ1, λ2, . . . , λp0 y entradas diagonales

ω1, ω2, . . . , ω p0
2
, ω p0

2
, . . . , ω2, ω1, para p0 par, o

ω1, ω2, . . . , ω⌊ p0
2
⌋, ω⌈ p0

2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω2, ω1, para p0 impar.

Este es también un problema dif́ıcil, para el cual solo damos algunas respuestas
parciales.

Para p0 = 2, es necesario y suficiente que λ1 ≥ ω1 = ω2 y λ1 + λ2 = 2ω1.
Entonces

A =
1

2

[
λ1 + λ2 λ1 − λ2

λ1 − λ2 λ1 + λ2

]
,

es bisimétrica no negativa con las propiedades requeridas.

Para p0 = 3, usaremos el siguiente resultado debido a Fiedler [13]:

Lema 4.3. [13] Los números reales λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 y ω1 ≥ ω2 ≥ ω3 ≥ 0, son los
autovalores y entradas diagonales, respectivamente, de una matriz simétrica
no negativa si y solo si





λ1 ≥ ω1,

λ1 + λ2 ≥ ω1 + ω2,

λ1 + λ2 + λ3 = ω1 + ω2 + ω3,

λ2 ≤ ω1.

(4.11)

En [52, Nota 3.3], para las condiciones (4.11), los autores construyeron la si-
guiente matriz simétrica no negativa:




ω1

√
α−ω3

2α−ω2−ω3
s

√
α−ω2

2α−ω2−ω3
s

√
α−ω3

2α−ω2−ω3
s ω2

√
(α− ω2)(α− ω3)√

α−ω2

2α−ω2−ω3
s

√
(α− ω2)(α− ω3) ω3


 ,

con

α = λ1 + λ2 − ω1 y s =
√

(λ1 − α)(λ1 − ω1),

la cual, para ω2 = ω3, se convierte en

B =



ω1

s√
2

s√
2

s√
2

ω2 α− ω2
s√
2

α− ω2 ω2


 ,
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con α = λ1 + λ2 − ω1 y s =
√
(λ1 − α)(λ1 − ω1).

Entonces, por permutaciones sobre B, obtenemos

B1 =




ω2
s√
2

α− ω2
s√
2

ω1
s√
2

α− ω2
s√
2

ω2


 , (4.12)

la cual es bisimétrica no negativa con autovalores λ1, λ2, λ3, y entradas diago-
nales ω2, ω1, ω2.

Usando un razonamiento similar al de los autores en [52, Nota 3.3], para las
condiciones (4.11), construimos la matriz simétrica no negativa

B′ =




ω1 β − ω1
t√
2

β − ω1 ω1
t√
2

t√
2

t√
2

ω2


 ,

con autovalores λ1, λ2, λ3, donde

β = λ1 + λ3 − ω2, t =
√

(λ1 − β)(λ1 − ω2).

Entonces, por permutaciones sobre B′, obtenemos

B2 =




ω1
t√
2

β − ω1
t√
2

ω2
t√
2

β − ω1
t√
2

ω1


 , (4.13)

la cual es bisimétrica no negativa con autovalores λ1, λ2, λ3, y entradas diago-
nales ω1, ω2, ω1.

4.4. Realizabilidad bisimétrica de listas especiales

En esta sección probamos que listas realizables del tipo Suleimanova [62] son,
en particular, realizables por matrices bisimétricas no negativas.

Teorema 4.4. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números reales del tipo
Suleimanova, esto es, λ1 > 0 > λ2 ≥ · · · ≥ λn, con λ1 ≥ |λi|, i = 2, . . . , n,∑n

i=1 λi ≥ 0. Entonces Λ es realizable por una matriz bisimétrica no negativa.

Demostración. Sea n = 2, y Λ = {λ1, λ2}, con λ1 > 0, λ2 < 0, entonces

A =
1

2

[
λ1 + λ2 λ1 − λ2

λ1 − λ2 λ1 + λ2

]
,
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es bisimétrica no negativa con espectro Λ = {λ1, λ2}.

Sea n = 3, y Λ = {λ1, λ2, λ3}. Si λ1 > 0, λ2, λ3 < 0, del Lema 4.3, y las
matrices en (4.12) y (4.13), tenemos que

A =




ω2
s√
2

α− ω2
s√
2

ω1
s√
2

α− ω2
s√
2

ω2


 ,

con α = λ1 + λ2 − ω1, s =
√
(λ1 − α)(λ1 − ω1).

y

A′ =




ω1
t√
2

β − ω1
t√
2

ω2
t√
2

β − ω1
t√
2

ω1


 ,

con β = λ1 + λ3 − ω2, t =
√

(λ1 − β)(λ1 − ω2)

son bisimétricas no negativas con espectro Λ = {λ1, λ2, λ3}.

Asumamos ahora, que listas de k − 2 números reales (del tipo Suleimanova),
4 ≤ k ≤ n, son realizables por matrices bisimétricas no negativas. Entonces,
sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λk}, con λ1 > 0 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk. Tomemos la partición

Λ0 = {λ1, λ2, λ3}, Λ2 = {λ4, . . . , λk}, Λ1 = Λ3 = ∅,
Γ2 = {λ1 + λ2 + λ3, λ4, . . . , λk}, Γ1 = Γ3 = {0}.

De la hipótesis de inducción, sea A2 una matriz bisimétrica no negativa reali-
zando Γ2. Entonces

A =



0

A2

0


 ,

es bisimétrica no negativa con espectro Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3.

Además, existe una matriz bisimétrica no negativa con el espectro Λ0 y entra-
das diagonales 0, λ1 + λ2 + λ3, 0. Esta matriz es

B =




0 s√
2

−λ3
s√
2

λ1 + λ2 + λ3
s√
2

−λ3
s√
2

0


 ,

con s =
√
−(λ1 + λ3)(λ2 + λ3). Por tanto, del Teorema 4.3, Λ es realizable

por una matriz bisimétrica no negativa. �
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4.5. Ejemplos

Ejemplo 4.2. Queremos construir una matriz bisimétrica no negativa con
espectro Λ = {12,−2,−2,−2,−3,−3}. Entonces consideramos la partición

Λ0 = {12,−2}, Λ1 = {−2,−3} = Λ2,

Γ1 = Γ2 = {5,−2,−3}.
Computamos

A1 =




0
√
5

√
5√

5 0 3√
5 3 0


 , A2 = AF

1 =




0 3
√
5

3 0
√
5√

5
√
5 0


 ,

con espectros Γ1 y Γ2, respectivamente, y la matriz bisimétrica

B =

[
5 7
7 5

]
,

con espectro Λ0 = {12,−2} y entradas diagonales 5, 5.
Entonces tenemos

A =




0
√
5

√
5 0 0 0√

5 0 3 0 0 0√
5 3 0 0 0 0

0 0 0 0 3
√
5

0 0 0 3 0
√
5

0 0 0
√
5

√
5 0



, X =




2√
14

0

√
5√
14

0

√
5√
14

0

0
√
5√
14

0
√
5√
14

0 2√
14




y

A+XCXT =




0
√
5

√
5

√
5

√
5 2√

5 0 3 5
2

5
2

√
5√

5 3 0 5
2

5
2

√
5√

5 5
2

5
2

0 3
√
5√

5 5
2

5
2

3 0
√
5

2
√
5

√
5

√
5

√
5 0



,

es una matriz bisimétrica no negativa con el espectro Λ.
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CAPÍTULO

5

MATRICES PERSIMÉTRICAS NO

NEGATIVAS CON DIVISORES

ELEMENTALES PRESCRITOS

Sea A ∈ Mn y sea

J(A) = S−1AS = diag{Jn1
(λ1), Jn2

(λ2), . . . , Jnk
(λk)}

la forma canónica de Jordan de A (FCJ de A). Las submatrices

Jni
(λi) =




λi 1

λi
. . .

. . . 1
λi


 , i = 1, 2, . . . , k,

son llamadas los bloques de Jordan de J(A). Los divisores elementales de A

son los polinomios (λ−λi)
ni , esto es, los polinomios caracteŕısticos de Jni

(λi),
i = 1, 2, . . . , k.

En este caṕıtulo consideramos el problema inverso de los divisores elemen-
tales para matrices no negativas (en inglés Nonnegative Inverse Elementary
Divisors Problem, NIEDP). Esto es, el problema de determinar condiciones
necesarias y suficientes bajo las cuales los polinomios (λ−λ1)

n1 , . . . , (λ−λk)
nk ,
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Problema inverso de los divisores elementales para matrices persimétricas no negativas

n1 + · · · + nk = n, son los divisores elementales de una matriz no negativa A

de orden n [6, 7, 11, 35, 36, 53, 58].

En [35, 36], Minc considera el NIEDP módulo el problema inverso de autova-
lores para matrices no negativas (NIEP). Nuestra aproximación al NIEDP es
de la misma forma. En particular, Minc prueba que si A es una matriz positiva
diagonalizable, entonces existe una matriz positiva B con el mismo espectro
que A, y con divisores elementales arbitrariamente prescritos.

En [53, 58], los autores resolvieron completamente el NIEDP para listas Λ =
{λ1, λ2, . . . , λn} satisfaciendo:

i) λ1 > λ2 ≥ · · ·λn ≥ 0, listas no negativas,

ii) λ1 > 0 > λ2 ≥ · · · ≥ λn, listas Suleimanova,

iii) Reλi < 0, |Reλi| ≥ |Imλi|, i = 2, 3, . . . , n, listas Suleimanova complejo.

Condiciones suficientes son también dadas en [53, 58] para el caso general.

Nuestro aporte al estudio del NIEDP consiste en considerar el caso en el cual
la matriz solución A es persimétrica, y resolvemos el NIEDP para matrices de
orden n asumiendo que:

(i) Existe una partición de una lista Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} en sublistas Λk, junto
con un autovalor de Perron elegido convenientemente, las cuales son realizables
por matrices no negativas Ak con ciertos divisores elementales prescritos.

(ii) Existe una matriz persimétrica no negativa con entradas diagonales siendo
los autovalores de Perron de las matrices Ak, con ciertos divisores elementales
prescritos.

Nuestros resultados generan un procedimiento algoŕıtmico para computar una
matriz solución estructurada.

En este caṕıtulo demostramos también que una lista realizable {λ1, λ2, . . . , λn}
de números complejos, con λ1 > 0, Reλi ≤ 0, i = 2, 3, . . . , n, es siempre rea-
lizable por una matriz persimétrica no negativa; y que una matriz compañera
es similar a una matriz persimétrica.

Los resultados de este caṕıtulo constituyen esencialmente la publicación [59]
(R. L. Soto, A. I. Julio, M. Salas, Nonnegative persymmetric matrices with
prescribed elementary divisors, Linear Algebra and Appl. 483 (2015) 139-157).
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Problema inverso de los divisores elementales para matrices persimétricas no negativas

5.1. Problema inverso de los divisores elementales para

matrices persimétricas no negativas

Antes de enunciar los teoremas principales de esta sección (Teorema 5.1 y Teo-
rema 5.2 más adelante) hacemos la siguiente nota.

Nota 5.1. Sean A,X,C, y Ω como en el Teorema 3.2 y sea S no singular y

particionada como S = [X | Y ] con S−1 =

[
U

V

]
. Entonces

UX = Ir, V Y = In−r, V X = UY = 0, y AX = XΩ.

Por tanto tenemos

S−1(A+XCXF )S =

[
Ω + CXFX UAY + CXFY

0 V AY

]
,

donde B = Ω+CXFX es una matriz de orden r con autovalores µ1, µ2, . . . , µr

(los nuevos autovalores) y entradas diagonales λ1, λ2, . . . , λr (los antiguos au-
tovalores). Entonces de un resultado en [34, Caṕıtulo VI, Lema 1.2], si B =
Ω+CXFX y V AY no tienen autovalores en común, A+XCXF es similar a
B ⊕ V AY .

Ahora enunciamos el resultado principal de esta sección. Primero consideramos
el caso p0 par:

Teorema 5.1. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos con
Λ = Λ, λ1 ≥ |λi|, i = 2, . . . , n, y

∑n

i=1 λi ≥ 0. Supongamos que existe una
partición de Λ (como la definida en (3.4))

Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λ p0
2
∪ Λ p0

2
∪ · · · ∪ Λ1, con

Λ0 = {λ01, λ02, . . . , λ0p0}, λ01 = λ1,

Λk = {λk1, λk2, . . . , λkpk}, k = 1, 2, . . . ,
p0

2
,

donde algunas de las listas Λk pueden ser vaćıas tal que las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

i) Para cada k = 1, 2, . . . , p0
2
, existe una matriz no negativa con espectro

Γk = {ωk, λk1, λk2, . . . , λkpk}, 0 ≤ ωk ≤ λ1,

y con ciertos divisores elementales prescritos.
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ii) Existe una matriz persimétrica no negativa de orden p0, con el espectro
Λ0, entradas diagonales ω1, ω2, . . . , ω p0

2
, ω p0

2
, . . . , ω2, ω1, y ciertos divisores ele-

mentales prescritos.

Entonces Λ es realizable por una matriz persimétrica no negativa con ciertos
divisores elementales prescritos.

Demostración. De i) sea Ak una matriz no negativa con espectro Γk, y ciertos
divisores elementales prescritos, k = 1, 2, . . . , p0

2
. Podemos asumir que Ak ∈

CSωk
. Entonces Ake = ωke, con e = [1, 1, . . . , 1]T . La matriz

A = A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ A p0
2
⊕ AF

p0
2

⊕ · · · ⊕ AF
2 ⊕ AF

1 ,

es persimétrica no negativa con espectro

Γ = Γ1 ∪ · · · ∪ Γ p0
2
∪ Γ p0

2
∪ · · ·Γ1,

y los divisores elementales prescritos asociados a las listas Λk.

Sea X (o X̃) la matriz como en (3.6) tal que XFX = sIp0 , s > 0 (o X̃F X̃ =
sIp0 , s > 0).

Ahora, de ii) sea B = Ω + CXFX = Ω + sCIp0 una matriz persimétrica
no negativa de orden p0 con el espectro Λ0 y entradas diagonales

ω1, ω2, . . . , ω p0
2
, ω p0

2
, . . . , ω2, ω1.

Entonces C = 1
s
(B − Ω) es persimétrica no negativa, donde

Ω = diag{ω1, ω2, . . . , ω p0
2
, ω p0

2
, . . . , ω2, ω1}.

Por tanto, de la Nota 5.1 y el Teorema 3.2, M = A + XCXF es una ma-
triz persimétrica con el espectro Λ, y con los divisores elementales prescritos.
Además, puesto que A,X y C son matrices no negativas, entonces M es tam-
bién no negativa. �

Ahora consideramos el caso p0 impar:

Teorema 5.2. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos con
Λ = Λ, λ1 ≥ |λi|, i = 2, 3, . . . , n, y

∑n

i=1 λi ≥ 0. Supongamos que existe una
partición de Λ (como la definida en (3.4))

Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪ · · · ∪ Λ⌊ p0
2
⌋ ∪ Λ⌈ p0

2
⌉ ∪ Λ⌊ p0

2
⌋ ∪ · · · ∪ Λ1, con

Λ0 = {λ01, λ02, . . . , λp0}, λ01 = λ1,

Λk = {λk1, λk2, . . . , λkpk}, k = 1, . . . ,

⌈
p0

2

⌉
,
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donde algunas de las listas Λk pueden ser vaćıas tal que las siguientes condi-
ciones se satisfacen:

i) Para cada k = 1, 2, . . . , ⌊p0
2
⌋, existe una matriz no negativa con espectro

Γk = {ωk, λk1, λk2, . . . , λkpk}, 0 ≤ ωk ≤ λ1,

y con ciertos divisores elementales prescritos.

ii) Para k = ⌈p0
2
⌉, existe una matriz persimétrica no negativa con el espec-

tro Γ⌈ p0
2
⌉, con ciertos divisores elementales prescritos, y autovector de Perron

y⌈ p0
2
⌉, satisfaciendo yF

⌈ p0
2
⌉y⌈ p0

2
⌉ > 0.

iii) Existe una matriz persimétrica no negativa de orden p0, con el espectro
Λ0, entradas diagonales ω1, ω2, . . . , ω⌊ p0

2
⌋, ω⌈ p0

2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω2, ω1, y ciertos di-

visores elementales prescritos.

Entonces Λ es realizable por una matriz persimética no negativa de orden n

con ciertos divisores elementales prescritos.

Demostración. De i) sea Ak una matriz no negativa con espectro Γk, y cier-
tos divisores elementales prescritos, k = 1, 2, . . . , ⌊p0

2
⌋. Podemos asumir que

Ak ∈ CSωk
. Entonces Ake = ωke, con e = [1, 1, . . . , 1]T .

De ii) sea A⌈ p0
2
⌉ una matriz persimétrica no negativa con el espectro Γ⌈ p0

2
⌉,

y ciertos divisores elementales prescritos. La matriz

A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ A⌊ p0
2
⌋ ⊕ A⌈ p0

2
⌉ ⊕ AF

⌊ p0
2
⌋ ⊕ · · · ⊕ AF

2 ⊕ AF
1 ,

es persimétrica no negativa con espectro

Γ1 ∪ Γ2 ∪ · · · ∪ Γ⌊ p0
2
⌋ ∪ Γ⌈ p0

2
⌉ ∪ Γ⌊ p0

2
⌋ ∪ · · · ∪ Γ2 ∪ Γ1,

y los divisores elementales prescritos asociados a las listas Λk.

Sea X (o X̃) la matriz como en (3.7) tal que XFX = sIp0 , s > 0 (o X̃F X̃ =
sIp0 , s > 0).

Ahora, de iii) sea B = Ω + CXFX = Ω + sCIp0 una matriz persimétrica
no negativa de orden p0 con el espectro Λ0 y entradas diagonales

ω1, . . . , ω⌊ p0
2
⌋, ω⌈ p0

2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω1.

Entonces C = 1
s
(B − Ω) es persimétrica no negativa, donde

Ω = diag{ω1, . . . , ω⌊ p0
2
⌋, ω⌈ p0

2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω1}.
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Por tanto, de la Nota 5.1 y el Teorema 3.2, M = A + XCXF es una ma-
triz persimétrica con el espectro Λ, y con los divisores elementales prescritos.
Además, puesto que A,X y C son matrices no negativas, entonces M es tam-
bién no negativa. �

Para aplicar el Teorema 5.1 y el Teorema 5.2, necesitamos conocer condiciones
bajo las cuales existe una matriz persimétrica no negativa de orden p0 con
espectro Λ0 y entradas diagonales

ω1, ω2, . . . , ω⌊ p0
2
⌋, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω2, ω1, para p0 par, o

ω1, ω2, . . . , ω⌊ p0
2
⌋, ω⌈ p0

2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω2, ω1 para p0 impar.

Este tema será considerado en la Sección 5.3.

5.2. Matrices compañeras son similares a matrices per-

simétricas

En esta sección probamos que una matriz compañera C de orden n es similar a
alguna matriz persimétrica P . Este resultado, interesante en śı mismo, es útil
para aumentar el número de posibles soluciones para el NIEDP asociadas con
una lista de números complejos dada.

Teorema 5.3. Sea

C =




0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . . 0

. . . . . . . . . . . .
...

0
. . . . . . . . . 1

−cn−1 · · · −c2 −c1 −c0




(5.1)

la matriz compañera del polinomio p(x) = xn +
n∑

k=1

ck−1x
n−k. Entonces C es

similar a una matriz persimétrica.

Demostración. Supondremos, por el momento, que −c0 = tr(C) = 0. Defini-
mos la matriz de orden n, n ≥ 3,
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S =




1 0
. . . . . . . . . 0

0 1 0
. . . . . . . . .

s1 0
. . . . . . . . . . . .

s2 s1
. . . . . . . . . . . .

. . . s2
. . . . . . 1 0

sn−2
. . . s2 s1 0 1




. (5.2)

Observe que S es no singular, triangular inferior y persimétrica. Entonces
S−1 es también triangular inferior y persimétrica. Para computar S−1 solo
necesitamos computar su primera columna. Podemos hacer esto resolviendo el
sistema lineal Sŝ1 = e1, donde ŝ1 = [a1, a2, . . . , an]

T es la primera columna de
S−1. En este caso tenemos

a1 = 1, a2 = 0, ak = −
k−2∑

i=1

aisk−(i+1), k = 3, 4, . . . , n.

Entonces

S−1 =




1 0 · · · · · · · · · · · · 0

0 1 0
. . . . . . . . .

...

−s1 0 1
. . . . . . . . .

...

−s2 −s1 0
. . . . . . . . .

...

−s3 + s21 −s2 −s1 0
. . . . . .

...

. . . −s3 + s21
. . . . . . . . . 1 0

−
n−2∑
i=1

aisn−(i+1)
. . . −s3 + s21 −s2 −s1 0 1




.

(5.3)

A partir de ahora usaremos una notación diferente para la inversa S−1. Si para
los conjuntos de ı́ndices α, β ⊂ {1, 2, . . . , n}, denotamos la submatriz que se
encuentra en las filas de S indizadas por α y en las columnas de S indizadas
por β como S[α, β], entonces la matriz S−1 en (5.3) se puede escribir como
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S−1 =

















































1 0 · · · · · · · · · 0

0 1 0
. . .

. . .
.
.
.

detS[2, 3; 1, 2] 0 1
. . .

. . .
.
.
.

−detS[2, 3, 4; 1, 2, 3] detS[2, 3; 1, 2] 0
. . .

. . .
.
..

..

.
. . .

. . .
. . . 1 0

(−1)n+1detS[2, . . . , n; 1, . . . , n− 1] · · · −detS[2, 3, 4; 1, 2, 3] detS[2, 3; 1, 2] 0 1

















































y S−1CS, con −c0 = tr(C) = 0 es

S
−1

CS =























0
−detS[2, 3; 1, 2]

detS[2, 3, 4; 1, 2, 3]
−detS[2, 3, 4, 5; 1, 2, 3, 4] In−1

...
(−1)ndetS[2, . . . , n; 1, . . . , n− 1]

(s−1cs)n1 · · · −c3 − s3 − c1s1 −c2 − s2 −c1 − s1 0























(5.4)

donde las entradas de la última fila de S−1CS son dadas por

(s−1cs)n(n−k) = −ck − sk −
k∑

i=1

cisk−(i+1), k = 1, 2, . . . , n− 2,

con sl = 0 para l ≤ 0. La entrada en la posición (n,1) es dada por:

(s−1cs)31 = −c2, cuando n = 3, y

(s−1cs)n1 = −cn−1+
n−3∑

i=1

(
(−1)i+1detS[2, . . . , n−i; 1, . . . , (n−1)−i]−cn−2−i

)
si

para n par (n ≥ 4), y es dado por

(s−1cs)n1 = −cn−1+
n−3∑

i=1

(
(−1)idetS[2, . . . , n− i; 1, . . . , (n−1)− i]− cn−2−i

)
si

para n impar (n ≥ 5).
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Con el fin de tener que S−1CS sea persimétrica ecuacionamos las correspon-
dientes entradas en (5.4):

−c1 − s1 = −detS[2, 3; 1, 2] = s1

−c2 − s2 = detS[2, 3, 4; 1, 2, 3] = s2

−c3 − s3 − c1s1 = −detS[2, 3, 4, 5; 1, 2, 3, 4] = s3 − s21

−c4 − s4 − c1s2 − c2s1 = detS[2, 3, 4, 5, 6; 1, 2, 3, 4, 5] = s4 − 2s1s2
...

...

Esto es,

−ck−sk−
k∑

i=1

cisk−(i+1) = (−1)k+2detS[2, . . . , k+2; 1, . . . , k+1], k = 1, . . . , n−2.

Entonces tomando

s1 = −1

2
c1, s2 = −1

2
c2, s3 = −1

2
c3 +

3

8
c21, s4 = −1

2
c4 +

3

4
c1c2, . . . ,

sk = −ck −
k∑

i=1

cisk−(i+1) − (−1)kdetS[2, . . . , k + 2; 1, . . . , k + 1],

k = 1, . . . , n− 2, S−1CS en (5.4) se convierte en la matriz persimétrica

P =




0
−1

2
c1

−1
2
c2

−1
2
c3 +

1
8
c21 In−1

−1
2
c4 +

1
4
c1c2

...
(s−1cs)n1 · · · −1

2
c4 +

1
4
c1c2 −1

2
c3 +

1
8
c21 −1

2
c2 −1

2
c1 0




.

(5.5)

Si −c0 = tr(C) 6= 0 entonces P + αIn con tr(P) = 0 y α = − 1
n
c0, es la matriz

persimética requerida. �
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Corolario 5.1. Si en el Teorema 5.3, la matriz compañera

C =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0
. . . 0 0 1

−cn−1 · · · −c2 −c1 −c0




es no negativa, entonces la correspondiente matriz persimétrica P = (pij) en
(5.5) es también no negativa.

Demostración. Observe que las entradas pn(n−k), k = 1, 2, . . . , n − 2, en la
última fila de P (o las entradas en la primera columna) son obtenidas en
términos de sumas ponderadas de las entradas −ck de la matriz compañera
C. Entonces ellas son todas no negativas. La entrada en la posición (n, 1) es
también obtenida en términos de sumas ponderadas de −c′ks. Por tanto, P en
(5.5) es persimétrica no negativa. �

En [27], Laffey y Šmigoc obtuvieron uno de los más importantes resultados
para el NIEP : Ellos resolvieron el problema para listas de números complejos
{λ2, . . . , λn} en el semiplano izquierdo. Esto es, ellos dan condiciones necesa-
rias y suficientes para la existencia de una matriz no negativa con espectro
complejo prescrito Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} satisfaciendo Reλi ≤ 0, i = 2, 3, . . . , n,
como se expresa en el siguiente

Teorema 5.4. [27] Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos
tal que Reλi ≤ 0, i = 2, 3, . . . , n. Entonces Λ es el espectro de una matriz no
negativa si y solo si se satisfacen las siguientes condiciones:

i) Λ = Λ,

ii) S1 =
n∑

i=1

λi ≥ 0,

iii) S2 =
n∑

i=1

λ2
i ≥ 0,

iv) S2
1 ≤ nS2.

A continuación probamos que una lista realizable de números complejos, con
Reλi ≤ 0, i = 2, 3, . . . , n, es en particular, realizable por una matriz persimétri-
ca no negativa.
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Teorema 5.5. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn}, con Reλi ≤ 0, i = 2, 3, . . . , n, una
lista realizable de números complejos. Entonces Λ es realizable por una matriz
persimétrica no negativa.

Demostración. Si Λ es realizable, entonces del Teorema 5.4, Λ es el espectro de
una matriz de la forma C+αI, donde C es un matriz compañera no negativa con
tr(C) = 0 y α es una escalar no negativo. Entonces del Teorema 5.3 y Corolario
5.1, C es similar a una matriz persimétrica no negativa P con autovalores
λ1 − α, λ2 − α, . . . , λn − α. Por tanto P + αI es una matriz persimétrica no
negativa con el espectro Λ. �

5.3. Matrices persimétricas no negativas con autovalo-

res y entradas diagonales prescritas

Para aplicar los Teorema 5.1 y Teorema 5.2, necesitamos conocer condiciones
bajo las cuales existe una matriz persimétrica no negativa de orden p0 con
espectro Λ0 y entradas diagonales

ω1, ω2, . . . , ω⌊ p0
2
⌋, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω2, ω1, para p0 par, o

ω1, ω2, . . . , ω⌊ p0
2
⌋, ω⌈ p0

2
⌉, ω⌊ p0

2
⌋, . . . , ω2, ω1 para p0 impar.

El problema de encontrar una matriz no negativa con espectro y entradas
diagonales prescritas es un problema abierto dif́ıcil, el cual, además de ser
importante en śı mismo, es necesario para aplicar las diferentes versiones del
Teorema de Rado tanto en el NIEP como en el NIEDP.

En esta sección, a diferencia de lo que se hizo en la Sección 3.4, usaremos
un resultado, debido a Farahat y Ledermann [12], para encontrar condiciones
para la existencia y construcción de matrices persimétricas no negativas con
autovalores y entradas diagonales prescritas.

Teorema 5.6. [12] Sean Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos,
y {d1, d2, . . . , dn} una lista de números reales no negativos tal que

n∑

i=1

di =
n∑

i=1

λi.

Sea

p(x) = (x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λn), (5.6)
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y

µ0 = 1, µ1 = (x− d1), . . . , µn = (x− d1)(x− d2) · · · (x− dn),

con

p(x) = µn + k1µn−1 + · · ·+ kn−1µ1 + knµ0. (5.7)

Si k1, k2, · · · , kn son todos no positivos, entonces existe una matriz de orden n

no negativa, con el espectro Λ y entradas diagonales d1, d2, . . . , dn.

Demostración. Los polinomios µ0, µ1, . . . , µn constituyen una base del espacio
de los polinomios de grado menor o igual que n. Igualando los coeficientes de
xn−1 de los polinomios dados en (5.6) y (5.7) obtenemos que k1 = 0. Sea

A =




d1 1 0 · · · 0

0 d2 1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0

0
. . . 0

. . . 1
−kn · · · −k3 −k2 dn



. (5.8)

Expandiendo el determinante de xI − A con respecto a la última fila se sigue
que A tiene polinomio caracteŕıstico p(x) y por tanto A tiene el espectro Λ.
Además, si k2, k3, . . . , kn son todos no positivos, A es no negativa. �

A continuación, computamos una matriz persimétrica no negativa P con es-
pectro y entradas diagonales prescritas para los casos n = 2, 3, 4, 5.

Para n = 2, Λ = {λ1, λ2} es una lista de números reales. Es necesario y
suficiente que λ1 + λ2 ≥ 0, y

P =
1

2

[
λ1 + λ2 λ1 − λ2

λ1 − λ2 λ1 + λ2

]
,

es la matriz persimétrica no negativa con espectro {λ1, λ2}.

Para n = 3, tenemos

S−1AS =




1 0 0
0 1 0

−s1 0 1






d1 1 0
0 d2 1

−k3 −k2 d1





1 0 0
0 1 0
s1 0 1




=




d1 1 0
s1 d2 1
−k3 −s1 − k2 d1


 ,
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la cual para s1 = −1
2
k2, se convierte en

P =




d1 1 0
−1

2
k2 d2 1

−k3 −1
2
k2 d1


 . (5.9)

Entonces P es persimétrica no negativa solo si las entradas ki, i = 2, 3, son no
positivas. Computamos las entradas ki, i = 2, 3, ecuacionando los coeficientes
de

p(x) = (x− d1)
2(x− d2) + k1(x− d1)(x− d2) + k2(x− d1) + k3,

y
p(x) = (x− λ1)(x− λ2)(x− λ3).

Entonces obtenemos




k1 = 0,

k2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 − 2d1d2 − d21,

k3 = −λ1λ2λ3 + d1(λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3)− d21d2 − d31.

(5.10)

Observe que si λ2, λ3 ≤ 0, entonces k2, k3 ≤ 0.

Para n = 4,

S−1AS =




1 0 0 0
0 1 0 0

−s1 0 1 0
−s2 −s1 0 1







d1 1 0 0
0 d2 1 0
0 0 d2 1

−k4 −k3 −k2 d1







1 0 0 0
0 1 0 0
s1 0 1 0
s2 s1 0 1




=




d1 1 0 0
s1 d2 1 0

s2 − d1s1 + d2s1 0 d2 1
−k4 − k2s1 − s21 −k3 − s2 + d1s1 − d2s1 −k2 − s1 d1


 .

Tomando s1 = −1
2
k2, s2 = −1

2
[k3 + (d1 − d2)k2], obtenemos una matriz per-

simétrica

P =




d1 1 0 0
−1

2
k2 d2 1 0

−1
2
k3 0 d2 1

1
4
k2
2 − k4 −1

2
k3 −1

2
k2 d1


 , (5.11)

la cual es no negativa solo si las entradas ki, i = 2, 3, 4, son no positivas. De
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nuevo las entradas ki, i = 2, 3, 4 son obtenidas ecuacionando los coeficientes de

p(x) = (x−d1)
2(x−d2)

2+k1(x−d1)(x−d2)
2+k2(x−d1)(x−d2)+k3(x−d1)+k4,

y
p(x) = (x− λ1)(x− λ2)(x− λ3)(x− λ4).

Entonces obtenemos




k1 = 0,

k2 =
∑

1≤i1<i2≤4

λi1λi2 − (d21 + 4d1d2 + d22),

k3 = (d1 + d2)

[ ∑
1≤i1<i2≤4

λi1λi2

]
− (d1 + d2)

3 − ∑
1≤i1<i2<i3≤4

λi1λi2λi3 ,

k4 = λ1λ2λ3λ4 − d21d
2
2 − k2d1d2 + k3d1.

(5.12)

Finalmente, para n = 5,

S
−1

AS =













1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

−s1 0 1 0 0
−s2 −s1 0 1 0

s21 − s3 −s2 −s1 0 1

























d1 1 0 0 0
0 d2 1 0 0
0 0 d3 1 0
0 0 0 d2 1

−k5 −k4 −k3 −k2 d1

























1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
s1 0 1 0 0
s2 s1 0 1 0
s3 s2 s1 0 1













.

Tomando s1 = −1
2
k2, s2 = −1

2
k3 − 1

2
(d1 − d3)k2, y

s3 = [−1
2
k3 − 1

2
(d1 − d3)k2](d1 − d2) +

3
8
k2
2 − 1

2
k4, obtenemos una matriz per-

simétrica:

P =




d1 1 0 0 0
−1

2
k2 d2 1 0 0

−1
2
k3 0 d3 1 0

1
8
k2
2 − 1

2
k4 0 0 d2 1

1
2
k2k3 − k5 +

1
4
(d1 − d3)k

2
2

1
8
k2
2 − 1

2
k4 −1

2
k3 −1

2
k2 d1



, (5.13)

la cual es no negativa solo si las entradas ki, i = 2, 3, 4, 5, son no positivas,
con d1 ≥ d3. Computamos las entradas ki, i = 2, 3, 4, 5, ecuacionando los coe-
ficientes de

p(x) = (x − d1)
2(x − d2)

2(x − d3) + k1(x − d1)(x − d2)
2(x − d3) + k2(x −

d1)(x− d2)(x− d3) + k3(x− d1)(x− d2) + k4(x− d1) + k5,

y
p(x) = (x− λ1)(x− λ2)(x− λ3)(x− λ4)(x− λ5).
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Entonces obtenemos





k1 = 0,

k2 =
∑

1≤i1<i2≤5

λi1λi2 − (d21 + d22 + 4d1d2 + 2d1d3 + 2d2d3),

k3 = (d1 + d2 + d3)k2 + d22(2d1 + d3) + d21(2d2 + d3) + 4d1d2d3−∑
1≤i1<i2<i3≤5

λi1λi2λi3 ,

k4 =
∑

1≤i1<i2<i3<i4≤5

λi1λi2λi3λi4 − [d21d
2
2 − (d1 + d2)k3 + 2d1d

2
2d3 + 2d21d2d3+

(d1d2 + d1d3 + d2d3)k2],

k5 = d1k4 + d21d
2
2d3 − d1d2k3 + d1d2d3k2 − λ1λ2λ3λ4λ5).

(5.14)

En el caso general, para matrices persimétricas de orden n, podemos computar
las entradas ki, i = 2, 3, . . . , n, del sistema lineal obtenido de (5.6) y (5.7). La
solución de este sistema es dado por





k1 = 0,

kj = bj −
j−1∑
i=1

ljiki, j = 2, . . . , n,

donde
{
bj = (−1)j(tj(λ1, . . . , λn)− tj(d1, . . . , dn)),

lji = (−1)j−itj−i(d1, . . . , dn−i),

con

tk(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i1<···<ik≤n

k∏

j=1

xij ,

siendo la k-ésima función simétrica elemental de los n números x1, . . . , xn,
k ≤ n.
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5.4. Listas del tipo Šmigoc son realizables por matrices

persimétricas no negativas con autovalores y entra-

das diagonales prescritas

En esta sección probamos que para listas del tipo Šmigoc, las matrices per-
simétricas dadas en (5.9), (5.11) y (5.13) son siempre no negativas. Esto es,
las entradas ki, i = 2, 3, 4, 5 son siempre no positivas.

Para n = 3,

Lema 5.1. Sea Λ = {λ1, α+ iβ, α− iβ} una lista de números complejos, con
α ≤ 0,

√
3 |α| ≥ |β| y sean d1, d2, d1, números reales no negativos tales que

λ1 + 2α = 2d1 + d2, entonces las entradas ki, i = 2, 3, dadas en (5.10) son no
positivas.

Demostración.
k2 = 2αλ1+α2+β2−(2d1d2+d21). Es suficiente probar que 2αλ1+α2+β2 ≤ 0.
En efecto, puesto que

√
3 |α| ≥ |β| → 3α2 ≥ β2 → −3α2 + β2 ≤ 0,

λ1 + 2α ≥ 0 → 2αλ1 + 4α2 ≤ 0,

tenemos 2λ1α + α2 + β2 ≤ 0.

k3 = −λ1(α
2 + β2) + d1(2λ1α + α2 + β2)− (d21d2 + d31) ≤ 0. �

Para n = 4,

Lema 5.2. Sea Λ = {λ1, λ2, λ3, λ4} una lista de números reales, con Reλi ≤
0, i = 2, 3, 4 y sean d1, d2, d2, d1, números reales no negativos tales que λ1 +
λ2 + λ3 + λ4 = 2d1 +2d2, entonces las entradas ki, i = 2, 3, 4, dadas en (5.12)
son no positivas.

Demostración.
k2 = (λ1 + λ3)λ2 + (λ1 + λ4)λ3 + (λ1 + λ2)λ4 − (d21 + 4d1d2 + d22) ≤ 0,

k3 = (d1+d2)[(λ1+λ3)λ2+(λ1+λ4)λ3+(λ1+λ2)λ4]− (d1+d3)
3− [λ1λ2(λ3+

λ4) + λ3λ4(λ1 + λ2)] ≤ 0,

k4 = λ1λ2λ3λ4 − d21d
2
2 − d1(k2d2 − k3). Puesto que
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k2d2 − k3 = d31 + d1d2(2d1 − d2)− d1[(λ1 + λ3)λ2 + (λ1 + λ4)λ3 + (λ1 + λ2)λ4] +
[λ1λ2(λ3 + λ4) + λ3λ4(λ1 + λ2)] ≥ 0, tenemos k4 ≤ 0. �

Lema 5.3. Sea Λ = {λ1, λ2, α+iβ, α−iβ} una lista de números complejos, con
λ2 ≤ 0, α ≤ 0,

√
3 |α| ≥ |β| y sean d1, d2, d2, d1, números reales no negativos

tales que λ1 + λ2 + 2α = 2d1 + 2d2, entonces las entradas ki, i = 2, 3, 4, dadas
en (5.12) son no positivas.

Demostración.
k2 = λ2(λ1 + 2α) + 2λ1α+ α2 + β2 − (d21 + 4d1d2 + d22), del Lema 5.1, tenemos
que 2λ1α + α2 + β2 ≤ 0. Por tanto k2 ≤ 0,

k3 = (d1 + d2)[λ2(λ1 + 2α) + 2λ1α + α2 + β2] − (d1 + d2)
3 − [2λ1λ2α + (α2 +

β2)(λ1 + λ2)] ≤ 0,

k4 = λ1λ2(α
2 + β2)− d21d

2
2 − d1(k2d2 − k3). Puesto que

k2d2−k3 = d31+d1d2(2d1−d2)−d1(λ2(λ1+2α)+2λ1α+α2+β2)+ (2λ1λ2α+
(α2 + β2)(λ1 + λ2)) ≥ 0, tenemos k4 ≤ 0. �

Para n = 5,

Lema 5.4. Sea Λ = {λ1, λ2, λ3, λ4, λ5} una lista de números reales, con Reλi ≤
0, i = 2, 3, 4, 5, y sean d1, d2, d3, d2, d1, números reales no negativos, con d1 ≥
d3 tales que λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + λ5 = 2d1 + 2d2 + d3, entonces las entradas
ki, i = 2, 3, 4, 5, dadas en (5.14) son no positivas.

Demostración.
k2 = (λ1 + λ3 + λ4)λ2 + (λ1 + λ4 + λ5)λ3 + (λ1 + λ5)λ4 + (λ1 + λ2)λ5 − (d21 +
d22 + 4d1d2 + 2d1d3 + 2d2d3) ≤ 0.

k3 = (d1 + d2 + d3)[(λ1 + λ3 + λ4)λ2 + (λ1 + λ4 + λ5)λ3 + (λ1 + λ5)λ4 +
(λ1+λ2)λ5]− [(d1+d2)

3+2d21d3+4d1d2d3+2d1d
2
3+2d22d3+2d2d

2
3]− [λ2λ3(λ1+

λ4) + λ2λ4(λ1 + λ5) + λ2λ5(λ1 + λ3) + λ3λ4(λ1 + λ5) + λ1λ5(λ3 + λ4)] ≤ 0.

k4 = [λ2λ3λ4(λ1 + λ5) + λ1λ2λ3λ5 + λ1λ2λ4λ5 + λ1λ3λ4λ5]− (d21d
2
2 + 2d1d

2
2d3 +

2d21d2d3)− d1[k2(d2 + d3)− k3]− d2(d3k2 − k3). Es suficiente probar que:

i) k2(d2 + d3)− k3 ≥ 0, y

ii) d3k2 − k3 ≥ 0.
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En efecto, puesto que

k2(d2 + d3)− k3 = 2d1d2(d1 − d3) + (d21 − d22)(d1 + d3)− d1[(λ1 + λ3 + λ4)λ2 +
(λ1+λ4+λ5)λ3+(λ1+λ5)λ4+(λ1+λ2)λ5]+ [λ2λ3(λ1+λ4)+λ2λ4(λ1+λ5)+
λ2λ5(λ1 + λ3) + λ3λ4(λ1 + λ5) + λ1λ5(λ3 + λ4)] ≥ 0, y

d3k2 − k3 = d21d3 + d22d3 − (d1 + d2)[(λ1 + λ3 + λ4)λ2 + (λ1 + λ4 + λ5)λ3 +
(λ1 + λ5)λ4 + (λ1 + λ2)λ5] + (d1 + d2)

3 + [λ2λ3(λ1 + λ4) + λ2λ4(λ1 + λ5) +
λ2λ5(λ1 + λ3) + λ3λ4(λ1 + λ5) + λ1λ5(λ3 + λ4)] ≥ 0, tenemos k4 ≤ 0.

k5 = −d1(−k4 − d1d
2
2d3 + d2k3 − d2d3k2) − λ1λ2λ3λ4λ5. Es suficiente probar

que: (−k4 − d1d
2
2d3 + d2k3 − d2d3k2) ≥ 0. En efecto, puesto que

−k4 − d1d
2
2d3 + d2k3 − d2d3k2 = −[λ2λ3λ4(λ1 + λ5) + λ1λ2λ3λ5 + λ1λ2λ4λ5 +

λ1λ3λ4λ5] + 2d31d2 + d31d3 + d1[λ2λ3(λ1 + λ4) + λ2λ4(λ1 + λ5) + λ2λ5(λ1 + λ3) +
λ3λ4(λ1+λ5)+λ1λ5(λ3+λ4)]− d21[(λ1+λ3+λ4)λ2+(λ1+λ4+λ5)λ3+(λ1+
λ5)λ4 + (λ1 + λ2)λ5] ≥ 0, tenemos k5 ≤ 0. �

Lema 5.5. Sea Λ = {λ1, α1 + iβ1, α1 − iβ1, α2 + iβ2, α2 − iβ2} una lista de
números complejos, con αi ≤ 0,

√
3 |αi| ≥ |βi|, i = 1, 2 y sean d1, d2, d3, d2, d1,

números reales no negativos, con d1 ≥ d3 tales que λ1+2α1+2α2 = 2d1+2d2+
d3, entonces las entradas ki, i = 2, 3, 4, 5, dadas en (5.14) son no positivas.

Demostración.
k2 = (2λ1α1+2λ1α2+α2

1+β2
1+α2

2+β2
2+4α1α2)−(d21+d22+4d1d2+2d1d3+2d2d3).

Es suficiente probar que (2λ1α1 +2λ1α2 +α2
1 + β2

1 +α2
2 + β2

2 +4α1α2) ≤ 0. En
efecto,
λ1 + 2α1 + 2α2 ≥ 0, entonces

2λ1α1 + 4α2
1 + 4α1α2 ≤ 0, (5.15)

y

2λ1α2 + 4α2
2 + 4α1α2 ≤ 0. (5.16)

Además,

−
√
3 α1 ≥ β1 → 3α2

1 ≥ β2
1 → 3α2

1 + 2α1α2 ≥ β2
1 ,

y
−
√
3 α2 ≥ β2 → 3α2

2 ≥ β2
2 → 3α2

2 + 2α1α2 ≥ β2
2 ,

esto es

β2
1 − 3α2

1 − 2α1α2 ≤ 0, (5.17)
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β2
2 − 3α2

2 − 2α1α2 ≤ 0. (5.18)

Finalmente, sumando las desigualdades (5.15), (5.16), (5.17), (5.18), obtene-
mos (2λ1α1 + 2λ1α2 + α2

1 + β2
1 + α2

2 + β2
2 + 4α1α2) ≤ 0. Por tanto k2 ≤ 0.

k3 = (d1 + d2 + d3)(2λ1α1 + 2λ1α2 + α2
1 + β2

1 + α2
2 + β2

2 + 4α1α2) − [(d1 +
d2)

3 + 2d21d3 + 4d1d2d3 + 2d1d
2
3 + 2d22d3 + 2d2d

2
3]− [(λ1 + 2α2)(α

2
1 + β2

1) + (λ1 +
2α1)(α

2
2 + β2

2) + 4λ1α1α2] ≤ 0.

k4 = [β2
2(2α1λ1 + β2

1) + β2
1(2λ1α2 + α2

2) + α2
1(2λ1α2 + β2

2) + α2
2(2α1λ1 + α2

1)]−
(d21d

2
2 + 2d1d

2
2d3 + 2d21d2d3)− d1[k2(d2 + d3)− k3]− d2(d3k2 − k3). Puesto que

2λ1α1 + α2
1 + β2

1 ≤ 0, 2λ1α2 + α2
2 + β2

2 ≤ 0,

y
k2(d2+d3)−k3 = 2d1d2(d1−d3)+(d21−d22)(d1+d3)−d1[2λ1α1+2λ1α2+α2

1+
β2
1+α2

2+β2
2+4α1α2]+[(λ1+2α2)(α

2
1+β2

1)+(λ1+2α1)(α
2
2+β2

2)+4λ1α1α2] ≥ 0,

d3k2 − k3 = d21d3 + d22d3 − (d1 + d2)[2λ1α1 + 2λ1α2 + α2
1 + β2

1 + α2
2 + β2

2 +
4α1α2]+(d1+d2)

3+[(λ1+2α2)(α
2
1+β2

1)+(λ1+2α1)(α
2
2+β2

2)+4λ1α1α2] ≥ 0,
tenemos k4 ≤ 0.

Finalmente,
k5 = −d1(−k4 − d1d

2
2d3 + d2k3 − d2d3k2)− λ1(α

2
1 + β2

1)(α
2
2 + β2

2). Es suficiente
probar que −k4 − d1d

2
2d3 + d2k3 − d2d3k2 ≥ 0. En efecto,

−k4−d1d
2
2d3+d2k3−d2d3k2 = −[β2

2(2α1λ1+β2
1)+β2

1(2λ1α2+α2
2)+α2

1(2λ1α2+
β2
2)+α2

2(2α1λ1+α2
1)]+2d31d2+d31d3+d1[(λ1+2α2)(α

2
1+β2

1)+(λ1+2α1)(α
2
2+

β2
2)+4λ1α1α2]− d21[2λ1α1+2λ1α2+α2

1+β2
1 +α2

2+β2
2 +4α1α2] ≥ 0. Por tanto

k5 ≤ 0. �

5.5. Ejemplos

Ejemplo 5.1. Sea Λ = {9,−3,−3,−3}. Construimos una matriz persimétrica
no negativa con el espectro Λ, para cada una de las tres posibles FCJs asocia-
das con Λ.

i) Primero computemos una matriz persimétrica no negativa P con el espectro
Λ y con los divisores elementales

(λ− 9), (λ+ 3)3.

80



Ejemplos

Entonces

p(x) = (λ− 9)(λ+ 3)3 = λ4 − 54λ2 − 216λ− 243,

y las correspondientes matrices C (la matriz compañera de p(x)) y P (obtenida
del Teorema 5.3) son respectivamente,

C =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
243 216 54 0


 → P =




0 1 0 0
27 0 1 0
108 0 0 1
972 108 27 0


 .

ii) Ahora computamos una matriz persimétrica no negativa P con el espectro
Λ y divisores elementales lineales. Tomemos la partición

Λ0 = {9,−3}, Λ1 = Λ2 = {−3} con Γ1 = Γ2 = {3,−3}.

Aplicamos el Teorema 5.1

A =




0 3 0 0
3 0 0 0
0 0 0 3
0 0 3 0


 , X =




1√
2

0
1√
2

0

0 1√
2

0 1√
2


 , B =

[
3 1
36 3

]
,

para obtener la matriz persimétrica no negativa

A+XCXF =




0 3 1
2

1
2

3 0 1
2

1
2

18 18 0 3
18 18 3 0




con las propiedades requeridas.

iii) Finalmente computamos una matriz persimétrica no negativa P con el
espectro Λ y con los divisores elementales

(λ− 9), (λ+ 3)2, (λ+ 3).

En este caso tomamos la partición

Λ0 = {9,−3,−3}, Λ1 = Λ3 = ∅, Λ2 = {−3},
Γ1 = Γ3 = {0}, Γ2 = {3,−3},

A1 = A3 = [0], A2 =

[
0 3
3 0

]
.
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Computamos una matriz B, con el espectro Λ0 y entradas diagonales (en este
orden), del Teorema 5.6, con n = 3:

B =



0 1 0
45
2

3 1
81 45

2
0


 con J(B) =



9 0 0
0 −3 1
0 0 −3


 .

Entonces

A+XCXF =




0 0 0 0
0 0 3 0
0 3 0 0
0 0 0 0


+




1 0 0
0 1√

2
0

0 1√
2

0

0 0 1






0 1 0
45
2

0 1
81 45

2
0





1 0 0 0
0 1√

2
1√
2

0

0 0 0 1




=




0 1
2

√
2 1

2

√
2 0

45
4

√
2 0 3 1

2

√
2

45
4

√
2 3 0 1

2

√
2

81 45
4

√
2 45

4

√
2 0


 ,

J(A+XCXF ) =




9 0 0 0
0 −3 1 0
0 0 −3 0
0 0 0 −3


 .

Ejemplo 5.2. Sea Λ = {12,−1,−1,−2,−1± i,−1± i,−2±3i}. Construimos
una matriz persimétrica no negativa con el espectro Λ, para cada una de las
cuatro posibles FCJs asociadas con Λ.

i) Para obtener los divisores elementales lineales tomamos la partición

Λ0 = {12,−2,−2 + 3i,−2− 3i},
Γ1 = {2,−1 + i,−1− i} = Γ4, Γ2 = Γ3 = {1,−1}.

Entonces las matrices

A1 =



0 1 1
0 0 2
2 0 0


 , A4 = AF

1 =



0 2 1
0 0 1
2 0 0


 , A2 = A3 =

[
0 1
1 0

]

tienen los espectros Γ1,Γ4,Γ2,Γ3, respectivamente. Por tanto

A =




A1

A2

A2

AF
1


 ,
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es persimétrica no negativa.

Ahora necesitamos computar una matriz persimétrica no negativa B de or-
den 4 con el espectro Λ0 y entradas diagonales 2, 1, 1, 2 y una matriz C de
B = Ω+ CXFX. Hacemos esto del Teorema 5.6:

B =




2 1 0 0
32 1 1 0
203 0 1 1
2024 203 32 2


 y C =

9

5
√
3




0 1 0 0
32 0 1 0
203 0 0 1
2024 203 32 0


 .

Por tanto, A+ X̃CX̃F es la matriz requerida.

ii) Para computar una matriz persimétrica no negativa P con divisores ele-
mentales (λ+1)2, y divisores elementales lineales para el resto de los elementos
de Λ, tomamos la partición

Λ0 = {12,−2 + 3i,−2− 3i},
Γ1 = Γ3 = {2,−1 + i,−1− i}, Γ2 = {4,−1,−1,−2}.

Las correspondientes matrices realizadoras son

A1 = A3 =



0 1 0
1 0 1
4 1 0


 , A2 =




0 1 0 0
11
2

0 1 0
9 0 0 1
153
4

9 11
2

0


 ,

con A2 teniendo FCJ J1(4)⊕ J2(−1)⊕ J1(−2). Computamos las matrices per-
siméricas no negativas

B =




2 1 0
55
2

4 1
250 55

2
2


 y C =

7

5




0 1 0
55
2

0 1
250 55

2
0


 ,

donde B tiene el espectro Λ0 y entradas diagonales 2, 4, 2. Entonces


A1

A2

A1


+ X̃CX̃F ,

es la matriz solución requerida.

iii) Para computar una matriz persimétrica no negativa P con divisores ele-
mentales λ4 +4λ3 +8λ2 +8λ+4, y divisores elementales lineales para el resto

83



Ejemplos

de los elementos de Λ, tomamos la partición

Λ0 = {12,−2 + 3i,−2− 3i},
Γ1 = Γ3 = {1,−1}, Γ2 = {6,−2,−1 + i,−1− i,−1 + i,−1− i}.

Las correspondientes matrices realizadoras son

A1 = A3 =

[
0 1
1 0

]
, A2 =




0 1 0 0 0 0
10 0 1 0 0 0
36 0 0 1 0 0
112 0 0 0 1 0
416 0 0 0 0 1
3584 416 112 36 10 0



,

con A2 teniendo FCJ

J1(6)⊕ J1(−2)⊕ J2(−1 + i)⊕ J2(−1− i).

Computamos las matrices persimétricas no negativas

B =




1 1 0
24 6 1
198 24 1


 y C =




0 1 0
24 0 1
198 24 0


 ,

con B teniendo el espectro Λ0 y entradas diagonales 1, 6, 1. Por tanto,


A1

A2

A1


+ X̃CX̃F ,

es la matriz solución requerida.

iv) Finalmente, computamos una matriz persimétrica no negativa P con di-
visores elementales (λ + 1)2, λ4 + 4λ3 + 8λ2 + 8λ + 4, y divisores elementales
lineales para los restantes elementos de la lista. Hacemos esto computando la
matriz compañera C con el espectro Λ, y del Teorema 5.3 y corolario 5.1, la
correspondiente matriz persimétrica no negativa P.
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En esta tesis hemos obtenido resultados que constituyen un avance en el co-
nocimiento del problema inverso de autovalores para matrices no negativas
(NIEP). En particular, hemos considerado el problema para matrices no ne-
gativas estructuradas, como normales, persimétricas y bisimétricas.

Nuestros resultados han generado versiones normal y persimétrica de un resul-
tado de perturbación de rango r debido a Rado, las cuales nos han permitido
obtener, en el caso de las matrices normales, nuevas condiciones suficientes pa-
ra la existencia de una matriz normal no negativa con espectro prescrito. Estas
condiciones mejoran significativamente las condiciones previas conocidas, debi-
das a Radwan y Xu. En el caso de las matrices persimétricas, hemos obtenido
también eficientes condiciones suficientes para la existencia de una solución al
problema. En ambos casos, matrices normales y persimétricas, hemos generado
condiciones suficientes para la existencia de una solución al problema inverso
de los divisores elementales.

Todos nuestros resultados tienen demostraciones constructivas, las cuales ge-
neran procedimientos algoŕıtmicos para computar una matriz solución. Ellos
forman parte de tres art́ıculos publicados en las revistas Linear Algebra and
its Applications y Linear and Multilinear Algebra.

Las técnicas que hemos empleado para lograr nuestros resultados, requieren
de la existencia de matrices no negativas estructuradas (normales, persimétri-
cas y bisimétricas en nuestro caso) de tamaño r < n, con autovalores y entradas
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diagonales prescritas. Este es un problema abierto dif́ıcil, incluso para dimen-
siones pequeñas, interesante en śı mismo, que nosotros estudiamos como una
herramienta esencial para aplicar nuestros resultados, aunque con respuestas
parciales para matrices de tamaño menor.

En este sentido, nos proponemos estudiar en un futuro inmediato, condiciones
para la existencia de una matriz normal no negativa de orden n con autovalores
y entradas diagonales prescritas, y para la existencia de una matriz persimétri-
ca (bisimétrica) no negativa de orden n con autovalores y entradas diagonales
prescritas.

Nos interesa también estudiar el NIEP para otro tipo de matrices estructura-
das, tales como Toeplitz, Hessenberg, tridiagonales, centrosimétricas, etc.

En el caso de matrices persimétricas no negativas con autovalores y entradas
diagonales prescritas, pensamos que un camino de posible solución, para el
caso general de listas Λ = {λ1, λ2, . . . , λn}, con Reλi ≤ 0,

√
3|Reλi| ≥ |Imλi|,

i = 2, 3, . . . , n, es escribir la matriz A de orden n de Farahat y Ledermann [12]
(Caṕıtulo 5, Sección 5.3) como A = A1+D, donde D = diag{d1, d2, . . . , d2, d1}
e intentar probar que la matriz A1 tiene espectro Λ1 = {λ′

1, λ
′
2 . . . , λ

′
n} con

Reλ′
i ≤ 0, i = 2, 3, . . . , n. Aśı, puesto que sabemos de un resultado en [27,

Lema 5], que si k2 ≤ 0, entonces ki ≤ 0, i = 3, . . . , n, y la matriz A será no ne-
gativa con espectro y entradas diagonales prescritas. Luego, la matriz S−1AS,
con S definida como en (5.2), y los si, i = 1, 2, . . . , n − 2 elegidos conve-
nientemente, es persimétrica no negativa con espectro y entradas diagonales
prescritas.
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