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1. Preliminares

Un grafo es un conjunto de vértices o nodos unidos por enlaces llamados aristas
o arcos. La Teoria Espectral de Grafos analiza propiedades estructurales de grafos
a través de sus representaciones matriciales y sus respectivos autovalores y autovec-
tores. Es este el contexto en el cual esta situada la presente Tesis. Practicamente
cualquier problema puede representarse mediante un grafo, y su estudio trasciende a
las diversas areas de las Ciencias Exactas y las Ciencias Sociales, esto ha permitido
que la Teoria Espectral de Grafos haya tenido un desarrollo muy importante debido
a sus aplicaciones en varias Ciencias tales como: Quimica Cudantica, Fisica, Mecanica
Cuantica, Ciencias de la Computacion, Optimizacion Combinatorial, Investigacién
de Operaciones y Matematica. Variadas e interesantes son las interrogantes, conje-
turas y resultados que se han presentado en los dltimos anos entorno al estudio de
diversas matrices asociadas a grafos ya que estan relacionadas con la mayoria de
los invariantes de un grafo y, por lo tanto, pueden dar informacién muy 1til acerca
del grafo mismo o acerca de una aplicacién que es modelada por el grafo. En par-
ticular, las matrices relacionadas a esta Tesis son la matriz de grados, la matriz de
adyacencia, la matriz Laplaciana y la matriz Laplaciana sin signo. Recientemente,
el profesor V. Nikiforov ha propuesto el estudio de una nueva familia de matrices
{A.(G)} asociadas a un grafo G, las cuales son combinaciones convexas de la matriz
de grados y la matriz de adyacencia del grafo G. Para cada a € [0,1], la matriz
Ay (G) serd llamada matriz a-adyacencia del grafo G y serd el objeto de estudio
de esta Tesis. La Teoria Espectral de Grafos se apoya fuertemente en la Teoria de

Matrices. Resultados de esta Teoria seran recordados cuando sean necesarios.



A continuacién entregamos cierta notacién, conceptos y resultados que serdan

utilizados en el desarrollo de esta Tesis.

1.1. Conceptos y resultados previos

Un grafo G = (V(G), E(G)) esta formado por un conjunto V(G) no vacio y
un conjunto F(G). Los elementos de V(G) y E(G) son llamados vértices y lados,
respectivamente. Un grafo puede ser finito o infinito segin lo sea el conjunto de
vértices V(G). La cardinalidad de V(G) es llamada el orden de G, y es denotada
por |V(G)|. Dos vértices i, j de un grafo se dicen adyacentes si {i,j} € E(G) =
{{i,j} : i,j € V(G)}; en tal caso, se dice que el lado {7, j} es incidente a los vértices
1 v 7. Un grafo es simple si todo par de vértices adyacentes estan conectados por un
unico lado. No todos los grafos son simples, en algunos casos dos vértices adyacentes
pueden estar conectados por mas de un lado, en estos casos tenemos un multigrafo.
También puede ocurrir que un vértice esté conectado consigo mismo (lazo), dando
origen a un pseudografo. Ademas, los lados de un grafo pueden tener asignada una
direccién, tales grafos son llamados grafos dirigidos (o digrafos). Un grafo se dice
ponderado o con peso si a cada lado se le asocia un valor o peso, en caso contrario, el
grafo se dice sin peso. Esta Tesis considera grafos finitos, simples, no dirigidos y sin
pesos. El conjunto de vértices adyacentes a un vértice u serd denotado por I'g(u).
El grado de un vértice u € V(G), denotado por dg(u) es el nimero de vértices
adyacentes a él, es decir, dg(u) = |I'¢(u)|. Denotaremos por 6(G) y A(G), al minimo
y maximo grado de G, respectivamente. Si no hay lugar a confusion escribiremos V',

E y d(u) en lugar de V(G), E(G) y dg(u), respectivamente.



Recordemos también otros conceptos en relacién a dos grafos. Sean G = (V, E)

y G' = (V' E') dos grafos:

1. Los grafos G y G’ se dicen isomorfos si existe una biyeccién ¢ : V' — V' tal que

{z,y} € E < {p(x),p(y)} € &

para todo x,y € V. En tal caso se escribe G ~ G'.

2. SiV'CV y E C FE entonces se dice que G’ es un subgrafo de G y se escribe
G' CG.

3. SiG' C G ysiparacada {z,y} € E' conz,y € V' se tiene {x,y} € E, entonces

se dice que G’ es un subgrafo inducido por V.
4. Si G C Gy V' =V entonces G’ es llamado un subgrafo generado de G.

Un camino de n vértices en un grafo es una secuencia finita de n vértices donde cada
par de vértices consecutivos estan conectados por un lado. La longitud de un camino
es el nimero de lados que tiene. Denotamos por P, al camino de n vértices y n — 1
lados. Entonces, la longitud de P, es n — 1. Un ciclo en un grafo es un camino donde
el primer y el dltimo vértice de la secuencia coinciden. Un grafo se dice conectado si
para todo par de vértices distintos existe un camino que los conecta. Un arbol es un
grafo conectado aciclico. Ahora pasamos a recordar otros conceptos sobre un grafo
G=(V, E). Un grafo de n vértices tal que para todo par de vértices {u,v} € V. x V,
con u # v, se tiene que {u,v} € E recibe el nombre de grafo completo y es denotado
por K,. Un grafo donde V =V, UV, y Vi NV, = ¢ tal que para todo {u,v} € E se
tiene u € V; y v € V;recibe el nombre de grafo bipartito. Un grafo bipartito de n

vértices donde V =V; UV, con |V; | =1, |Vo| = s tal que r + s = n y donde cada

6



vértice de V] es adyacente con cada vértice de V5 recibe el nombre de grafo bipartito
completo y es denotado por K, . En particular, K;,_; denota el grafo estrella de
orden n.

Un grafo en el cual todos sus vértices tienen un grado igual a k recibe el nombre
de grafo k—regular. Un vértice pendiente es un vértice de grado 1. Por su parte,
todo vértice adyacente a un vértice pendiente es llamado vértice casi-pendiente. Un
vértice interno es un vértice de grado al menos 2.

Otros conceptos y resultados sobre grafos seran dados durante el desarrollo de
esta Tesis. En lo que sigue, los autovalores de una matriz real simétrica M de orden

n X n seran indexados en orden no creciente
MM) > (M) > ... > (M),

donde A\ (M) denotard el k-ésimo autovalor de la matriz M. Denotaremos por /\E:]
al autovalor \; con multiplicidad a. Recordemos que una matriz real simétrica M
es semidefinida positiva si y sélo si A,(M) > 0. De manera similar, M es definida

positiva siy solo si A, (M) > 0.



Entre las matrices que se pueden asociar a un grafo, definiremos aquellas vincu-

ladas al objetivo de esta Tesis. Sea G = (V, E) con V ={1,2,...,n}. Sea

d1) 0 - o0
0 d(2) '
D(G) =
0
0 0 d(n) |

donde, como ya fue definido, d(i) denota el grado del vértice i. La matriz D(G) es
llamada la matriz de grados de G. La matriz de adyacencia A(G) = (a; ;) de orden

n X n esta definida por

Losi i} € B@)
0 si {i,j} ¢ E(G)

La matriz Laplaciana de G es definida como

Aij =

y la matriz Laplaciana sin signo de G como
Q(G) = D(G) + A(G).

El uso del Teorema de Gersgorin permite concluir que las matrices L(G) y Q(G) son
semidefinidas positivas. Ademds, es facil ver que las sumas filas de L(G) son todas

iguales a 0, de donde se sigue que
An(L(G)) =0, (1)

cuyo autovector asociado es un vector constante, es decir, es el n-vector columna de

unos, denotado por e,, o un multiplo de él.
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1.2. Motivacion

En esta Tesis estudiamos hibridos de D(G) y A(G) similar a la matriz Lapla-
ciana sin signo Q(G) = D(G) + A(G) presentada por Cvetkovié en [1] y estudiada
extensivamente desde entonces. La investigacién sobre Q(G) ha demostrado que es
una matriz interesante, y a pesar de que, Q(G) es simplemente la suma de D(G) y
A(G), el estudio de Q(G) ha puesto al descubierto similaridades y diferencias entre
Q(G) y A(G). Para comprender hasta qué punto cada uno de los sumandos D(G) y
A(G) determina las propiedades de Q(G), en [2] Nikiforov propone el estudio de la
familia de matrices {A,(G)}, definidas por

Aa(G) = aD(G) + (1 — a)A(G); 0<a <1, 2)

es decir, para cada « € [0, 1], A,(G) es una combinacién convexa de A(G) y D(G).
Para cada « € [0,1], la matriz A,(G) la llamaremos matriz a-adyacencia del grafo
G, v a su espectro y radio espectral los llamaremos a-espectro y a-radio espectral,

respectivamente. Claramente,

A(G) = Ao(G), Q(G) =244(G) y D(G) = A (G), (3)

=

de esta manera, Nikiforov estima que las matrices A, (G) pueden sustentar una teorfa
unificada de A(G) y Q(G). En este contexto, las matrices A(G), Q(G) y D(G) pueden

ser vistas desde una nueva perspectiva, y muchos problemas interesantes aparecen.



Las matrices I, y J,, denotaran la matriz identidad y la matriz cuyas entradas
son todas iguales a 1, ambas de orden n x n, respectivamente. En [3], se definen las

matrices de adyacencia universales de un grafo G de n vértices como
U =Us(a,B,7,0) = @A(G) + Bln + 7Jn + 6D(G),

donde «, 3,7,0 € Ry a # 0. Por otra parte, en [4] se definen las matrices de

adyacencia generalizadas de un grafo G de n vértices como
Ala, B,7) = €A(G) + BI, + v Jn,

donde a, 3,7 € Ry a # 0, es decir, corresponden al caso en que § = 0 en la
definicién de las matrices de adyacencia universales. De esta manera, vale la pena
senalar que la familia de matrices {A,(G)} es simplemente un pequeno subconjunto
de las matrices de adyacencia generalizadas y las matrices de adyacencia universales.
Sin embargo, resultados que son propensos a fallar en estas clases mas generales,
pueden ser demostrados a partir de la definicién de las matrices A, (G), a pesar de

que esta sea mas restringida.
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1.3. Desigualdades de Weyl y una condicion necesaria y su-
ficiente para la igualdad
En la presente Tesis, muchos resultados con respecto a las matrices A,(G) se

probaran a partir de las desigualdades de Weyl para los autovalores de matrices

Hermiticas.

Teorema 1 (Desigualdades de Weyl [5]) Sean A y B matrices Hermiticas de

ordenn, y sean 1 <i<n y1l<j <n. Entonces
MNi(A)+X(B) < ANyjn(A+B), sii+j>n+1, (4)
Ni(A)+X(B) > Aipjo1(A+B), st i+j<n+1. (5)

Una versién simplificada de (4) y (5) es dada por
Ae(A) + A (B) < M(A+ B) < Xe(A4) + M(B). (6)

De la literatura, se observa que estas desigualdades fundamentales se han conoci-
do durante casi un siglo; sin embargo, el caso de igualdad fue recién establecido por
So en [6], inspirado en la publicacién de Tkebe, Inagaki y Miyamoto [7]. So prob6 que
una condicién necesaria y suficiente para la igualdad en las desigualdades de Weyl
es:

En cada desigualdad de Weyl, la igualdad se cumple si y solo si los tres autovalores

mvolucrados tienen un autovector en comin.
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1.4. Dos identidades fundamentales

A partir de la definicién de las matrices A, (G), se deducen dos identidades fun-

damentales:

Lema 1 Sean o, € [0, 1]. Entonces,

Aa(G) = A(G) = (a = B)L(G), (7)

Aa(G) + A1-a(G) = Q(G). (8)

Demostracion. En efecto,

Aa(G) = Ap(G) = aD(G) + (1 —a)A(G) - BD(G) — (1 - BA(G)
= (a=pB)D(G) — (a = B)A(G)
= (o= pB)L(G).

Au(@) + A o(@) = aD(G) + (1 —a)A(G) + (1 — a)D(G) + aA(G)

12



El propédsito de esta Tesis es estudiar la matriz a-adyacencia de un grafo G.
La Tesis esta ordenada como sigue. En el Capitulo 2, se obtienen los a-espectros
de algunos grafos que seran de utilidad para resultados posteriores. El Capitulo 3
estd dedicado al estudio de propiedades béasicas de las matrices A, (G), tales como:
monotonicidad, semidefinidad positiva y algunas cotas basadas en grados de vértices.
En el Capitulo 4, se presentan resultados sobre el a-espectro de arboles; en particular,
de arboles Bethe generalizados, ello conducira al logro de una cota para el a-radio
espectral de un arbol cualquiera en términos del mayor grado. Continuamos en el
Capitulo 5 presentando cotas generales para el a-radio espectral de un grafo, las
cuales nos permitiran acotar el a-radio espectral del camino P, y de arboles Bethe
generalizados. Finalmente, el Capitulo 6 exhibe resultados sobre la multiplicidad de

a como autovalor de las matrices A,(G).
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2. El a-espectro de algunos grafos

En esta seccién entregaremos el a-espectro de algunos grafos, y para ello serd
fundamental recordar el espectro de algunos grafos. Un grafo hipercubo @), es un
grafo n-regular con 2" vértices, donde cada vértice es incidente a exactamente n
lados, y en consecuencia, su nimero de lados es 2"~ !n. El grafo de Petersen PG es
un grafo 3-regular no dirigido de 10 vértices, y por lo tanto, de 15 lados. Es un grafo
pequeno que sirve como un ejemplo y contraejemplo 1til para muchos problemas en

la Teoria de Grafos.

Lema 2 Sea C, el ciclo de n vértices, K, el grafo completo de n vértices, @), el

grafo hipercubo de 2" vértices y PG el grafo de Petersen. Entonces:
1. Para n > 2, los autovalores de A(C,,) son {2003(%)}, para j =1,...,n.
2. Los autovalores de A(K,) son {n —1,—1P=1},

3. Los autovalores de A(Q,,) son {(n — 2j)<?)}, para j =0,1,...,n.

4. Los autovalores de A(PG) son {—2W4 15! 3}.

Q3 Grafo de Petersen PG
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El siguiente Lema es una consecuencia directa de la definicion de la matriz a-
adyacencia de un grafo G y nos muestra que si GG es un grafo regular entonces los

autovalores de A,(G) son un desplazamiento de los autovalores de (1 — a)A(G).
Lema 3 St G es un grafo d-regular de orden n, entonces
Ay(G) = adl, + (1 — a)A(G),
y ast existe una correspondencia lineal entre el espectro de A.(G) y de A(G)
M(Aa(@)) = ad + (1 —a)M(A(G)), 1<k <n. (9)
En particular, \(As(G)) = d para cualquier o € [0, 1].

En consecuencia, los autovalores de las matrices A, (Ch), Aa(K,), Aa(Qn) y Aa(PG)

se obtienen desde la definicién de las matrices A, y de los Lemas anteriores.
Corolario 1 Sea « € [0, 1]. Entonces:
1. Los autovalores de A,(C,) son

o
2a0+2(1 — a)cos(i‘?), para j=1,...,n.
n

2. Los autovalores de A,(K,) son
{(an — D=1 n -1}
3. Los autovalores de An(Q) son
{(an+ (1 —a)(n—25)D}, para j=0,...,n.
4. Los autovalores de A,(PG) son

{(Ga—2)4 (20 +1)F!, 3}.
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Lema 4 Seaa>b>1. Sia € [0,1], los autovalores de Ay(Kap) son

1
{i(a(a + b) + \/a2(a + b)2 + 4&1)(1 _ 2&)), Oza[b_l], ab[a_l}}.

En particular, los autovalores de Ay (K1 ,—1) son

{%(an +v/a2n? + 4(n — 1)(1 — 2a)), ol"F}.
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3. Propiedades basicas de las matrices A,(G)

El hilo conductor del Capitulo 3 es el trabajo de Nikiforov [2] en el cual es intro-
ducida la familia de matrices {A,} junto con sus propiedades bésicas y problemas
abiertos sobre estas matrices. En efecto, en esta seccién se presentaran propiedades
bésicas de las matrices A,(G) incluyendo demostraciones de algunas propiedades
no probadas en el trabajo de Nikiforov. De la definicién de A,(G), tenemos dos

consecuencias inmediatas:

= Sea G un grafo de orden n. Para x # 0,

Arg = adg(k)zg + (1 — ) Z r, 1<k<n (10)
{i.k}eE(G)

» A,(G) es una matriz no negativa. Ademds, si G es conectado entonces A, (G) es

una matriz irreducible. En consecuencia, la Teoria de Perron-Frobenius puede

ser empleada.

3.1. Monotonicidad de \.(A,(G)) en «

En esta subsecciéon mostraremos que A;(A,(G)) es no decreciente en « para cual-
quier k. El siguiente teorema nos muestra la monotonicidad de cualquier autovalor de

A,(G) en la variable a.. En su demostracién, juega un rol fundamental la identidad

(7).
Teorema 2 Sea 0 < < a <1. 5 G es un grafo de orden n, entonces
M(As) < Me(Ao) (11)
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para cualquier 1 < k < n. Si G es conectado, entonces la desigualdad es estricta,

excepto si k=1 y G es reqular.

Demostracién. Supongamos que 0 < § < a < 1. De la identidad fundamental (7),

tenemos Ag(G) + (a — B)L(G) = A4(G). Entonces, por la desigualdad de Weyl (6),
Me(Ap(G)) + (a = B)A(L(G)) < M(Aa(G)), (12)
y dado que A, (L(G)) = 0, se sigue que para cualquier 1 < k < n,
Ae(A5(G)) < Me(Aa(G)).

Si G es conectado y la igualdad se cumple en (12), desde el resultado dado por So,
se sigue que \g(Aa(G)), Me(As(G)) v M(L(G)) = 0 tienen un autovector en comun,
el cual corresponde al n-vector constante de unos e, o a un miltiplo de él. Ahora,
dado que G es conectado esto implica que las matrices A,(G) y Az(G) son matrices
no negativas irreducibles, y desde el Teorema de Perron-Frobenius se sigue que el
autovalor involucrado en la igualdad es el radio espectral, es decir, k = 1. Finalmente,

desde la consecuencia inmediata (10) se obtiene que G es regular. m

Teorema 3 Sea G un grafo de n vértices. Entonces,
» La funcion M\,(Ao(Q)) es Lipschitz continua en « para cualquier 1 < k < n.
» A\ (AL(Q)) es convexo en a, y A (An(G)) es concavo en a.
Demostracion. Desde la Teoria Espectral de Grafos sabemos que

M (L(G)) < mn,

18



luego, la igualdad fundamental (7) y la respectiva desigualdad de Weyl (6) implican

que
M(Aa(G)) = M(A5(G)) < (0 — AML(G)) < (o — HM(L(G)) < (o — B)n,
por lo tanto, la funcién A\;(A,(G)) es Lipschitz continua en « para cualquier 1 <
k <n.
Ahora, sean a1, ay € [0,1]. Considerando
=(1—tos+tay , 0<t<1,

tenemos A, (G) = (1 —t)A,, (G) +tA,,(G). En efecto,

Aa(G) = A(l—t)a1+ta2 (G)

(1 =t)an +tag) D(G) + (1 = (1 — t)an + tay)) A(G)

(1 =t)en +1as) D(G) + (1 = (

= (1—t)(aD(G) + (1 — a))A(G)) + s D(G) + (1 — as) A(G))
(

1= t)Ag, (G) + tAq,(G).

(1 =ty + tan))A(G) + tA(G) — tA(G)

Considerando la funcién \x(Aa(G)) v la desigualdad de Weyl (6) tenemos
(1 = )A(Aa, (G)) + tAn(Aa, (G)) < M(Aa(G)) < (1 = ) A(Aay (G)) + tA1(Aay (G)).
Si k = 1, tenemos que

A(Aa(G)) < (1= 1)Ai(Aa, (G)) + th(Aay (G)),

luego se sigue la convexidad de A\ (A,(G)) en a. De manera similar, si k = n, tenemos
que

(1 - t))‘n(Aal(G)) + tAn(Aaz (G)> < )‘n(Aa(G)>a

y asi, se sigue la concavidad de A\,(A4(G)) en a.
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3.2. Semidefinidad positiva de A,(G)

Una importante propiedad de la matriz Laplaciana sin signo Q(G) es ser una
matriz semidefinida positiva. Esta propiedad no es cierta para A,(G) si « es sufi-
cientemente pequeno. El siguiente teorema nos entrega condiciones para que A, (G)

sea una matriz semidefinida positiva y/o definida positiva.

Teorema 4 Si a > 1/2, entonces A.(G) es semidefinida positiva. Si ademds G no

tiene vértices aislados, entonces A, (G) es definida positiva.

Demostracion. Notemos que
M(Aa(G)) = min{\,(Aa(H)) : H es una componente de G}. (13)

Si a = 3, tenemos A1 (G) = 3Q(G). Asi,

2

Sea a > % Sea H una componente de G.

Caso: H no es un vértice aislado. En este caso,

A(Aa(H)) > An(AL(H)) = 0.

1
2

Caso: H es un vértice aislado. En este caso,
M(Aa(H)) = 0.

Finalmente, los resultados se obtienen aplicando estos casos en (13). =
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Antes de continuar, recordemos los siguientes conceptos desde la Teorfa de Grafos:

= La coloracién de un grafo es un tipo especial de etiquetado de sus vértices

utilizando colores.

= Una r-coloracién de un grafo es la utilizaciéon de r colores para colorear un

grafo.
= Una r-coloracion es propia si vértices adyacentes tienen diferentes colores.
= Un grafo es r-coloreable si tiene una r-coloracién propia.

» El nimero cromatico de un grafo GG, denotado por x(G), es el menor nimero

r tal que G sea r-coloreable.

Teorema 5 (Cota de Hoffman, [8]) Sea G un grafo de n vértices con nimero

cromdtico x(G), y sea A(G) su matriz de adyacencia. Tenemos que

M(A(G))
=15 @)

donde M\ (A(G)) y M(A(G)) denotan el mayor y el menor autovalor de la matriz de

adyacencia de G, respectivamente.
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Teorema 6 Sea G un grafo d-regular con nimero cromdtico x(G). Si o < ﬁ,

entonces An(G) no es semidefinida positiva.

Demostracién. Sea G un grafo d-regular y sea A(G) su matriz de adyacencia. La

cota de Hoffman implica que

Sia< ﬁ, de (9) tenemos

M(An(G) < ad—(1—a)————

luego, el resultado sigue. m
Recientemente en [9] los autores denotaron por «o(G) al menor valor de o para

el cual A,(G) es semidefinida positiva y demostraron:

1. Si G es d-regular, entonces

L ShlAG)
"7 A= MA©)

donde A\,(A(G)) denota el menor autovalor de A(G);

2. G contiene una componente bipartita si y sélo si ag(G) = %;

S e

3. Si G es r-coloreable, entonces ay(G) >
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3.3. Algunas cotas basadas en grados de vértices

En general, las cotas basadas en grados de vértices son las cotas mas usadas en
Teoria Espectral de Grafos. En esta seccién daremos algunas cotas para A,(G), la

primera de ellas se sigue desde el Teorema 2.

Corolario 2 Sea G un grafo de n vértices con grados A(G) = d(1) > --- > d(n) y

a€[0,1]. Si 1 <k <n, entonces
A(Aa(G)) < d(E).
En particular, \1(A.(G))) < A(G).
Demostraciéon. Desde el Teorema 2, sabemos que para 0 < a < < 1 se tiene
Me(Aa(G)) < Ai(Ap(G)).

Si g =1, tenemos

M (Aa(G)) < M(D(G)) = d(k).

Luego el resultado sigue. En particular, si k = 1 es inmediato que A\ (A (G)) < A(G).
]

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de las desigualdades de Weyl

(6).

Corolario 3 Si a € [0, 1], entonces

ad + (1 — a)M(A(G)) € M(Aa(@)) < aA + (1 — a)\(AG)).
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Para A\;(A,(G)) tenemos una cota inferior, la cual generaliza un resultado de

Lovasz ([10], Problema 11.14):

Teorema 7 Si G es un grafo con A(G) = A y a € [0, 1], entonces

M (Aa(G)) = (A + 1) + /a2(A + 1) + 4A(1 — 2a)).

DN | —

Si G es conectado, la igualdad se cumple si y solo st G = KA.

El siguiente resultado es una consecuencia inmmediata del Teorema 7.

Corolario 4 Sea G un grafo con A(G) = A. Sia € [0, 3] entonces,

M(Au(G)) > a(A+1).

Ejemplo 1 Consideremos el siguiente grafo G cuyo mayor grado es A = 7:

]
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Luego, denotando por cota teo a la cota obtenida en el Teorema 7 y por cota inf

a la cota obtenida en el Corolario 4 se tiene:

a | cota teo | cota inf | A\ (Aa(G))

0 2.6458 0 3.9518
0.01| 2.6595 0.08 3.9644
0.1 2.8 0.8 4.0843
0.5 | 3.2591 2.4 4.5997
0.5 y y 4.8067
0.8 | 5.6576 - 5.7993
0.9 | 6.3129 - 0.3426
0.99 | 6.9501 - 6.9304

1 7 - 7

Observamos que la cota del Teorema 7 se alcanza sélo para o = 1. @
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4. El a-espectro de un arbol Bethe generalizado

Los resultados de los Capitulos 4 y 5 han sidos deducidos en el trabajo [11], en
el cual el Tesista ha participado como co-autor. Ellos han sido introducidos para
una mayor completitud de esta Tesis y de futuros trabajos que puedan originarse.
El objetivo de este Capitulo es determinar el a-espectro de un tipo especial de
grafos, donde los grafos en estudio son arboles; mas precisamente arboles Bethe y
arboles Bethe generalizados. Para comenzar, recordemos que d(u) denota el grado
del vértice u, A denota el maximo grado del grafo G'y que la longitud de un camino
es la cantidad de lados que tiene. Para los propdsitos de este Capitulo, es importante

introducir los siguientes conceptos:

» La distancia d(v,u) desde un vértice u a un vértice v es la longitud del camino

mas corto que conecta al vértice v con el vértice u.

= La excentricidad de un vértice u, denotada por e,, es la distancia méas grande

entre u y cualquier otro vértice del grafo.

= Dado un grafo con raiz, se define el nivel de un vértice v como la distancia

desde el vértice v hasta el vértice raiz incrementado en uno.
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Ejemplo 2 Consideremos el siguiente grafo con raiz u

Observamos que en este grafo e, =3; A=6yk=4. &

En [12], se define el concepto de drbol Bethe By como un drbol con raiz de k niveles

tal que:
= el vértice raiz tiene grado igual a d;
» los vértices en el nivel j (2 < j <k —1) tienen grado d + 1; y
= los vértices en el nivel k tienen grado igual a 1 (vértices pendientes).

Cabe destacar que para todo d el arbol Bethe B;; es un vértice aislado, mientras
que para k > 1 el arbol Bethe By corresponde al arbol binario, el cual es un grafo
de gran relevancia en aplicaciones computacionales. La figura 1 representa el arbol

binario B 4.
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Figura 1: Arbol binario By 4

Como lo ilustra el siguiente ejemplo, etiquetaremos los vértices de By con los

nimeros 1, ...,n de izquierda a derecha, comenzando por el tltimo nivel k£ y termi-

nando en el vértice raiz.

Ejemplo 3 Consideremos el siguiente drbol:

31

12345 678910 1112131415 1617181920 2122232425

Observamos que este drbol tiene 3 niveles y se tiene que:

= [a raiz tiene grado 5;

» [os vértices en el nivel 2 tienen grado 6; y

» [os vértices en el nivel 3 tienen grado igual a 1 (vértices pendientes),

por lo tanto, es un drbol Bethe By 3.8
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En [13] el profesor O. Rojo generalizé el concepto de arbol Bethe como sigue: Un
arbol con raiz es llamado drbol Bethe generalizado si los vértices en el mismo nivel
tienen el mismo grado. De aqui en adelante, denotamos por By a un arbol Bethe

generalizado de k niveles. Dado un By y un entero 1 < j < k, denotamos por
» n;_j+1 al nimero de vértices en el nivel j,

» di_j+1 al grado de los vértices en el nivel j,

nj
Tj+1

donde n; > -+ > ny, y en particular, d; = 1y ny = 1. Por otra parte, sea m; =

enteros positivos, para cualquier 1 < j < k— 1. Luego, para cualquier 1 < j < k—2,
nj = (dj1 — )njy, (14)

en particular,

Ne_1 = dk = Mk_—1. (15)
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Ejemplo 4 Consideremos el siguiente drbol:

39

33 34 39 36

25 26 27 28 29 30 31 32

123 4 5 6 789 101112 131415 161718 192021 222324

Observamos que es un drbol de 5 niveles cuyos vértices en el mismo nivel j para

Jj =1,...,5 tienen el mismo grado d;, por lo tanto, es un drbol Bethe generalizado Bs.
En particular, sus grados d; y cantidad de vértices n; en el nivel j, para j =1,...,5
son:

Nweljg| 1 |23 4]|5

d | 114]3|3]2]|
n, | 248|421
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4.1.

El a-espectro de un arbol Bethe generalizado

En esta subseccion se determinaré el a-espectro de un arbol Bethe generalizado,

y en particular, se aplicard este resultado para obtener el a-espectro de un arbol

Bethe. En lo que sigue, § = 1 — « para a € [0, 1]. Por otra parte, con el fin de

representar A, (Bj) de una manera practica, recordemos que el producto Kronecker

A ® B de dos matrices A = (a;;) y B = (b;;) de

tamano m X m y n X n, es una

mn X mn matriz definida como A ® B = (a;;B). Ademas, dos propiedades basicas

de A ® B son las identidades

(Ao B)"'=AT®B" y (A® B)(C® D) = (AC ® BD)

las cuales se cumplen para cualesquier matrices de

tamano apropiados. A partir del

etiquetado de By descrito anteriormente, la matriz A, (By) puede ser representada

como una matriz tridiagonal simétrica por bloques

aly, Bl,, @ en, 0
Bl,,@el  ady,, Bl ® eny,
Aa(Bg) =
0

donde, como fue descrito anteriormente, I, y e,

T
ﬁlﬂk71®emk,2 adkfljnkfl Bemkfl

0 Be?nk,l Oédk

denotan la matriz identidad de

orden n X n y el n-vector columna de unos, respectivamente.
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Dado un arbol Bethe generalizado By, se definen los polinomios Py (A), ..., P (A\)

como sigue:

Definicién 1 Sea

PN =1, PA(\)=A—a,

Pi(\) = (A — ad;) Pj-1(A) — B7m;-1 Pj-a()\)
para j =2,....k

La representacién de A, (By) mediante el producto Kronecker es 1til para demostrar
el siguiente resultado que expresa el polinomio caracteristico de A, (By) mediante los

polinomios Py (A), ..., P (A\).

Teorema 8 FEl polinomio caracteristico ¢ (\) de A, (By) satisface

Ejemplo 5 Consideremos el drbol Bethe generalizado By,

31

123456 789101112 131415161718

donde

Nwelj| 1 12|34

n; | 18] 9|31
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Mediante el producto kronecker, obtenemos la siguiente expresion para la matriz o-

adyacencia de By:

Aa(B4) =

Ahora, reducimos ¢p(\) = |Ms1 — An(Ba4)| hasta obtener

alig

Bly @ el

0
0

Bly @ ey 0

30(]9

Bls ® e3

5[3 & e3T 4@[3

0

matriz sobre triangular superior dada por

P(A)
donde,
» Pp(N) =1
s PP(AN)=\A—a

Pi(NLs =By ® e

0
0
0

- B() = (A—3a)(A —a) — 28

Pa(N)
Pi()) Iy

)
0
0

T
ﬂeg

0

—B1I3 @ e3

Ps())
sz Iy

0

0
0

pes
3a

el determinante de una

—pes

Py(N)
P3(\)

- BN = (A — 4a)[(A - 3a)(A — @) — 287 — 352(A — a)

Py(A) = (A = 3a)[(A — 4a)[(A = 3a) (A — @) — 26%] = 33%(A — a)] — 36%[(A —
3a)(A — a) — 232

Por lo tanto, el polinomio caracteristico de A,(By) puede ser expresado como
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Definiciéon 2 Para j = 1,2,...,k =1, sea T} la j x j submatriz principal lider de

la k X k matriz tridiagonal simétrica

N =) 0 0 |
BVdy —1 audy
I — SN e (16)
By di—1 — 1 ady_q BV dy,
I 0 0 B\dy, ady, |
Dado que ds > 1 paratodo s = 2,3, ..., 7, cada matriz T tiene entradas codiagonales

no nulas y es sabido que sus autovalores son simples. Usando la conocida férmula

recursiva de tres términos para los polinomios caracteristicos de las submatrices

principales lideres de una matriz tridiagonal simétrica y las férmulas (14) y (15), es

inmediata la siguiente afirmacion:

Lema 5 Sea By un drbol Bethe generalizado y o € [0,1). Si las matrices Ty, . ..

son definidas como en la Definicion 2, entonces

A= Ty| = P,(\)

para cualquier 1 < 7 < k.
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El Teorema 8, el Lema 5, y la propiedad de intercalamiento para autovalores
de matrices Hermiticas nos conducen a las siguientes afirmaciones, extendiendo los

resultados en [14] :

Teorema 9 Sea By, un drbol Bethe generalizado, y o € [0, 1). Si las matrices Ty, . .., Tk

son definidas como en la Definicion 2, entonces:

1. El a-espectro de By es la union de multiconjuntos
o(Thy)U---Uo(Ty); (17)
donde o(T;) denota el espectro de la matriz T; para 1 <i < k.

2. La multiplicidad de cada autovalor de T; como un autovalor de A,(By) es
nj—mnj st 1<j<k—1,yesl sij==k. En particular, o es autovalor de
Ao (Bg) con multiplicidad al menos ny — na. Si algunos autovalores obtenidos

en diferentes matrices son iguales, sus multiplicidades son también agregadas;

3. El mayor (menor) autovalor de Ty, es el mayor (menor) autovalor de An(By),

respectivamente.
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Ejemplo 6 Consideremos el arbol Bethe generalizado By,

31

123456 78 9101112 131415161718

En el ejemplo anterior, obtuvimos una expresion para el polinomio caracteristico de
A, (B4) dada por
d(A) = Pr(A)? Pa(N)° P3y(N) Pa(N),

donde P;(A), Py(A\), P3(A) y Py(\) son definidos como antes. Ahora queremos hallar

el a-espectro de By, para ello debemos definir las matrices T3, 15, T3 v T4. Dado que

Nivelj| 1 [2]3 |4

d | 1]3[4]3]

n; 18931

desde la Definicién 2, para a =0.2 se sigue:

L] T1 == [02], O'(Tl) == {02}

cuyo autovalor tiene multiplicidad ny —ny =18 =9 =19.

0.2 0.8v2
. Ty = , o(Ty) = {-0.7489, 1.5489}

0.8v/2 0.6

cuyos autovalores tienen multiplicidad ny —ng =9 — 3 = 6.
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02 08/2 0
» T3=1 082 06 0.8/3 |, 0(T3) ={-1.2352, 0.4442, 2.3910}

0 08/3 08
cuyos autovalores tienen multiplicidad ng —ny =3 — 1 = 2.

0.2 0.8/2 0 0
082 06 08/3 0
. Ty = ,o(Ty) = {-1.5135, -0.2837, 1.1985, 2.7986}
0 08/3 08 0.8V3
0 0 0.8/3 02

cuyos autovalores son simples.
Desde el Lema 5, observamos que
ANl —T;| = P;j(\); para 1 < j < 4.
Asi, por el Teorema 9, para a =0.2 se tiene que

{-1.5135, -1.2352B -0.74896) -0.2837, 0.2, 0.4442P 1.1985, 1.54891 2.3910% 2.7986},

es el a-espectro de Ago(By). #
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4.2. El a-espectro de un arbol Bethe

Como consecuencia inmediata del Teorema 9, obtenemos el siguiente resultado

que nos permite hallar el a-espectro de un arbol Bethe.

Corolario 5 Sea o € [0,1), y 8 = 1 — . Para cualquier 1 < j < k, sea T} la

submatriz principal lider de orden j x j de la k X k matriz tridiagonal simétrica

Qo BVd 0 0
BVd a(d+1) pVd
Ty =
a(d+1) BVd
0 0 BVd  ad

1. Bl a-espectro de Bgy, es la union de multiconjuntos
o(Th)U---Uo(Ty); (18)
donde o(T;) denota el espectro de la matriz T; para 1 <i < k.

2. La multiplicidad de cada autovalor de T; como un autovalor de An(Bgay) es
d* 1 d—1)si 1<j<k—1,yeslsij=k. En particular, a es autovalor
de An(Bax) con multiplicidad al menos d**(d — 1). Si algunos autovalores
obtenidos en diferentes matrices son iguales, sus multiplicidades son agregadas

también;

3. El mayor (menor) autovalor de Ty, es el mayor (menor) autovalor de An(Bak),

respectivamente.
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Ejemplo 7 Consideremos el drbol Bethe Bs 3, luego, para a=0.3 se tiene:

31
26 27 2 9 0

12345 678910 1112131415 1617181920 2122232425

« Ty =[0.9, o(T}) = {0.5}

cuyo autovalor tiene multiplicidad 53~171(5 — 1) = 20.

0.3 0.75
. Ty — ,o(Ty) = {-0.6857 , 2.7857}
0.7/5 1.8

cuyos autovalores tienen multiplicidad 5°~*71(5 — 1) = 4.

0.3 0.7/5 0
s Ts= | 0.7/5 1.8 0.W5 |,o(Ts)={-1.0230 , 0.9610 , 3.6620}

0 0nW5 1.5
cuyos autovalores son simples.

Ast, por el Corolario 5, se tiene que el a-espectro de Bs 3 para o =0.3 es
0(Aps(Bss)) = {-1.0230 , -0.6857" | 0.32% | 0.9610 , 2.785™ | 3.6620}.

[ )
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5. Cotas para el a-radio espectral de un grafo

El propésito de este Capitulo es entregar cotas generales para el a-radio espectral
de un grafo GG, las cuales nos permitiran acotar el a-radio espectral del camino P, y
de arboles Bethe generalizados.

Comenzaremos utilizando las desigualdades de Weyl (6) para entregar cotas su-

periores para el a-radio espectral de un grafo G.

Teorema 10 Sea G un grafo cuyo mayor grado es A. Entonces,

ap (Q(G)) + (1= 20) p(A(G)), i 0 <a <1/2;

p(Aa (G)) < (19)
(1-—a)p(QG)+2a—1A, sil/2<a<l.

Si G es conectado e irreqular, la igualdad se cumple en (19) si y sdlo si a = 0,

a=1/20a=1.

Demostracion.

Caso 1: 0 < a < 1/2. Notamos que

Ay (G) =aD(G) + (1 —a) A(G) = aQ(G) + (1 — 2a) A(G);

luego la desigualdad se sigue desde las desigualdades de Weyl (6). Sea G un grafo
conectado e irregular, y asumamos para una contradicciéon 0 < o < 1/2 y que la

igualdad se cumple en

p(Aa (G)) < ap(Q(G)) + (1 - 2a) p (A(G)).

La condicién para la igualdad implica que p (Q(G)) v p (A(G)) tienen un autovector
en comun x; dado que G es conectado, x tiene entradas no nulas. Claramente x es

un autovector de D(G), es decir, existe algin A tal que D(G)x = Ax. Por lo tanto,
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los grados de G son iguales, contradiciendo la premisa que G es irregular. Luego, si
G es conectado e irregular, y la igualdad se cumple, entonces a = 0 0o o = 1/2. La
reciproca de este Teorema es inmediata.

Caso 2: 0 < a < 1/2. Notamos que

Aa(G) = aD(G) + (1 = a) (Q(G) = D(G)) = (1 — ) Q(G) + (2 — 1) D(G);

luego, la desigualdad se sigue desde las desigualdades de Weyl (6). La condicién
para la igualdad puede ser probada como en el caso anterior, por esta razén su

demostracion serd omitida. m

Ahora, recordemos la identidad fundamental (8) dada por
4,(G) + A1 (G) = Q(G).

Mediante esta identidad y las desigualdades de Weyl (6) obtenemos el siguiente

resultado:

Lema 6 Si G es un grafo y o € [0, 1], entonces

P (Aa (@) + p (A1 (G)) = p(Q(G)). (20)

Si G es regular, entonces la igualdad se cumple en (20) para cualquier o € [0,1]. Si
G es conectado y la igualdad se cumple en (20) para algin o # 1/2, entonces G es

reqular.

Demostracién. Aplicando las desigualdades de Weyl (6) a la identidad (8), la de-

sigualdad (20) es inmediata. Si G es un grafo d-regular, entonces

p(Ay(G)) =ad+ (1 —a)d=d,
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asi la igualdad en (20) se cumple para cualquier « € [0,1]. Ahora, sea G conectado

y sea
p(Aa (@) + p(A1-a (G) = p(Q(G))

para algin a # 1/2. La condicién de So para la igualdad en las desigualdades de
Weyl implica que p (Q (G)), p (Aa (G)),y p (Ai_q (G)) tienen un autovector en comin

x = (x1,...,x,). Luego, las igualdades

a(D(@)x+(1—a)A(G)x=p(A. (G))x

D(G)x+ A(G)x =p(Q(G))x.

nos conducen a

(20 =1) D(G)x = (p(Aa (G)) + (a = 1) p(Q(G))) x.

Luego, para cualquier vértice v € V (G), vemos que

2a—=1)d(v) 2, = (p(Aa (G)) + (@ = 1) p(Q(G))) T
Dado que G es conectado, x tiene entradas no nulas; en adicién, (2« — 1) # 0. Por
lo tanto, G es regular, completando la demostraciéon del Lema. =
Observemos que podemos aplicar la identidad fundamental (8) para transformar
cotas inferiores para p (A, (G)) en superiores, y viceversa. El siguiente Teorema uti-

liza esta idea en conjunto con el Teorema 10 para producir cotas inferiores para
p(Aa (G)).
Teorema 11 Sea G un grafo cuyo mayor grado es A. Entonces,
(1-a)p(QG)+ 2a—-1)A, s0<a<l1/2;
p(Aa(G)) = . (21)
ap (Q(G)) + (1 —2a) p(A(GQ)), sil/2<a<]1.

Si G es conectado e irreqular, la igualdad se cumple en (21) si y sélo si a = 1/2.
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Demostracién. Para comenzar, notemos que la identidad (8), junto con las de-

sigualdades de Weyl (6), entrega

p(Aa (G)) + p(A1-a (G)) = p(Q(G)) . (22)

Caso 1: 0 < a < 1/2. Si consideramos 0 < o < 1/2, entonces 1/2 < 1—a < 1,

asi la cota (19) implica que
p(Aia (G)) < ap(Q(G)) + (1 = 20) A, (23)

Luego, en vista de (22), obtenemos

p(Aa (@) Z p(Q(G)) — p (Ao (G))
2p(QG)-(1-(1-a)p@QG)-2(1-a)-1)A
= (1 =a)p(Q(G)) + 2a—-1)A,
probando el primer caso de (21). Sea G conectado e irregular. Si la igualdad se cumple
en (21), entonces
p (A (G)) +p(A1-a (G)) = p(Q(G)),
v el Lema 6 implica que a = 1/2. Claramente, si o = 1/2, entonces la igualdad se
cumple en (21).

Caso 2: 1/2 < a < 1. La demostracién de este caso se sigue de manera similar.

Si1/2 <a <1, entonces 0 <1—a <1/2 asila cota (19) produce

p (Ao (G) < (1 =) p(Q(G) + (1 =2(1 - a))p(4)
(1 =) p(Q(G)) + (2a =1)p(A).

Luego,

p(Aa(G)) 2 p(Q(G)) = (1 = ) p(Q(G)) + (2a = 1) p(A))
= ap(Q(G)) + (1 = 2a) p(A),
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probando el segundo caso de (21). La condicién para la igualdad puede ser probada

como en el caso anterior.

Ejemplo 8 Consideremos el siguiente grafo G cuyo mayor grado es A = 6:

Luego, desde el Teorema 11 y denotando por cota infi y cota sup i, parai = 1,2, en

—<<

\

los casos correspondientes a diferentes valores de o € [0, 1] se tiene:

a | cota inf 1| cota inf 2 | p(Aa(G)) | cota sup 1| cota sup 2
0 1.7296 - 3.1385 3.1385 -
0.01 1.7723 - 3.1475 3.1530 -
0.1 2.1566 - 3.2343 3.2838 -
0.3 3.0107 - 3.4846 3.5743 -
0.5 3.8048 3.8048 3.8048 3.8048 3.8048
0.8 - 4.3006 4.9151 - 5.1459
0.9 - 4.4458 5.4258 - 5.5730
0.99 - 4.5766 5.9402 - 5.9573
1 ; 4.5911 6 ; 6

Observamos que la cota superior se alcanza solo para o = 0, o = %

mientras que la cota inferior se alcanza solo para o = % [
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5.1. Cotas para el a-radio espectral de P, y B;

A continuacién, aplicamos los Teoremas 10 y 11 para estimar p (A, (P,)). Para

este proposito, recordemos que

p(A(P,)) = 2cos (n%l) v pQ(P) =2+ 2¢0s (7).

luego, combinando estos hechos con el Teorema 10 se obtiene una cota superior

ajustada para p (A, (P,)):
Corolario 6 FEl radio espectral de A, (P,) satisface

20+2(1—a)cos (45), si0<a<1/2;

(24)
2a+2(1—a)cos(§), sil/2<a<1.

P (Aa (Pn)) <

La igualdad se cumple si y séloa =0, a =1/2, 0 a = 1.

Demostracion.

Caso 1: 0 < a < 1/2.Si0 < a < 1/2, entonces (19) implica que

p(Aa (Fn)) < ap(Q(Fn)) + (1= 2a) p(A(F))
=« (2+2005 <g)> +2(1 —2a) cos (nj—l)

:2a+2(1—a)cos<nil) + 2« <cos(%> — oS (niTFl))

T
<2 2(1— .
<2a+2( a)cos<n+1>

En este caso, es claro que si a = 0, entonces la igualdad se cumple en (24). Recipro-

camente, si

p(An (P)) =20+ 2(1 — a) cos (nL)

entonces el caso 1 del Teorema 10, implica que a = 0.
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Caso 2: 1/2<a<1.85i1/2 <« <1, entonces (19) implica que

p(Aa(G) < (1—a)p(Q(P)) + (2a — 1) A(P,)
(1—a) <2—|—2cos (E)> +22a—1)

n

:204—1—2(1—(1)008(%).

En este caso, es claro que si &« = 1/2 0 @ = 1, entonces la igualdad se cumple en

(24). Reciprocamente, si
p(Ay(P,)) =2a+2(1 — «)cos (E> :
n

entonces el caso 2 del Teorema 10 implica que « =1/20a=1. =

De manera similar, el Teorema 11 implica un cota inferior ajustada para p (A, (B,)) :
Corolario 7 El radio espectral de A, (P,) satisface

200+ 2 (1 — ) cos (), si0<a<1/2;

Ay (Py)) >
Pl b)) = 200+ 2accos (£) — 2 (2 — 1) cos (=

o), sil/2<a <l

La igualdad se cumple si y solo si o = 1/2.

Demostracién. Si 0 < a < 1/2, entonces la desigualdad (21) implica que

p(Aa (@) 2 (1= a)p(Q(F)) + (2a = 1) A(P,)
(1—a) (2—1—2008 (E)> +2(2a—1)

n

:2a+2(1—a)2cos<z).
n
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Si la igualdad se cumple en (25), entonces la condicién para la igualdad en (21)

implica que aw = 1/2. Si 1/2 < a < 1, entonces la desigualdad (21) implica que

p(Aa (@) = ap(Q(Pn)) + (1 = 2a) p(A(P,))

= a(2+2c0s (2)) +2(1 - 20) cos (n—)

7T
+1
7r
> 200 + 200 cos (—) —2(2a—1)cos( )
n+1

n

Es claro que en este caso la desigualdad (25) es siempre estricta. m

Ejemplo 9 Consideremos el camino P;. Luego, desde los Corolarios 6 y 7, y de-
notando por cota inf i y cota sup v, para t = 1,2, en los casos correspondientes a

diferentes valores de o € [0,1] se tiene:

a | cotainf 1 | cota inf 2 | p(Aa(P;)) | cota sup 1| cota sup 2
0 1.8019 - 1.8478 1.8478 -
0.01 | 1.8039 - 1.8486 1.8493 -
0.1 1.8217 - 1.8561 1.8650 -
0.3 1.8614 - 1.8759 1.8934 -
0.5 1.9010 - 1.9010 - 1.9010
0.8 - 1.9329 1.9527 - 1.9604
0.9 - 1.9435 1.9748 - 1.9802
0.99 - 1.9551 1.9973 - 1.9980
1 - 1.9542 2 - 2
Observamos que la cota superior se alcanza sélo para o =0, o = % o a =1, mientras

que la cota inferior se alcanza solo para o = % [ )
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Finalmente, el siguiente resultado entrega cotas para el radio espectral de un

arbol Bethe Bd,k .

Teorema 12 5i 0 < a < 1, entonces

p(Ag (Bap)) < a(d+1)+2(1 - a) Vdcos (kLH) (26)
Y
p(Aa (Bag)) > a(d+1)+2(1 —a)Vdcos (%) — %E. (27)

Demostracion. Sea § = 1 —a. El apartado 3 del Corolario 5 implica que el a-radio

espectral de By, es el mayor autovalor de la matriz de orden k x k dada por

a BVd 0 0
BVd (d+1)a pVd
Ty =
(d+1)a BVd
0 0 BVd  da
Claramente, tenemos
(a0 0 |
0 (d+1)
Ty, = BVAA(P) + :
(d+1)a 0
| 0 0 dov |

luego, las desigualdades de Weyl (6) implican que

p(Ti) = p(Aa(Bar)) < BVdp(A(Pr)) + (d + 1)a

< (d+ 1)a—|—2(1—a)\/acos<kil).

48



Para probar (27), recordemos que en [15], Teorema 9, se prueba que
p(Q (Bux)) = (d+ 1)+ 2Vd cos (%) .

Ahora, aplicando la identidad fundamental (8) y (26), obtenemos

p(Aa(Bak)) = p(Q (Bagr)) — p(A1—a(Baxk))

> (d+1) 1+ 2v/d cos <%> — 20V/d cos (kL—i—l) —(1-a)(d+1)

—a(d+1)+2(1 - a)Vdcos (%) —2aVd (cos (kL) — cos (%)) .

Por otra parte, el Teorema del Valor Medio implica que

cos (77 ) = eos () = g ®

para algun 6 € [r/ (k + 1), 7/k|. Dado que sin (0) < 6§ < 7/k, obtenemos

cos [ —— ) — cos <E> = Lsin(Q) < W—2 < 10
k+1 k) k(k+1) k2(k+1) k¥

completando la demostracién de (27). =
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Ejemplo 10 Consideremos el drbol Bethe Bs 3 dado por

Luego, desde el Teorema 12 se tiene:

a | cota inferior | p(Aa(Bs3)) | cota superior

0 1.7521 3.1623 3.1623
0.01 1.7582 3.1758 3.1907
0.1 1.9952 3.3063 3.4460
0.3 2.5155 3.6620 4.0136
0.5 3.0379 4.1180 4.5811
0.8 3.8213 5.0396 5.4825
0.9 4.0825 5.4629 5.7162
0.99 4.3175 5.9406 5.9716

1 4.8437 6 6

Observamos que la cota superior se alcanza sélo para a =0 o0a=1. #
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5.2. Cota para el a-radio espectral de un arbol en términos

del mayor grado

El propédsito de esta seccidn es entregar una cota superior ajustada del a-radio
espectral de un arbol T, donde A es el mayor grado del arbol T'. En lo que sigue,
denotaremos por p(M) al radio espectral de la matriz M.

De la literatura, es sabido que para la matriz de adyacencia, Godsil [16] entregé

la cota ajustada

p(A(Ta)) < 2VA — 1. (28)

Para comprender un hecho que juega un rol fundamental en la demostracién de

la cota obtenida por Godsil, sea TA un arbol con raiz cuyo mayor grado es A tal que:

= u es vértice raiz de T con grado A;

= k=e¢,+ 1, donde e, es la excentricidad de u.

Consideremos el siguiente arbol Ta:

Observamos que la raiz u tiene grado A =4, ¢, =2y k = 3.
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Luego, para k = e, + 1 = 3 consideremos Ba_;; = B3z 3 el arbol Bethe con raiz

de k = 3 niveles dado por:

Ahora, observemos que el arbol Ta es un subgrafo inducido de Bs 3:

De esta manera, se sigue que un arbol Th cuyo mayor grado es A puede ser
incrustado en un arbol Bethe Ba_ ;, para k suficientemente grande.

Para estimar el radio espectral de tales arboles Bethe, Godsil aplicé un resultado
desde [12]. Tiempo después, Lovész resolvié el mismo problema y encontré de manera

precisa el radio espectral de arboles Bethe (ver [17], Problemas 5 y 14).
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Por otra parte, Stevanovi¢ [18] también propuso un cdlculo auto-contenido, y

adicionalmente, probé la cota ajustada
p(Q(Ts) < A+2VA—T,

la cual fue indicada para el radio espectral p (L (Ta)) de la matriz Laplaciana de T,
pero dado que los drboles son grafos bipartitos, se sigue que p (Q (Ta)) = p (L (Ta)).
En el siguiente Teorema, se extienden los resultados de Godsil, Lovasz, y Steva-

novi¢ a toda la familia {A, (Ta)}:
Teorema 13 Si Ta es un drbol cuyo mayor grado es A y o € [0,1), entonces
p(Aq (Ta)) < aA+2(1 —a)vVA -1

Demostracién. Sea f = 1 — a. Como ya ha sido mencionado, cada arbol Ta cuyo
mayor grado es A puede ser incrustado en un arbol Bethe Ba_; para k suficiente-

mente grande. Por lo tanto,

p(Aa(TA)) < p(Aa(BA—l,k))'

Por otra parte, el Corolario 5 implica que

p(Aa(Ba-1x)) = p(Tk),

donde

Q BVA—1 0 0
BVA —1 alA VA —1

BVA =1 al BVA -1
0 0 BVA -1 alA—-1)
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Dado que Ty es una matriz no-negativa irreducible, sin sumas fila constantes, su

mayor autovalor es menor que su mayor suma fila. Por lo tanto,
p(Aa(BAfl,k)) < alA + 2(1 — Oé) A — 1,

completando la demostracion del Teorema 13. m

Afirmacién: La cota es ajustada a medida que « € [0,1) crece.

En efecto, sea C, la cota superior obtenida en el Teorema anterior y sea p(Aq (7))
el a-radio espectral de Ta.

Desde las desigualdades de Weyl (6) se tiene que
p(Aa(Ta)) < aA + (1 —a)p(A(Th)),
realizando la diferencia entre C, y p(An(Ta)) obtenemos

Co — p(Aa(Th)) < aA+2(1 —a)VA—1—(aA+ (1 —a)p(A(Tr)))
= 21 —a)VA—-1—(1-a)p(A(T4)),

tomando el limite cuando « tiende a 1, la diferencia entre Cy, y p(Ay(Ta)) tiende a
cero. Asi la diferencia entre C, y p(An(Ta)) va decreciendo a medida que « crece y

en consecuencia la cota es ajustada.
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Ejemplo 11 Consideremos el siguiente drbol Th:

Luego, desde el Teorema 13 se tiene:

a | p(Aa(Ta)) || Cota

0 2.3761 3.4041

0.1 2.4342 3.5177

0.3 | 25849 | 3.6249

0.5 2.8008 3.7521

0.8 3.3468 3.8928

0.9 | 356360 | 3.9464

0.99 3.9603 3.9946
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6. La multiplicidad de a como autovalor de A,(G)

En este Capitulo estudiaremos la multiplicidad de o como autovalor de A,(G)
cuando el grafo GG en estudio es uno de los grafos estudiados en el Capitulo 2 de la
presente Tesis. Notemos que el estudio de la multiplicidad de o = 0 como autovalor
de la matriz a-adyacencia de un grafo G' corresponde al estudio de la nulidad de la
matriz adyacencia del grafo G, la cual ha sido estudiada de manera extensiva en ([19],
[20]). Mientras que el estudio de la multiplicidad de o = 1 corresponde al estudio de
1 como autovalor de la matriz de grados cuyo analisis es inmediato.

En lo que sigue, consideraremos a; = a € (0, 1).

Corolario 8 Sea C), el ciclo de n vértices, y sea

— 2nj
Q= %' (29)
Entonces, a; es un autovalor de Ay (Cy,) siy solo si j € {[2],...,[2]}.
Adicionalmente,
1. Sin es par,
MaL(Cn) () = b= (30)

2, en otro caso .

2. Sin es impar, la multiplicidad de o es igual a 2.
Demostraciéon. Comenzamos mencionando el siguiente hecho:
0<——<1siysolosi x>0,
1+

cuya demostracion es inmediata.
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Ahora, desde el apartado 1 del Corolario 1, los autovalores de A,(C,,) son
2717 ,
2a+2(1 — a)cos(—=), para j=1,...,m; (31)
n

luego, considerando (31) igual a o obtenemos (29) dada por

-2 COS(%) _—
aj=a=———N"  vpara j=1,...,n.
! 1-— QCOS(Z%]) paraJ
Sea a; como en (29) y sea j € {[2],...,[22]}, entonces —2 cos(222) > 0. Desde

-2 cos(%)

1-2 cos(%)

el hecho anterior, 0 < a;; = < 1.

Reciprocamente, supongamos que 0 < «; < 1. Usando nuevamente el hecho
anterior, obtenemos —2 cos(%) > 0. Por lo tanto, j € {[%],...,[2]}.

El resultado adicional es inmediato desde el hecho de que la funcién coseno es

par. m

Ejemplo 12 Sean Cy y C7 los grafos dados por

06 C?

Considerando Cg, desde el Corolario 8 tenemos que

—2cos(ZL)

1 2cos(%)’

a;

es autovalor de A, (Cs) siy solo si j € {2,3}; esto es,

_2cos(2,7") _ 05)

[ ] = —5
a2 172005(27")
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vy = —2sm) ) 6667,

1—2cos(m)

6 —

5 3, luego a3 es un autovalor

Ademds, dado que n es par se tiene que § =
simple de la matriz A,,(Cs), mientras que ay es un autovalor de multiplicidad 2 de
la matriz Ay, (Cs).

Observamos que los computos de los a;-espectros de Cg, para j € {2,3} son:
0(A0‘5(C'6)) == {0, 05[2], 15[2}, 2},

o(Ap.s667(Cs)) = {0,6667, 13 1.6667%, 2}.

Ahora, considerando Cy, desde el Corolario 8 tenemos que

es autovalor de A,;(Cr) siy sdlo si j € {2,3}; esto es,

—2cos(477r)
172005(477’)

= 0.3080;

Ia2:

—2005(67”)
172005(67")

= 0.6431.

IO{3:

Ademds, dado que n es impar se tiene que as y ag son autovalores de multiplicidad
2 de la matriz Aa,(C7) y Aay(Cy), respectivamente.

Observamos que los computos de los aj-espectros de Cr, para j € {2,3} son:
0(Ap.s0s0(C7)) = {-0.6310%, 0.3080%, 1.47892, 2},

0(Ap.sy31(Cr)) = {06431, 1.1274P, 1.73157, 2},
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Corolario 9 Sea K, el grafo completo de n vértices, y sea

(32)
Entonces, o es un autovalor de A,(K,,) con multiplicidad n—1 si y sélo sin > 2.
Demostracién. Comenzamos mencionando el siguiente hecho
1 C
0<——<1siysolosi z> 2,
r—1

cuya demostracion es inmmediata.

Ahora, desde el apartado 2 del Corolario 1, los autovalores de A, (K,) son
{(an - 1)[n—1}’ n— 1}7 (33)

luego, considerando el autovalor an — 1 igual a o obtenemos (32) dada por:

n—1
cuya multiplicidad se sigue de (33).
Sea v como en (32) y sea n > 2, desde el hecho anterior se sigue que 0 < o =
4 <1
Reciprocamente, supongamos que 0 < o = ﬁ < 1 con multiplicidad n — 1.

Usando nuevamente el hecho anterior el resultado es inmediato.

Ejemplo 13 Sean K¢ y K7 los grafos dados por

K
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Desde el Corolario 9 se sigue que
.= % = 0.2, es autovalor de Ago(Kg) con multiplicidad 5;
o= % = 0.1667, es autovalor de Ay 1667(K7) con multiplicidad 6.

Observamos que el computo del a-espectro de Kg y K7 para a = 0.2 y o = 0.1667
respectivamente son:

o(Ap.2(Kg)) = {0.2°, 5},
U(A0_1567(K7)) = {01667{6], 6}

[ )

Corolario 10 Sea @, el grafo hipercubo de 2™ vértices, y sea

27 —n
_ , 34

Entonces, a; es un autovalor de An(Qy) con multiplicidad () sty solo si j €

n
j
{I51,--.,n}.
Demostracion. Comenzamos mencionando el siguiente hecho
. x . , .
Sia>1, 0<——<1siysélosi x> —a,
r+a

cuya demostracion es inmediata.

Ahora, desde el apartado 3 del Corolario 1, los autovalores de A,(Q),,) son
{(an+(1+a)(n—2j))(?)}, para j =0,...,n; (35)

luego, considerando el autovalor an+ (14 «)(n — 2j) igual a a obtenemos (34) dada

por:
2] —n
! 2j — 1’
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cuya multiplicidad se sigue de (35).

Expresemos «; como:

27 —n 27 —n
aj = == = — .
T2 —-1 (2j—n)+(n+1)

Sea o como en (36) y sea x = 2j —n 'y a =n — 1. Luego, x > —a implica que

(36)

g > %, y desde el hecho anterior se sigue que 0 < a;; = i 2j—n < 1.

2j—n)+(n+1)
2j—n

m < 1 con multlphcldad

Reciprocamente, supongamos que 0 < a; =
(7;) Usando nuevamente el hecho anterior el resultado es inmediato.

Ejemplo 14 Sea ()3 el hipercubo dado por

@s

Desde el Corolario 10 se sigue que

2§ -3

YT T

es autovalor de A,;(Q3) con multiplicidad (i’) si y solo si j € {2,3}; esto es,

= 0.3333, con multiplicidad (g) =3,

W=

= 0.6, con multiplicidad (g) =1.

ot
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Observamos que el computo del a-espectro de Q)3 para o = 0.3333 y o« = 0.6

respectivamente son:
0(Ap.s335(Qs)) = {—1, 0.3333%, 1.6667, 3};

U<A06(Q3)):{067 ]47 227 3}

De manera similar, los siguientes resultados son inmediatos desde el apartado 4

del Corolario 1 y del Lema 4, respectivamente.

Corolario 11 Sea PG el grafo de Petersen. Entonces, a es autovalor de A,(PQG)

con multiplicidad 4 st y solo st o = %

Ejemplo 15 Consideremos PG el grafo de Petersen dado por

Desde el Corolario 11, se sigue que a es autovalor de A.(PG) con multiplicidad

4 sty solo st a = % En efecto, un computo nos indica que

o(Ap5(PG)) = {0.5%, 2B 3},
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Corolario 12 Sea K, el grafo bipartito completo.

» Sia>1yb>1, entonces o es autovalor simple de Ay(Kqap) sty solo si

—ab+ +/ab(ab+ 1 — n)

1—n

» En otro caso, a es autovalor de A,(K,p) con multiplicidad n — 2.

Ejemplo 16 Sean Kys y K5 los grafos dados por

s AN A

Kyg K5

Desde el Corolario 12 se sigue que:
» «a es autovalor simple de An(Kag) siy solo si a = 0.6019;
» « es autovalor de Ay (K1) con multiplicidad 4, para todo 0 < a < 1.

En efecto, un computo nos dice que
o(Ag.o19(Kag)) = {0.6019, 1.20387, 4.8151, 5.4170};

y considerando algun 0 < o < 1, por ejemplo o = 0.37, un computo nos indica
que

o(Aps(Kis)) = {-0.4813, 0.3, 2.7015}.
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