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Resumen

Resumen

La energia de una matriz Hermitica R, £(R), esta dada por la suma de los valores
absolutos de sus autovalores. En este trabajo se obtuvieron dos cotas inferiores para
la energia £(R) de una matriz Hermitica R. La primera generaliza una cota inferior
obtenida por McClellands en 1971 para el caso de matrices Hermiticas y grafos con
una nulidad dada. La segunda generaliza una cota inferior obtenida por K. Das, S.
A. Mojallal y I. Gutman en 2013 para matrices simétricas no negativas y grafos
con una nulidad dada. También para cada cota son discutidos los casos de igualdad.
También se encontraron algunos ejemplos donde estas nuevas cotas inferiores no son
comparables con la conocida cota inferior para la energfa 2,/m. Ademas se construyo
otra familia de cotas inferiores obtenidas a partir de una sucesiéon creciente de cotas
inferiores para el radio espectral de un grafo, estas cotas se tienen tanto para grafos

singulares y no-singulares.
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Introduccién

Introduccién

La Teoria de Grafos es una rama de las matematicas que estudia los grafos, los cuales
son estructuras que consisten de un conjunto de puntos, también llamados vértices,
y un conjuntos de lineas, también llamados lados que unen los puntos bajo alguna
condicién dada. La resolucion del problema de los 7 puentes de Konisberg en 1736
por Euler es considerado uno de los primeros estudios en Teorfa de Grafos. Luego en
1852, Francis Guthrie plante6 el problema de los cuatro colores, problema que no fue
resuelto sino hasta un siglo después. El estudio de este problema dio como resultado
el desarrollo de definiciones, términos y conceptos fundamentales de la Teoria de
Grafos [46], ademéas de resultados que son usados actualmente en el estudio de los
grafos.

La Teorfa Espectral de Grafos estudia propiedades de un grafo basado en la infor-
macion obtenida del polinomio caracteristico, autovalores y autovectores de matrices
asociadas a este, tales como la matriz de adyacencia, la matriz Laplaciana, la matriz
de Randi¢, entre otras.

El concepto de la energia del grafo, el cual es un concepto trabajado en la Teoria
Espectral de grafos, tiene su origen en el area de la quimica. En 1930 Erich Hiickel
present6é un método para encontrar soluciones aproximadas de la ecuaciéon de Schro-
dinger de una clase de moléculas organicas, los llamados hidrocarburos conjugados.
Esta aproximacion se conoce como "Teorfa del modelo orbital de Hiickel (HMO)".
Si consideramos los autovalores \; de la matriz de adyacencia de un grafo G con n
vértices, correspondientes a los a&tomos de carbono de la molécula conjugada enton-
ces dentro de la aproximacion HMO, los niveles de energia de los m—electrones en
moléculas de hidrocarburos conjugados estan relacionados a los autovalores \; de la

siguiente forma:

& =a+ N

donde o y [ son parametros del modelo HMO, y para nuestras consideraciones



Introduccién

es suficiente con decir que « y [ son constantes. Por razones, de origen quimico
explicadas con mayor detalle en [15, 21, 51| y dado que la suma sobre todos los

autovalores del grafo es igual a cero, se llega a la siguiente ecuacion:

Er=na+BY |\ (1)
=1

Como n,a y [ son constantes, el inico término no trivial en el lado derecho de la
ecuacion es la suma de los valores absolutos de los autovalores del grafo molecular.

En 1970 Ivan Gutman reconocié que la cantidad
E=6E(G) =) |\l (2)
i=1

puede ser vista como un invariante basado en el espectro de cualquier grafo (de forma
general & no tiene ninguna interpretacion quimica), con propiedades matematicas
interesantes y que vale la pena estudiar. Dicho invariante se conoce con el nombre
energia del grafo.

La energia como invariante espectral ha sido un tema ampliamente trabajado y
ha sido de particular interés encontrar tanto cotas superiores como inferiores para
este valor. Actualmente se conocen una gran cantidad de cotas superiores, contrario
a la cantidad de cotas inferiores conocidas, probablemente debido a su dificultad
para deducirlas. Algunas de estas, recientemente determinadas, pueden ser vistas en
12, 4, 8, 10, 33, 34, 39, 40, 50].

Por ejemplo Caporossi, Cvetkovi¢, Gutman y Hansen en [10] encontraron la siguiente

cota inferior simple para un grafo G con m lados

E(G) = 2v/m, (3)

Con igualdad si y solo si G' es un grafo completo bipartito K, tal que ab = m junto

con una cantidad arbitraria de vértices aislados.
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McClellands obtuvo en [40] que para un grafo arbitrario G' con m lados y n vértices

E(G) > \/2m + n(n — 1) [det(A) /" (4)

donde det(A) denota el determinante de la matriz de adyacencia del grafo G.
Das, Mojallal y Gutman en [20] obtuvieron las siguiente cota inferior para la energia

de grafo conexo no singular con m lados y n vértices,
2 2
£G) > 4 (n—1)+In|det A — In =2 (5)
n n

donde det(A) denota el determinante de la matriz de adyacencia del grafo G. En
este caso la igualdad se tiene si y solo si G es el grafo completo K,,. Para obetener
esta tltima cota, los autores mostraron que para un grafo conexo con n vértices se

tiene la siguiente relacion
EG)> M+ (n—1)+In|det A —In A;. (6)

Este trabajo se divide en 4 capitulos. En el Capitulo 1 se dan algunos conceptos
y notaciones de Teoria de Grafos, Teoria de Matrices y Teoria Espectral de Grafos
importantes para el desarrollo del trabajo. En el Capitulo 2 se muestran las dos
cotas inferiores obtenidas para la energia £(R) de una matriz R. Epecificamente, los
Teoremas 1y 3 extienden cotas inferiores dadas por McClellands, [40] y Das, Gutman,
Mojallal, [20], respectivamente, a cotas a la energia de matrices simétricas con nulidad
k, caracterizando, ademas, las matrices donde las cotas son alcanzadas. Los Teoremas
2 y 4 extienden las mismas cotas inferiores: McClellands y Das, Gutman, Mojallal a
cotas para la energia de grafos con nulidad . También para cada cota son discutidos
los casos de igualdad. Adicionalmente, en el Capitulo 3, se muestra que la cota para
grafos en el Teorema 2 no es comparable con la cota 2\/m dada por G. Caporossi,
D. Cvetkovi¢, I. Gutman, P. Hansen, [10]. En este capitulo, también se presenta
una sucesion de cotas inferiores que converge a las cotas obtenidas en el capitulo
3, las cotas en esta sucesion son en funcién de invariantes estructurales del grafo.

Finalmente el Capitulo 4 muestra las conclusiones obtenidas en este trabajo.



Capitulo 1

Notaciones y conceptos

Definiremos los conceptos que seran usados a lo largo de esta tesis. Primero mencio-
naremos conceptos de Teorfa de Grafos, después de Teoria de Matrices y por tltimo

conceptos relaciones a la Teoria Espectral de Grafos.

1.1. Teoria de Grafos

Un grafo G es un par (V(G), E(G)) donde V(G) es un conjunto no vacio de elementos
llamados vértices y E(G) es el conjunto de segmentos que unen dos elementos en
V(G), llamados lados o aristas, es decir E(G) = {uv : u € V(G),v € V(G)}. Los
grafos se suelen denotar con una letra maytuscula y representar mediante una figura,
con puntos etiquetados para los vértices y lineas para los lados. Un grafo (n,m) es
un grafo con n vértices y m lados.

Si un par de vértices pueden estan conectados por mas de una arista, decimos que el
grafo posee aristas miiltiples y si un vértice se conecta a si mismo mediante una arista
decimos que el grafo posee un lazo o bucle. En este trabajo se consideran tinicamente

grafos simples, es decir, aquellos que no poseen aristas multiples ni bucles.
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Dos vértices u y v se dicen adyacentes si existe un lado e = uv € E(G) que los una
y en este caso decimos que el lado e es incidente al vértice u y al vértice v. Para un
vértice v el nimero de lados incidentes a v es llamado el grado de v y es denotado
por d(v) o d,.

El conjunto Ng(v) se define como el conjunto de vecinos de un vértice v € V(G) y
en el caso de grafos simples su cardinalidad coincide con el grado del vértice v.

Un vértice pendiente es un vértice que es incidente a un tnico lado. Es decir v es un
vértice pendiente si y solo si d(v) = 1. Un vértice aislado es un vértice v que no tiene
vecinos, es decir, v es aislado si y solo si d(v) = 0. Un grafo es llamado g-reqular si
cada vértice tiene ¢ vecinos.

Un isomorfismo entre dos grafos G y H es una biyeccién f entre los conjuntos de
sus vertices [ : V(G) — V(H) que preserva la relacion de adyacencia es decir, si v
y w estan conectados en GG, entonces f(v) y f(w) estan conectados en H. Si Gy H
son isomorfos, escribimos G = H.

Un camino de longitud n, denotado por P,,1, es un grafo isomorfo al grafo con el
conjunto de vértices {1,...,n + 1}, donde i es adyacente a i + 1 para 1 < i <n. Un
camino P, se dice que va de u a v si sus vértices pueden ser etiquetados empezando
con u y terminando con v. Si hay un camino entre cualesquiera dos vértices de un
grafo GG, entonces GG es un grafo conexo, si esto no ocurre es llamado disconexo.

El ntiimero de caminos de longitud k& de G' empezando en i es referido como el k—grado

del vértice i y es denotado por di(i), de donde tenemos que

do(i) = 1>d1(i) = d(i),y
dk+1(i) = Z dk(j)

JENG(3)
Un ciclo de longitud n, denotado por C,, es cualquier grafo con n vértices, isomorfo a
un grafo conexo donde cada vértice tiene exactamente dos vecinos. Un grafo aciclico

es un grafo sin ciclos. Un drbol es un grafo aciclico conexo y un bosque es una uniéon
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disjunta de arboles.

Un grafo con n vértices se llama grafo completo si cualesquiera dos vértices en este
son adyacentes y es denotado por K,,. Un conjunto independiente es un conjunto de
vértices donde ninguno de ellos es adyacente a otro, es decir, es un conjunto de vérti-
ces que induce un subgrafo vacio. Un conjunto de vértices pendientes es un ejemplo
de un conjunto independiente (con la excepcion de los vértices de m copias de un
grafo K5.)

Un grafo es bipartito si su conjunto de vértices puede ser subdividido en dos subcon-
juntos no vacios X e Y tales que cada lado de G tiene un extremo en X y el otro
en Y. El par (X,Y) es llamado una biparticién. Denotamos G(X,Y) el grafo con
biparticion (X,Y"). Un grafo bipartito G(X,Y") es completo si cada vértice de X es
adyacente a todos los vértices de Y. Denotamos por K, el grafo bipartito completo
con biparticion (X,Y) tal que |X| = py |Y| = ¢. Se define la estrella S,+1 como
grafo bipartito completo K ,,.

Ko

2

Figura 1.1: Grafo bipartito K39 con X = {1,3,5}, Y = {2,4}

Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si conjunto V(H) C V (G),E (H) C E(G).
Un subgrafo H de G es llamado un subgrafo inducido si se cumple que dos vértices en
V(H) son adyacentes en H siy solo si son adyacentes en GG. Entonces, un subgrafo

inducido es determinado por su conjunto de vértices.
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Figura 1.2: G; es un subgrafo de G’y G5 es un subgrafo inducido de G

Un subgrafo inducido de G que es conexo maximal (es decir un vértice adicional
induce un subgrafo no conectado) es llamado una componente conexa de G o sim-
plemente una componente de G.

El join de dos grafos G; y Gy con conjuntos de vértices disjuntos, denotado por

GV Gy, es un grafo G tal que
V(G) =V(G1) uV(Gy)

E(G) = E(G1) U E(Gy) U {ijli e V(G4),j € V(Ga)}.

Gl GQ G‘1 v GZ

Figura 1.3: join de G1 y Gy

Considerando una familia de grafos .# y un grafo H con k vértices, el H—join

generalizado de {G4,...,Gy} es el grafo G = \/;{G,,j € V(H)} tal que
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.‘J‘:'

Gj e Gy Vp, [G), G2. G3}

Figura 1.4: H-join de .% = {G, G2, G5} con H = P;

1.2. Teoria de Matrices

Para una matriz A de orden n, un autovalor A asociado a un autovector x es un

escalar que cumple

Ax = dx; ¢ #0

La anterior igualdad da origen a la siguiente ecuacién, conocida como ecuacion

autovalor-autovector

(A= X)x =0.

La cual nos da un sistema de ecuaciones que tiene solucién no nula si det(A—AI) = 0,
igualdad conocida como la ecuacion caracteristica de A y sus correspondientes raices
son los denominados autovalores de A.

La multiplicidad de un autovalor A es el nimero de veces que aparece como raiz del
denominado polinomio caracteristico de A dado por det(A — AI).

Si x es autovector de A asociado al autovalor A, diremos que el par (A, &) es un
autopar de A. El conjunto de autovalores A, ..., \, se conoce como el espectro de la
matriz y se denota por o(A).

El radio espectral de un matriz cuadrada A, denotado por p(A) esta definido como
p(A) = méx{|\| : \s € 0(A)}

Los walores singulares oy, 09, ...,0, de una matriz A son las raices positivas de los
autovalores distintos de cero de la matriz A*A.

Una matriz compleja R se dice Hermitica si R = R*. Para matrices Hermiticas sus

8
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valores singulares y los modulos de sus autovalores coinciden.
La norma matricial de Frobenius para matrices complejas de orden n, denotada por

|M| es definida como

donde o1, 09,...,0, son los valores singulares de M. Si R es una matriz simétrica

entonces la norma de Frobenius de R esté dada por

B =) N[
i=1

donde A, Mg, ..., A, son los autovalores de R.
La k—ésima suma simétrica de los autovalores A\, Ao, ..., \, de una matriz M de
orden n es definida como
T (M) = > Ais iy - Ay (1.1)
1<i1 <9< ..<ip <n

+) sumandos. Ademds, se tiene que T, (M) = det(M)

Notemos que T,(M), posee (7

y Y1 (M) =tr(M).

Para una matriz M de n x n la notacion M|iy, i, . .., ;] significa la submatriz prin-
cipal de M cuya j—ésima fila y columna estan indexadas por i;, para 1 < j < n.
Por otro lado, el determinante det (M iy, i, ..., x]) es un menor principal de k x k
de M o un menor principal de orden k de M y es denotado por Ay [i1, g, ..., ik
En [41], por comparacion de los coeficientes de la ecuacion caracteristica, se muestra
que el modulo de la k—ésima funcion simétrica de A1, Ao, ..., A, v la suma de todos

menores principales de k x k coinciden. Esto significa que

1T, (M)] = > A lir,ig, ...y ik)| - (1.2)

1< <i9<... <1 <n
Una matriz X se dice cogrediente a una matriz Y si existe una matriz de permutacion

P, tal que X = PTY P. Una matriz cuadrada no negativa A es llamada reducible si

9
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es cogrediente a una matriz de la forma

B C
0 D

donde B y D son submatrices cuadradas. En otro caso, A es llamada irreducible.
Por el Teorema de Perron-Frobenius([42]), sabemos que si A es una matriz irreduci-
ble con entradas no negativas, entonces A posee un autovalor maximal.

Si A una matriz irreducible no negativa con autovalor maximal A\; y A tiene exac-
tamente h autovalores de modulo A\;, entonces el niimero h es llamado el indice de

imprimitividad de A.

1.3. Teoria Espectral de Grafos

Hay muchas matrices asociadas a los grafos que nos permiten estudiarlos, entre ellas
se encuentran, la matriz de adyacencia, la matriz Laplaciana, la matriz Laplaciana
sin signo, la matriz de Randié¢, la matriz Laplaciana Normalizada, entre otras, ver
[17], [14]. En nuestro trabajo vamos a considerar la matriz de adyacencia.

Después de etiquetar los vértices de un grafo, V(G) = {1,...,n}, procedemos a de-

finir matriz de adyacencia, A(G) de la siguiente forma:

1, ifuw € E(G);

(A(G))u,v =

0, en otro caso.

Es decir que la matriz de adyacencia, A(G), es una matriz cuadrada de n X n,
compuesta de de 0’s y 1’s donde cada fila y columna representa un vértice del conjunto
V(G).

El espectro o conjunto de autovalores de A(G) se refiere también al espectro de G

y es denotado por o(G). El i—ésimo autovalor mas grade de A(G) es llamado el

10
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i—ésimo autovalor méas grande de G y es denotado por \;(G), para 1 <i < n.
Como A es una mariz simétrica entonces los autovalores de G son reales y por tanto
se pueden ordenar

alZ“'Zan-

Note que si R es una matriz no negativa, como en el caso de la matriz de adyacencia
donde todas sus entradas son reales y no negativas, entonces R es simétrica y su
radio espectral coincide con su autovalor mas grande.

Recordemos que en el caso de una matriz cuadrada simétrica M con autovalores
[1, f2, -+ s fp, su nulidad ,denotada por n(M), corresponde a la multiplicidad del
autovalor nulo. Para cualquier grafo G, la nulidad de A(G) es llamada la nulidad
de G y es denotada por n(G). Consecuentemente, un grafo es llamado no-singular si
n(G) = 0. En caso contrario G es llamado un grafo singular.

Si G es un grafo conexo, entonces A(G) es una matriz irreducible no negativa.

La matriz de adyacencia A de un grafo bipartito completo es cogrediente a una

matriz de la forma

0 S
o (1.3)

Por ejemplo la matriz de adyacencia A del grafo bipartito completo K3, tal que

X =1{1,3,5}, Y = {2,4} donde

10000 01 01O
00 0O01 10101
P=100100]A=]010 10
00010 10101
01000 01 01O0

11



se cumple que

PTAP =

_ = O O O
—_ = O O O
- = O O O

SO O ==
SO O ==

La energia de un grafo GG, denotada por £(G) esta definida de la siguiente forma

£(G) = Z | (1.4)

donde aq, - -+, a, son los autovalores de G.
Es sabido que para matrices Hermiticas sus valores singulares y los valores absolutos
(o modulos) de sus autovalores coinciden, por lo tanto la energia de R, es decir &(R),

es la suma de sus valores singulares.
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Cotas inferiores para la energia

A continuacién presentamos nuestro primer resultado el cual extiende a matrices

simétricas la desigualdad presentada en (4).

Teorema 1 Sea R una matriz simétrica tal que n(R) = k. Entonces

E(R) > /IR + (n— 5)(n — 5 — 1) [T o (R)Z/" (2.1)

La igualdad se tiene si y solo si los autovalores distintos de cero de R tienen el
maismo valor absoluto. Mds ain, si R es irreducible la igualdad se tiene si y solo si

R es equivalente mediante permutaciones a una matriz bloque de la forma

0o S
ST 0

donde Kk =n —2 y S es una matriz de rango uno.

Demostracion.

Sean «j, > ay, > -+ > «y, . los autovalores de R distintos de cero. Es claro que

E(R) = |ag,| + oz | + -+ + |y, .| -

13
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Asi
2 2
ER) = (lag] +lap| + -+ oy, .|)
n—kK
2
= Z |O‘je‘ + Z Qjoy | [Xdey | -
=1 10
Recordemos que Ag[iq, io, . .., i,_x] denota los menores principales kx k de R. Debido

a la desigualdad media aritmética-media geométrica para un conjunto de niimeros

1
) (n=r)(n—r—1)

positivos, obtenemos la siguiente desigualdad

1
(n—k)(n—r—1) Z

0170

g, | | Xgey

V
-~
o
B
S

(o}

<
(=}

o

>

Por la igualdad en (1.2), el término |1,,_, (R)]ﬁ cambia de ser un invariante es-

pectral a un invariante de la matriz. Finalmente la igualdad se tiene si y s6lo si

(2.3)

aj,| = oy, = =la;,_.|

De (2.3), tenemos que el indice de imprimitividad h es h = n — k. Ademaés, como R
es no negativa y simétrica, R es cogrediente a una matriz de la forma en (2.2) y por
lo tanto su indice de imprimitividad debe ser h = 2, de donde se obtiene Kk = n — 2
y en consecuencia el bloque S es una matriz de rango uno.

Para la otra direccién, basta con notar p(R) y —p(R) son los tnicos autovalores

distintos de cero de R. O

14
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Observacion 1 Note que la igualdad

Z AR[Z17227,Zn7N] =

1<i1<19<...<in—r<n

n—k
I
=1

se tiene considerando los autovalores nulos y no nulos de R.

Si en el resultado anterior la matriz simétrica R es reemplazada por la matriz de

adyacencia de un grafo GG se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2 Sea G un grafo (n,m) sin vértices aislados, con nulidad r. Entonces

E(G) > \/2m+ (n— k)(n — 5 — 1) [T, (G, (2.4)

donde
Tw(G) = Vi (A(G)).

La igualdad en (2.4) se tiene si y solo si los autovalores distintos de cero de G
tienen el mismo valor absoluto. Mds aun si G es conexo la igualdad se tiene si y
solo st G = K, es el grafo bipartito completo, con a +b = k + 2. En otro caso

_ 4
G=U_K,,

con ajb; = a;b;, parai# j, L="3" yn=>3_._ (a;+bj).

5

Demostracion.

El resultado es obtenido siguiendo los mismos pasos de la prueba del Teorema 1
reemplazando la matriz Hermitiana R por la matriz de adyacencia de G. Si G es
conexo entonces A(G) es irreducible y del caso de igualdad en el Teorema 1 se tiene
necesariamente que G = K, ;. Si G no es conexo, cada componente tiene la condicién
(2.3) por lo tanto es un grafo bipartito completo y las condiciones descritas para G

en el enunciado se mantienen. O

Ejemplo 2.1 Veamos un ejemplo usando el teorema anterior. Cosideremos el si-

gquiente grafo

15
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o
v2 U3

Figura 2.1: Grafo G con £(G) = 12

Calculando el polinomio caracteristico del grafo G de la Figura 2.1, obtenemos
pa(A) = A% — 16A° — 16)\° + 48\ + 64)\°
Del grafo junto con la informacion de polinomio obetenemos que
n=_8,k=3m=16,|T;5 =64

Entonces calculando la cota obtenida en el Teorema 2

V2m 4 (n— k) — 5 — 1) [Ty o(G)/" " ~ 11,728
Observamos ademds que esta cota mejora considerablemente la cota 2,/m = 8.

El Teorema a continuacion extiende la cota en (6) para el caso de matrices simétricas

no negativas con una nulidad dada.

Teorema 3 Sea R una matriz simétrica no negativa de n X n con radio espectral p

tal que n(R) = k. Entonces
ER)>p+n—rk—1+In|T, (R)|—1Inp. (2.5)

La igualdad en (2.5) se tiene si y solo si los autovalores distintos de cero, exceptuando
tal vez el autovalor mds grande de R, tienen todos sus modulos iguales a 1. Mas aiin,
st el autovalor mds grande de R es mayor a 1 y tr(R) = 0 entonces k, el nimero ¢

de autovalores iquales a —1 y, el nimero f de autovalores igual a 1 satisfacen
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Capitulo 3:Cotas inferiores para la energia

_ [R2=p’+p
1. c= 5

_ |RP—p*—p
2. f =27,

3 k=n—14p>—|R]

Mas ain, la desigualdad (2.5) es estricta si R tiene una submatriz de 3 x 3, digamos

Ry, donde

0 a O
1. Ri=1a 0 b| conva>+b>1,0
0 b 0
0 a c
2.Ri=1a 0 b| conunvector (o, 8,7)T tal que
c b 0
2(aaff + bpy + cary)
< -1
a2+ (2 +42
Demostracion.
Sean «aj, > oy, > -+ >« ., with a; = p, los autovalores distintos de cero de R.

En [20] se probé que la funcion con valores reales f(x) =x—1—Inz, x >0 esuna
funcion estrictamente creciente para x > 1y estrictamente decreciente en 0 < z < 1.

Por lo tanto, f(x) > f(1) = 0, implicando que z > 1+ Inz, =z > 0. Note que la
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Capitulo 3:Cotas inferiores para la energia

igualdad se tiene si y solo si x = 1. Usando el hecho anterior, tenemos

E(R) = p+ Yl
=2

> p+n—/<a—1+Zln]ozji
i=2
= p+n—/<;—1+lnH|aji (2:6)
2,
= p+n—rk—1+1In Haji
=2

= p+n—rk—1+In|T,_,(R)|—Inp,

Note que la igualdad en x > 1 + Inx se tiene si y so6lo si x = 1, implicando que la

igualdad en (2.6) se tiene si y s6lo si

1= log,| = log| = = |aj,_.|-

Las primeras igualdades son obtenidas mediante la bisqueda de soluciones x, ¢ and

f en funcion de n, p y |R| en el siguiente sistema

l+c+f+r=n
p+f—c=0

P+ f+c=IR’
Veamos la condicion de suficiencia. En (1) de la condicion
Va?+b* > 1.

obtenemos que el menor autovalor de R; es mas pequeno que —1. Usando el hecho
de que el autovalor mas pequeno de una matriz simétrica es a los mas el cociente de
Rayleigh de la matriz y de la condicién dada en (2)

2(aaf + bpy + cary)

< —1.
a?+ (2 +~2
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Capitulo 3:Cotas inferiores para la energia

y obtenemos que el menor autovalor de R; es més pequeno que —1.

De esta forma, usando el Teorema de Intercalamiento considerando los autovalores
més pequenos de Ry R; respectivamente hemos impuesto tanto en (1) como en (2)
que el moédulo del menor autovalor de R es mayor a 1 y por lo tanto no se satisface
la condicion para la igualdad. 0
En el siguiente teorema se establece la generalizacion para cualquier grafo, incluyendo

grafos singulares, del resultado en (6).

Teorema 4 Sea G un grafo con n vértices tal que n(G) = k cuyo autovalor mds

grande es \y. Entonces
EG)>M+n—rk—1+In|Y, x(G)|—In)\ (2.7)

La igualdad en (2.7) se tiene si y solo si los autovalores distintos de cero de G,
excepto quizds su autovalor mds grande, tienen modulo igual a 1. Si el autovalor mds
grande de G es 1 entonces G = |"5% | Ko U kK. Por el contrario si p > 1 entonces

G:Kn_gUmKlLJLZ*T“JKQ conk </l <n-—3.

Demostracion.

La demostracion se sigue de forma sencilla de los argumentos usados en la prueba
del Teorema 3, reemplazando la matriz simétrica no negativa R por la matriz de
adyacencia del grafo G. Si p = 1, estamos en las condiciones del Teorema 2y por
lo tanto cualquier componente conexa de G tiene autovalores no nulos 1 y —1 que
corresponden a lados aislados y por lo tanto GG es la union de vértices aislados y lados

aislados, esto es

G = V;“J K, U kK]

Por otro lado, si p > 1 entonces GG debe tener una componente conexa con al menos
tres vértices y en estas componentes se ve que un subgrafo inducido con tres vértices
de esta componente debe ser un ciclo o por el contrario serfa un camino y por 1.

en las afirmaciones del Teorema 3 (y usando intercalamiento) el menor autovalor no
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Capitulo 3:Cotas inferiores para la energia

serfa —1, luego si existe una componente conexa de GG con al menos tres vértices,

este debe ser un grafo completo y por lo tanto asi

/—
G:KngU/iKlLJ\‘ QHJKQ
con Kk <f<n-—3. O

Como consecuencia del Teorema 3 podemos obtener el siguiente resultado.

Corolario 1 Sea R una matriz simétrica no negativa de orden n con mayor auto-

valor p y tal que n(R) = Kk y sea x vector no negativo tal que

xT Rx
/J, =

> 1.
xI'x —

Entonces
ER)Zp+n—rk—1+In|Y, (R)|—Inp. (2.8)

La igualdad se tiene en (2.8) si y solo si x es un autovector de R asociado a p y
todos los autovalores distintos de cero de R tienen valor absoluto igual a 1, excepto

tal vez su mayor autovalor.

Demostracion.

Recordemos que del cociente de Rayleigh p = a; > X:T}ix con igualdad si y solo si

(p,x) es un autopar de R (ver e.g. [42]). Recordemos que, como en la prueba del
Teorema 3 la funcion de valores reales f(x) =z — 1 —1Inz, x > 0 es estrictamente
creciente para x > 1 y estrictamente decreciente en 0 < = < 1 (|20]) entonces
f(z) > f(1) = 0, lo cual implica x > 1+ Inz, =z > 0. Mas aun, la funcion de
valores reales g(x) = x* + n — k + In|Y| es una funcién estrictamente creciente,
entonces la funciéon compuesta h = g o f es estrictamente creciente para x > 1. De

xT Rx
xT'x

la condicion XXTT—RXX > 1 tenemos h(p) > h( ), que es la desigualdad deseada dado

que h(p) corresponde a la cota inferior obtenida en el Teorema 3. Si la igualdad se

tiene entonces para todo los autovalores o de R distintos de cero de , digamos, y
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Capitulo 3:Cotas inferiores para la energia

diferentes del méas grande la igualdad || = 1 + In|a| ocurre solo cuando |a] = 1

xT Rx
xT'x

implicando que a = +1y p = , dado que h es estrictamente creciente. O

Observacion 2 Si una matriz reducible R es particionada en bloques irreducibles
con un bloque principal, digamos W, cuyo radio espectral es el radio espectral de
R, digamos p, tal que Wy = py, entonces R tiene un autovector asociado X =
(y,0,...,0)T. Si todos los autovalores distintos de cero de R tienen mddulo igual a

1, excepto tal vez para su mayor autovalor, la igualdad en (2.8) es también obtenida.

Por lo tanto para grafos, el resultado anterior puede ser reescrito de la siguiente

forma:

Corolario 2 Sea G un grafo (m,n) con mayor autovalor p y sea Gy un subgrafo

mnducido (nl, ml) una componente conexa con ny > 2. Entonces

2m1

EG)> —4+n—rk—1+In|Y, «(G)| —In—. (2.9)
nq n
En particular, si Gy es r1- reqular obtenemos que
EG)>rm+n—rk—14+In|Y, «(G)] —Inr. (2.10)

St p = 1 entonces la igualdad se tiene si y solo si G = "5 | Ky UKK,. Sip > 1
entonces la 1gualdad se tiene si y solo si G = K,,_(UxkK;U LE’TKJKQ conk < <n-3,
tomando G1 = K,,_,.

Demostracion.

La demostraciéon se sigue directamente de la prueba del Corolario 1 cambiando la
matriz simétrica no negativa R por la matriz de adyacencia del grafo GG. En este
punto recordemos que si X es como en el enunciado de la Observaciéon 2, entonces
xT A(G)x 2m

T = b, con igualdad si y solo si Gy es un grafo regular (ver [17]). Mas atn,

la funcion de valores reales g(x) = x +n — Kk + In|Y| es estrictamente creciente,

entonces la funciéon compuesta h = g o f es estrictamente creciente para x > 1. De
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Capitulo 3:Cotas inferiores para la energia

la condicion 2%1 > 1 tenemos h(p) > h(%), que es la desigualdad en (2.9). Si la
igualdad se tiene para todos los autovalores A de GG distintos de cero y del mayor
autovalor, la igualdad |A\| = 1 + In|A| ocurre solo cuando |[A| = 1 implicando que
A=ZFly N\ = 27% Por lo tanto, GG; es una componente conexa regular y por lo

tanto los grafos en el enunciado proceden. U
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Casos donde la cota inferior 2./m es

mejorada

Vamos a presentar algunos casos donde la cota inferior 24/m obtenida en (4) es me-

jorada por la cota inferior en (2.4) presentada en el Teorema 2.

1. Consideremos 7' como uno de los arboles de n vértices en [30, Theorem 2] ,

entonces

pr(z) = 2" *(2* — (n — 1)2* + (n — 3)) (3.1)

es el polinomio caracteristico de T'. Es claro que k =n —4, Ty(T) =n—3y

m =n — 1, entonces dado que queremos ver cuando se tiene que

2/ < \J2m + (n— K)(n — & — 1)[T|7 (3.2)
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Capitulo 4.

obtenemos que

2Vn—1ﬁv@m—i%+ﬂﬂ$m—3ﬁ

4n—1)<2(n—1)+12y/(n —3)
(n—1) <64/(n—3)

(n —1)* < 36(n — 3)

Por lo tanto, para 4 < n < 34, cota en (2.4) supera la conocida cota 2/m.

. Ahora, si consideramos el espectro del join generalizado para dos grafos bipar-

titos regulares tenemos que:
_ 2r1—242ro—2
O-(Krlﬂ'l v KT2,T2) - {0 y —T1, _T2} U U(F)

donde
T 2\/7”17“2
2\/7’17'2 T2

F =
De donde obtenemos que
pr(x) = 2% — 2(ry +1r9) — 3r17y

Entonces

(T1+T2):|:\/(7’1+7’2)2+127’1T2
2

)\17)\2 =

Luego, tenemos que

" ((m +19) + /(11 +12)2 + 127“11“2) ((7’1 +1r9) — \/(r1 +12)% + 127“1?"2)
1N2 —
2 2

_ (ry +19)% — [(ry + 12)% + 12r175] — 3,

4
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Capitulo 4.

De lo anterior se obtiene que:

n = 2ry + 2ry,

m = ri+rs 4 4ryry,

K=2ri+2rp —4=n—4,

T = (M)(A)(=r1)(—r2) = =3r{r5.

De donde tenemos que

2
K

2 < \/2m + (n - K)(n — & — V[T|7

2\/7“f + 13+ driry < \/2(7’% + 72 4 4dryro) + (4)(3)|—3r2r2)2

4(rf + 13 4 drire) < 20§ 1+ drary) + 12V3rm
r? 413 < riry(6V3 — 4)
Revisemos esta tltima desigualdad obtenida por casos
a) Siry = ro, entonces
ri+ri < 7"17“1(6\/5 —4)

2rf <r{(6V3—4)
0 < 73(6v3 — 6)
0<r?

lo cual es cierto siempre. Por lo tanto tenemos un caso donde nuestra cota

supera la cota 24/m.

b) Por otro lado, si fijamos 71, tenemos que

6V - 4) £ (/124 - 6V3) — 47

T2

r [(6\/5— 4) + \?(4 — 6v/3)2 — 4}
2

o =
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Por lo tanto la cota en el Teorema 2 mejora la cota 2y/m siempre que

1"1 [(6\/3— 1) — \/(1 —64/3)2 —4} 1 [(6\/5— 1)+ \/(1 — 6/3)2 —4}
<ry <

2 - 2
T1<O,11) S T2 S T1(9,29>

3. Si tomamos el grafo G con n vértices y consideramos el grafo H-join, H =
G[K, ... Ky, se tiene que
o(H)= U (o(K;)\0)Uc(tA(Q))
veV(G)

= {0V U {th: X e o(A)}

En consecuencia,

EH)= ) [tA =t&(G)

A€o (G)
Asi, si suponemos que 0 € o(G) tiene multiplicidad x entonces 0 € o(H) tiene

multiplicidad n(t — 1) + k. En el cual sabemos que

n=n(H)=nt,
m=m(H) = mt?,
E=r(H)=n(t—1)+k,

TH—E(H) = tn_n-Tn—n(G)

Si H es un (n,m)-grafo con nulidad x para el cual se tiene la desigualdad en
(3.2) entonces el grafo G = \/;{G;,j € V(H)} es un (7, m)- grafo con nulidad

K que cumple que

2

W < \/2m+ (7 —R)@—F — 1)|Ta_r(H)|7=.
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Capitulo 4.

Pues

V2 + (7= B — R — 1)[Ta_n(H) |7

— \2mt2 + (nt — (n(t — 1) + 8)) (0t — (n(t — 1) + 5) — 1) (E-+T(G)) 75|

= \2mt2 + (n— K)(n — 5 — DET(G)7] = ty/2m + (n— K)) (n — k) — 1)[T(G)

> 2t\/m = 2vm

A continuacién se obtiene una sucesion creciente de cotas inferiores para la energia

de grafos. En [32], los autores construyen una sucesion creciente, {7*)},>o de cotas

inferiores para Ay, donde

d?(3)
0) — A| V@
gl \ -

d(i)
(1) _ ZEV(G)
! (1) (3.3)
1€V (G)
di 4 (1)
(k) _ 1€V (Q)
7= N
Y &)

1€V (@)
Entonces los siguientes resultados fueron obtenidos.

Teorema 5 [32] Sea G un grafo conexo con mayor autovalor Ay y k > 0.Entonces
A\ > fy(k)’
con igualdad si y solo si AF2(Q)e = \1A*(G)e.

Teorema 6 [32] Sea G un grafo conexo, entonces {v*¥)}>o es una sucesion creciente
Yy
lfim 4*) = \;.

k—o0

27
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Capitulo 4.

Con estos resultados se obtuvo el siguiente teorema.

Teorema 7 Sea G un grafo (n,m) con autovalor mds grande p y n(G) = k. Sea
G1 un subgrafo inducido (ni,my), esto es, cualquier componente conexa con radio
espectral p tal que 27% > 1. Sea {’yfk)}?zo la sucesidn creciente definida en (3.3) para
G1. Entonces {h(%k))}z"zo es una sucesion creciente convergente a h(p) y, para todo

k>0,
EG) >4 4n—k—14+In|Tn(G)] — InyY. (3.4)

En particular, st Gy es r1— regular entonces
EG)>rm+n—rk—14+In|T, «(G)] —Inr. (3.5)

Si p = 1 entonces la igualdad se tiene si y solo si G = |"5%] Ky U kKK;. Por el
contrario, st p > 1 entonces la igualdad se tiene si y solo st G = K,,_yUrkK;U V_THJ K,

con kK < <n-—3.

Demostracion.

Observe que %k) > 1, para todo k£ > 0. Esto es una consecuencia del Teorema 6 y

4 d?(i I
VEO) _ \/ZzeV(Gl) 1( ) > 2my >
ni ni

dado que {% )}zozo es una sucesion creciente y converge a p entonces, el primer

que

enunciado se sigue de la continuidad de h. Si la igualdad se tiene en (3.4), entonces

para todo autovalor A distinto de cero (que no es igual al mayor autovalor de G)

la igualdad |[A\| = 1 + In|\| ocurre solo cuando |A\| = 1 implicando que A = =£1.

Adicionalmente, si la igualdad ocurre, h(%k)) =E&(G) > h(p) > h('yfk)). Por tanto,

E(G) = h(p) = h(’yfk)), y estamos en las condiciones del Teorema 4 implicando que

G es como en el enunciado. La desigualdad en (3.5) se sigue del hecho de que G es
(k)

un grafo ri-regular, entonces 7,"’ = 71, para todo k£ > 0. [J Recordando el resultado

en (6) obtenido en [33], el siguiente resultado puede ser obtenido considerando x = 0.
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Capitulo 4.

Corolario 3 Sea G un grafo conexo no singular con n vértices. Definimos la suce-

sion {y*)}2  como en (3.3). Entonces
E(G) >4 4 n—14In|det A — Iny®), (3.6)

con k >0 con igualdad si y solo si G = K,,_, U LgJKQ con0<{<n-—2.

29



Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis se extendieron cotas inferiores para la energia de grafos no singulares
a cotas para la enegia de matrices y de grafos con nulidad x > 0. Las constantes
requeridas para estas cotas se pueden obtener a través de elementos ya conocidos,
relacionados con el grafo y el polinomio caracteristico de su matriz de adyacencia.
Esto permitira ampliar el campo de aplicacion de las cotas inferiores mencionadas.
En el capitulo 3, se present6 una sucesion de cotas inferiores que converge a las cotas
obtenidas en el capitulo 2, las cotas en esta sucesion son en funcién de invariantes
estructurales del grafo.

Los métodos usados en las demostraciones de los resultados obtenidos nos sugieren
que estos pueden ser usados para buscar nuevas cotas superiores de la energia re-
lacionada con la matriz de adyacencia , asi como trabajar en busca de cotas tanto
superiores como inferiores para la energia de otro tipo de matrices relacionadas con

el grafo, como por ejemplo la matriz Laplaciana.
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