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Resumen

Las matrices no negativas aparecen en un numero de importantes areas de aplica-
cién: sistemas de comunicacion, sistemas bioldgicos, economia, ciencias de la compu-
tacién y muchos otros sistemas de ingenierfa. Los problemas inversos de autovalores
son una importante subclase de los problemas inversos, que surgen en el contexto del
modelamiento matematico y la identificacion de parametros. Una simple aplicacién
de tales problemas es la construccién de modelos de Leontief en Economia (ver [1]).

El problema inverso de autovalores para matrices no negativas (NIEP por su si-
gla en Inglés) es el problema de caracterizar aquellas listas A = {\1, A, ..., A, } de
nimeros complejos, las cuales pueden ser el espectro de una matriz A no negativa de
orden n (A = [a;;] con a;; > 0, 4,7 = 1,...,n). Si existe una matriz no negativa A
con espectro A decimos que A realiza A. El problema NIEP solo estd resuelto para
n < 4: El caso n = 3 fue resuelto por Loewy y London [22] en 1978, mientras que
el caso n = 4 fue resuelto por Meehan [23] en 1998, y posteriormente, de manera
independiente en una formulacién diferente, por Torre-Mayo y otros [51] en 2007. El
caso n = b para matrices de traza cero fue resuelto en 1999 por Laffey y Meehan
[18]. Se estima que una solucién completa al NIEP es improbable en un futuro cer-
cano. Casos especiales del NIEP son de gran interés: por ejemplo, si la lista A es de
nuimeros reales, tenemos el problema inverso de autovalor para matrices no negativas
con espectro real (RNIEP), si la matriz realizadora debe ser simétrica tenemos el
problema inverso de autovalor para matrices no negativas simétricas (SNIEP), y si A
debe ser normal tenemos el NIEP para matrices normales (NNIEP). Otros problemas
estrechamente relacionados con el NIEP son el problema inverso de valores singulares
para matrices no negativas (NISVP) y el problema de los divisores elementales para
matrices no negativas (NIEDP).

Un nimero de condiciones suficientes para que el NIEP tenga una soluciéon han
sido obtenidas por numerosos autores. En contraste, pocas condiciones necesarias son

conocidas y ellas estdn muy distantes de las condiciones suficientes.

Entre las estrategias que han sido empleadas en el estudio del NIEP destacan
aquellas llamadas de compensacién, que consisten en particionar la lista A dada, en

v
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sublistas, permitiendo que algunas de ellas sean no realizables, con la condicién que
otras si lo sean, y en cierto modo compensen la no realizabilidad de las primeras. Esto
ha sido hecho empleando resultados de perturbacion extremadamente ttiles, como lo
son los teoremas de Brauer [4], de Rado [29] y de Soto, Rojo, Moro, Borobia [41].
Esto, junto con las propiedades de las matrices reales con filas suma constantes, son
los ingredientes basicos de las técnicas desarrolladas, en particular por el tutor de esta
tesis, para obtener un nimero de simples y eficientes condiciones suficientes para que
el NIEP y sus problemas derivados RNIEP, SNIEP, NNIEP tengan una solucion.

Es sabido que para n < 4 el NIEP y el SNIEP son equivalentes. Sin embargo
para n > 5 ambos problemas son diferentes: la lista A = {97, 71, —44, —54, —70} es
realizable por una matriz no negativa, pero ella no es simétricamente realizable [9].

La versién simétrica del teorema de Rado [41], ha sido muy 1til para el SNIEP.
Para aplicar este resultado, necesitamos condiciones necesarias y /o suficientes para la
existencia de una matriz simétrica con autovalores y entradas diagonales prescritas.
Schur y Horn [33, 15| mostré condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de una matriz simétrica no necesariamente no negativa, con autovalores y entradas
diagonales prescritas. En [10] Fiedler dio condiciones necesarias y suficientes para la
existencia de una matriz simétrica no negativa con espectro y entradas diagonales
prescritas para n = 2,3. Para n > 4, Fiedler da una condicién suficiente. Z. Charles,
M. Farber, C. Johnson y L. Kennedy en [6] presentan condiciones suficientes respecto
al problema simétrico, observando relaciones entre las entradas diagonales, los auto-
valores y los signos de las entradas fuera de la diagonal de la matriz que realiza el
espectro.

Guo [12] muestra que si una lista A = {1, Aa,..., A\, } es realizable, entonces
A = {N + €6t ¢, ..., \,} es también realizable. Puesto que el NIEP y el SNIEP
son equivalente para n < 4, entonces el problema de perturbaciéon de Guo para listas
simétricamente realizables esta completamente resuelto, cuando n < 4. Es decir si
A ={A1, g, ..., A\, } es simétricamente realizable, entonces Ac = {\; + €, Aate€, ...\, }
es también simétricamente realizable, para n = 2,3, 4.

Minc [24, 26] estudia el NIEDP, mddulo el NIEP. En particular Minc, muestra que
si una lista A es realizable por una matriz positiva y diagonalizable, entonces existe
una matriz no negativa con divisores elementales arbitrariamente prescritos.

En el presente trabajo estudiaremos los siguientes problemas:

1 El problema inverso de autovalores para matrices no negativas simétricas (SNIEP,
por su sigla en inglés). Este problema es el de caracterizar aquellas listas A =
{A1, A2, ..., A} de niimeros reales, las cuales pueden ser el espectro de una matriz
simétrica A no negativa con espectro A.
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2 El problema de completacién. Dada las listas de nimeros reales A = {1, Aa, ..., A },
D = {dy,ds, ...,d,} encontrar condiciones necesarias y/o suficientes para la exis-
tencia y/o construccién de una matriz simétrica no negativa con espectro A y
entradas diagonales d;, i = 1, ..., n.

3 El problema de perturbacion de Guo para listas simétricamente realizables.
Sea A = {1, A2, ..., A\, } una lista simétricamente realizable, jserd la lista A, =
{\M + € X2 L€, ..., A\, } también simétricamente realizable?

4 El problema inverso de divisores elementales para matrices no negativas (NIEDP).
Este problema consiste en determinar condiciones necesarias y suficientes bajo
las cuales ciertos polinomios dados

()\ - /\1)”1, (/\ - Ag)nz, vy (/\ — )\k)"’“7n1 +Ng+ ...+ N =n,

sean los divisores elementales de una matriz no negativa.

En el Capitulo 1 de esta tesis presentamos las definiciones béasicas y necesarias
para el estudio de los problemas planteados. Mostramos también resultados estable-
cidos por varios autores, los cuales muestran avances a soluciones parciales del NIEP
y SNIEP.

En el Capitulo 2 damos una nueva condicién suficiente para la existencia y cons-
truccién de una matriz simétrica no negativa. También establecemos una condicién
suficiente para la existencia y construcciéon de una matriz 4 x 4 con espectro y en-
tradas diagonales prescritas. Esta ultima condicién es independiente de la condicién
suficiente dada por Fiedler [10].

El Capitulo 3 estd dedicado a estudiar el problema de perturbacién de Guo para
listas simétricamente realizables.

En el Capitulo 4 damos condiciones suficientes para la existencia y construccién
de matrices no negativas (positivas) doblemente estocésticas con divisores elemen-
tales prescritos. En particular, se muestra como transformar una matriz estocastica
generalizada no negativa (positiva) con divisores elementales prescritos en una matriz
doblemente estocéstica no negativa (positiva) sin cambiar los divisores elementales.
Estos resultados pueden ser vistos como un complemento 1til de un resultado de Minc
[24, 26] sobre matrices positivas diagonalizables, que dan lugar a matrices positivas
con divisores elementales arbitrariamente prescritos. También caracterizamos listas
A = {\, ..., \.} de nimeros complejos, los cuales son el espectro de una matriz do-
blemente estocastica generalizada, para cada una de las posibles formas candnicas de
Jordan asociados a A.
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Finalmente en el Capitulo 5, mediante el uso de los teoremas de Brauer y Rado,
construimos una familia de matrices con espectro y divisores elementales prescritos.
Ademas, establecemos una version no negativa del teorema de asignamiento de polos
de sistemas con multi entradas y multi salidas [5].



Capitulo 1

Introduccion

Una matriz A = [a;;] € R™*", se dice no negativa, si a;; > 0 para i,j = 1, ...,n.
Del mismo modo, si cada entrada de A es positiva la matriz se dice positiva.

Elespectro A = {1, ..., A\, } de una matriz A € R"*" no negativa seré denotado por
o(A) o simplemente A. El autovalor maximal o autovalor de Perron serd A\; = p(A),
donde p(A) = max{| \; |, \; € 0(A)}.

Definicién 1.0.1. Una matriz cuadrada n X n no negativa A, es llamada reducible
si es permutacionalmente similar a una matriz de la forma

B C
0 D}’
donde B y D son submatrices cuadradas. En otro caso A es irreducible

Presentamos a continuacién el teorema de Perron-Frobenius.

Teorema 1.0.1. (Perron- Frobenius) Sea A una matriz cuadrada n x n irreducible y
no negativa. Entonces

» p(A) >0 es un autovalor de A
» FEziste un unico autovector y > 0 tal que Ay = p(A)y
» p(A) es de multiplicidad algebraica 1

En el teorema de Perron-Frobenius si consideramos A no negativa, entonces p(A)
no necesariamente tiene multiplicidad algebraica 1, y solo se puede garantizar que el
autovector asociado a p(A) es no negativo.

Teorema 1.0.2. (Schur) Para toda matriz A € C™*" existe una matriz unitaria U
tal que U*AU =T es triangular superior, con los autovalores de A en la diagonal de
T en cualquier orden deseado.
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1.1. Problemas inversos

Nosotros consideraremos los siguientes problemas que involucran matrices no ne-
gativas.

Problema 1. El problema inverso de autovalores para matrices no negativas (en
inglés NIEP), consistente en determinar condiciones necesarias y suficientes para
que una lista A = {1, Ag, ..., \n} de nidmeros complejos sea el espectro de una matriz
no neqgativa.

Problema 2. El problema inverso de divisores elementales para matrices no negativas
(en inglés NIEDP), consiste en determinar condiciones necesarias y suficientes bajo
las cuales ciertos polinomios dados

()\ — )\1)”1, ()\ — Ag)n2, vy (/\ — /\k)”k,nl + ...+ ng=mn,
sean los divisores elementales de una matriz A € R™™ no negativa.

El problema inverso de autovalores para matrices no negativas (NIEP), es el pro-
blema de caracterizar aquellas listas A = {\1, Ay, ..., \,,} de nidmeros complejos, las
cuales pueden ser el espectro de una matriz A no negativa de orden n. Si existe una
matriz no negativa A con espectro A decimos que A realiza A. El problema NIEP
estd resuelto solo para n < 4. El caso n = 3 fue resuelto por Loewy y London [22]
en 1978, mientras que el caso n = 4 fue resuelto por Meehan [23] en 1998, y poste-
riormente, de manera independiente en una formulacién diferente, por Torre-Mayo y
otros [51] en 2007. El caso n = 5 para matrices de traza cero fue resuelto en 1999 por
Laffey y Mechan [18].

Respecto al problema 1 tenemos las siguientes condiciones necesarias. Es decir si
A ={A1, A\, ...; \p} C C es realizable por una matriz no negativa A, entonces

A=A = {0 e M)

2. max{| M [,| X2 |,y | M |} €A

3. Sk(A) =" A >0, parak=1,2, ...

4. Si A = 0(A), entonces para todo k, m enteros positivos
[Sk(A)]™ < ™Sy, (A).

5. Si A =0(A) con n impar y tra(A) = 0, entonces

(n—1)S4(A) = [S2(A)].
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La condicién 1. se debe a que el polinomio caracteristico de una matriz A no
negativa tiene todos sus coeficientes reales, de donde sus raices o autovalores de A
se presentan de a pares conjugados. La condiciéon 2. es consecuencia del teorema de
Perron-Frobenius. La condicion 3. se debe al hecho que si A es no negativa, entonces
tra(A™) es no negativa, m = 1,2, .... La condicién 4. se debe a Loewy y London [22].
La condicién 5. fue probada por Laffey y Meehan en [17].

Relevantes progresos se han hecho para determinar condiciones suficientes para la
existencia de una solucién en el caso de un espectro prescrito real, por Suleimanova
[50] , Perfect [27, 28], Salzmann [32], Kellogg [16], Borobia [2], Radwan [30], Soto
[36, 38, 39, 41, 42, 43, 44].

Definicién 1.1.1. Una matriz no negativa n X n es llamada fila estocdstica, o sim-
plemente estocdstica, si todas sus filas suman 1. Si las filas suman o y la matriz no
necesariamente es no negativa, entonces es llamada estocdstica generalizada.

El conjunto de todas las matrices estocasticas generalizadas sumas fila « es de-
notada por CS,. En particular A es una matriz estocéastica si A € CS;. Se observa
con facilidad que si A € CS,, entonces el vector e = [1 | 1 | ... | 1]7 es tal que
Ae = ae. La importancia de las matrices estocdsticas generalizadas radica en el he-
cho que si A = {\1, Ag, ..., A\, } es una lista realizable, entonces A es también realizable
por A € CS,,. Este resultado es atribuido usualmente a Johnson [13].

Teorema 1.1.1. (Johnson [13]) Cualquier conjunto realizable, es en particular reali-
zable por una matriz no negativa con sumas filas constantes igual a su raiz de Perron.

El teorema de Brauer [4] ha sido de gran utilidad para establecer nuevas condicio-
nes suficientes para el NIEP. El muestra como modificar mediante una perturbacién
de rango 1 un autovalor de una matriz A sin cambiar los restantes n — 1 autova-
lores. En [28], Perfect presenta una extensién del resultado de Brauer, debida a R.
Rado. Este resultado muestra como modificar r autovalores de una matriz de orden
n, r < n, via una perturbacién de rango r, sin cambiar los restantes n —r autovalores.

Mediante el uso de esta extensién, Perfect, en [28], da una condicién suficiente
para el RNIEP. En [39] los autores extienden el resultado de Perfect obteniendo una
nueva condicién suficiente para el NIEP en el caso real.

En [41], los autores presentan la siguiente versién simétrica del Teorema de Rado.
Este resultado permite obtener una nueva condicién suficiente, méas general, para la
existencia de una matriz simétrica no negativa con espectro prescrito.

Teorema 1.1.2. [/1]. Sea A una matriz simétrica n X n con autovalores Ay, ..., \p, ¥,
para algin r < n, sea { Xy, Xo, ..., X} un conjunto ortonormal de autovectores de A
tales que AX; = M X;,1 = 1,2, ...,r. Sea X una matriz n X r con i-ésima columna
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X, sea Q = diag{\1, Ao, ..., \v}, y C una matriz simétrica r X r. Entonces la matriz
A+ XOXT tiene autovalores jii, fa, ..., fhry Mrt1s Aps2s s Ans dOnde pig, fla, ..., fr SON
autovalores de la matriz Q + C.

1.2. Soluciones parciales

A continuacién presentamos condiciones suficientes para el NIEP [50, 16, 2, 36].
Todos estos resultados son también condiciones suficientes para el SNIEP.

Teorema 1.2.1. (Suleimanova [50]) Sea A = {1, A2, ..., \n} un conjunto de nimeros
reales satisfaciendo Ny >| A\i | y A1 > 0> A > A3, .oy Ay
Si

M+ X+ o+ A, >0,
entonces A es realizable.

Teorema 1.2.2. (Kellogg [16]) Sea A = {Xo, A1,...; AN} un conjunto de nimeros
reales con A\g > Ay > ... > Ay y sea M el indice mds grande j (0 < j < N) para el
cual Aj > 0. Sea el conjunto de indices

K={i: >0, 4+ Av_ir1 <0,ie{1,...,[§]}}
Si
1. X+ ZieK,i<k(/\i + AN_it1) + AN—kr1 > 0, para todo k € K
2 Mo+ S+ Ayin) + XV >0,

donde N > 2M + 1, entonces A es realizable por una matriz no negativa de orden
(N+1)x (N+1).

Teorema 1.2.3. (Borobia [2]) Sea A = { X, A1, ..., Aw } un conjunto de nimeros reales
con Ao > A1 > ... > Ay y sea M el indice mds grande j (0 < j < N) para el cual
A; > 0. Si existe una particion J; U ... U Jg de J = { g1, Avs2, .., AN}, para algin
1<s< N-—M, tal que

AZMZ e 2 A 23 0 A D e, A =D A

satisface la condicion de Kellogg, entonces A es el espectro de una matriz no negativa
de orden (N +1) x (N +1).

Los siguientes resultados son debidos al profesor R. Soto
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Teorema 1.2.4. (Soto [36]) Sea A = {\1, \a, ..., \,} una lista de nimeros reales,
tales que Ay > Ao > ... >0, > 0> Ay 2> . 2> A, S0

A > =N, — Z Sk,

Sk<0

donde Sy = Mg + A—ir1, B = 2,3,....[n/2] y Snp = min{)\nTﬂ,O} para n impar,
entonces A es realizable por una matriz A € CS),.

Teorema 1.2.5. (Soto [36]) Sea A = {\1, Aa, ..., \,} un conjunto de nimeros reales
tal que

)\12)\222/\p20>>\p+122>\n

Sea una particion A = Ay UAy U ... UA; con
Ar = { k), My, ...,/\kpk},k =16 A, =N

My 20, Ay > > Ay

) kp
Skj = Akj + Akpk—j-i-la] = 2737 EY) [Tki| ’

Sy 11 = min{)ukpk+1 0}, k=1,2,....t, para ky, impar,
2 2

T = Mg, + )\’fpk + Zskj<0 Sk].,k =1,2,...,t

)\M = méx{—)\lpl — Zslj<0 Slj;méngkgt{)\kl}}.
Si ,
M= Y T
T3, <0,k>2

entonces A es realizable por una matriz A € CS,,.

Una importante condicién suficiente para el SNIEP fué establecida por Soto,
Rojo, Moro, Borobia [41]. Hasta donde sabemos, esta condicién es la més general
condicién suficiente para una soluciéon al SNIEP.

Soto [43] generaliza los Teoremas 1.2.4 y 1.2.5, introduciendo una familia de cri-
terios de realizabilidad para el NIEP y SNIEP.



Capitulo 2

Matrices simétricas con autovalores
y entradas diagonales prescritas

Este capitulo estd organizado como sigue: Presentamos primero resultados pre-
vios. En la seccion 2 damos una condicion suficiente para la existencia de una matriz
simétrica no negativa con espectro prescrito. Esta condicién genera un procedimien-
to algoritmico para calcular una matriz solucién. En la seccién 3, introducimos una
condicién suficiente para la existencia de una matriz simétrica 4 x 4 con espectro y
entradas diagonales prescritas. Esta condicién es independiente de la condicién sufi-
ciente de Fiedler dada en [10]. El contenido de este capitulo constituye esencialmente
la publicacién [46].

2.1. Resultados previos

El problema inverso del autovalor para matrices no negativas (NIEP) es hallar
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una matriz no negativa con
espectro complejo prescrito A = {A1, A, ..., A\, }. Una solucién completa a este pro-
blema es conocida solo para listas de n < 4 elementos. Si existe una matriz no
negativa A con espectro A, diremos que A es realizable y que A es la matriz reali-
zadora. Si la matriz no negativa requerida es simétrica tenemos el problema inverso
del autovalor para matrices no negativas simétricas (SNIEP). Los primeros resultados
relacionados con el SNIEP fueron obtenidos por Fiedler [10] en 1974. Se han obteni-
do condiciones suficientes para que el problema tenga solucién, en orden cronoldgico
[10, 48, 37, 38, 20, 41]. En [49], Spector da una condicién necesaria y suficiente para
el SNIEP, en el caso n =5 con o, \; = 0.

Teorema 2.1.1. (Spector [49])

Sea A = {1, A2, A3, Ay, A5} tal que Z?:1 X = 0. Entonces A es el espectro de una
matriz simétrica de traza cero si, y solo si

1.51(A) =30\ =0,
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2. S3(A) = 30, M >0,
3. A+ A5 <0.

Basados en un resultado de Horn [15] damos, en la siguiente seccién, una nue-
va condicién suficiente constructiva para la existencia de una matriz simétrica no
negativa con espectro prescrito.

Para una lista dada A = {A1, Ag, ..., A, } denotaremos el conjunto

Ur={A=A">0:0(A) =A}.
Definimos también
Sp={A={,Ng,..,. \n}: T A=AT >0,0(A) = A}
Se={A={\ ..M} 3 A=AT >0,0(A) = A}
Los siguientes resultados se deben a Fiedler [10]

Lema 2.1.1. [10] Sea A una matriz simétrica m X m con autovalores o, ..., 0, Y U
un autovector unitario correspondiente a aq; Sea B una matriz simétrica n X n con
autovalores B, ..., Bn, Y sea v un autovector unitario correspondiente a ;.

Entonces para cualquier escalar p, la matriz

[ A pud
~|pvu” B |’

tiene autovalores aw, ..., A, Bo, ... Bn, Y1, Y2, donde y1,7v2 son autovalores de la matriz
A o
¢= [Pl 51] '
Lema 2.1.2. [10] Si{ag, a1, ...atm—1} € Sy, {Bos B1s---Bu1} € Sn y ag > Po, entonces
para cualquier t > 0,
{ao+1t,80 —t,0n, ey W1, B1y ooey Bu1} € Singn-
Lema 2.1.3. [10] Si {\1, A2, ..., \n} €S, y e >0, entonces {\ + €, Ao, ..., Ay} € S,.

Observamos que los lemas 2.1.1, 2.1.2 son casos particulares del teorema de Rado.
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2.2. Una nueva condicion suficiente para el SNIEP

El origen de esta seccién es el siguiente resultado debido a Horn [15]

Teorema 2.2.1. (Horn [15]) Sea n un entero positivo y sean {p; : i = 1,..,n},
{Nii=1,...,n,n+ 1} dos sucesiones de nimeros reales tales que Ay > 3 > Ay >
Ho = oo 2y > Apya. Si D = diag{us, po, ..., pin}, entonces existe un nimero real a
y un vector y € R™ tal que {\1, Ag, ..., A\ny Ans1} es el conjunto de autovalores de la

matriz simétrica
Dy
A= .
[yT a}

Presentamos a continuacién una nueva condicién suficiente para la existencia y
construcciéon de una matriz simétrica no negativa con espectro prescrito.

Teorema 2.2.2. Sean las listas de nimeros reales A = {1, Agy ooy A, Apya }, ' =
{11, po, .., o} satisfaciendo Ny > pig > Ao > pio > oo > iy, > Ay, con Z?;l Ai —
S wi > 0. Sea T realizable por una matriz simétrica no negativa B = PDPT,
donde P es ortogonal y D = diag{pu,...;tn}, y sea Py >0 con y = [y1,Y2, .., Yn) ",

15 (A=)

= . Entonces A es simétricamente realizable.
! Tt (i —pei)

Demostracion. Sea

a= YN =D >0,

€
y= [y17 Y2, -eny yn}Ta
con
2 _ _ Iy —m)
Yi I0joei (15 —1ta)

P 1
_ Gy —p) T (=)
T2 (=) Ty (15— 1)

Puesto que los p; intercalan a );, tenemos que el primer producto en el numera-
dor es no negativo y el primer producto en el denominador es positivo. El segundo
producto en el numerador tiene un factor mas que el segundo producto en el deno-
minador, entonces el cociente entre ambos es siempre negativo. Asf y? > 0.

Por el Teorema 2.2.1, la matriz simétrica

A_[YTG]’
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tiene espectro A = {1, Ag, ..oy Apy Apg1 }-

Puesto que B = PDPT >0y Py > 0, tenemos que

A— P 0 Dy PT 0] B Py
101 vy’ a 0 1| | (Py)y' a
es no negativa simétrica con el espectro deseado. O

Aunque el resultado anterior no es facil de aplicar, nos permite decidir sobre la
realizabilidad de ciertas listas, para las cuales otros criterios no dan informacién.
Los siguientes ejemplos muestran la utilidad de la condicién suficiente dada por el
Teorema 2.2.2.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos la lista A = {9,8,—3,—5, —=7}. La condicion necesaria
iii) de Spector en el Teorema 2.1.1, no es satisfecha para la lista trasladada A — %
Nosotros mostramos que A es el espectro de una matriz simétrica no negativa: Sea

I' = {9,3,-3,=7}. Entonces D = diag{9,3,-3,—7}, a = 0 e y = [0,4/40,0,0]".

Entonces

0%—%0
o L L 0
P:i{ff_i,Pyzo
VP
V2 V2
y
0300
s 3000
B=PDP"=|" 0| ¢
0081
Asi,
0 3 0 0 V20
3 0 0 0 v20
A=1] 0 0 18 0
0 0 81 0
V20 V20 0 0 0O

es simétrica con el espectro A.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos la lista A = {6,1,1, —4, —4}. De acuerdo con la con-
dicion de Spector [49] A es simétricamente realizable. De acuerdo al lema 1 en [39],
A es también el espectro de una matriz no negativa 5 X b simétrica circulante, pero
hasta donde sabemos ningun otro criterio en la literatura sobre el problema nos per-
mate decidir sobre la realizabilidad stmétrica de esta lista. Para construir una matriz
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que realiza esta lista, tomamos la lista auxiliar T' = {4,1, =1, —4}, que intercala la
lista A. Entonces a = 0. La matriz que realiza I' esta dada por

0 3 0 0
2
B = Pdiag{4,1, -1, -4} PT = 500 3@ :
o 0 o0 14
2 4
0 2V14 3 0
donde
2J15  —£v210 —£v210  2V15
p_| VIS —gV2I0 V20 VIS
V210 2V15 —E2V15 —14/210
=V/TV30  2V15  2V15 LV210

Calculamos y = | %, 0, — %, 0]T. Entonces la matriz
A - P diag(4,1,-1,4) y PT 0
- 0 2 0 0 1

2

wlot
[u—Y
S
Wi
5
S

w

W o O Wwo o
oS O W

we O O O
wWIN
o owuxﬂo
—_
S
wrN
=) ﬂww o
—_
o~

es no negativa y tiene el espectro deseado.

El procedimiento descrito en los ejemplos anteriores, requiere la construcciéon de
una matriz P ortogonal 4 x 4 tal que PDPT es no negativa con D = diag{p, ..., s},
y Py > 0. Entonces nosotros tenemos:

Corolario 2.2.1. Sean A = {1, Ao, A3, A\g, As}, 0= {pua, o, i3, pa } tal que \y > pg >
Ao > g > A3 >z > Ay > g > As, Z?Zl i — Z?Zl i >0 ey R* definido como
en el teorema anterior. Si se cumple cualesquiera de las siguientes afirmaciones

1. Pry>0 A pg > 0> py,

2. Py>0Apo>0> ps Apg >| ps |,

3. Pay>0Apg>0> pug A po <| ps |,

4- Pry > 0A pp 20> po,

donde
L o0 L 0 5 -5 O
V2 V2 V2 V2
L 00 L o L L 0
P1: V2 V2 7P2: 1 Ve V2 1 3
0 1 0 O ? 0 0 —lﬁ
0 01 O 7 0 0 v
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[ eV (etw) ]
Vit | Vs vz
Viitps AV —(p2tpa) 1
Py = V241 —p2 2/ —piz V2
—(pa+pus) Vi Fis S ’
V2/pi—pz NEN/TE V2
—(p2+p3) Ve 1 0
| VAviiem  Yim 2 ]
Vi1Vt _ V=tV tpe _ V=43 _ 1
V2 Fpe—ps /i —pe V2 uFpe—psy/p—pe V2/u1Fpe—ps V2
VIV 2 . =2/ e - V=3 1
P, = V2 —psy/p—pe V2 Fpe—psy/p—pe Vopitpe—ps V2
N Vs Viituz 0 ’
Vi1t 2 —p3y/ i —p2 Vi tpe—psy/p—pe Vitpe—ps
—p2 VEL 0 0
Vit Vi1
entonces A es simétricamente realizable.
5 .
Demostracién. Recordemos que y € R? esta definido por y? = —%
A
Caso 1, si Py > 0 A uy <0, definimos la matriz ’
1 1 1 1
700 =% 0 fm 0 0 0y 5 5 000
WOOﬁO 0 pw 0 0 1y 0O 0 100
A=10 10 0 0 0 0 wus 0 wys O 0 010],
001 0 0 000 0 p ya|| -5 55 000
0O 00 0 1 Yi Y2 Y3 Ya a 0O 0 001
Sh1+ S SH1 — 3l 0 0 V2 —35V2u
SH1 — 3l 5h1+ 3 0 0 3vV2y+3vV2u
A= 0 0 e 0 Y2
0 0 0 ps Ys
W2y — 22y N2+ 22y e oy a

A es no negativa, pues por hipétesis py > |u;], 7 = 2,3, 4, asi %ul + %M > 0. Como
s > 0, entonces s > 0. Finalmente puesto que

(Ply)T = (%\/iyl - %\/iy‘lﬂ %ﬁyl + %ﬂy%yiﬁ)y‘l) > 07

por el teorema anterior la matriz simétrica A es no negativa y tiene el espectro
deseado.

Observemos que las condiciones en 2), 3), 4) son necesarias para la buena definicién
de P;, y puesto que P,y > 0 se tiene que:
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M2+ p3 flo — 3 0 0
Lofpg —pz po + pi3 0 0
By, = P,D,Pl' = - )
e 0 0 it ps pin—p
0 0 M1 — pg 1+ g
By > 0, puesto que jig >| i3 |, pn >| pa |-
pa A+ po+ pstpa i+ pe s —pa b b
1 + o + g — + fo + pz + b b
_ T & | M1 2T M3 T fa H1T M2 T f3 T M4
By = BD P = 3 ; b 0 —2u|

donde b = \/—(u2 + p3) (11 + p3). Se tiene que b estd bien definido ya que pa <| 3 |.
Se sigue de ahi que —(pg + p3)(p + ps) > 0. By > 0, puesto que que pg + pz > 0y
p1 =] pa |, luego tenemos que pug + po + pig — pra > 0, puy + pio + p3 + g > 0.

M v
Bi = |:(5VT0 } ’

_ /= S D —
donde § = /—A1 X\, V \/m[\/ﬂl + oy 1+ pr2, v/ —2u3) y M es

1| T opo A3 e o e A s — g —2(p1 + po) s
M:§ Pt p s — g g+ pe s s N/ —2(0 4 pe)ps | -
V=20 pa)ps /=20 + p2) s 0

Finalmente por el teorema 2.2.2 las matrices

A _ [P O] [Du ¥] [P0
o 1) |yt al| O 1)

son no negativas, simétricas y con espectro A. 0

Ejemplo 2.2.3. Consideremos la lista A = {6,2,1, —3, —4}. Definimos u = {5,1,0, —4}.
Esta lista intercala a A.
La matriz que realiza u, estd dada por

1

1

?()O_ﬁ 5000 W2 3V2 00 é%oo
B_| v 00 & 0100 0 0 10|_|3 300

010 0 0000 0 0 01 0010

0 01 0 000 —4][—-3v2 3v2 00 0000

Entonces la matriz que realiza A es
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Lot 00 V@
5 ooy |F b 00 L
A—[(Q)To]— 0 0 10 0
y 0 0 00 55
160 iv60 0 Sv/5 0

2.3. Matrices simétricas con autovalores y entra-
das diagonales prescritas

En esta seccion consideraremos el siguiente problema:

Problema 3. Dada las listas A = {\1,.... \,} y D = {d1,ds, ...,d,} encontrar con-
diciones necesarias y/o suficientes para la existencia de una matriz simétrica A no
negativa, con espectro A y entradas diagonales dy,ds, ..., d,.

Definicién 2.3.1. Sean u = [uy,us,...,u,] y v = [v1,09,...,0,] dos vectores con
entradas reales tales que w; > uir1,v; > V1,0 = 1,2,...n — 1. Diremos que u
mayoriza a v St

» Parat € {1,2,...,n—1} se cumple Y o u; > > i v;.

. Z?:l Ui = Z?:l Ui

Una condicién necesaria y suficiente para la existencia de una matriz simétrica,
no necesariamente no negativa, es debido a Schur y Horn [33, 15].

Teorema 2.3.1. [15] Existe una matriz real siméltrica con autovalores Ay > Ay >

. > A\ y entradas diagonales dy > dy > ... > d,, si y solo si el vector [A, ..., \p
mayoriza el vector [dy, ...,d,], esto es, si y solo si

SE N> dik=1,2.,n—1,

Z?:l i = Z?:l d;.

Puesto que nos dan las entradas diagonales dy, ds, ..., d, y necesitamos construir
una matriz simétrica con espectro A, este problema también es un problema de com-
pletacion. Este problema es dificil y abierto. Para el caso n = 2 y n = 3, existen
condiciones necesarias y suficientes dadas por Fiedler [10]. Para n > 4 Fiedler da una
condicién suficiente [10].

Lema 2.3.1. (Fiedler [10]) Sea A, Ao, dy, ds satisfaciendo

)\1 > méX(dl,dg) Yy )\1 + )\2 = dl + dz,
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Entonces existe una matriz simétrica no negativa A con autovalores A1, Ay y entradas
diagonales dy, ds.

En particular la matriz simétrica

dy V(i —di) (A — do)
VO —di)(M — dy) dy ’

tiene autovalores Ai, Ay y entradas diagonales dy, ds.

B:

La solucién para el caso n = 3 esta dada por el siguiente resultado
Teorema 2.3.2. (Fiedler [10]) Las condiciones

A > dy,
AL+ A > dy + d,
Ao < dy,

son necesarias y suficientes para la existencia de una matriz simétrica 3x 3 no negativa
B con autovalores Ay > Ao > A3 y entradas diagonales dy > do > ds.

Una contruccién de una tal matriz puede hallarse en [41]:

—d —d
dy p— pT—
B= |/t s da V(= do)(pp—ds) |
st (= d)(n— ds) ds

donde p1 =X + Xy —dy y 5 = /(M — ) (1 — ds).
El resultado que presentamos a continuacién es debida a Fiedler [10] y da una
condicién suficiente para n > 4 [10].

Teorema 2.3.3. [10] Sean \y > Ao > ... > N\, y dy > dy > ... > d,, satisfaciendo las
condiciones

SE N> dik=1,2..n—1,
22;1 Ai = Z?zl d;,
)\j S djfl, ] = 2, R 17

Entonces existe una matriz A simétrica no megativa con espectro A y entradas
diagonales d;, i = 1,...,n.

El siguiente ejemplo muestra que la condicién del Teorema 2.3.3 no es necesaria.
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Ejemplo 2.3.1. Consideremos A = {8,6,3,3} y D = {5,5,5,5}. Estas listas no
cumplen la condicion de Fiedler 5 # 6, sin embargo la matriz

52 1 3
2 5 5 3
B:1122a

tiene los autovalores y entradas diagonales deseadas.

A continuacién presentamos una simple condicién necesaria para la existencia de
una matriz simétrica real con autovalores y entradas diagonales prescritas.

Proposition 2.3.1. Si eziste una matriz simétrica con autovalores A = {1, ..., A\, }
y entradas diagonales dy,ds, ..., d,, entonces d, > \,.

Demostracidn. Supongamos que d,, < A,. Entonces
Ay +M+ o+ <M+ X+ o+ Ao+
Asi
M+t .+ N <di+do+...+dy_1,

lo cual es contradictorio puesto que A mayoriza a D. O

A continuacién damos una condicién suficiente para el caso n = 4. Nosotros
consideramos el caso Ay > di, lo que hace nuestra condicién independiente de la
condicién del Teorema de Fiedler (Teorema 2.3.3). Con el propdsito de simplificar el
enunciado del siguiente resultado sea

AL > A > A3 > Ay dy >dy > d3 > dy,
listas de nuimeros reales, con
Z?:l Ai = 2?21 di, y Ap > dy > A3,
Definimos

b = (M —di)(Ao = dy)(dy — Ag)(dy — M),

& = (d1 — d3)2(d1 - d2)2 + 4b,

po= ((d2+ds)/2) + (1/2)y/(2V/c + (dy — d2)? + (di — d3)?),

M2 = d;

ps = ((d2+ds)/2) — (1/2)\/(2V/c + (di — d2)? + (dy — d3)?),
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a = V(1 = do) (1 — d3)),

yi = —((( = M) (= A2) (= As)(n — Aa)) /(1 — p2) (11 — p13)),
v = —(((n = p2) (e = p2)(As = pi2)(Aa = 2)) /(12 — 112) (s = 112))),
yi = —(((us = M) (s — A2) (ks — As) (3 — M)/ (3 — pa) (13 — p2)))
m = 4a® + (dy — d3)?.

Teorema 2.3.4. Sea A = {\i, Ao, A3, \u}, D = {dy,dy,d3,ds} listas reales tales que
SN =0 di, Ay > dy > s, Silas desigualdades
1

(A1 = da)(M = d3)* — (M — d3)(dr — d2)(di — d3) > (N — di)(d1 — A3)(d1 — A\a),

i)
(A1 —d1) (Mg — di)(dy — A3)(dy — \y) >
(A2 — da) (A2 — d3) (A2 — d2) (A2 — d3) — (di — do)(d1 — d3)),
i)
(A —di) (Ao — di)(dy — A3)(di — A\g) >
(ds — A3)(da — A3)((ds — A3)(dz2 — A3) — (dy — do)(dy — d3)),
iv)
(ds — A1) (da — Ag)((ds — Ag)(d2 — \a) — (dy — do)(dy — d3)) >
(M —di) (A2 — di)(di — A3)(dr — Aa),
v)
| vs || (d2 — ds + v/m)Cy Z|| w1 || (d3 — da + /m)Cs,
donde

0 1 0
v = | LB g, = 0]y = | Lol
1 0 1

son satisfechas, entonces existe una matriz simétrica no negativa con entradas diago-
nales dy, ds, ds, dy, y espectro A.
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Demostracion. Sea

d 0 0
B = 0 dg a |,
0 a d3

una matriz con autovalores fig, fio, 13. Entonces dy = ps y a = \/(,ul —do) (1 — ds).
Ahora mostraremos que los ps intercalan los A;s. Por la desigualdad i) tenemos

A = dg)2(Mt — do)2 — 40\ — dg) (M — do)(dy — ds)(dy — do) + (dy — ds)2(dy — do)? >
(dy = ds3)*(dy — da)® +4(M — di) (A2 — di)(dy — A3)(dy — ),

que es,

2(A — ds) (M — da) — (di — d3)(di — d2) > /o,

2N (A — dy) — da( M — ds)) + d(dy — ds) — du(dy — dy)
2(N2 — Aidy — Mds + dods) — dods + dids + dids — 2 > /¢
AN? — 4N (dy + d3) + 2dads + 2dydy + 2d1d3 — 2d3 > 2+/c
2\ — (do +d3))2 > 2/c + &2 — 2dyds + &2 + d2 — 2d,ds + 2
21 — (dy + d3) > \/2\/c+ (dy — d)? + (dy — d3)?
N AT UEr e
A > .

De la misma manera, a partir de la desigualdad i) tenemos

Ve >2(hg —da)( Ay — d3) — (dy — da)(dy — d3)
Ve > 2(A3 — Aady — Nads + dods) + dydy + didy — d3 — dads,

2/c+ d? — 2dydy — 2dyd3 > 43 — A)o(dy + d3) + 2dads
V2Vt (d — )2 1 (dr —d3)2 > 20g — (do + dy)
% + %\/Q\E-i- (dy — d2)? + (dy — d3)? > Ao
1 > A

De manera similar por las desigualdades iii) y iv) se tiene que A3 > us > A4, y puesto
que dy = s, entonces

AL > > Ao > g > Az > g > Ay
Ahora, sea

Vi V3

P=1vy el

| v1 vs ||

donde
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Ivill = /il — ds+ ym)2 + 1,
[va |l = 1,

Ivsll = /(s —ds— vm)2 + 1.
P es ortogonal y B = PDPT  donde D = diag{u, 2, j13}. Asi nosotros tenemos
4 - [P 0] [diag{m, iz, 3} y] [PT 0]

0 1 yT d4 0 1
_ [ B Py
B (PY)T dy |’

Finalmente, de la desigualdad v) podemos ver a partir de célculos sencillos que
Py > 0, donde las entradas del vector y son calculados como en el teorema 2.2.2.
Asi A es una matriz simétrica 4 x4 no negativa con autovalores A1, Az, A3, Ay y entradas
diagonales di, ds, d3, dy.

O

Ejemplo 2.3.2. Consideremos la lista A = {5,4,0,—3} y D = {3,3,0,0}. Esta lista
satisface todas las desigualdades del teorema 2.3.4. Entonces calculamos la matriz
simétrica no negativa

V6

Notar que Ay > di. Entonces la condicion suficiente de Fiedler no se cumple en
este ejemplo.

Ejemplo 2.3.3. Consideremos las listas A = {7,5,0,—4} y D = {4,4,0,0}. Calcu-

lamos los mimeros que intercalan a A py = 6, s = 4, us = —2 y a = 2v/3. Entonces
tenemos
0 1 0 6 0 0 0 ¥3 1
; 2 2
PDPT = |2 0 —1| o4 0|t 0 0
V3 — V3
; 0100 =210 - ¥
4 0 0
= 0 4 23| =8B
0 2v/3 0
)
4 0 0 2v/2
V45 V21
a= 0! Mk
0 mzﬁm mom e
2v2 MR- VPP 0
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con el espectro y las entradas diagonales deseadas.



Capitulo 3

Sobre una pregunta abierta de Guo

Un relevante resultado en el problema inverso de autovalores para matrices no
negativas ha sido obtenido por Guo [12].

Teorema 3.0.5. Sea A = {A\, Ay, ..., \,} una lista de nimeros complejos tal que
A € R ye > 0.8 A es realizable por una matriz no negativa, entonces A, =
{M +e Xt e ..., \} es también realizable por una matriz no negativa.

Este resultado permite decidir facilmente, aunque no siempre, la realizabilidad
de listas de ntimeros reales o complejos. Por ejemplo, observemos que para la lista
A ={8,6,3,3,—5,—5,—5, =5}, es posible considerar las listas Ay = {7,3, -5, =5} y
Ay = {7,3,—5,—5} que son claramente realizables. Entonces la unién de las listas
A UA, ={7,7,3,3,—5,—5,—5, =5} es también realizable por una matriz no negati-
va. Asi, para e = 1 tenemos del resultado de Guo que A es realizable por una matriz
no negativa.

Guo en [12] establecié la siguiente pregunta:

Problema 4. Sea A = {\1, A, ..., \,} simétricamente realizable y € > 0 sEs la lista
Ac={ M+ €6 a6, ..., N\, } también simétricamente realizable?

Puesto que el NIEP y el SNIEP son equivalentes para n < 4, entonces para
listas de orden menor o igual a 4 la pregunta de Guo esta completamente resuelta.

En este capitulo damos soluciones parciales a la pregunta de Guo. El siguiente
resultado muestra que si A = {1, A2, A3, Ay, A5}, con Zf A = 0, es simétricamente
realizable por una matriz no negativa, entonces A- = {A\; + €, Ay — €, A3, Ay, A5} es
también simétricamente realizable por una matriz no negativa. El contenido de este
capitulo constituye esencialmente la publicacién [46].

Proposition 3.0.2. Sea A = {1, A2, A3, Ay, A5} simétricamente realizable por una
matriz no negativa de traza cero y e > 0. Entonces A7 = {\1+¢€, Ao — €, A3, A, A5} es
también simétricamente realizable por una matriz no negativa.

20
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Demostracion. Del Teorema 2.1.1 de Spector, tenemos:
SIAZ) =M +e+da—€e+ A3+ M+ A=0,
y puesto que Ay >[ Ay |,

S3(AD) = A +eP+Ma—e)+ A+ A1+ 28
= 32N\ + 362Ny + 3eA2 — 3eA2 + AP+ A3+ A+ AT+ A8
> 0.

Finalmente, es claro que A\ —e+ A5 < 0. Entonces A_ es simétricamente realizable.
O

3.1. Una primera solucion a la pregunta de Guo

Iniciamos la seccién con el siguiente resultado

Teorema 3.1.1. Sea A = {\, Ao, ..., \,} simétricamente realizable. Entonces para
todo € > 0 existe § > 0 tal que

As={ M +6 X t6d, ..., \},
es simétricamente realizable.

Demostracién. Sea A = PDPT > 0 la matriz no negativa simétrica con espectro A,

donde P = [p; | ps | --- | P,] es una matriz ortogonal y D = diag{\1, Az, ..., A\ }.
Entonces

A= Alplpf + )\gprg + ...+ )\npnpg. (3.1)

Primero consideraremos el caso reducible, es decir A = @]_, A; es suma directa de
matrices simétricas irreducibles.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A\; € o(A;), A2 € o(As). En
efecto, si \y € o(A4;), Ao € o(Aj) con i # j, entonces via matrices de permutacion
obtenemos que A\; € 0(A4;), A2 € 0(Ay).

Sea X1, Xy autovectores unitarios de A;, Ay asociados a A1, Ag respectivamente.

Entonces T
X1 0
pl = O 7p2 = X .

Asf las matrices p;p?, PoP2 Son no negativas y la matriz

AY = Mpipl 4 Aepopt + ... + \P,PE + €(P1P] + PoP3)
= (M +Opp; + (A2 +€)popy + ... + AP, P}

es no negativa con espectro A7 = {A\; + €, Ay +¢€,..., A\, }.
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Para la lista A_, puesto que A; > Ay, tenemos por el Lema 2.1.2 de Fiedler, para
€ > 0 la lista

Ae_ = {)\1 + €, )\2 — €, ,)\n}

es simétricamente realizable. Observamos que para el caso reducible, § = 1.

Ahora consideremos el caso irreducible. Sea A = PDP? la matriz simétrica que
realiza A. Por el teorema de Perron Frobenius, el autovector unitario p; asociado a
A1 es positivo. Asi para el autovector p, asociado a Ay existe un § > 0 tal que

Pipi +0pyp; > 0.

d puede ser tomado como § = min, ;{d;; : (P1P? )i; = 0i;(PoP2)ij > 0}
Asi, la matriz simétrica no negativa

Ac = (M +e)pip] + (A2 £ 0€)pyps + ... + A\uD,Dy
= APiP! + AoDPoPa + o + AP, PL + e(pip] %+ 0pops)
= A+e(p,p] £6pyp3),

tiene espectro {1 + €, Ay £ €0, A3, ..., A\ }.
O

Ejemplo 3.1.1. Consideremos la lista A = {5,4,0,—3}, realizable por la matriz
stmétrica

30 0 6
a—| 0 3 V6 0
0 V6 0 2
V6 0 2 0
Se tiene que
P = [p1’p2’p3’p4]
=30 V84 —4v/180 —5v126
| £v30 —4vB4 —Lviso V126 |
| Vs =LV LvBo —ival
Vs Lvia Lvso ivel
es tal que A = Pdiag{5,4,0,—3}PT.

Observamos que pypl & dp,pl > 0, cuando 0 < § < L. Asi con § = 1, las
matrices
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177 117

4901 ;Jr 3 . 7490E 245 = V/6e 245 \[6 +v6
A+ep,pl +depyp) = \[ \/f * 3\[ 240 \Gfa+ Ve 245 \[62

35 V B¢ 245 Ge + 4906 4906 +

103
245 25V 6e + /6 245 o V/6e 490 100€ T2 290€

Y
Bers e BV Byeeris
177 117
Atep,p" —dep,pl = 190€ € T3 245 \[E +/6 245\[6
wlobenl = | s mUhvs ae B
27 103 9,
245 \fe +/6 515 V b€ 190€ T2 190€

tienen espectros {5 +€,4+ 1€,0, =3} y {5 +¢,4 — 1€,0, =3}, respectivamente.
El siguiente ejemplo muestra el caso cuando § = 1.

Ejemplo 3.1.2. Sea A = {5,4,0,—3}. La matriz que realiza A con autovectores
unitarios py, P, asociados a 5,4 es

9 9 1 1 1 1

1 4 4 1 2 2

9 9 1 1 1 1

— |2 1 1 1 —| 2 — 2
A= 11 3 15 | P1= |1 |P2=| "1
7 4 4 4 2 2
11 15 3 1 _1

1 4 4 1 2 2

Puesto que p;pl & pypt > 0, se sigue que § = 1. Asi las matrices que realizan
Ac={5+¢4+¢0,-3} son

1,9 1,9 1 1
3 R T

Al = €§j’1 651"1 113 1115

€ 1 1 1 o 1 19 )

1 Fs Tty

i i Ty 6T

9 9 1,1 11

b8 G 9T

A7=1 1% 14 65;1 eglerz
€ = = = = = —_
R IR
&ty &1 7 1

Como resultados inmediatos del teorema anterior se tienen los siguientes corola-

rios:

Corolario 3.1.1. Si A = {1, Ag, ..., Ay} es simétricamente realizable por una matriz
A=A & Ay tal que Ay € Ay, Ay € Ay. Entonces para todo ¢ > 0 la lista A, =
{M +e Xt e ..., \} es simétricamente realizable.

Corolario 3.1.2. Sea A = {1, Ao, ..., \u} una lista simétricamente realizable. Si los
autovectores unitarios x, y asociados a A\, Ay son tales que xx' + yy' > 0. Entonces
Ac={M +€ Xt e ..., \} es simétricamente realizable.
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Demostracion. Sea
A= \xx! + )\gny + /\3p3p§ + ...+ )\npnpf,

la matriz simétrica que realiza A = {\;, A, ..., A\, }. Puesto que xx” + yy? > 0,
entonces por el Teorema 3.1.1 las listas {A\; + €, A2 £ ¢,..., A\, } son simétricamente
realizables.

Ejemplo 3.1.3. Consideremos A = {24,16,—10,—10,—10,—10}. Una matriz que
realiza A es:

[ 0
10
10

10
0
10

10 4/3 4/3 4/3]
10 4/3 4/3 4/3
0 4/3 4/3 4/3|

4/3 4/3 4/3

0

10
0

10
10

4/3 4/3 4/3 10
4/3 4/3 4/3 10 10 0

En este caso para

z=[1/v6,1/v/6,1/v/6,1/6,1/6,1/V6)",

Y= [—1/\@, _1/\/6a _1/\/67 1/\/67 1/\/6, 1/\/6}T7
se tiene que zx! + yy' > 0.

Definimos U = [x | y|. Entonces

At = A+U[€ 0] UT
€ 0 €
/3¢ 1/3¢4+10 1/3¢+10  4/3 4/3 1/3
1/3¢+10  1/3¢  1/3¢+10  4/3 4/3 4/3
136410 1/3¢4+10 136 1/3 4/3 4/3
= | s 4/3 4/3 /3¢ 1/3¢+10 1/3¢+ 10
4/3 1/3 43 1/3¢+10  1/3¢  1/3¢+10
4/3 1/3 43 1/3¢+10 1/3¢+10  1/3¢

cuyo espectro es Af = {24+ €,16 + ¢,—10,—-10,—10, —10}, y

A- = A+U[E 0 e
€ 0 —e
T 10 10 1/3e4+4/3 1/3e+4/3 1/3+4/3]
10 0 10 1/3¢+4/3 1/3c+4/3 1/3¢ +4/3
- 10 10 0 1/3e+4/3 1/3¢+4/3 1/3¢+4/3
= 1/3c+4/3 1/3¢+4/3 1/3¢+4/3 0 10 10
1/3e+4/3 1/3¢+4/3 1/3¢+4/3 10 0 10
1/3c+4/3 1/3¢ +4/3 1/3c+4/3 10 10 0o
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cuyo espectro es A7 = {24+ €,16 — ¢, —10, —10, —10, —10}.

3.2. Listas realizables que cumplen la perturba-
cién de Guo

En [36], el autor muestra que A = {Ay, ..., A\, }, con A\ > Ay > ... > ), es realizable
por una matriz no negativa si

A+ A+ Y Sk >0, (3.2)

Sk<0

donde S, = A\p + A\_g11, K = 2,...,n. Esta condicién suficiente es llamada el criterio
S1. En [38] se muestra que si A satisface la condicién 3.2, entonces A es también rea-
lizable por una matriz simétrica no negativa. Mostraremos que la pregunta de Guo,
introducida al comienzo de este capitulo tiene una respuesta positiva para este criterio
de realizabilidad.

Primero enunciaremos los resultados conocidos como criterios de realizabilidad
Soto 1 (S1) y Soto (S2) (ver [38]):

Lema 3.2.1. [38/(51) Sea A = {1, Ao, ..., \n} un conjunto de numeros reales tales
que Ay > Ao > o>, > 0> N0 > 0> N, S A satisface A\ > =), — Zsk<0 Sk,
donde Sy, = Ay + M1, K = 2,,3,..,[5] ¥ SnTH = ml’n{/\nTH,O} para n1mpar,
entonces A es realizable por una matriz no negativa simétrica.

Teorema 3.2.1. [38/(52) Sea A = { A1, A, ..., \n} un conjunto de numeros reales
tales que A\ > Ao > ... > A, > 0 > Ay > .0 > A, 51 emiste una particion
A:A1UA2UUAS

Ak = s Mg oo My, 1o = 1y,
Ay = AL A 2> 0, 0 > 0 2> A,
Sk = Mgy + My g1, 7 = 2,3, 0., [0/2]
Sk, 11 = min{)u,cpk+1 0} kE=1,2,...s,
—5 5
y sea

T(Ay) =Ty = Ay + A, + ZSkj<0 S k=1,2,..s

L= méx{—)\lpl — Zslj<0 St maxXock<s { Ak }}-
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St A\ > L— ZTk<07k22 T}, entonces A es realizable por una matriz simétrica no
negativa.

El siguiente resultado muestra que si A es S1 realizable, entonces A, es simétrica-
mente realizable.

Teorema 3.2.2. Sea A = {1, \a, ..., \,} una lista S1 realizable. Entonces
AE = {)\1 + €, )\2 + €y iy )\n}
es simétricamente realizable.

Demostracion. Si A es S1 realizable, entonces

M= =X — ) Sk

S <0

Asi, para e >0

MAetdn+ Y S >0

SE<0

Sin perdida de generalidad podemos asumir que

MAetA+ Y Se=0.

Sk<0

Consideremos la particion de A,

A1 = {)\1 -+ €, )\n},AQ = {)\2 + E,)\nfl},
Ak - {Aky)\n—k+1}7 k = 37 ceey [%]7

con AnTJrl = {/\nTH } para n impar. A partir de ahora vamos a considerar n par.
La prueba para n impar es similar. Observamos que algunas listas A, pueden ser
realizables, mientras que algunos otros no son realizables. Sin pérdida de generalidad
nosotros asumimos que A, Ag, ..., Ay, t < [g], son no realizables (S, < 0,k = 2,...,t),
y que Agyq, ..., Az, son realizables (Sg>0,k=t+1,.., [%]7 por matrices simétricas
no negativas By, k =1+ 1,..., [%], respectivamente. Entonces B = @By, es simétrica
no negativa con espectro A1 U...UA[z). Consideremos ahora las listas no realizables
Ap, k= 2,3,...,t junto con la lista realizable A;. Sin perdida de generalidad re-
enumeramos los 2t elementos en UA,, k = 1,...,¢, como

AL A 2> A 2> A > 2> Ao

En efecto para la lista Ayyq definimos Ay = {Ag, A\ys_1} (para Ao definimos
A3 = {3, Aar_2}, etc.). Observamos que existe un abuso de notacién, pues los ele-
mentos As, Ag;_1 son diferentes a los elementos de la particién inicial de la lista A.
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Para cada una de las listas Ay, k = 1,2, ..., ¢, nosotros asociamos la lista realizable

Fk = {_A2t—k+1a )\Qt—k+1}~

Empezamos considerando las listas

r= {—)\2t, /\Qt} y Iy = {—)\2&17)\21571}-

Sea 03 = —Ag;_1 — Ay + € = —S5. Entonces —S5 > 0, por el Lema de Fiedler tenemos
que la lista

Q

{=Aat + 02, —Aop—1 — 02, Aop—1, Aot}
{=Aot = Xam1 — Ao+ €, X0 — €, Aoy, Ay}
es simétricamente realizable por una matriz 4 x 4. Ahora fusionamos 25 con I's =
{—=Xat—2, Aot_2}, vy para 03 = — (A3 + Agy_2) = —S3 > 0 obtenemos que la lista
Q3 =

{=Xot = Aym1 — Ao+ €4+ 03, —Agi—0 — 03, Ao — €, Ayy1, Aoy }
{=Aat = Aom1 — Aato — Ao — Ag + €, A3, 0 — €, Aap1, Ay b
El cual es simétricamente realizable por una matriz 6 x 6. Continuamos este pro-
cedimiento hasta fusionar la dltima lista
Qg ={— Aot — 22;12 Sk+ €, Moty %, kb, con Iy = {=XNp1, A |
para 6, = —S; = —(\ + \y1), la lista
AD = {Dy— 2;222 Sk 4 € My k., ¥}
= {-\— Zsk<o Sk 4 €, Ay %, ooy %}
{)\1 —+ €, Az — €, )\3, ceey )\n}

es simétricamente realizable.
Para la lista AT = {A\; + €, X2 + €, A3, ..., A\, } observamos que si Ay + \,_1 > 0,
entonces So = Ao+ e+ A1 ¥

MAet A+ Y S>0, (3.3)
Sk<0

si Ao+ €+ A\,_1 > 0, entonces Sy = Ay + €+ \,_1 > 0y 3.3 es también satisfecho o
Sy =X+ e+ A1 <0 con

So =X +e+ A1 > A+ A
Af es simétricamente realizable.

y (3.3) es todavia satisfecho. Por lo tanto AT es S1-realizable y por lema 4 de [38],

OJ
Corolario 3.2.1. (Suleimanova) Sea A = {\1, Ao, ..., A\, } tal que



3. Sobre una pregunta abierta de Guo 28

AM>0>X >N >-- >N, y> " AN >0.
Entonces A = {\1 + €, a2 L €,...,\, } es también simétricamente realizable.
Ejemplo 3.2.1. Consideremos la lista A = {15, —1,—2, =3, —4, —5}. Sea A = {15, —5}U

{—1,-4} U {—=2,-3} una particion de A y una particion auziliar Ty UTy U Ty =
(5,50 {4, —4} U {3, —3}.
Consideremos las listas '), = {10 + ¢, =5}, I'y = {—1 — ¢, —4}. La matriz

r 0 5 V@et11)2-1  y/(2e+11)2-1 ]
1 !
5 0 VQe11)2-1  y/(2e+11)2—1
_ 1 4
b= V@e+11)2-1  y/(2e+11)2-1 4 ’
1 1 0
B 2_ € 2_
i V(@ +411) 14/ +411) 1 4 0]
tiene espectro I'y UTh = {11 +¢,—1 — ¢, —4, —5}. .,
— ./ [ V2(e45) VT80 V2(et5)Vero 1 V/2(e+5) 1 4/2(e+5) ]
Para p 60 + 5¢, x [ (2e4+10)v/2e+11  (26+10)v/2e+11 2 +/2e+11 2 /2e+11 €
T
y:[ 12 % } , la matriz
[ V@et11)2-1  \/(2e+11)2-1 T
0 5 1 7
5 0 V@et11)2-1  \/(2e+11)2-1
B V(@2e+11)2-1  \/(2e+11)2-1 ! ! pxy’
Ae = 4 4 0 4
B 2_ € 2_
V(2 +411) 14/ +411) 1 4 0
0 3
T
L pyX 3 O ]
tiene espectro A- = {15+ ¢,—1 —¢€,—2,—3,—4,—5}.
De similar manera construimos la matriz
i e 8 \/(et6)  4/5(c+6) T
2 2 2 2
48 ¢ A/5(e+6)  /5(c+6)
2 2 2 2 T
A \/5(¢+6)  +/5(c+6) 0 3 Py
e 2 2 )
\/5(e+6)  +/5(c+6) 3 0
? ? € e+10
pyx'ead e
L 2 2 J
T T
_ 2 _ — | /3300 /3300 110 110 _| L L
donde p = /(8 +¢) 4’X*[ 110 110 22 22 } ’y*[\/i \/5} )

cuyo espectro es N = {15+ ¢€,—1 +¢,—2,—3,—4,—5}.



Capitulo 4

Matrices generalizadas doblemente
estocasticas no negativas con
divisores elementales prescritos

En este capitulo damos condiciones suficientes para la existencia y construccién
de matrices generalizadas doblemente estocasticas no negativas con divisores elemen-
tales prescritos. Nuestros resultados mejoran los resultados anteriores y generan un
procedimiento algoritmico para calcular la matriz soluciéon. En particular, se mues-
tra como transformar una matriz estocastica generalizada en una matriz doblemente
estocdstica no negativa generalizada, sin cambiar los divisores elementales. Caracte-
rizamos también listas A = {\1, Ay, ..., A\, } de niimeros complejos, que son el espectro
de una matriz doblemente estocdstica no negativa generalizada, para cada posible
forma candnica de Jordan asociada con A. El contenido de este capitulo constituye
esencialmente la publicacién [47].

4.1. Preliminares
Sea A € C™" y sea

Jnl(/\l)

Jn2 2
J(A) = STTAS = 0

Jnk(/\k)

29
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la forma candnica de Jordan de A (en adelante JCF de A). Las submatrices n; X n;-
dimensionales

son los bloques de Jordan de J(A). Entonces los divisores elementales de A son los
polinomios (A — ;)™ esto es, los polinomios caracteristicos de J,,,(\;), i =1,...,k.

El problema inverso de los divisores elementales para matrices no negativas (en
adelante NIEDP) es el problema de determinar condiciones necesarias y suficientes
bajo las cuales los polinomios (A —A;)™, (A= X2)™, ..., (A= Xp)™, ny+---+np =n,
son los divisores elementales de una matriz A n-dimensional no negativa (véase
[24, 25, 26, 40]).

El NIEDP estd muy relacionado con otro problema, el problema inverso de valores
propios para matrices no negativas (en adelante NIEP), que es el problema de deter-
minar condiciones necesarias y suficientes para que una lista de niimeros complejos
A = {M\, A, ..., Ay} sea el espectro de una matriz A no negativa n x n. Si existe
una matriz no negativa A con espectro A, decimos que A es realizable y que A es la
matriz de la realizacién. Ambos problemas, el NIEDP y la NIEP siguen sin resolverse
(el NIEP ha sido resuelto s6lo por n < 4). Un ntimero de condiciones suficientes o
criterios de realizabilidad para la existencia de una solucién para el NIEP han sido
obtenidos por muchos autores. En contraste, sélo unos pocos trabajos se conocen
acerca de la NIEDP [24, 25, 26, 40, 7, 8, 45].

Una matriz A = (a;;);;—; se dice sumas filas v si todas sus filas suman la misma
k2
n

constante v, es decir » a;; = 7, @ = 1,...,n. El conjunto de todas las matrices
j=1
con sumas fila igual a v es denotada por CS,. Es claro que e = (1,1,...,1)" es un
autovector de cualquier matriz A € CS,,, correspondiente a el autovalor 7. Una matriz
no negativa A es llamada estocastica si A € CS; y es llamada doblemente estocéstica
si A, AT € CS8,. Una matriz A € CS,, o A, AT € CS,,, es llamada estocdstica
generalizada o doble estocastica generalizada, respectivamente. La relevancia de las
matrices reales sumas filas constante se debe al hecho bien conocido que el problema
de encontrar una matriz no negativa con espectro A = {A1,..., A\, } es equivalente a

encontrar una matriz no negativa CSy, con espectro A.

En [24], Minc prueba el siguiente resultado:

Teorema 4.1.1. [2/] Dada una matriz A positiva diagonalizable (positiva diagona-
lizable doblemente estocdstica), existe una matriz positiva (positiva doblemente es-
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tocdstica) con el mismo espectro que A, y con divisores elementales arbitrariamen-
te prescritos, tal que los divisores elementales correspondientes a valores propios no
reales ocurren en pares conjugados.

El Teorema 4.1.1 también vale para matrices positivas diagonalizables estocésticas
generalizadas (positiva diagonalizable doblemente estocéstica generalizada). Usual-
mente en el NIEDP, en lugar de una matriz positiva diagonalizable estocdstica gene-
ralizada (diagonalizable positiva doble estocastica generalizada), se nos da una lista
de polinomios

()\—)\1),(A—)\2)n2,...,(}\—)\k)nk, ,n2+---—|—nk:n—1,

o una lista de nimeros complejos A = {\1, Ag,..., \,}, de las cuales queremos cons-
truir una matriz no negativa o positiva estocastica generalizada o doblemente es-
tocastica generalizada con los polinomios dados como sus divisores elementales. En
este capitulo nosotros mostramos como construir una matriz positiva diagonaliza-
ble doblemente estocastica con espectro prescrito A. Entonces, por el Teorema 4.1.1,
podemos garantizar la existencia de una matriz positiva doblemente estocastica ge-
neralizada con espectro A y con divisores elementales arbitrariamente prescritos, y
también podemos construir la matriz. En este sentido, nuestros resultados pueden ser
vistos como un complemento util del Teorema 4.1.1. La condiciéon de positividad es
esencial para la prueba del Teorema 4.1.1 y no se sabe si el resultado se mantiene sin
esta condicién (ver [26]). Aqui mostramos, que bajo ciertas restricciones simples, la
condicién de positividad podra relajarse a no negatividad. Asi, podemos caracterizar
lalista A = {A1, Ao, ..., Ay} de nimeros complejos, que son el espectro de una matriz
doblemente estocastica no negativa para cada una de los posibles JCF asociadas con
A. Nuestros resultados generan un procedimiento algoritmico para calcular la matriz
solucién.

El siguiente resultado de perturbacion, debido a Rado e introducido por Perfect en
[29], muestra cémo cambiar r autovalores de una matriz n x n, via una perturbacién de
rango 7, sin cambiar los restantes n —r autovalores. Este resultado se ha empleado con
éxito en relacion con el NIEP, para derivar condiciones suficientes para la existencia
y construccién de matrices no negativas con espectro prescrito(ver [29, 39]):

Teorema 4.1.2. Rado [29] Sea A una matriz arbitraria nxn dimensional con espectro

A={M,... A} Sea X = [x1 |- | %] tal que rank(X) = r y Ax; = \ix;, 1 =
1,...,r, r < n. Sea C una matriz arbitraria v X n dimensional. Entonces A + XC
tiene autovalores piy, . . ., flyy Api1y - « - An, donde i, . .., 1y Son autovalores de la matriz

Q4+ CX con Q= diag{\i,..., A\ }.

El caso r = 1 en el Teorema 4.1.2, constituye el conocido Teorema de Brauer [4,
Theorem 27], también empleado con éxito en relacién al NIEP(ver [28, 36, 43]).
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Teorema 4.1.3. [/] Sea A una matriz arbitraria n X n dimensional con autovalores

AL, Ao,y Ay Sea voun autovector A correspondiente a A, y sea q cualquier vec-
tor n-dimensional. Entonces la matriz A + vql tiene autovalores A1, ..., M\e—1, M\ +
VTq7 )‘k—i-lu B An

Necesitamos también el siguiente resultado de [40]:

Lema 4.1.1. [40] Sea A € CS,, con JCF J(A) = S7'AS. Sea " = ql, cesln) Y
M +D¢# N, i=2,...,n. Entonces A+ eq! tiene JCF J(A > FEq. En
i=1

A ‘

n
particular, si > q; =0, A y A+ eq’ son similares.

i=1

n [40, 45], mediante el uso de los resultados de perturbacién de Brauer y Rado,

los autores obtuvieron condiciones suficientes constructivas para la existencia de una
matriz no negativa y positiva con sumas fila constante y divisores elementales pres-
critos. La novedad en este trabajo es que, utilizando los resultados de perturbacién
de Brauer y Rado podemos construir matrices no negativas (positivas) doblemente
estocdsticas con divisores elementales prescritos.

Asi, en este capitulo damos condiciones suficientes para la existencia y construc-
ci6n de una matriz no negativa (positiva) doblemente estocéstica generalizada con
divisores elementales prescritos. En particular, en la seccién 2, aplicando la perturba-
cién de Brauer, mostramos como transformar una matriz estocastica generalizada con
divisores elementales dados en una matriz no negativa (positiva) doblemente estocasti-
ca, sin cambiar los divisores elementales. En la seccién 3, aplicando la perturbacién
de Rado, mostramos como construir una matriz no negativa (positiva) doblemente
estocdastica generalizada con divisores elementales prescritos. En la seccién 4, carac-
terizamos listas A = {A1,...,\,} de nimeros complejos, los cuales son el espectro
de una matriz no negativa doblemente estocastica generalizada para cada una de las
posibles JC'F asociados con A. Finalmente, en la seccién 5, damos algunos ejemplos
que ilustran estos resultados.

4.2. Teorema de Brauer para matrices doblemente
estocasticas generalizadas

En esta seccién consideramos una lista de nimeros complejos A = {A1, Ag, ..., Ay}
y mostramos como construir una matriz no negativa doblemente estocéstica gene-
ralizada con espectro A y divisores elementales prescritos. Hasta ahora, el resultado
de perturbacién de Brauer (Teorema 4.1.3) ha sido explotado con éxito para obte-
ner condiciones para la existencia de matrices estocésticas generalizadas no negativas
con espectro y divisores elementales prescritos (ver [40, 45]). La novedad aqui es que
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es posible aplicar el resultado de Brauer para transformar una matriz estocdstica
generalizada, con divisores elementales dados, en una matriz no negativa (positiva)
doblemente estocéstica generalizada, a expensas de aumentar o disminuir el autova-
lor de Perron A\; a A\; + «, pero siempre manteniendo los divisores elementales. En
particular, bajo ciertas condiciones, obtenemos a partir de una matriz A estocéstica
generalizada, una matriz no negativa doblemente estocastica generalizada con los mis-
mos divisores elementales que A (siendo cero el incremento del autovalor de Perron).
Esto es lo que afirma el siguiente resultado.

Teorema 4.2.1. Sea A = {\i,..., \,} una lista de mimeros complejos, con A = A,

n
E A >0, A > [N], 0= 2,...,n. donde \y,..., A, son reales y Api1,..., Ay SON
i=1
numeros complejos no reales, satisfaciendo
n

k=2
i) A1 > ReXg +Im A, +n(mg), k=2,...,n.
iti) Redp+Imd, —Le< 2y "N k=2 n

k=1

donde

M= 21?32( {0,Re A\, + Im A\g}; myp = —min{0, Re A\, Im A\, €}, k=2,... n,

ye <0, con
1 n
< . . 1 ,
le| < min {ngnklgpp\k] , uin |Im Ag|, ; E_l)\l}, (4.1)
para los reales \i, 20, k=2,...,p, 0
lef <min{ min |Im A 1§A} (4.2)
e <min{ min |Im A, p3 i} :

st Ay, = 0, donde N, es un cero del divisor elemental (A — \)™ con ny > 2, y t
es el numero total de veces que € aparece en JCF, en ciertas posiciones (i,i + 1),
i=2,...,n—1.

Entonces existe una matriz no negativa doblemente estocdstica generalizada para cada
uno de los posibles JC'F' asociados con A.

Demostracion. Sean \; reales, [ = 2,...,p, y sea 5, = ReAp and y, = Im Ay, h =
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p+1,...,n— 1. Consideramos la matriz A € CS,,,

A

Al — )\l — € )\l €

)\1 — )\l )\l

A= A — Ty — Y Th  Yn '
A —Tpt+yn—€ —Yn Tp €
A — Ty — Y Th  Yn
A — Ty + U —Yn Th
L A1 — Tnp-1 + Yn—1 “Yn—1 Tp-1 |

la cual tiene la JCF' deseada. Primero, por el Teorema de Brauer 4.1.3 transformamos
A a una matriz no negativa A’ € CS,,. Sea

r, =my, k=2,...,n and
n

T }:

r = — TkyT2,T3,...,Tn .
k=2

Entonces por la condicién 4), la matriz A’ = A + er” es no negativa con sumas fila
igual a Aq, y por el Lema 4.1.1, este tiene los mismos divisores elementales que A.
Ahora con el fin de que A’ sea transformada en una matriz no negativa doblemente

estocdstica, definimos
n
qT = <_qu7 42,43, - - -, QH> )
k=2

con

1
g = —(AM — Re Xy —Im Ay — nrg —¢)
n

si la k' columna de A tiene € arriba Im A\, o arriba del real )\, y
1
gr = —(M —ReXy —Im XNy —nry), k=2,...,n,
n

en otro caso. Sea B = A’ 4+ eq’. Entonces por el Lema 4.1.1 todavia, B tiene los
mismos divisores elementales que A’ (los cuales son los mismos que A). Por ii) es
claro que todas las entradas B, a partir de la columna 2 hasta n, son no negativas.
Para las entradas en la primera columna de B, en la posicién (1, 1), tenemos que a
partir de (4.1) o (4.2), y asumiendo que € aparece un total de t veces en la posicién
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(1,4 + 1), se tiene que

)\1 — ZT’k — qu = )\1 — ZTk — EZ()\l — Re )\k — Im )\k — m"k) + ﬁte
k=2 k=2 k=2 k=2

1 n
= E(ZA’“ +te) > 0.

k=1
En la posicién (k, 1), k =2,...,n, tenemos que por la condicién ii7)
n

n 1 n
M—Redp—ImA = re— Y g = E(ZA,C +te) —Re Ay — Im Ay > 0.
k=2 k=2 k=1

Asi, todas las entradas en B son no negativas. Ahora mostremos que B, BT € CS), :
Es claro que B € CSy, : Be = (A'+eq’)e = \je. Las entradas de la primera columna
de B, con € apareciendo t veces en las posiciones (i,7+ 1) en la JCF' deseada suman

n\; — i)\k — nirk — niqk — te
k=2 k=2 k=2

= 1 t
=n\— > M—n [nZ()\l —Re ), —Im\,) — ne] — te
k=2

k=2

=n\ — Z)‘k - [(n — 1A — Z)\k - te] — te (4.3)
k=2 k=2
= )\1.

Finalmente, es claro que por la definicién de g, las entradas de las columnas de 2 a
n suman también ;. O

Observacion 1. Observamos que si la matriz A, en el Teorema 4.2.1, es diagona-
lizable, entonces para el Teorema 4.2.1, podemos construir una matriz positiva dia-
gonalizable doblemente estocdstica generalizada A, y entonces por el Teorema 4.1.1
podemos garantizar la existencia de una matriz positiva doblemente estocdstica ge-
neralizada con divisores elementales arbitrariamente prescritos. En otras palabras,
cualquier lista A = {\1,...,\}, la cual es realizable por el Teorema 4.2.1, por una
matriz positiva diagonalizable doblemente estocdstica generalizada, da lugar a una ma-
triz positiva doblemente estocdstica generalizada para cada una de las posibles JCF
asociadas a A.

Para una lista A = {)1,...,\,} de nimeros reales, tenemos el siguiente corolario.
Observe que en este caso

M = 2123;;71{0, A} me = —min{0, \g, e}, E=2,...,n.
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Corolario 4.2.1. Sea A = {\1,..., \,} una lista de nimeros reales, con A\; > Ay >
2 A > >0, >N i=2, 0,

i=1

If

i) A > 21r£1ka<xn{0, Ak} — Z min{0, A, €}
== 2<k<n

1) A > 21;15%)&”{)\;C + nmy }

i) )\k<711<2/\1‘+t6>, k=2,...n,

i=1
entonces existe una matriz no negativa doblemente estocdstica generalizada, con es-
pectro A, y divisores elementales arbitrariamente prescritos.

Corolario 4.2.2. Sea A = {\, Ay, ..., \,} una lista real del tipo Suleimanova, esto
es, una lista con
A1>OZA222)\7L

n
Si Z/\Z' >0y A+ (n—1)\, >0, entonces existe una matriz no negativa doblemente
i=1
estocastica generalizada con espectro A y con divisores elementales arbitrariamente
prescritos.

Los siguientes resultados dan informacién para responder la siguiente pregunta: ; Cual
es el incremento en el autovalor de Perron A; de una matriz A no negativa estocéstica
generalizada, con divisores elementales prescritos, necesario para obtener una matriz
B no negativa doblemente estocastica generalizada, con los mismos divisores elemen-
tales que A? Una primera aproximacién es:

Teorema 4.2.2. Sea A = (a;;)};—, una matriz no negativa estocdstica generalizada
con espectro N = {1, Xa, ..., \u}, y autovalor de Perron A, con divisores elementales

A=), (A=), s (A= )™, ng+ -+ =n— 1,

Entonces Ay = {\1 + a, A, ..., Ay}, donde

es el espectro de una matriz no negativa doblemente estocdstica generalizada con los
mismos divisores elementales que A para A\, # A1.

Demostracion. Sea A = (a;)i;—1 € CSy, ¥

Cp = E ik with Co = max Cp.
1<k<n
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Observe que ¢y > A1. Entonces podemos asumir, sin perdida de generalidad, que ¢y >
A1, en otro caso A es uma matriz no negativa doblemente estocédstica generalizada.

Sea

) 1
qT:(q17q27"~7Qn); Wlth qk’:E(CO_Ck)a kzl?"'?“'

n
Observe que ch = n);. Puesto que ¢, > 0, A+ eql > 0. Es claro que todas las
k=1

n
columnas de A + eq? suman ¢y, y todas las filas de A + eq’ suman \; + qu =
k=1
A +co— M1 = ¢o. Entonces a = ¢g — ;. Finalmente, por el Lema 4.1.1, A+eq’ tiene
los mismos divisores elementales que A para A\, # A;. O

El Teorema 4.2.2 da o > 0. Asi para obtener una matriz no negativa doblemente
estocéstica generalizada, en este caso tenemos que aumentar el autovalor de Perron
A1 a A1 + a. Sin embargo, tambien es posible disminuir A;, y todavia obtener una
matriz no negativa doblemente estocdstica generalizada, como muesra el siguiente
ejemplo. Sea

i

21 1 1
A= 2 2 | con espectro {6, —= + —i,—— —
0 0 2 2 2

VT,
72}.

SN W

Entonces co =11, a =cy— A\ =5,y

—_
—_

3

78
A+eqT:A+e<0,3,3> =12
6

wol~weo| 0|5
colooes|Zes|

es doblemente estocastica con autovalor de Perron 11. Pero el siguiente resultado
mostrard que es posible tomar o = —1.

Teorema 4.2.3. Sea A = (a;;)};—, una matriz no negativa estocdstica generalizada

con espectro N = {1, Xa, ..., N\, }, con autovalor de Perron A1, y divisores elementales
(A-)q),()\—/\2)”2,...,(/\—)\k)nk, ,7’L2++nk:n—1
Entonces Ay = {\1 + a, Ag, ..., \n}, donde o = max{ay, s}, con

(4.4)

n n
’L’L) Q9 Z E ()\1 — E aik) —n min ;1
1<i<n
k=2 i=1

es el espectro de una matriz doblemente estocdstica generalizada con los mismo divi-
sores elementales que A para A, # Ai.
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Demostracion. Sea A € CSy, y

a+ayp; G - Ay
Q+agy Gz -+ Aoy
_ T _
B = A+ aee; =
«Q + An1 Qp2 -+ App

Es claro que B € CS), 14 €s no negativa. Sea

1 n
= — )\ — i 7k:2,...,
Ak n<1+a ;ak> n
qT: <_Zq/€7q27"'7qn> .

k=2
Entonces
a+al1—ZQk a2 +4q2 -+ Ayt Gn
o+ ag — qr Q22 +q2 -+ a2, +q
B _|_ eqT _ Z n n
a+an1_ZQk an2+q2 ann+Qn

Por (4.4) i), ¢ > 0 para k =2,...,n, y por (4.4) ii), tenemos

o+ mlnn a1 — qu > 0.

Asi, B+eq! es no negativa y por el Lema 4.1.1 tiene los mismos divisores elemen-
tales que B. Ademas (B + eq’)e = (A\; + a)e, y por la forma en que hemos definido
los gy, las entradas de B +eq”, en las columnas de 2 a n suman \; + . Las entradas
de la primera columna de B + eq? suman

no —+ Zaﬂ — ank = na + Zaﬂ — Z <)\1 +a — Zazk>
i=1 k=2 ]

k=2

=na—(n—1)(\ +a) —&-Zaﬂ—FZZazk

k=21i=1
:na—(n—l)()\1+oe)+n)\1
:)\1+Oz.
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Asi, para el ejemplo anterior tenemos:

3 21
A=12 2 2|, 04=4-6=-2, a3 =24+3—-6=—1.
6 00
Entonces a = —1y
2 21 9
B=A-eel=|1 2 2 7qT:(—l7f,§), con
5 00
17
B4+eq' =10 % % € CS5 es doblemente estocastica
T 3
133
y tiene espectro {5, —% + gi, —% — gz} Observamos que la seleccion de « es éptima

solo desde el punto de vista del Teorema 4.2.1.

4.3. El Teorema de Rado para matrices doblemen-
te estocasticas generalizadas
Teorema 4.3.1. Sea A = {\;, Xy, ..., \,} una lista de niimeros complejos A = A,

n
Z)\i >0, Ay > |Ni|, i =2,...,n. Supongase que existe una particion A = Ag U Ay U
i=1

- UA,, con

AO:{)\017)\027"'7)\0P0}7 )\01 :)\1

Ak = {)‘kla /\k27 cee 7)\kpk}7 Pk =D, k= 17 .-, Do,
donde las listas A, k =1,...,pg, tienen el mismo cardinal p;, = p, de tal forma que:
i) Para cada k =1,...,po, existe una lista

Iy = {wk7)\k1, .. ")‘kpk}’ 0<w, < )\1

el cual es realizable por una matriz no negativa (positiva)Ay, con Ay, AT € CS.,, vy
con divisores elementales prescritos

(A —=wi)s (A= Xe)™ o (A= X)) ™ gy + -+ 4 gy = D,

Yy

i) existe una matriz B = (b;)1%_, no negativa (positiva) tal que B, B € CSy,, con
espectro Ao y entradas diagonales wy,ws, . . ., wp,.

Entonces existe una matriz A no negativa (positiva), tal que A, AT € CS,,, con
espectro A y con divisores elementales prescritos asociados a las listas Ay,.
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Demostracion. Por i) definimos

Ap,
donde Ay es tal que Ay, Al € CS,, es no negativa (positiva), con espectro I'y y
divisores elementales prescritos asociados a la lista I'y. Por ii), Sea C' = B — 2, donde
QA =diag = {wy,ws,...,wp}, y sea X = [x1 | - -+ | Xp,] la matriz cuyas columnas son
autovectores normalizados de M correspondientes a los autovalores wi,ws, ..., wp,,

respectivamente. Observe que xXi, K = 1,...,pp, es no negativa con entradas % y
ceros,

0,1 Lo
0 0

—_———

p times

Xzz 0,. .0

Sea C' = CXT. Entonces

0 DBy e Bip,
xGoxoxt=L| Ba 0 T DBy,
pl s o
BP01 e BP(),PO*l 0
donde
By = | bi by by bi;
bij bi; bij bij

es positiva con %Bij € CSy,,;. Entonces por el Teorema 4.1.2, A = M + XC es no
negativa (positiva) con espectro A. Ademads,

w1 )\1 — W1
w1 Al —wq
Ae=(M+XCXxNe=| : |+ : = ATe = )\e.
Wpo )‘1 — Wpo
L Wpo | _)‘1*‘”170_




4. Matrices generalizadas doblemente estocasticas no negativas con
divisores elementales prescritos 41

Entonces A = M + XC' es una matriz n X n no negativa (positiva) doblemente
estocdstica generalizada, con divisores elementales prescritos asociados a la lista Ay.
O

Para aplicar el Teorema 4.3.1 necesitamos una matriz no negativa B (positiva) py X po
generalizada doblemente estocéstica con espectro A\ y entradas diagonales wy, . . . , wp,.
Para py = 2, la matriz no negativa (positiva) doblemente estocdstica generalizada es
necesariamente simétrica, con w; = wy v autovalores Ay, Ao = 2w; — Aq,

w1 Al —wip
B p—
Al — wy w1

Para el caso pg = 3 tenemos la siguiente condicion suficiente:

Lema 4.3.1. Sea A = (A, A2, \3) y w = (w1,wa,w3) con Ay > |N|, i = 2,3, y
M Z>w 2wy >wg>0. 5

0 (A2 = Ag)? <4 (w1 — w2)® + (w1 — wa) (w2 — ws) + (wo — ws)?]
i) ws — wy +y > 0,

donde

1
(M — w1 +wp —ws) + 6\/3 a— (A — A3)?,
[(wl — w2)? + (w1 — wy)(wa — w3) + (wy — (.4)3)2] ,

entonces existe una matriz B 3 X 3 no negativa (positiva) doblemente estocdstica
generalizada con autovalores \i, Ao, A3 y entradas diagonales wy,ws, ws.

Demostracion. Consideremos la matriz

w1 Al —wi—y Yy
B = w3 — Wws + Y Wo AM—w3—y |. (45)
M —witwy—wz3—y w—wpty w3

Claramente B, BT € CS,, con las entradas diagonales prescritas. Por ii) se sigue que
M—ws—y >0y A\ —wi+we—ws—y > wy—ws > 0. Poriii) w3 —ws+y >0,y por
i) y >0y entonces w; —wy +y > 0. Asi, B es no negativa. Finalmente un simple
calculo algebraico muestra que B tiene los autovalores prescritos. O

El siguiente resultado da también informacién acerca del incremento necesario en el
autovalor de Perron \;, para obtener una matriz no negativa doblemente estocastica
generalizada sin cambiar los divisores elementales asociados a A\, # A1, desde el punto
de vista del Teorema 4.3.1.
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Teorema 4.3.2. Sea A = {\1, \o, ..., \} una lista de niimeros complejos con A = A,

n
Z)‘i >0, A\; > |Ni], i =2,...,n. Supdngase que existe una particion A = Ao U Ay U
i=1

- UA,, con

Ao ={ o1, Aozs -+ 5 Aope ), Aor = A

Ak‘ = {)\kla /\k‘27 v 7)\kpk}7 P =D, k= 17 -5 Po,
donde las lista Ay, k=1, ..., po, tiene el mismo cardinal p;, = p, de tal manera que:
i) para cada k = 1,...,po, existe una lista Iy = {wi, Ak1s -, Akpe }r 0 < wip < Aq,

el cual es realizable por una matriz no negativa A, € CS,, con divisores elementales
prescritos

(A= wr)s (A= Ae)™ o (A= A)™ gt =+ -+ =+ g = pi,

y existe una lista L'y o, = {wi 4+ o, Ak1s - -, M, | la cual es realizable por una matriz
no negativa doblemente estocdstica generalizada Ay, , con divisores elementales

(/\ — WE — Oék), ()\ — Akl)nkl, ey (/\ — Akj)nkj,nm + - +nkj = Pk-

i1) Eziste una matriz B € CS),, po X po no negativa con espectro Ay y entradas
diagonales wi,wa, ... ,wp, Yy existe una matriz By, po X po no negativa doblemente
estocdstica generalizada con espectro Moo = { A1 + &, Aoz, ..., Aopy } ¥ entradas diago-
nales wi + o, wy 4 g, ..., Wpy + Qg
Entonces Ay = { M\ + a, Ao, ..., \n} es el espectro de una matriz A, n X n no nega-
tiva doblemente estocdstica generalizada con espectro A, y con divisores elementales
asociados a las listas Ay.
Po
Demostracion. Pori) sea M = A o, A 0,F - -@APO,%O, la cual tiene el espectroZFk@k.
k=1
Por ii) sea C' = B, — §,, donde Q, = diag{ws + a1, ..., wy, + ap, }, v sea X = [x; |
.-+ | xp,] la matriz cuyas columnas son los autovectores normalizados de M corres-

pondientes a los autvalores wy + ay, . .., Wy, + Qp,, respectivamente. Ademds, por ii)
Po

tenemosA; + Aoz + -+ + Agp, = Wi + wa + - -+ + wp,. Entonces o = Zak y por el
k=1

Teorema 4.3.1, A, = M +XCX? es no negativa generalizada doblemente estocéstica
con espectro A, y con los divisores elementales prescritos asociados a las listas A,. O

4.4. Mas sobre matrices estocasticas y doblemente
estocasticas

Comenzamos esta seccién con el siguiente Lema:
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Lema 4.4.1. Sea A = {A\1, \g,..., Ay} una lista de nimeros complejos, la cual es
realizable por una matriz no negativa doblemente estocdstica generalizada. Entonces

para todo € > 0, la lista
A€ = {/\1+€,/\2,...,An}

es realizable por una matriz positiva doblemente estocdstica generalizada.

Demostracion. Sea A una matriz no negativa doblemente estocéstica generalizada
con autovalor de Perron \;. Sea q” = (&,...,%). Entonces es claro que A + eq’ es
positiva. Ademas,

(A+eq’)e = Ae + q'ee = A\jetce = (\+¢€)e and
(A+eq”)Te=ATe + qe’e = A\iedng = \jetee = (A +€)e.

O

En [2] y [21], los autores muestran que si A es una matriz no negativa irreducible
con una columna o fila positiva, entonces A es similar a una matriz positiva. El
siguiente resultado caracteriza listas de niimeros complejos, que resuelven el NIEDP.
Esto es, listas A = {\1, ..., \,} las cuales son realizables por una matriz no negativa
estocéstica generalizada para cada posible JCOF asociado con A.

Teorema 4.4.1. Sea A = {\1, \o, ..., \} una lista de niimeros complejos con A = A,

D A>0, M >[Nl i=2...,n Sea

i=1
M = 221}51;(”{0, ReAp + Im A}
my = —min{0,Re A\, Im \g, }, £ =2,... n.

Entonces, st

Ao> MY my, (4.6)
k=2
existe una matriz positiva estocdstica generalizada con espectro A, para cada posible
JCF asociado con A.

Demostracion. Sea A € CS), la matriz inicial en el Teorema 4.2.1, con JC'F' diagonal.
Puesto que (4.6) vale, podemos tomar r, > 0, k = 2,...,n, de tal manera que las
entradas de la primera fila y primera columna de A + er? son positivas. Entonces
A+er” es diagonalizable irreducible no negativa estocastica generalizada. Por lo tanto,
a partir del resultado en [2], mencionado anteriormente, B = A+er” es similar a una
matriz diagonalizable positiva estocastica generalizada, y por el Teorema 4.1.1, existe
una matriz positiva estocdstica generalizada con espectro A y divisores elementales
arbitrariamente prescritos asociados a A. O
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Corolario 4.4.1. Sea A = {\1, Xy, ..., \,} una lista de niimeros complejos con A =

n
A, Z/\i > 0, Ay > |Nif, @ = 2,...,n. Entonces, si la condiciones (4.6) y (4.4),
i=1
con desigualdades estrictas y divisores elementales, son satisfechas, existe una matriz
positiva doblemente estocdstica generalizada con espectro A y divisores elementales

arbitrariamente prescritos asociados a A.

Demostracion. De la demostracién del Teorema 4.4.1 existe una matriz irreducible
diagonalizable no negativa estocdstica generalizada B = A+er”, que es similar a una
matriz positiva estocéstica generalizada C. Puesto que (4.4) vale, con desigualdad
estricta, entonces C' + eq’, para un vector q apropiado, es diagonalizable positiva
doblemente estocastica generalizada, y por el Teorema 4.1.1 se sigue el resultado. [

4.5. Ejemplos

Ejemplo 4.5.1. Sea A = {12,5,2,2,0,—1, -1, -2 + i, —2 — i}. Queremos construir
una matriz positiva A doblemente estocdstica generalizada con divisores elementares

(A=12),(A=5),(A =22\, A+ DA N+ 4\ +5

y por el Teorema 4.2.1, computamos las matrices positivas doblemente estocadsticas
generalizadas

(1005 6 297 L[ 56
Ay=g | 7T 10 3 | A=) 5 310 |, A= |7 23
4 5 12 116 1 45 3

con espectro I'y, Ty, T's, y divisores elementales (A —T), (A —2)%; (A —6), A2 + 4\ + 5;
y (A —4), (A +1)%, respectivamente. Ademds, por el Lema 4.5.1 computamos

7 0 4

B=|2 2 4

3 3 0

Tt O =

4
4 | con espectro Ny, y C =
4

ot O =

Finalmente

1
XCXT = 3

W W WD OOoOOo
W W WhNhNDDNOOOo
W W WO OO
LUt Ot O © O = = =
QLo Ot O O O~ K+~ =
Lot ot O O O~
O OO R R
O O O e
O OO e




4. Matrices generalizadas doblemente estocasticas no negativas con
divisores elementales prescritos 45

Ay
A= A, + XoxT
As

es la matriz deseada positiva doblemente estocdstica generalizada con los divisores
elementales prescritos.

Ejemplo 4.5.2. La lista

A={10,-1,-1,-1,—1, -4}

no satisface el corolario 4.2.2. Sin embargo, por el Teorema 4.53.1 podemos construir
una matriz no negativa doblemente estocdstica generalizada con espectro A y divisores
elementales

)

A—=10), A +4), A+ D2 A+ 12

Tomamos la particion

Ao = {10,—-4}, Ty =To = {3, -1, —1}.

Entonces
. 0 4 5
1
B—[i ; A= Ay= |61 2
e 3 4 2
Y _
A= | }+XCXT
Ay

es no negativa doblemente estocdstica generalizada con los divisores elementales pres-
critos.

Ejemplo 4.5.3. La lista A = {8,1, -2, -2, —1+1i,—1—1i} es el espectro de la matriz
no negativa estocdstica generalizada

2

€ CSsg,

NN DN ODNDDN
O~ ==

[l eNeNeol -
NN D NN
O ===

=N B Ot

0

con divisores elementales (A—8), (A—1), (A+2)2, (A2 +2X+2). sCudl es el incremento
« necesario en Ay = 8 para obtener una matriz no negativa doblemente estocdstica
generalizada B con divisores elementales (A — 8+ a), (A — 1), (A +2)2, (A2 + 2\ +2)?
Por el Teorema 4.2.3-(4.4), computamos o = 4. Sea A’ = A + 4ee]. Entonces

11

B=A"+e(—-5 —, 1)

W

1
727

Wl
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es la matriz deseada no negativa doblemente estocdstica generalizada con espectro
N={121,-2,-2, -1 +i,—1—1}

y los divisores elementales prescritos. Puesto que A satisface la condicion (4.6) del
Teorema 4.4.1, Entonces existe una matriz estocdstica generalizada con espectro A
para cada uno de los cuatro posibles JC'F asociados a A. Como N satisface el corolario
4.4.1, entonces existe también una matriz positiva doblemente estocdstica generalizada
con espectro N'. Ahora, si aplicamos el Teorema 4.5.2, tenemos la particion

AO = {87 1}7 Al = {_27 _2}7 A2 = {_1 + iy —1- Z}v con
[y ={4,-2,-2}, Ty ={5,~1+4,—1 —i}, wy =4, wy =5.

Por el Teorema 4.2.3-(4.4) computamos la matriz no negativa doblemente estocdstica
generalizada

Alcn - 5

B

8 1375

5 ) AQ ay — g 3 4 8 )

2 9 4 2

donde a; =1, ay = 0, con espectro I'y o, ={5,—2,-2} y o4, ={5,—1+1i,—1—i}.

También computamos
B 5 4
14 5

con espectro {\; + a, 1} = {9,1} y entradas diagonales w1 + a1 =5 y wy + ag = 5.
Entonces

es no negativa doblemente estocdstica generalizada con espectro
Ao =1{9,1,-2, -2 —1+4,—1—1i}

y divisores elementales (A —9), (A — 1), (A +2)%, A2 + 2\ + 2.



Capitulo 5

Familia de matrices con espectro y
divisores elementales prescritos

Es sabido que si una lista de nimeros complejos A = {\q, Ag, ..., A\, } es realizable
por una matriz A no negativa, entonces esta es realizable por otras matrices no negati-
vas diferentes a A (es suficiente considerar PAPT | con P una matriz de permutacién).
En este capitulo, con ayuda de los resutaldos de perturbacién de Brauer [4] y Rado
[29], lograremos construir una familia de matrices que realizan una lista A C C. En la
seccion 2, construimos una familia de matrices no negativas con divisores elementales
prescritos. En la seccion 3 damos una condicién suficiente para que el problema de
asignamiento de polos de sistemas multi-entradas y multi-salidas para matrices no
negativas, tenga una solucion.

5.1. Perturbaciones de rango r

En esta seccién re-escribimos nuevamente los Teoremas de Brauer y Rado [4, 29,
con una notacién adecuada para la eficiente lectura del capitulo.

Teorema 5.1.1. [/] Asumimos lo siguiente:

i) Sea A € C™™ una matriz arbitraria con o(A) = {1, ..., \n};
i1) Sea u € C" un autovector de A asociado con el autovalor \i;

i11) Sea v € C" un vector arbitrario.
Entonces o(A + uvT) = {\; + vlu, Ay, ..., \n
Teorema 5.1.2. [29] Sea r < n. Asumimos lo siguiente:

i) Sea A € C™"™ una matriz arbitraria con o(A) = {1, ..., An};

it) Sea U = [uy | ... | u] € C™" wuna matriz de rango r tal que Au; = N\u; para
cadai=1,..,r;

47
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iti) Sea V =vy | ... | v,] € C"*" una matriz arbitraria;
iv) Sea Q = diag(A, ..., \,) € C™"
Entonces o(A+UVT) =a(Q+ VIU)U{Nri1, ..y A}
El siguiente es un resultado principal.
Corolario 5.1.1. Asumimos que r < n y que se cumple lo siguiente:

i) Sea A € C™™ una matriz arbitraria con o(A) = {1, ..., A\n};

it) Sea U = [uy | ... | u] € C™" una matriz de rango r tal que Au; = Nu; para
cadat=1,..,r;
iii) Sea W = [wy | ... | w,] € CY" una matriz tal que WTU = I,.;

iv) Sea C € C™*" una matriz arbitraria y sea Q = diag{\,...,\,} € C™".

Entonces o(A+UCWT) =a(Q+ C)U{Ni1, ..., A}

Demostracion. Si tomamos V = WC?T en el teorema de Rado, entonces Q + VU =
Q+CyA+UVT = A+UCWT. O

La ventaja de este resultado respecto de los teoremas 5.1.1 y 5.1.2, es que permite
contruir una familia de matrices con espectro prescrito puesto que el conjunto de
autovalores { i1, fia, ..., i, } de 24C no depende de la matriz W. Esto es, para cualquier
W tal que WTU = I,., nosotros podemos construir una nueva matriz A+ UCW? con
el espectro deseado {fi1, ..., flry Api1s ooy A}

Corolario 5.1.2. Asumimos lo siguiente:

i) Sea S = [sy]i ;=1 € C™" una matriz arbitraria con o(S) = {p1, ..., ps}-

it) Parai=1,..,r sea A; € C"*™ una matriz arbitraria con un autovalor s;.
i11) Para cadai=1,...,1 sea u; € C" un autovector de A; tal que Au; = s;u;.
iv) Para cadai=1,...,r sea w; € C" un vector tal que wlu; = 1.

Entonces la matriz

T T
Ay S Wy ++ . S UIW,
T T
S21U2W7 AQ o S UMW, (5 1)
T T
Sp1UpWy  SpalyWy e A,

tiene espectro {o(A1) — {s11}} U..U{o(4;) — {sm}} U{p1,.... o}
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Demostracion. Vamos a aplicar el corolario anterior. Entonces sea

A1 o --- 0
A _ O A2 e 0 c C(n1+_“+n7‘)x(n1+...+7’l7‘).
0 0 A,
Sea
w 0 -+ 0
U= (,) oo (.) € Clmt tnr)xr,
0 0 o Uy

y observemos que para cada ¢ = 1, ..., 7, la i-esima columna de U es un autovector de
A con autovalor s;;.

Sea
w, 0 - 0
W= O U.)Z 0 c (C(”1+“‘+nr)><r,
O O .« .. w/["
observamos que WTU = I,.
Sea
0 si2 -+ Sir
s 0 “ e s -
o 21 2
S1 Sz 0 0

Entonces, del Corolario 5.1.1, A + UCWT tiene espectro {p1, ..., p,} U {o(A) —

{811, ceey Srr}}-
0

Los precedentes de este resultado se pueden encontrar en el articulo de Perfect
[29], quien usé el Teorema de Rado para derivar un criterio de realizabilidad para el
RNIEP. Ese criterio fué extendido en [39] y aplicado mas tarde en el caso complejo
[42, 44].

Corolario 5.1.3. Sea A € CS), una matriz positiva con espectro A = {A1, Aa, ..., A\ }.
Entonces, existe un vector w = (wy, ...,w,) T tal que A4+ew? da una familia de matrices
no negativas con espectro A.

Demostracidon. Es suficiente tomar w con Y. w; = 0. O
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Ejemplo 5.1.1. Sea

A= € CSs.

N N T e N
S
= [ =
e el
| O [ = | s | =
B s | O | O [ O

A tiene espectro A = {6,1,—2,—4}. Entonces, si tomamos w = |a, f,—05,—al, la
matriz

a+5 B+ B+ —a+3

a+d B+ B+ —at?

at+i B+3 B+ —at]

at+i B+E B+] —at]

nos da, para 0 < o, § < i, una familia de matrices no negativas con espectro A.

B=A+euw" =

Ejemplo 5.1.2. La matriz

05000
5 0000
A=10 0 0 5 0
00500
0000 2

tiene autovalores {5,5,2, —5, —5}. Entonces

1 00 Q@ o n
100 l—a —0 -7
U=1(0 1 of, W= 153 ) 0
010 -3 1-46 -0
0 01 0 0 1
con WTU = I. Calculamos
50 1 001
B=1]15 0|,conC=1]1 00
0 4 2 040
B tiene espectro {6,3,3} y entradas diagonales {5,5,2}.
Ast, paran=0=0c=0=0;0<«a,0 <1, la matriz
n 5—n 0 —0 1
5+ -0 0 —0 1
A+UCWT=| o —a+1 B —B+5 0
a —a+1 f+5 —p 0
4o —4o 46 —40+4 2

da una familia de matrices no negativas con espectro A = {6,3,3, =5, —=5}.
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5.2. Problema inverso de los divisores elementales

En esta seccién mostraremos como construir una familia de matrices no negativas
con divisores elementales prescritos. Aqui utilizamos el corolario 5.1.1 para el caso no
negativo y también podemos resolver el problema inverso de divisores elementales para
una familia de matrices positivas con sumas filas constantes y espectro A = {A, ...\, }
en los siguientes casos, los cuales fueron ya resueltos para el NIEDP en [40, 45].

D) A > e > > A, >0,
ZZ) )\1>02)\222)\n,

El siguiente Corolario del Teorema 5.1.2 es claro:

Corolario 5.2.1. Sea A = {1, \a, ..., A\, } una lista de niimeros complejos, con A = A,
A > méx; | N i = 2,00,y Yo A > 0. Asumimos que existe una particion
A=Ay U..UA,, donde algunas listas A;,i = 1,...,7, pueden ser vacias, tales que

i) Sea S = [sylj ;=1 una matriz no negativa r-dimensional con espectro o(S) =
Ao = {1, .., A}
i1) Para cada i =1,...,r existe una matriz A; p;-dimensional, con sumas filas cons-
tantes igual a s; y espectro A = {s;, \it, Niz, ..; Nip, }, Y divisores elementales
prescritos asociados con A;.
i1i) Para cada i = 1,...,r sea u; = e un autovector de A; correspondiente a el

autovalor s; y sea U = [uy | ... | uy].

iv) Para cadai=1,....,r sea w; un vector no negativo tal que wle = 1.

Entonces la matriz A+ UCW?, donde C = S — diag{si1, S22, ..., S} tiene espectro
A y divisores elementales prescritos asociado con A, i =1, ...,7.

Ejemplo 5.2.1. Sea A = {7,1,—2,—2,—1 + 3i,—1 — 3i}. Queremos construir una
familia de matrices no negativas con espectro A y con divisores elementales (A —
7), (A —=1), (A +2)%, A2 + 2\ + 10. Entonces tomamos la particion

Ao={7,—1+3i,—1—3i}, Ay = {-2,-2}, Ay = 1, Ay = 0,
Ty ={4,-2,—2}, Ty = {1,1},T, = {0}.

Computamos la matriz

4.0 3
S=1%1 3
0 70

con espectro N y entradas diagonales {4,1,0}, y las matrices



5. Familia de matrices con espectro y divisores elementales prescritos 52

4 0 0 1]
Ar= |7 =2 —1| + [1|[4 2 2] =
6 0 —2 1

N W O
N O N
S =N

1 -
A2: 0 i) 7A3:[0]7

con espectro 'y, 'y, 'y, respectivamente. Observe que la matriz A, tiene divisores
elementales (A — 4)(\ + 2)2. Sea

o o n 1 00
l-a —0 — 1 00
0 0 0 1 00
=15 5 9’ o1 o0
B 1-6 -0 010
0 0 1] 0 0 1]
Entonces WTU =1, y
Aq i
A= A, +UCW?”
As |
[ 3p 2—3n 2 30 —30 3 ]
3n+3 —3n 1 30 —30 3
| 3p+2 2 —3n 0 30 —30 3
U A O A VO A O
Tatin Fosm—ra 0 20+70 1-30—== 7
| To —To 0 To 70 T—T0]

es una familia de matrices con espectro A y divisores elementales deseados. En
particular para

n=0c=0=p=0,0<a,0<1

tenemos la familia de matrices no negativas

0 2 2 0 0 3

3 0 1 0 0 3

B = 342 34 234 00 0 2
37405 374 — 37405 0 1 0 Z

sa = —=2a 0 0 1 =

| 0 0 0 760 7—75 0]

con espectro A y divisores elementales

A=T7),(A=1), (A +2), A% + 2\ + 10.
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5.3. Problema no negativo de asignamiento de po-
los

En [5] los autores muestran aplicaciones del Teorema de Rado, a las técnicas de
asignamiento de polos para sistemas multiples de entrada y salida definidos por pares
de matrices (A4, B) (MIMO). En esta seccién nosotros mostramos una versién de ese
resultado para matrices no negativas.

Sea A una matriz n x n, B matriz n x r con o(A) = {\1, Aa, ..., A\, }. Sea ademés
{p1, p2, ..., iy} una lista de nimeros. El problema de asignamiento de polos para
MIMO consiste en encontrar condiciones sobre el par A, B para la existencia de una
matriz F' tal que

U(A + BFT) = {u’la H2,y ooy Koy A1"+17 )\T+27 (3} /\n}
Presentamos el siguiente resultado

Teorema 5.3.1. Sea (A, B) un par de matrices con A n-dimensional no negativa
y B n x r-dimensional. Sea o(A) = {1, Ao, ..., \n} y sea pp = {1, ..., ur} una lista

de nimeros. Sea X = [ayxy | ... | apw,] una matriz de rango r y tal que ATx; =
Niziyi = 1,2, ...,r. Si existe una columna b; = [byj, by, ..., b;]7 de la matriz B, con
todas las entradas no negativas tal que b]Txi #£0,i=1,2,...,7, 0(Q+[b; | ... | b;]"X) =

{pn, pos s i} Yy > i i > 0,8 = 1,2, ..., n, entonces existe una matriz no negativa
F tal que la matriz no negativa A+ BFT tiene espectro piy, ..., flyy Api1s e An.

Demostracion. Sea la matriz n X r
CT =b; | ...| 0] = Bley | ... | ¢j],

donde ¢; es la j columna de la matriz identidad de orden r. Entonces

OTXT = B[GJ ‘ ’ 6]-]XT
by, 22:1 ;T e by 22:1 G T
= : : >0
bnj D imy QiT1i v bnj D05y Qi
Si tomamos FT = [e; | ... | ¢;]XT, entonces

0§A+CTXT:A+B[€] | |€j}XT:A+BFT
y por el Teorema 5.1.2 de Rado

U(A + BFT) = G(A + CTXT) = {Ml)“?a ...,,LLT} U {)"r‘—i-la )\n}
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Ejemplo 5.3.1. Consideremos (A, B) y u = {8 ++/19,8 — /19} donde

05110 00
5000 0 00
A=10 00 5 4| ,B= [0 0| =[b | b,
00500 0 4
1100 2 01

con o(A) = {6,3,3,—5,—5}. Computamos los autovectores de A”:
1

111
— T g = |- ——= - = T
33)\:6_[171717171] » Lr=3 [ 27 2a4a471]
35 179 7
I 1,07, 22, ——=, 0,17}
Tr=—5 {[ 575707 70] 7[47 207 4705 ] }

Puesto que by = [0,0,0,4,1]7, bTay_ # 0, y bXxs_5 # 0, podemos cambiar los
autovalores X = 6, A =3 a 1 = 8 + V19,8 — /19 respectivamente. Para hacer esto,
sea

CT:[bQ\bQ]:B[(l) ?]:B[egeg]

con
xT — ai ai aq ap g
—%042 —%042 —%042 iOQ as|’

Puesto que o(Q+ [by | ba]" X) = {1, 2}, entonces

6+ 5oy + 3 + 202 = 8+V19+8—V19
(6 4 5a1)(3 + 200) — (5a1)(2a2) = (84 v19)(8 — V/19)'
Ast, o = g = 1.
Tomando FT = [ey | e5) XT', nosotros tenemos que

05 1 10
50 0 00
A+BFf=10 0 0 5 4
2 2 10 5 8
3 3 5 5 4
2 2 4 4

es nmo negativa con espectro
0(A+ BF") = o(Q+[ea | eo) "' BTX) U {3, -5, -5}
donde

Q-+ [eg | e TBTX = {” 2]

5 5
tiene el espectro 8 + /19,8 — 1/19.



Conclusiones y posible trabajo
futuro

En este trabajo se extendieron y mejoraron criterios existentes en la literatura
respecto de los problemas SNIEP, NIEDP, un problema de completacion y la pregunta
de Guo para matrices simétricas no negativas. Los resultados centrales aplicados en
esta tesis son un Teorema de Rado[29] y el Teorema de Brauer[4] . Los principales
resultados de este trabajo son:

s Establecimos una nueva condicién suficiente para el SNIEP. En particular pa-
ra n = 5 mostramos una manera de construir matrices simétricas con espectro
prescrito, mostrando asi que la lista A = {6,1,1, —4, —4} es realizable por una
matriz simétrica no circulante.

= Respecto al problema de completacién, es decir: dada dos listas A, D de niimeros
reales encontrar condiciones necesarias y/o suficientes para la existencia de una
matriz estructurada con entradas diagonales D y autovalores A, desarrollamos
para n = 3 una condicién suficiente para la existencia de una matriz no ne-
gativa doblemente estocastica con entradas diagonales y autovalores prescritos.
Para n = 4 mostramos una condicién suficiente para la existencia de una matriz
simétrica no negativa con entradas diagonales y autovalores prescritos, la cual
es independiente de la condicién establecida por Fiedler [10].

» Mostramos avances para una solucién a la pregunta de Guo [12]. En particu-
lar mostramos que si una lista A = {1, \a, ...\, } es realizable por una matriz
simétrica no negativa reducible, entonces A, = {\;+€, Aa£e, A3, ...\, } es también
simétricamente realizable por una matriz no negativa. Establecimos también que
si una lista A satisface los criterios de realizabilidad S1, entonces la lista A, es
simétricamente realizable.

= Mostramos una condicién suficiente para la realizabilidad de una lista compleja
A, por una matriz no negativa (positiva) doblemente estocastica con divisores
elementales prescritos. Esta condicién suficiente mejora criterios establecidos en

%)
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la literatura.

= Mostramos como construir una familia de matrices que realiza una lista A, y
establecimos una version no negativa del problema de asignamiento de polos

(MIMO) [5].

De forma natural, en el futuro inmediato pretendemos trabajar sobre los siguientes
problemas

= Encontrar una manera de construir una matriz ortogonal P tal que Py > 0y
PDPT >0, donde 3, D son como en el Teorema 2.2.2.

= Tratar de implementar el método de construccién del Teorema 2.3.4, para cons-
truir matrices simétricas con entradas diagonales y autovalores prescritos, con
n>>5

= Establecer una versién simétrica del Teorema de Rado, que permita generar una
familia de matrices simétricas no negativas que realizan una lista A.

= Buscar una respuesta a la pregunta de Guo, para criterios de realizabilidad
particulares.
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