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Resumen

Las matrices no negativas aparecen en un número de importantes áreas de aplica-
ción: sistemas de comunicación, sistemas biológicos, economı́a, ciencias de la compu-
tación y muchos otros sistemas de ingenieŕıa. Los problemas inversos de autovalores
son una importante subclase de los problemas inversos, que surgen en el contexto del
modelamiento matemático y la identificación de parámetros. Una simple aplicación
de tales problemas es la construcción de modelos de Leontief en Economı́a (ver [1]).

El problema inverso de autovalores para matrices no negativas (NIEP por su si-
gla en Inglés) es el problema de caracterizar aquellas listas Λ = {λ1, λ2, ..., λn} de
números complejos, las cuales pueden ser el espectro de una matriz A no negativa de
orden n (A = [aij] con aij ≥ 0, i, j = 1, ..., n). Si existe una matriz no negativa A
con espectro Λ decimos que A realiza Λ. El problema NIEP solo está resuelto para
n ≤ 4: El caso n = 3 fue resuelto por Loewy y London [22] en 1978, mientras que
el caso n = 4 fue resuelto por Meehan [23] en 1998, y posteriormente, de manera
independiente en una formulación diferente, por Torre-Mayo y otros [51] en 2007. El
caso n = 5 para matrices de traza cero fue resuelto en 1999 por Laffey y Meehan
[18]. Se estima que una solución completa al NIEP es improbable en un futuro cer-
cano. Casos especiales del NIEP son de gran interés: por ejemplo, si la lista Λ es de
números reales, tenemos el problema inverso de autovalor para matrices no negativas
con espectro real (RNIEP), si la matriz realizadora debe ser simétrica tenemos el
problema inverso de autovalor para matrices no negativas simétricas (SNIEP), y si A
debe ser normal tenemos el NIEP para matrices normales (NNIEP). Otros problemas
estrechamente relacionados con el NIEP son el problema inverso de valores singulares
para matrices no negativas (NISVP) y el problema de los divisores elementales para
matrices no negativas (NIEDP).

Un número de condiciones suficientes para que el NIEP tenga una solución han
sido obtenidas por numerosos autores. En contraste, pocas condiciones necesarias son
conocidas y ellas están muy distantes de las condiciones suficientes.

Entre las estrategias que han sido empleadas en el estudio del NIEP destacan
aquellas llamadas de compensación, que consisten en particionar la lista Λ dada, en
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Resumen v

sublistas, permitiendo que algunas de ellas sean no realizables, con la condición que
otras śı lo sean, y en cierto modo compensen la no realizabilidad de las primeras. Esto
ha sido hecho empleando resultados de perturbación extremadamente útiles, como lo
son los teoremas de Brauer [4], de Rado [29] y de Soto, Rojo, Moro, Borobia [41].
Esto, junto con las propiedades de las matrices reales con filas suma constantes, son
los ingredientes básicos de las técnicas desarrolladas, en particular por el tutor de esta
tesis, para obtener un número de simples y eficientes condiciones suficientes para que
el NIEP y sus problemas derivados RNIEP, SNIEP, NNIEP tengan una solución.

Es sabido que para n ≤ 4 el NIEP y el SNIEP son equivalentes. Sin embargo
para n ≥ 5 ambos problemas son diferentes: la lista Λ = {97, 71,−44,−54,−70} es
realizable por una matriz no negativa, pero ella no es simétricamente realizable [9].

La versión simétrica del teorema de Rado [41], ha sido muy útil para el SNIEP.
Para aplicar este resultado, necesitamos condiciones necesarias y/o suficientes para la
existencia de una matriz simétrica con autovalores y entradas diagonales prescritas.
Schur y Horn [33, 15] mostró condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de una matriz simétrica no necesariamente no negativa, con autovalores y entradas
diagonales prescritas. En [10] Fiedler dio condiciones necesarias y suficientes para la
existencia de una matriz simétrica no negativa con espectro y entradas diagonales
prescritas para n = 2, 3. Para n ≥ 4, Fiedler da una condición suficiente. Z. Charles,
M. Farber, C. Johnson y L. Kennedy en [6] presentan condiciones suficientes respecto
al problema simétrico, observando relaciones entre las entradas diagonales, los auto-
valores y los signos de las entradas fuera de la diagonal de la matriz que realiza el
espectro.

Guo [12] muestra que si una lista Λ = {λ1, λ2, ..., λn} es realizable, entonces
Λǫ = {λ1 + ǫ, λ2 ± ǫ, ..., λn} es también realizable. Puesto que el NIEP y el SNIEP
son equivalente para n ≤ 4, entonces el problema de perturbación de Guo para listas
simétricamente realizables esta completamente resuelto, cuando n ≤ 4. Es decir si
Λ = {λ1, λ2, ..., λn} es simétricamente realizable, entonces Λǫ = {λ1+ ǫ, λ2± ǫ, ..., λn}
es también simétricamente realizable, para n = 2, 3, 4.

Minc [24, 26] estudia el NIEDP, módulo el NIEP. En particular Minc, muestra que
si una lista Λ es realizable por una matriz positiva y diagonalizable, entonces existe
una matriz no negativa con divisores elementales arbitrariamente prescritos.

En el presente trabajo estudiaremos los siguientes problemas:

1 El problema inverso de autovalores para matrices no negativas simétricas (SNIEP,
por su sigla en inglés). Este problema es el de caracterizar aquellas listas Λ =
{λ1, λ2, ..., λn} de números reales, las cuales pueden ser el espectro de una matriz
simétrica A no negativa con espectro Λ.
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2 El problema de completación. Dada las listas de números reales Λ = {λ1, λ2, ..., λn},
D = {d1, d2, ..., dn} encontrar condiciones necesarias y/o suficientes para la exis-
tencia y/o construcción de una matriz simétrica no negativa con espectro Λ y
entradas diagonales di, i = 1, ..., n.

3 El problema de perturbación de Guo para listas simétricamente realizables.
Sea Λ = {λ1, λ2, ..., λn} una lista simétricamente realizable, ¿será la lista Λǫ =
{λ1 + ǫ, λ2 ± ǫ, ..., λn} también simétricamente realizable?

4 El problema inverso de divisores elementales para matrices no negativas (NIEDP).
Este problema consiste en determinar condiciones necesarias y suficientes bajo
las cuales ciertos polinomios dados

(λ− λ1)
n1 , (λ− λ2)

n2 , ..., (λ− λk)
nk , n1 + n2 + ...+ nk = n,

sean los divisores elementales de una matriz no negativa.

En el Caṕıtulo 1 de esta tesis presentamos las definiciones básicas y necesarias
para el estudio de los problemas planteados. Mostramos también resultados estable-
cidos por varios autores, los cuales muestran avances a soluciones parciales del NIEP
y SNIEP.

En el Caṕıtulo 2 damos una nueva condición suficiente para la existencia y cons-
trucción de una matriz simétrica no negativa. También establecemos una condición
suficiente para la existencia y construcción de una matriz 4 × 4 con espectro y en-
tradas diagonales prescritas. Esta última condición es independiente de la condición
suficiente dada por Fiedler [10].

El Caṕıtulo 3 está dedicado a estudiar el problema de perturbación de Guo para
listas simétricamente realizables.

En el Caṕıtulo 4 damos condiciones suficientes para la existencia y construcción
de matrices no negativas (positivas) doblemente estocásticas con divisores elemen-
tales prescritos. En particular, se muestra como transformar una matriz estocástica
generalizada no negativa (positiva) con divisores elementales prescritos en una matriz
doblemente estocástica no negativa (positiva) sin cambiar los divisores elementales.
Estos resultados pueden ser vistos como un complemento útil de un resultado de Minc
[24, 26] sobre matrices positivas diagonalizables, que dan lugar a matrices positivas
con divisores elementales arbitrariamente prescritos. También caracterizamos listas
Λ = {λ1, ..., λn} de números complejos, los cuales son el espectro de una matriz do-
blemente estocástica generalizada, para cada una de las posibles formas canónicas de
Jordan asociados a Λ.
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Finalmente en el Caṕıtulo 5, mediante el uso de los teoremas de Brauer y Rado,
construimos una familia de matrices con espectro y divisores elementales prescritos.
Además, establecemos una versión no negativa del teorema de asignamiento de polos
de sistemas con multi entradas y multi salidas [5].



Caṕıtulo 1

Introducción

Una matriz A = [aij] ∈ Rn×n, se dice no negativa, si aij ≥ 0 para i, j = 1, ..., n.
Del mismo modo, si cada entrada de A es positiva la matriz se dice positiva.

El espectro Λ = {λ1, ..., λn} de una matrizA ∈ Rn×n no negativa será denotado por
σ(A) o simplemente Λ. El autovalor maximal o autovalor de Perron será λ1 = ρ(A),
donde ρ(A) = máx{| λi |, λi ∈ σ(A)}.

Definición 1.0.1. Una matriz cuadrada n × n no negativa A, es llamada reducible
si es permutacionalmente similar a una matriz de la forma

[
B C
0 D

]
,

donde B y D son submatrices cuadradas. En otro caso A es irreducible

Presentamos a continuación el teorema de Perron-Frobenius.

Teorema 1.0.1. (Perron- Frobenius) Sea A una matriz cuadrada n×n irreducible y
no negativa. Entonces

ρ(A) > 0 es un autovalor de A

Existe un único autovector y > 0 tal que Ay = ρ(A)y

ρ(A) es de multiplicidad algebraica 1

En el teorema de Perron-Frobenius si consideramos A no negativa, entonces ρ(A)
no necesariamente tiene multiplicidad algebraica 1, y solo se puede garantizar que el
autovector asociado a ρ(A) es no negativo.

Teorema 1.0.2. (Schur) Para toda matriz A ∈ Cn×n existe una matriz unitaria U
tal que U∗AU = T es triangular superior, con los autovalores de A en la diagonal de
T en cualquier orden deseado.

1
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1.1. Problemas inversos

Nosotros consideraremos los siguientes problemas que involucran matrices no ne-
gativas.

Problema 1. El problema inverso de autovalores para matrices no negativas (en
inglés NIEP), consistente en determinar condiciones necesarias y suficientes para
que una lista Λ = {λ1, λ2, ..., λn} de números complejos sea el espectro de una matriz
no negativa.

Problema 2. El problema inverso de divisores elementales para matrices no negativas
(en inglés NIEDP), consiste en determinar condiciones necesarias y suficientes bajo
las cuales ciertos polinomios dados

(λ− λ1)
n1 , (λ− λ2)

n2 , ..., (λ− λk)
nk , n1 + ...+ nk = n,

sean los divisores elementales de una matriz A ∈ Rn×n no negativa.

El problema inverso de autovalores para matrices no negativas (NIEP), es el pro-
blema de caracterizar aquellas listas Λ = {λ1, λ2, ..., λn} de números complejos, las
cuales pueden ser el espectro de una matriz A no negativa de orden n. Si existe una
matriz no negativa A con espectro Λ decimos que A realiza Λ. El problema NIEP
está resuelto solo para n ≤ 4. El caso n = 3 fue resuelto por Loewy y London [22]
en 1978, mientras que el caso n = 4 fue resuelto por Meehan [23] en 1998, y poste-
riormente, de manera independiente en una formulación diferente, por Torre-Mayo y
otros [51] en 2007. El caso n = 5 para matrices de traza cero fue resuelto en 1999 por
Laffey y Meehan [18].

Respecto al problema 1 tenemos las siguientes condiciones necesarias. Es decir si
Λ = {λ1, λ2, ..., λn} ⊂ C es realizable por una matriz no negativa A, entonces

1. Λ = Λ̄ = {λ̄1, λ̄2, ..., λ̄n}.

2. máx{| λ1 |, | λ2 |, ..., | λn |} ∈ Λ.

3. Sk(Λ) =
∑n

j=1 λ
k
j ≥ 0, para k = 1, 2, ....

4. Si Λ = σ(A), entonces para todo k,m enteros positivos

[Sk(Λ)]
m ≤ nm−1Skm(Λ).

5. Si Λ = σ(A) con n impar y tra(A) = 0, entonces

(n− 1)S4(Λ) ≥ [S2(Λ)]
2.
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La condición 1. se debe a que el polinomio caracteŕıstico de una matriz A no
negativa tiene todos sus coeficientes reales, de donde sus ráıces o autovalores de A
se presentan de a pares conjugados. La condición 2. es consecuencia del teorema de
Perron-Frobenius. La condición 3. se debe al hecho que si A es no negativa, entonces
tra(Am) es no negativa, m = 1, 2, .... La condición 4. se debe a Loewy y London [22].
La condición 5. fue probada por Laffey y Meehan en [17].

Relevantes progresos se han hecho para determinar condiciones suficientes para la
existencia de una solución en el caso de un espectro prescrito real, por Suleimanova
[50] , Perfect [27, 28], Salzmann [32], Kellogg [16], Borobia [2], Radwan [30], Soto
[36, 38, 39, 41, 42, 43, 44].

Definición 1.1.1. Una matriz no negativa n × n es llamada fila estocástica, o sim-
plemente estocástica, si todas sus filas suman 1. Si las filas suman α y la matriz no
necesariamente es no negativa, entonces es llamada estocástica generalizada.

El conjunto de todas las matrices estocásticas generalizadas sumas fila α es de-
notada por CSα. En particular A es una matriz estocástica si A ∈ CS1. Se observa
con facilidad que si A ∈ CSα, entonces el vector e = [1 | 1 | ... | 1]T es tal que
Ae = αe. La importancia de las matrices estocásticas generalizadas radica en el he-
cho que si Λ = {λ1, λ2, ..., λn} es una lista realizable, entonces Λ es también realizable
por A ∈ CSλ1

. Este resultado es atribuido usualmente a Johnson [13].

Teorema 1.1.1. (Johnson [13]) Cualquier conjunto realizable, es en particular reali-
zable por una matriz no negativa con sumas filas constantes igual a su ráız de Perron.

El teorema de Brauer [4] ha sido de gran utilidad para establecer nuevas condicio-
nes suficientes para el NIEP. El muestra como modificar mediante una perturbación
de rango 1 un autovalor de una matriz A sin cambiar los restantes n − 1 autova-
lores. En [28], Perfect presenta una extensión del resultado de Brauer, debida a R.
Rado. Este resultado muestra cómo modificar r autovalores de una matriz de orden
n, r ≤ n, v́ıa una perturbación de rango r, sin cambiar los restantes n−r autovalores.

Mediante el uso de esta extensión, Perfect, en [28], da una condición suficiente
para el RNIEP. En [39] los autores extienden el resultado de Perfect obteniendo una
nueva condición suficiente para el NIEP en el caso real.

En [41], los autores presentan la siguiente versión simétrica del Teorema de Rado.
Este resultado permite obtener una nueva condición suficiente, más general, para la
existencia de una matriz simétrica no negativa con espectro prescrito.

Teorema 1.1.2. [41]. Sea A una matriz simétrica n×n con autovalores λ1, ..., λn y,
para algún r ≤ n, sea {X1,X2, ...,Xr} un conjunto ortonormal de autovectores de A
tales que AXi = λiXi, i = 1, 2, ..., r. Sea X una matriz n × r con i-ésima columna
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Xi, sea Ω = diag{λ1, λ2, ..., λr}, y C una matriz simétrica r × r. Entonces la matriz
A + XCXT tiene autovalores µ1, µ2, ..., µr, λr+1, λr+2, ..., λn, donde µ1, µ2, ..., µr son
autovalores de la matriz Ω + C.

1.2. Soluciones parciales

A continuación presentamos condiciones suficientes para el NIEP [50, 16, 2, 36].
Todos estos resultados son también condiciones suficientes para el SNIEP.

Teorema 1.2.1. (Suleimanova [50]) Sea Λ = {λ1, λ2, ..., λn} un conjunto de números
reales satisfaciendo λ1 ≥| λi | y λ1 > 0 > λ2 ≥ λ3, ..., λn.

Si

λ1 + λ2 + ...+ λn ≥ 0,

entonces Λ es realizable.

Teorema 1.2.2. (Kellogg [16]) Sea Λ = {λ0, λ1, ..., λN} un conjunto de números
reales con λ0 ≥ λ1 ≥ ... ≥ λN y sea M el ı́ndice más grande j (0 ≤ j ≤ N) para el
cual λj ≥ 0. Sea el conjunto de ı́ndices

K = {i : λi ≥ 0, λi + λN−i+1 < 0, i ∈ {1, ...,
[
N
2

]
}}.

Si

1. λ0 +
∑

i∈K,i<k(λi + λN−i+1) + λN−k+1 ≥ 0, para todo k ∈ K

2. λ0 +
∑

i∈K(λi + λN−i+1) +
∑N−M

j=M+1 λj ≥ 0,

donde N ≥ 2M +1, entonces Λ es realizable por una matriz no negativa de orden
(N + 1)× (N + 1).

Teorema 1.2.3. (Borobia [2]) Sea Λ = {λ0, λ1, ..., λN} un conjunto de números reales
con λ0 ≥ λ1 ≥ ... ≥ λN y sea M el ı́ndice más grande j (0 ≤ j ≤ N) para el cual
λj ≥ 0. Si existe una partición J1 ∪ ... ∪ Js de J = {λM+1, λM+2, ..., λN}, para algún
1 ≤ s ≤ N −M , tal que

λ0 ≥ λ1 ≥ ... ≥ λM ≥
∑

λ∈J1 λ ≥
∑

λ∈J2 λ ≥ ... ≥∑λ∈Js λ,

satisface la condición de Kellogg, entonces Λ es el espectro de una matriz no negativa
de orden (N + 1)× (N + 1).

Los siguientes resultados son debidos al profesor R. Soto
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Teorema 1.2.4. (Soto [36]) Sea Λ = {λ1, λ2, ..., λn} una lista de números reales,
tales que λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λp ≥ 0 > λp+1 ≥ ... ≥ λn. Si

λ1 ≥ −λn −
∑

Sk<0

Sk,

donde Sk = λk + λn−k+1, k = 2, 3, ..., [n/2] y Sn+1

2

= mı́n{λn+1

2

, 0} para n impar,

entonces Λ es realizable por una matriz A ∈ CSλ1
.

Teorema 1.2.5. (Soto [36]) Sea Λ = {λ1, λ2, ..., λn} un conjunto de números reales
tal que

λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λp ≥ 0 > λp+1 ≥ ... ≥ λn.

Sea una partición Λ = Λ1 ∪ Λ2 ∪ ... ∪ Λt con

Λk = {λk1 , λk2 , ..., λkpk
}, k = 1, ..., t, λ11 = λ1

λk1 ≥ 0, λk1 ≥ ... ≥ λkpk
,

Skj = λkj + λkpk−j+1, j = 2, 3, ...,
[
kpk
2

]
,

Sλkpk
+1

2

= mı́n{λλkpk
+1

2

, 0}, k = 1, 2, ..., t, para kpk impar,

Tk = λk1 + λkpk
+
∑

Skj
<0 Skj , k = 1, 2, ..., t

y

λM = máx{−λ1p1
−
∑

S1j
<0 S1j ; máx2≤k≤t{λk1}}.

Si

λ1 ≥ λM −
t∑

Tk<0,k≥2

Tk,

entonces Λ es realizable por una matriz A ∈ CSλ1
.

Una importante condición suficiente para el SNIEP fué establecida por Soto,
Rojo, Moro, Borobia [41]. Hasta donde sabemos, esta condición es la más general
condición suficiente para una solución al SNIEP .

Soto [43] generaliza los Teoremas 1.2.4 y 1.2.5, introduciendo una familia de cri-
terios de realizabilidad para el NIEP y SNIEP.



Caṕıtulo 2

Matrices simétricas con autovalores

y entradas diagonales prescritas

Este caṕıtulo está organizado como sigue: Presentamos primero resultados pre-
vios. En la sección 2 damos una condición suficiente para la existencia de una matriz
simétrica no negativa con espectro prescrito. Esta condición genera un procedimien-
to algoŕıtmico para calcular una matriz solución. En la sección 3, introducimos una
condición suficiente para la existencia de una matriz simétrica 4 × 4 con espectro y
entradas diagonales prescritas. Esta condición es independiente de la condición sufi-
ciente de Fiedler dada en [10]. El contenido de este caṕıtulo constituye esencialmente
la publicación [46].

2.1. Resultados previos

El problema inverso del autovalor para matrices no negativas (NIEP) es hallar
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una matriz no negativa con
espectro complejo prescrito Λ = {λ1, λ2, ..., λn}. Una solución completa a este pro-
blema es conocida solo para listas de n ≤ 4 elementos. Si existe una matriz no
negativa A con espectro Λ, diremos que Λ es realizable y que A es la matriz reali-
zadora. Si la matriz no negativa requerida es simétrica tenemos el problema inverso
del autovalor para matrices no negativas simétricas (SNIEP). Los primeros resultados
relacionados con el SNIEP fueron obtenidos por Fiedler [10] en 1974. Se han obteni-
do condiciones suficientes para que el problema tenga solución, en orden cronológico
[10, 48, 37, 38, 20, 41]. En [49], Spector da una condición necesaria y suficiente para
el SNIEP, en el caso n = 5 con

∑5
i=1 λi = 0.

Teorema 2.1.1. (Spector [49])
Sea Λ = {λ1, λ2, λ3, λ4, λ5} tal que

∑5
i=1 λi = 0. Entonces Λ es el espectro de una

matriz simétrica de traza cero si, y sólo si
1. S1(Λ) =

∑5
i=1 λi = 0,

6
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2. S3(Λ) =
∑5

i=1 λ
3
i ≥ 0,

3. λ2 + λ5 ≤ 0.

Basados en un resultado de Horn [15] damos, en la siguiente sección, una nue-
va condición suficiente constructiva para la existencia de una matriz simétrica no
negativa con espectro prescrito.

Para una lista dada Λ = {λ1, λ2, ..., λn} denotaremos el conjunto

UΛ = {A = AT ≥ 0 : σ(A) = Λ}.

Definimos también

Sn = {Λ = {λ1, λ2, ..., λn} : ∃ A = AT ≥ 0, σ(A) = Λ}

Ŝn = {Λ = {λ1, λ2, ..., λn} : ∃ A = AT > 0, σ(A) = Λ}

Los siguientes resultados se deben a Fiedler [10]

Lema 2.1.1. [10] Sea A una matriz simétrica m×m con autovalores α1, ..., αm, y u

un autovector unitario correspondiente a α1; Sea B una matriz simétrica n × n con
autovalores β1, ..., βn, y sea v un autovector unitario correspondiente a β1.

Entonces para cualquier escalar ρ, la matriz

C =

[
A ρuvT

ρvuT B

]
,

tiene autovalores α2, ..., αm, β2, ...βn, γ1, γ2, donde γ1, γ2 son autovalores de la matriz

Ĉ =

[
α1 ρ
ρ β1

]
.

Lema 2.1.2. [10] Si {α0, α1, ...αm−1} ∈ Sm, {β0, β1, ...βn−1} ∈ Sn y α0 ≥ β0, entonces
para cualquier t ≥ 0,

{α0 + t, β0 − t, α1, ..., αm−1, β1, ..., βn−1} ∈ Sm+n.

Lema 2.1.3. [10] Si {λ1, λ2, ..., λn} ∈ Sn y ǫ > 0, entonces {λ1 + ǫ, λ2, ..., λn} ∈ Ŝn.

Observamos que los lemas 2.1.1, 2.1.2 son casos particulares del teorema de Rado.
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2.2. Una nueva condición suficiente para el SNIEP

El origen de esta sección es el siguiente resultado debido a Horn [15]

Teorema 2.2.1. (Horn [15]) Sea n un entero positivo y sean {µi : i = 1, .., n},
{λi : i = 1, ..., n, n + 1} dos sucesiones de números reales tales que λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥
µ2 ≥ ... ≥ µn ≥ λn+1. Si D = diag{µ1, µ2, ..., µn}, entonces existe un número real a
y un vector y ∈ Rn tal que {λ1, λ2, ..., λn, λn+1} es el conjunto de autovalores de la
matriz simétrica

A =

[
D y

yT a

]
.

Presentamos a continuación una nueva condición suficiente para la existencia y
construcción de una matriz simétrica no negativa con espectro prescrito.

Teorema 2.2.2. Sean las listas de números reales Λ = {λ1, λ2, ..., λn, λn+1}, Γ =
{µ1, µ2, ..., µn} satisfaciendo λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ µ2 ≥ .... ≥ µn ≥ λn+1, con

∑n+1
i=1 λi −∑n

i=1 µi ≥ 0. Sea Γ realizable por una matriz simétrica no negativa B = PDP T ,
donde P es ortogonal y D = diag{µ1, ...µn}, y sea Py ≥ 0 con y = [y1, y2, ..., yn]

T ,

y2i = −
Πj(λj−µi)

Πj 6=i(µj−µi)
. Entonces Λ es simétricamente realizable.

Demostración. Sea

a = Σn+1
i=1 λi − Σn

i=1µi ≥ 0,

e

y = [y1, y2, ..., yn]
T ,

con

y2i = − Πj(λj−µi)

Πj 6=i(µj−µi)

= −Πi
j=1

(λj−µi)Π
n+1

j=i+1
(λj−µi)

Πi−1

j=1
(µj−µi)Πn

j=i+1
(µj−µi)

,

Puesto que los µi intercalan a λi, tenemos que el primer producto en el numera-
dor es no negativo y el primer producto en el denominador es positivo. El segundo
producto en el numerador tiene un factor más que el segundo producto en el deno-
minador, entonces el cociente entre ambos es siempre negativo. Aśı y2i ≥ 0.

Por el Teorema 2.2.1, la matriz simétrica

A =

[
D y

yT a

]
,
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tiene espectro Λ = {λ1, λ2, ..., λn, λn+1}.

Puesto que B = PDP T ≥ 0 y Py ≥ 0, tenemos que

A =

[
P 0
0 1

] [
D y

yT a

] [
P T 0
0 1

]
=

[
B Py

(Py)T a

]

es no negativa simétrica con el espectro deseado.

Aunque el resultado anterior no es fácil de aplicar, nos permite decidir sobre la
realizabilidad de ciertas listas, para las cuales otros criterios no dan información.
Los siguientes ejemplos muestran la utilidad de la condición suficiente dada por el
Teorema 2.2.2.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos la lista Λ = {9, 8,−3,−5,−7}. La condición necesaria
iii) de Spector en el Teorema 2.1.1, no es satisfecha para la lista trasladada Λ − 2

5
.

Nosotros mostramos que Λ es el espectro de una matriz simétrica no negativa: Sea
Γ = {9, 3,−3,−7}. Entonces D = diag{9, 3,−3,−7}, a = 0 e y = [0,

√
40, 0, 0]T .

Entonces

P =




0 1√
2
− 1√

2
0

0 1√
2

1√
2

0
1√
2

0 0 − 1√
2

1√
2

0 0 1√
2


, Py ≥ 0

y

B = PDP T =




0 3 0 0
3 0 0 0
0 0 1 8
0 0 8 1


 .

Aśı,

A =




0 3 0 0
√
20

3 0 0 0
√
20

0 0 1 8 0
0 0 8 1 0√
20

√
20 0 0 0




es simétrica con el espectro Λ.

Ejemplo 2.2.2. Consideremos la lista Λ = {6, 1, 1,−4,−4}. De acuerdo con la con-
dición de Spector [49] Λ es simétricamente realizable. De acuerdo al lema 1 en [39],
Λ es también el espectro de una matriz no negativa 5 × 5 simétrica circulante, pero
hasta donde sabemos ningún otro criterio en la literatura sobre el problema nos per-
mite decidir sobre la realizabilidad simétrica de esta lista. Para construir una matriz
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que realiza esta lista, tomamos la lista auxiliar Γ = {4, 1,−1,−4}, que intercala la
lista Λ. Entonces a = 0. La matriz que realiza Γ esta dada por

B = Pdiag{4, 1,−1,−4}P T =




0 3 0 0

3 0 0 2
3

√
14

0 0 0 4
3

0 2
3

√
14 4

3
0


 ,

donde

P =




2
15

√
15 − 1

30

√
210 − 1

30

√
210 2

15

√
15

8
45

√
15 − 1

90

√
210 1

90

√
210 − 8

45

√
15

1
90

√
210 8

45

√
15 − 8

45

√
15 − 1

90

√
210

1
30

√
7
√
30 2

15

√
15 2

15

√
15 1

30

√
210


 .

Calculamos y = [
√

48
5
, 0,−

√
42
5
, 0]T . Entonces la matriz

A =

[
P 0
0 1

] [
diag(4, 1,−1, 4) y

yT 0

] [
P T 0
0 1

]

=




0 3 0 0 3

3 0 0 2
3

√
14 5

3

0 0 0 4
3

2
3

√
14

0 2
3

√
14 4

3
0 0

3 5
3

2
3

√
14 0 0



,

es no negativa y tiene el espectro deseado.

El procedimiento descrito en los ejemplos anteriores, requiere la construcción de
una matriz P ortogonal 4× 4 tal que PDP T es no negativa con D = diag{µ1, ..., µ4},
y Py ≥ 0. Entonces nosotros tenemos:

Corolario 2.2.1. Sean Λ = {λ1, λ2, λ3, λ4, λ5}, µ = {µ1, µ2, µ3, µ4} tal que λ1 ≥ µ1 ≥
λ2 ≥ µ2 ≥ λ3 ≥ µ3 ≥ λ4 ≥ µ4 ≥ λ5,

∑5
i=1 λi −

∑4
i=1 µi ≥ 0 e y ∈ R4 definido como

en el teorema anterior. Si se cumple cualesquiera de las siguientes afirmaciones
1. P1y ≥ 0 ∧ µ3 ≥ 0 > µ4,
2. P2y ≥ 0 ∧ µ2 ≥ 0 > µ3 ∧ µ2 ≥| µ3 |,
3. P3y ≥ 0 ∧ µ2 ≥ 0 > µ3 ∧ µ2 <| µ3 |,
4. P4y ≥ 0 ∧ µ1 ≥ 0 > µ2,
donde

P1 =




1√
2

0 0 − 1√
2

1√
2

0 0 1√
2

0 1 0 0
0 0 1 0


 , P2 =




0 1√
2
− 1√

2
0

0 1√
2

1√
2

0
1√
2

0 0 − 1√
2

1√
2

0 0 1√
2


 ,
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P3 =




√
µ1+µ3√

2
√
µ1−µ2

−
√
−(µ2+µ3)√
2
√
µ1−µ2

0 − 1√
2

√
µ1+µ3√

2
√
µ1−µ2

−
√
−(µ2+µ3)√
2
√
µ1−µ2

0 1√
2√

−(µ2+µ3)√
2
√
µ1−µ2

√
µ1+µ3√

2
√
µ1−µ2

− 1√
2

0√
−(µ2+µ3)√
2
√
µ1−µ2

√
µ1+µ3√

2
√
µ1−µ2

1√
2

0




,

P4 =




√
µ1

√
µ1+µ2√

2
√
µ1+µ2−µ3

√
µ1−µ2

−
√
−µ2

√
µ1+µ2√

2
√
µ1+µ2−µ3

√
µ1−µ2

−
√
−µ3√

2
√
µ1+µ2−µ3

− 1√
2√

µ1

√
µ1+µ2√

2
√
µ1+µ2−µ3

√
µ1−µ2

−
√
−µ2

√
µ1+µ2√

2
√
µ1+µ2−µ3

√
µ1−µ2

−
√
−µ3√

2
√
µ1+µ2−µ3

1√
2√

µ1

√
−µ3√

µ1+µ2−µ3

√
µ1−µ2

−
√
−µ2

√
−µ3√

µ1+µ2−µ3

√
µ1−µ2

√
µ1+µ2√

µ1+µ2−µ3
0

√
−µ2√

µ1−µ2

√
µ1√

µ1−µ2
0 0



,

entonces Λ es simétricamente realizable.

Demostración. Recordemos que y ∈ R4 esta definido por y2i = −
Π5

j (λj−µi)

Π4
j 6=i

(µj−µi)
.

Caso 1, si P1y ≥ 0 ∧ µ4 ≤ 0, definimos la matriz

A =




1√
2

0 0 − 1√
2

0
1√
2

0 0 1√
2

0

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1







µ1 0 0 0 y1
0 µ2 0 0 y2
0 0 µ3 0 y3
0 0 0 µ4 y4
y1 y2 y3 y4 a







1√
2

1√
2

0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
− 1√

2
1√
2

0 0 0

0 0 0 0 1



,

A =




1
2
µ1 +

1
2
µ4

1
2
µ1 − 1

2
µ4 0 0 1

2

√
2y1 − 1

2

√
2y4

1
2
µ1 − 1

2
µ4

1
2
µ1 +

1
2
µ4 0 0 1

2

√
2y1 +

1
2

√
2y4

0 0 µ2 0 y2
0 0 0 µ3 y3

1
2

√
2y1 − 1

2

√
2y4

1
2

√
2y1 +

1
2

√
2y4 y2 y3 a



.

A es no negativa, pues por hipótesis µ1 ≥ |µi|, i = 2, 3, 4, aśı 1
2
µ1± 1

2
µ4 ≥ 0. Como

µ3 ≥ 0, entonces µ2 ≥ 0. Finalmente puesto que

(P1y)
T = (1

2

√
2y1 − 1

2

√
2y4,

1
2

√
2y1 +

1
2

√
2y4, y3, y4) ≥ 0,

por el teorema anterior la matriz simétrica A es no negativa y tiene el espectro
deseado.

Observemos que las condiciones en 2), 3), 4) son necesarias para la buena definición
de Pi, y puesto que Piy ≥ 0 se tiene que:
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B2 = P2DµP
T
2 =

1

2




µ2 + µ3 µ2 − µ3 0 0
µ2 − µ3 µ2 + µ3 0 0

0 0 µ1 + µ4 µ1 − µ4

0 0 µ1 − µ4 µ1 + µ4


.

B2 ≥ 0, puesto que µ2 ≥| µ3 |, µ1 ≥| µ4 |.

B3 = P3DµP
T
3 =

1

2




µ1 + µ2 + µ3 + µ4 µ1 + µ2 + µ3 − µ4 b b
µ1 + µ2 + µ3 − µ4 µ1 + µ2 + µ3 + µ4 b b

b b 0 −2µ3

b b −2µ3 0


 ,

donde b =
√
−(µ2 + µ3)(µ1 + µ3). Se tiene que b está bien definido ya que µ2 <| µ3 |.

Se sigue de ah́ı que −(µ2 + µ3)(µ1 + µ3) ≥ 0. B3 ≥ 0, puesto que que µ2 + µ3 ≥ 0 y
µ1 ≥| µ4 |, luego tenemos que µ1 + µ2 + µ3 − µ4 ≥ 0, µ1 + µ2 + µ3 + µ4 ≥ 0.

B4 =

[
M δv

δvT0

]
,

donde δ =
√
−λ1λ2, v =

1√
2(µ1+µ2−µ3)

[
√
µ1 + µ2,

√
µ1 + µ2,

√−2µ3] y M es

M =
1

2



µ1 + µ2 + µ3 + µ4 µ1 + µ2 + µ3 − µ4

√
−2(µ1 + µ2)µ3

µ1 + µ2 + µ3 − µ4 µ1 + µ2 + µ3 + µ4

√
−2(µ1 + µ2)µ3√

−2(µ1 + µ2)µ3

√
−2(µ1 + µ2)µ3 0


.

Finalmente por el teorema 2.2.2 las matrices

Ai =

[
Pi 0
0 1

] [
Dµ y

yT a

] [
P T
i 0
0 1

]
,

son no negativas, simétricas y con espectro Λ.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos la lista Λ = {6, 2, 1,−3,−4}. Definimos µ = {5, 1, 0,−4}.
Esta lista intercala a Λ.

La matriz que realiza µ, está dada por

B =




1√
2

0 0 − 1√
2

1√
2

0 0 1√
2

0 1 0 0
0 0 1 0







5 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −4







1
2

√
2 1

2

√
2 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

−1
2

√
2 1

2

√
2 0 0


 =




1
2

9
2

0 0
9
2

1
2

0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


 .

Entonces la matriz que realiza Λ es
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A =

[
B Qy

(Qy)T 0

]
=




1
2

9
2

0 0 1
5

√
60

9
2

1
2

0 0 1
5

√
60

0 0 1 0 0

0 0 0 0 6
5

√
5

1
5

√
60 1

5

√
60 0 6

5

√
5 0




2.3. Matrices simétricas con autovalores y entra-

das diagonales prescritas

En esta sección consideraremos el siguiente problema:

Problema 3. Dada las listas Λ = {λ1, ..., λn} y D = {d1, d2, ..., dn} encontrar con-
diciones necesarias y/o suficientes para la existencia de una matriz simétrica A no
negativa, con espectro Λ y entradas diagonales d1, d2, ..., dn.

Definición 2.3.1. Sean u = [u1, u2, ..., un] y v = [v1, v2, ..., vn] dos vectores con
entradas reales tales que ui ≥ ui+1, vi ≥ vi+1, i = 1, 2, ..., n − 1. Diremos que u

mayoriza a v si

Para t ∈ {1, 2, ..., n− 1} se cumple
∑t

i=1 ui ≥
∑t

i=1 vi.

∑n

i=1 ui =
∑n

i=1 vi.

Una condición necesaria y suficiente para la existencia de una matriz simétrica,
no necesariamente no negativa, es debido a Schur y Horn [33, 15].

Teorema 2.3.1. [15] Existe una matriz real simétrica con autovalores λ1 ≥ λ2 ≥
... ≥ λn y entradas diagonales d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ dn si y solo si el vector [λ1, ..., λn]
mayoriza el vector [d1, ..., dn], esto es, si y solo si

∑k

i=1 λi ≥
∑k

i=1 di, k = 1, 2, ..., n− 1,

∑n

i=1 λi =
∑n

i=1 di.

Puesto que nos dan las entradas diagonales d1, d2, ..., dn y necesitamos construir
una matriz simétrica con espectro Λ, este problema también es un problema de com-
pletación. Este problema es dif́ıcil y abierto. Para el caso n = 2 y n = 3, existen
condiciones necesarias y suficientes dadas por Fiedler [10]. Para n ≥ 4 Fiedler da una
condición suficiente [10].

Lema 2.3.1. (Fiedler [10]) Sea λ1, λ2, d1, d2 satisfaciendo

λ1 ≥ máx(d1, d2) y λ1 + λ2 = d1 + d2.
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Entonces existe una matriz simétrica no negativa A con autovalores λ1, λ2 y entradas
diagonales d1, d2.

En particular la matriz simétrica

B =

[
d1

√
(λ1 − d1)(λ1 − d2)√

(λ1 − d1)(λ1 − d2) d2

]
,

tiene autovalores λ1, λ2 y entradas diagonales d1, d2.

La solución para el caso n = 3 está dada por el siguiente resultado

Teorema 2.3.2. (Fiedler [10]) Las condiciones

λ1 ≥ d1,
λ1 + λ2 ≥ d1 + d2,

λ1 + λ2 + λ3 = d1 + d2 + d3,
λ2 ≤ d1,

son necesarias y suficientes para la existencia de una matriz simétrica 3×3 no negativa
B con autovalores λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 y entradas diagonales d1 ≥ d2 ≥ d3.

Una contrucción de una tal matriz puede hallarse en [41]:

B =




d1

√
µ−d3

2µ−d2−d3 s
√

µ−d2
2µ−d2−d3 s√

µ−d3
2µ−d2−d3 s d2

√
(µ− d2)(µ− d3)√

µ−d2
2µ−d2−d3 s

√
(µ− d2)(µ− d3) d3


 ,

donde µ = λ1 + λ2 − d1 y s =
√
(λ1 − µ)(µ− d3).

El resultado que presentamos a continuación es debida a Fiedler [10] y da una
condición suficiente para n ≥ 4 [10].

Teorema 2.3.3. [10] Sean λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn, y d1 ≥ d2 ≥ ... ≥ dn satisfaciendo las
condiciones

∑k

i=1 λi ≥
∑k

i=1 di, k = 1, 2, ...n− 1,

∑n

i=1 λi =
∑n

i=1 di,

λj ≤ dj−1, j = 2, ..., n− 1,

Entonces existe una matriz A simétrica no negativa con espectro Λ y entradas
diagonales di, i = 1, ..., n.

El siguiente ejemplo muestra que la condición del Teorema 2.3.3 no es necesaria.



2. Matrices simétricas con autovalores y entradas diagonales prescritas 15

Ejemplo 2.3.1. Consideremos Λ = {8, 6, 3, 3} y D = {5, 5, 5, 5}. Estas listas no
cumplen la condición de Fiedler 5 � 6, sin embargo la matriz

B =




5 2 1
2

1
2

2 5 1
2

1
2

1
2

1
2

5 2
1
2

1
2

2 5


 ,

tiene los autovalores y entradas diagonales deseadas.

A continuación presentamos una simple condición necesaria para la existencia de
una matriz simétrica real con autovalores y entradas diagonales prescritas.

Proposition 2.3.1. Si existe una matriz simétrica con autovalores Λ = {λ1, ..., λn}
y entradas diagonales d1, d2, ..., dn, entonces dn ≥ λn.

Demostración. Supongamos que dn < λn. Entonces

dn + λ1 + ...+ λn−1 < λ1 + λ2 + ...+ λn−1 + λn.

Aśı

λ1 + λ2 + ...+ λn−1 < d1 + d2 + ...+ dn−1,

lo cual es contradictorio puesto que Λ mayoriza a D.

A continuación damos una condición suficiente para el caso n = 4. Nosotros
consideramos el caso λ2 ≥ d1, lo que hace nuestra condición independiente de la
condición del Teorema de Fiedler (Teorema 2.3.3). Con el propósito de simplificar el
enunciado del siguiente resultado sea

λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4 y d1 ≥ d2 ≥ d3 ≥ d4,

listas de números reales, con

∑4
i=1 λi =

∑4
i=1 di, y λ2 ≥ d1 ≥ λ3.

Definimos

b = (λ1 − d1)(λ2 − d1)(d1 − λ3)(d1 − λ4),

c = (d1 − d3)
2(d1 − d2)

2 + 4b,

µ1 = ((d2 + d3)/2) + (1/2)
√
(2
√
c+ (d1 − d2)2 + (d1 − d3)2),

µ2 = d1

µ3 = ((d2 + d3)/2)− (1/2)
√
(2
√
c+ (d1 − d2)2 + (d1 − d3)2),
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a =
√
((µ1 − d2)(µ1 − d3)),

y21 = −(((µ1 − λ1)(µ1 − λ2)(µ1 − λ3)(µ1 − λ4))/((µ1 − µ2)(µ1 − µ3))),

y22 = −(((λ1 − µ2)(λ2 − µ2)(λ3 − µ2)(λ4 − µ2))/((µ1 − µ2)(µ3 − µ2))),

y23 = −(((µ3 − λ1)(µ3 − λ2)(µ3 − λ3)(µ3 − λ4))/((µ3 − µ1)(µ3 − µ2))),

m = 4a2 + (d2 − d3)
2.

Teorema 2.3.4. Sea Λ = {λ1, λ2, λ3, λ4}, D = {d1, d2, d3, d4} listas reales tales que∑4
i=1 λi =

∑4
i=1 di, λ2 ≥ d1 ≥ λ3. Si las desigualdades

i)

(λ1 − d2)(λ1 − d3)
2 − (λ1 − d3)(d1 − d2)(d1 − d3) ≥ (λ2 − d1)(d1 − λ3)(d1 − λ4),

ii)

(λ1 − d1)(λ2 − d1)(d1 − λ3)(d1 − λ4) ≥
(λ2 − d2)(λ2 − d3)((λ2 − d2)(λ2 − d3)− (d1 − d2)(d1 − d3)),

iii)

(λ1 − d1)(λ2 − d1)(d1 − λ3)(d1 − λ4) ≥
(d3 − λ3)(d2 − λ3)((d3 − λ3)(d2 − λ3)− (d1 − d2)(d1 − d3)),

iv)

(d3 − λ4)(d2 − λ4)((d3 − λ4)(d2 − λ4)− (d1 − d2)(d1 − d3)) ≥
(λ1 − d1)(λ2 − d1)(d1 − λ3)(d1 − λ4),

v)

‖ v3 ‖ (d2 − d3 +
√
m)C1 ≥‖ v1 ‖ (d3 − d2 +

√
m)C3,

donde

v1 =




0
d2−d3+

√
m

2a

1


 , v2 =



1
0
0


 , v3 =




0
d2−d3−

√
m

2a

1


 ,

son satisfechas, entonces existe una matriz simétrica no negativa con entradas diago-
nales d1, d2, d3, d4, y espectro Λ.
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Demostración. Sea

B =



d1 0 0
0 d2 a
0 a d3


 ,

una matriz con autovalores µ1, µ2, µ3. Entonces d1 = µ2 y a =
√
(µ1 − d2)(µ1 − d3).

Ahora mostraremos que los µ′is intercalan los λ
′
is. Por la desigualdad i) tenemos

4(λ1 − d3)
2(λ1 − d2)

2 − 4(λ1 − d3)(λ1 − d2)(d1 − d3)(d1 − d2) + (d1 − d3)
2(d1 − d2)

2 ≥
(d1 − d3)

2(d1 − d2)
2 + 4(λ1 − d1)(λ2 − d1)(d1 − λ3)(d1 − λ4),

que es,

2(λ1 − d3)(λ1 − d2)− (d1 − d3)(d1 − d2) ≥
√
c,

2(λ1(λ1 − d3)− d2(λ1 − d3)) + d2(d1 − d3)− d1(d1 − d3)
2(λ2

1 − λ1d2 − λ1d3 + d2d3)− d2d3 + d1d2 + d1d3 − d21 ≥
√
c

4λ2
1 − 4λ1(d2 + d3) + 2d2d3 + 2d1d2 + 2d1d3 − 2d21 ≥ 2

√
c

(2λ1 − (d2 + d3))
2 ≥ 2

√
c+ d21 − 2d1d2 + d22 + d21 − 2d1d3 + d23

2λ1 − (d2 + d3) ≥
√
2
√
c+ (d1 − d2)2 + (d1 − d3)2

λ1 ≥ d2+d3
2

+ 1
2

√
2
√
c+ (d1 − d2)2 + (d1 − d3)2

λ ≥ µ1.

De la misma manera, a partir de la desigualdad ii) tenemos

√
c ≥ 2(λ2 − d2)(λ2 − d3)− (d1 − d2)(d1 − d3)√

c ≥ 2(λ2
2 − λ2d2 − λ2d3 + d2d3) + d1d2 + d1d3 − d21 − d2d3,

y

2
√
c+ d21 − 2d1d2 − 2d1d3 ≥ 4λ2

2 − 4λ2(d2 + d3) + 2d2d3√
2
√
c+ (d1 − d2)2 + (d1 − d3)2 ≥ 2λ2 − (d2 + d3)

d2+d3
2

+ 1
2

√
2
√
c+ (d1 − d2)2 + (d1 − d3)2 ≥ λ2

µ1 ≥ λ2.

De manera similar por las desigualdades iii) y iv) se tiene que λ3 ≥ µ3 ≥ λ4, y puesto
que d1 = µ2, entonces

λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ µ2 ≥ λ3 ≥ µ3 ≥ λ4.

Ahora, sea

P =

[
v1

‖ v1 ‖
| v2 |

v3

‖ v3 ‖

]

donde
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‖ v1 ‖ =
√

1
4a2
(d2 − d3 +

√
m)2 + 1,

‖ v2 ‖ = 1,

‖ v3 ‖ =
√

1
4a2
(d2 − d3 −

√
m)2 + 1.

P es ortogonal y B = PDP T , donde D = diag{µ1, µ2, µ3}. Aśı nosotros tenemos

A =

[
P 0
0 1

] [
diag{µ1, µ2, µ3} y

yT d4

] [
P T 0
0 1

]

=

[
B Py

(Py)T d4

]
.

Finalmente, de la desigualdad v) podemos ver a partir de cálculos sencillos que
Py ≥ 0, donde las entradas del vector y son calculados como en el teorema 2.2.2.
Aśı A es una matriz simétrica 4×4 no negativa con autovalores λ1, λ2, λ3, λ4 y entradas
diagonales d1, d2, d3, d4.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos la lista Λ = {5, 4, 0,−3} y D = {3, 3, 0, 0}. Esta lista
satisface todas las desigualdades del teorema 2.3.4. Entonces calculamos la matriz
simétrica no negativa

A =




3 0 0
√
6

0 3
√
6 0

0
√
6 0 2√

6 0 2 0


.

Notar que λ2 > d1. Entonces la condición suficiente de Fiedler no se cumple en
este ejemplo.

Ejemplo 2.3.3. Consideremos las listas Λ = {7, 5, 0,−4} y D = {4, 4, 0, 0}. Calcu-
lamos los números que intercalan a Λ µ1 = 6, µ2 = 4, µ3 = −2 y a = 2

√
3. Entonces

tenemos

PDP T =



0 1 0√
3
2

0 −1
2

1
2

0
√
3
2





6 0 0
0 4 0
0 0 −2





0

√
3
2

1
2

1 0 0

0 −1
2

√
3
2




=



4 0 0

0 4 2
√
3

0 2
√
3 0


 = B

y

A =




4 0 0 2
√
2

0 4 2
√
3

√
45
4
−
√
21
4

0 2
√
3 0

√
63
4
+
√
15
4

2
√
2

√
45
4
−
√
21
4

√
63
4
+
√
15
4

0



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con el espectro y las entradas diagonales deseadas.



Caṕıtulo 3

Sobre una pregunta abierta de Guo

Un relevante resultado en el problema inverso de autovalores para matrices no
negativas ha sido obtenido por Guo [12].

Teorema 3.0.5. Sea Λ = {λ1, λ2, ..., λn} una lista de números complejos tal que
λ2 ∈ R y ǫ > 0. Si Λ es realizable por una matriz no negativa, entonces Λǫ =
{λ1 + ǫ, λ2 ± ǫ, ..., λn} es también realizable por una matriz no negativa.

Este resultado permite decidir fácilmente, aunque no siempre, la realizabilidad
de listas de números reales o complejos. Por ejemplo, observemos que para la lista
Λ = {8, 6, 3, 3,−5,−5,−5,−5}, es posible considerar las listas Λ1 = {7, 3,−5,−5} y
Λ2 = {7, 3,−5,−5} que son claramente realizables. Entonces la unión de las listas
Λ1 ∪Λ2 = {7, 7, 3, 3,−5,−5,−5,−5} es también realizable por una matriz no negati-
va. Aśı, para ǫ = 1 tenemos del resultado de Guo que Λ es realizable por una matriz
no negativa.

Guo en [12] estableció la siguiente pregunta:

Problema 4. Sea Λ = {λ1, λ2, ..., λn} simétricamente realizable y ǫ > 0 ¿Es la lista
Λǫ = {λ1 + ǫ, λ2 ± ǫ, ..., λn} también simétricamente realizable?

Puesto que el NIEP y el SNIEP son equivalentes para n ≤ 4, entonces para
listas de orden menor o igual a 4 la pregunta de Guo esta completamente resuelta.

En este caṕıtulo damos soluciones parciales a la pregunta de Guo. El siguiente
resultado muestra que si Λ = {λ1, λ2, λ3, λ4, λ5}, con

∑5
i λi = 0, es simétricamente

realizable por una matriz no negativa, entonces Λ−ǫ = {λ1 + ǫ, λ2 − ǫ, λ3, λ4, λ5} es
también simétricamente realizable por una matriz no negativa. El contenido de este
caṕıtulo constituye esencialmente la publicación [46].

Proposition 3.0.2. Sea Λ = {λ1, λ2, λ3, λ4, λ5} simétricamente realizable por una
matriz no negativa de traza cero y ǫ > 0. Entonces Λ−ǫ = {λ1+ ǫ, λ2− ǫ, λ3, λ4, λ5} es
también simétricamente realizable por una matriz no negativa.

20



3. Sobre una pregunta abierta de Guo 21

Demostración. Del Teorema 2.1.1 de Spector, tenemos:

S1(Λ
−
ǫ ) = λ1 + ǫ+ λ2 − ǫ+ λ3 + λ4 + λ5 = 0,

y puesto que λ1 ≥| λ2 |,

S3(Λ
−
ǫ ) = (λ1 + ǫ)3 + (λ2 − ǫ)3 + λ3

3 + λ3
4 + λ3

5

= 3ǫ2λ1 + 3ǫ2λ2 + 3ǫλ2
1 − 3ǫλ2

2 + λ3
1 + λ3

2 + λ3
3 + λ3

4 + λ3
5

≥ 0.

Finalmente, es claro que λ2−ǫ+λ5 ≤ 0. Entonces Λ−ǫ es simétricamente realizable.

3.1. Una primera solución a la pregunta de Guo

Iniciamos la sección con el siguiente resultado

Teorema 3.1.1. Sea Λ = {λ1, λ2, ..., λn} simétricamente realizable. Entonces para
todo ǫ > 0 existe δ > 0 tal que

Λǫδ = {λ1 + ǫ, λ2 ± ǫδ, ..., λn},
es simétricamente realizable.

Demostración. Sea A = PDP T ≥ 0 la matriz no negativa simétrica con espectro Λ,
donde P = [p1 | p2 | ... | pn] es una matriz ortogonal y D = diag{λ1, λ2, ..., λn}.

Entonces

A = λ1p1p
T
1 + λ2p2p

T
2 + ...+ λnpnp

T
n . (3.1)

Primero consideraremos el caso reducible, es decir A = ⊕r
i=1Ai es suma directa de

matrices simétricas irreducibles.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que λ1 ∈ σ(A1), λ2 ∈ σ(A2). En

efecto, si λ1 ∈ σ(Ai), λ2 ∈ σ(Aj) con i 6= j, entonces via matrices de permutación
obtenemos que λ1 ∈ σ(A1), λ2 ∈ σ(A2).

Sea x1,x2 autovectores unitarios de A1, A2 asociados a λ1, λ2 respectivamente.
Entonces

p1 =

[
x1

0

]
,p2 =

[
0
x2

]T
.

Aśı las matrices p1p
T
1 , p2p

T
2 son no negativas y la matriz

A+
ǫ = λ1p1p

T
1 + λ2p2p

T
2 + ...+ λnpnp

T
n + ǫ(p1p

T
1 + p2p

T
2 )

= (λ1 + ǫ)p1p
T
1 + (λ2 + ǫ)p2p

T
2 + ...+ λnpnp

T
n ,

es no negativa con espectro Λ+
ǫ = {λ1 + ǫ, λ2 + ǫ, ..., λn}.
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Para la lista Λ−ǫ , puesto que λ1 ≥ λ2, tenemos por el Lema 2.1.2 de Fiedler, para
ǫ > 0 la lista

Λ−ǫ = {λ1 + ǫ, λ2 − ǫ, ..., λn}
es simétricamente realizable. Observamos que para el caso reducible, δ = 1.

Ahora consideremos el caso irreducible. Sea A = PDP T la matriz simétrica que
realiza Λ. Por el teorema de Perron Frobenius, el autovector unitario p1 asociado a
λ1 es positivo. Aśı para el autovector p2 asociado a λ2 existe un δ > 0 tal que

p1p
T
1 + δp2p

T
2 ≥ 0.

δ puede ser tomado como δ = mini,j{δi,j : (p1p
T
1 )i,j ± δi,j(p2p

T
2 )i,j ≥ 0}.

Aśı, la matriz simétrica no negativa

Aǫ = (λ1 + ǫ)p1p
T
1 + (λ2 ± δǫ)p2p

T
2 + ...+ λnpnp

T
n

= λ1p1p
T
1 + λ2p2p

T
2 + ...+ λnpnp

T
n + ǫ(p1p

T
1 ± δp2p

T
2 )

= A+ ǫ(p1p
T
1 ± δp2p

T
2 ),

tiene espectro {λ1 + ǫ, λ2 ± ǫδ, λ3, ..., λn}.

Ejemplo 3.1.1. Consideremos la lista Λ = {5, 4, 0,−3}, realizable por la matriz
simétrica

A =




3 0 0
√
6

0 3
√
6 0

0
√
6 0 2√

6 0 2 0


 .

Se tiene que

P = [p1 | p2 | p3 | p4]

=




1
10

√
30 1

14

√
84 − 1

30

√
180 − 1

42

√
126

1
10

√
30 − 1

14

√
84 − 1

30

√
180 1

42

√
126

1
5

√
5 − 1

14

√
14 1

10

√
30 −1

7

√
21

1
5

√
5 1

14

√
14 1

10

√
30 1

7

√
21




,

es tal que A = Pdiag{5, 4, 0,−3}P T .

Observamos que p1p
T
1 ± δp2p

T
2 ≥ 0, cuando 0 < δ ≤ 7

10
. Aśı con δ = 1

7
, las

matrices
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A+ǫp1p
T
1+δǫp2p

T
2 =




177
490

ǫ+ 3 117
490

ǫ 22
245

√
6ǫ 27

245

√
6ǫ+

√
6

117
490

ǫ 177
490

ǫ+ 3 27
245

√
6ǫ+

√
6 22

245

√
6ǫ

22
245

√
6ǫ 27

245

√
6ǫ+

√
6 103

490
ǫ 93

490
ǫ+ 2

27
245

√
6ǫ+

√
6 22

245

√
6ǫ 93

490
ǫ+ 2 103

490
ǫ


 ,

y

A+ǫp1p
T
1−δǫp2p

T
2 =




117
490

ǫ+ 3 177
490

ǫ 27
245

√
6ǫ 22

245

√
6ǫ+

√
6

177
490

ǫ 117
490

ǫ+ 3 22
245

√
6ǫ+

√
6 27

245

√
6ǫ

27
245

√
6ǫ 22

245

√
6ǫ+

√
6 93

490
ǫ 103

490
ǫ+ 2

22
245

√
6ǫ+

√
6 27

245

√
6ǫ 103

490
ǫ+ 2 93

490
ǫ


 ,

tienen espectros {5 + ǫ, 4 + 1
7
ǫ, 0,−3} y {5 + ǫ, 4− 1

7
ǫ, 0,−3}, respectivamente.

El siguiente ejemplo muestra el caso cuando δ = 1.

Ejemplo 3.1.2. Sea Λ = {5, 4, 0,−3}. La matriz que realiza Λ con autovectores
unitarios p1, p2 asociados a 5, 4 es

A =




9
4

9
4

1
4

1
4

9
4

9
4

1
4

1
4

1
4

1
4

3
4

15
4

1
4

1
4

15
4

3
4


 ,p1 =




1
2
1
2
1
2
1
2


 ,p2 =




1
2
1
2

−1
2

−1
2


 .

Puesto que p1p
T
1 ± p2p

T
2 ≥ 0, se sigue que δ = 1. Aśı las matrices que realizan

Λǫ = {5 + ǫ, 4± ǫ, 0,−3} son

A+
ǫ =




ǫ1
2
+ 9

4
ǫ1
2
+ 9

4
1
4

1
4

ǫ1
2
+ 9

4
ǫ1
2
+ 9

4
1
4

1
4

1
4

1
4

ǫ1
2
+ 3

4
ǫ1
2
+ 15

4
1
4

1
4

ǫ1
2
+ 15

4
ǫ1
2
+ 3

4


 ,

A−ǫ =




9
4

9
4

ǫ1
2
+ 1

4
ǫ1
2
+ 1

4
9
4

9
4

ǫ1
2
+ 1

4
ǫ1
2
+ 1

4

ǫ1
2
+ 1

4
ǫ1
2
+ 1

4
3
4

15
4

ǫ1
2
+ 1

4
ǫ1
2
+ 1

4
15
4

3
4




Como resultados inmediatos del teorema anterior se tienen los siguientes corola-
rios:

Corolario 3.1.1. Si Λ = {λ1, λ2, ..., λn} es simétricamente realizable por una matriz
A = A1 ⊕ A2 tal que λ1 ∈ A1, λ2 ∈ A2. Entonces para todo ǫ > 0 la lista Λǫ =
{λ1 + ǫ, λ2 ± ǫ, ..., λn} es simétricamente realizable.

Corolario 3.1.2. Sea Λ = {λ1, λ2, ..., λn} una lista simétricamente realizable. Si los
autovectores unitarios x,y asociados a λ1, λ2 son tales que xxT ± yyT ≥ 0. Entonces
Λǫ = {λ1 + ǫ, λ2 ± ǫ, ..., λn} es simétricamente realizable.
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Demostración. Sea

A = λ1xx
T + λ2yy

T + λ3p3p
T
3 + ...+ λnpnp

T
n ,

la matriz simétrica que realiza Λ = {λ1, λ2, ..., λn}. Puesto que xxT ± yyT ≥ 0,
entonces por el Teorema 3.1.1 las listas {λ1 + ǫ, λ2 ± ǫ, ..., λn} son simétricamente
realizables.

Ejemplo 3.1.3. Consideremos Λ = {24, 16,−10,−10,−10,−10}. Una matriz que
realiza Λ es:

A =




0 10 10 4/3 4/3 4/3
10 0 10 4/3 4/3 4/3
10 10 0 4/3 4/3 4/3
4/3 4/3 4/3 0 10 10
4/3 4/3 4/3 10 0 10
4/3 4/3 4/3 10 10 0



.

En este caso para

x = [1/
√
6, 1/

√
6, 1/

√
6, 1/

√
6, 1/

√
6, 1/

√
6]T ,

e

y = [−1/
√
6,−1/

√
6,−1/

√
6, 1/

√
6, 1/

√
6, 1/

√
6]T ,

se tiene que xxT ± yyT ≥ 0.

Definimos U = [x | y]. Entonces

A+
ǫ = A+ U

[
ǫ 0
0 ǫ

]
UT

=




1/3ǫ 1/3ǫ+ 10 1/3ǫ+ 10 4/3 4/3 4/3
1/3ǫ+ 10 1/3ǫ 1/3ǫ+ 10 4/3 4/3 4/3
1/3ǫ+ 10 1/3ǫ+ 10 1/3ǫ 4/3 4/3 4/3

4/3 4/3 4/3 1/3ǫ 1/3ǫ+ 10 1/3ǫ+ 10
4/3 4/3 4/3 1/3ǫ+ 10 1/3ǫ 1/3ǫ+ 10
4/3 4/3 4/3 1/3ǫ+ 10 1/3ǫ+ 10 1/3ǫ




cuyo espectro es Λ+
ǫ = {24 + ǫ, 16 + ǫ,−10,−10,−10,−10}, y

A−ǫ = A+ U

[
ǫ 0
0 −ǫ

]
UT

=




0 10 10 1/3ǫ+ 4/3 1/3ǫ+ 4/3 1/3ǫ+ 4/3
10 0 10 1/3ǫ+ 4/3 1/3ǫ+ 4/3 1/3ǫ+ 4/3
10 10 0 1/3ǫ+ 4/3 1/3ǫ+ 4/3 1/3ǫ+ 4/3

1/3ǫ+ 4/3 1/3ǫ+ 4/3 1/3ǫ+ 4/3 0 10 10
1/3ǫ+ 4/3 1/3ǫ+ 4/3 1/3ǫ+ 4/3 10 0 10
1/3ǫ+ 4/3 1/3ǫ+ 4/3 1/3ǫ+ 4/3 10 10 0



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cuyo espectro es Λ−ǫ = {24 + ǫ, 16− ǫ,−10,−10,−10,−10}.

3.2. Listas realizables que cumplen la perturba-

ción de Guo

En [36], el autor muestra que Λ = {λ1, ..., λn}, con λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn, es realizable
por una matriz no negativa si

λ1 + λn +
∑

Sk<0

Sk ≥ 0, (3.2)

donde Sk = λk + λn−k+1, k = 2, ..., n. Esta condición suficiente es llamada el criterio
S1. En [38] se muestra que si Λ satisface la condición 3.2, entonces Λ es también rea-
lizable por una matriz simétrica no negativa. Mostraremos que la pregunta de Guo,
introducida al comienzo de este caṕıtulo tiene una respuesta positiva para este criterio
de realizabilidad.

Primero enunciaremos los resultados conocidos como criterios de realizabilidad
Soto 1 (S1) y Soto (S2) (ver [38]):

Lema 3.2.1. [38](S1) Sea Λ = {λ1, λ2, ..., λn} un conjunto de numeros reales tales
que λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λp ≥ 0 > λp+1 ≥ ... ≥ λn. Si Λ satisface λ1 ≥ −λn −

∑
Sk<0 Sk,

donde Sk = λk + λn−k+1, k = 2, , 3, ..., [n
2
] y Sn+1

2

= mı́n{λn+1

2

, 0} para n impar,

entonces Λ es realizable por una matriz no negativa simétrica.

Teorema 3.2.1. [38](S2) Sea Λ = {λ1, λ2, ..., λn} un conjunto de numeros reales
tales que λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λp ≥ 0 > λp+1 ≥ ... ≥ λn. Si existe una partición
Λ = Λ1 ∪ Λ2 ∪ ... ∪ Λs

Λk = {λk1 , λk2 , ..., λkpk
}, k = 1, ..., s,

λ11 = λ1, λk1 ≥ 0,λk1 ≥ ... ≥ λkpk ,

Skj = λkj + λkpk−j+1, j = 2, 3, ..., ⌈n/2⌉

Sλkpk
+1

2

= mı́n{λλkpk
+1

2

, 0}, k = 1, 2, ..., s,

y sea

T (Λk) = Tk = λk1 + λkpk
+
∑

Skj
<0 Skj , k = 1, 2, ..., s

L = máx{−λ1p1
−∑S1j

<0 S1j ; máx2≤k≤s {λk1}}.
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Si λ1 ≥ L −∑Tk<0,k≥2 Tk, entonces Λ es realizable por una matriz simétrica no
negativa.

El siguiente resultado muestra que si Λ es S1 realizable, entonces Λǫ es simétrica-
mente realizable.

Teorema 3.2.2. Sea Λ = {λ1, λ2, ..., λn} una lista S1 realizable. Entonces

Λǫ = {λ1 + ǫ, λ2 ± ǫ, ..., λn}

es simétricamente realizable.

Demostración. Si Λ es S1 realizable, entonces

λ1 ≥ −λn −
∑

Sk<0

Sk.

Aśı, para ǫ > 0

λ1 + ǫ+ λn +
∑

Sk<0

Sk ≥ 0.

Sin perdida de generalidad podemos asumir que

λ1 + ǫ+ λn +
∑

Sk<0

Sk = 0.

Consideremos la partición de Λǫ

Λ1 = {λ1 + ǫ, λn},Λ2 = {λ2 ± ǫ, λn−1},

Λk = {λk, λn−k+1}, k = 3, ...,
[
n
2

]
,

con Λn+1

2

= {λn+1

2

} para n impar. A partir de ahora vamos a considerar n par.

La prueba para n impar es similar. Observamos que algunas listas Λk pueden ser
realizables, mientras que algunos otros no son realizables. Sin pérdida de generalidad
nosotros asumimos que Λ2,Λ3, ...,Λt, t ≤

[
n
2

]
, son no realizables (Sk < 0, k = 2, ..., t),

y que Λt+1, ...,Λ[n
2
], son realizables (Sk ≥ 0, k = t+1, ...,

[
n
2

]
, por matrices simétricas

no negativas Bk, k = t + 1, ...,
[
n
2

]
, respectivamente. Entonces B = ⊕Bk es simétrica

no negativa con espectro Λt+1∪ ...∪Λ[n
2
]. Consideremos ahora las listas no realizables

Λk, k = 2, 3, ..., t junto con la lista realizable Λ1. Sin perdidá de generalidad re-
enumeramos los 2t elementos en ∪Λk, k = 1, ..., t, como

λ1 ≥ λ2 ≥ · · ·λt ≥ λt+1 ≥ · · · ≥ λ2t.

En efecto para la lista Λt+1 definimos Λ2 = {λ2, λ2t−1} (para Λt+2 definimos
Λ3 = {λ3, λ2t−2}, etc.). Observamos que existe un abuso de notación, pues los ele-
mentos λ2, λ2t−1 son diferentes a los elementos de la partición inicial de la lista Λ.
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Para cada una de las listas Λk, k = 1, 2, ..., t, nosotros asociamos la lista realizable

Γk = {−λ2t−k+1, λ2t−k+1}.

Empezamos considerando las listas

Γ1 = {−λ2t, λ2t} y Γ2 = {−λ2t−1, λ2t−1}.
Sea δ2 = −λ2t−1 − λ2 + ǫ = −S2. Entonces −S2 > 0, por el Lema de Fiedler tenemos
que la lista

Ω2 = {−λ2t + δ2,−λ2t−1 − δ2, λ2t−1, λ2t}
= {−λ2t − λ2t−1 − λ2 + ǫ, λ2 − ǫ, λ2t−1, λ2t}

es simétricamente realizable por una matriz 4× 4. Ahora fusionamos Ω2 con Γ3 =
{−λ2t−2, λ2t−2}, y para δ3 = −(λ3 + λ2t−2) = −S3 > 0 obtenemos que la lista

Ω3 = {−λ2t − λ2t−1 − λ2 + ǫ+ δ3,−λ2t−2 − δ3, λ2 − ǫ, λ2t−1, λ2t}
= {−λ2t − λ2t−1 − λ2t−2 − λ2 − λ3 + ǫ, λ3, λ2 − ǫ, λ2t−1, λ2t} .

El cual es simétricamente realizable por una matriz 6× 6. Continuamos este pro-
cedimiento hasta fusionar la última lista

Ωt−1 = {−λ2t −
∑t−1

k=2 Sk + ǫ, λt−1, ∗, ..., ∗}, con Γt = {−λt+1, λt+1},

para δt = −St = −(λt + λt+1), la lista

Λ−ǫ = {−λ2t −
∑t

k=2 Sk + ǫ, λt, ∗, ..., ∗}
= {−λn −

∑t

Sk<0 Sk + ǫ, λt, ∗, ..., ∗}
= {λ1 + ǫ, λ2 − ǫ, λ3, ..., λn}

es simétricamente realizable.

Para la lista Λ+
ǫ = {λ1 + ǫ, λ2 + ǫ, λ3, ..., λn} observamos que si λ2 + λn−1 ≥ 0,

entonces S2 = λ2 + ǫ+ λn−1 y

λ1 + ǫ+ λn +
∑

Sk<0

Sk ≥ 0, (3.3)

si λ2 + ǫ + λn−1 ≥ 0, entonces S2 = λ2 + ǫ + λn−1 ≥ 0 y 3.3 es también satisfecho o
S2 = λ2 + ǫ+ λn−1 < 0 con

S2 = λ2 + ǫ+ λn−1 > λ2 + λn−1

y (3.3) es todav́ıa satisfecho. Por lo tanto Λ+
ǫ es S1-realizable y por lema 4 de [38],

Λ+
ǫ es simétricamente realizable.

Corolario 3.2.1. (Suleimanova) Sea Λ = {λ1, λ2, ..., λn} tal que
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λ1 > 0 > λ2 ≥ λ3 ≥ · · · ≥ λn y
∑n

i=1 λi ≥ 0.

Entonces Λǫ = {λ1 + ǫ, λ2 ± ǫ, ..., λn} es también simétricamente realizable.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos la lista Λ = {15,−1,−2,−3,−4,−5}. Sea Λ = {15,−5}∪

{−1,−4} ∪ {−2,−3} una partición de Λ y una partición auxiliar Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 =
{5,−5}∪ {4,−4} ∪ {3,−3}.

Consideremos las listas Γ′1 = {10 + ǫ,−5}, Γ′2 = {−1− ǫ,−4}. La matriz

B =




0 5

√
(2ǫ+11)2−1

4

√
(2ǫ+11)2−1

4

5 0

√
(2ǫ+11)2−1

4

√
(2ǫ+11)2−1

4√
(2ǫ+11)2−1

4

√
(2ǫ+11)2−1

4
0 4√

(2ǫ+11)2−1
4

√
(2ǫ+11)2−1

4
4 0



,

tiene espectro Γ′1 ∪ Γ′2 = {11 + ǫ,−1− ǫ,−4,−5}.
Para ρ =

√
60 + 5ǫ, x =

[ √
2(ǫ+5)

√
ǫ+60

(2ǫ+10)
√
2ǫ+11

√
2(ǫ+5)

√
ǫ+60

(2ǫ+10)
√
2ǫ+11

1
2

√
2(ǫ+5)

√
2ǫ+11

1
2

√
2(ǫ+5)

√
2ǫ+11

]T
e

y =
[

1√
2

1√
2

]T
, la matriz

A−ǫ =




0 5

√
(2ǫ+11)2−1

4

√
(2ǫ+11)2−1

4

5 0

√
(2ǫ+11)2−1

4

√
(2ǫ+11)2−1

4√
(2ǫ+11)2−1

4

√
(2ǫ+11)2−1

4
0 4√

(2ǫ+11)2−1
4

√
(2ǫ+11)2−1

4
4 0

ρxyT

ρyxT 0 3
3 0




tiene espectro Λ−ǫ = {15 + ǫ,−1− ǫ,−2,−3,−4,−5}.
De similar manera construimos la matriz

A+
ǫ =




ǫ
2

ǫ+8
2

√
5(ǫ+6)

2

√
5(ǫ+6)

2

ǫ+8
2

ǫ
2

√
5(ǫ+6)

2

√
5(ǫ+6)

2√
5(ǫ+6)

2

√
5(ǫ+6)

2
0 3√

5(ǫ+6)

2

√
5(ǫ+6)

2
3 0

ρxyT

ρyxT
ǫ
2

ǫ+10
2

ǫ+10
2

ǫ
2




,

donde ρ =
√
(8 + ǫ)2 − 4, x =

[ √
3300
110

√
3300
110

√
110
22

√
110
22

]T
, y =

[
1√
2

1√
2

]T
,

cuyo espectro es Λ+
ǫ = {15 + ǫ,−1 + ǫ,−2,−3,−4,−5}.



Caṕıtulo 4

Matrices generalizadas doblemente

estocásticas no negativas con

divisores elementales prescritos

En este caṕıtulo damos condiciones suficientes para la existencia y construcción
de matrices generalizadas doblemente estocásticas no negativas con divisores elemen-
tales prescritos. Nuestros resultados mejoran los resultados anteriores y generan un
procedimiento algoŕıtmico para calcular la matriz solución. En particular, se mues-
tra cómo transformar una matriz estocástica generalizada en una matriz doblemente
estocástica no negativa generalizada, sin cambiar los divisores elementales. Caracte-
rizamos también listas Λ = {λ1, λ2, ..., λn} de números complejos, que son el espectro
de una matriz doblemente estocástica no negativa generalizada, para cada posible
forma canónica de Jordan asociada con Λ. El contenido de este caṕıtulo constituye
esencialmente la publicación [47].

4.1. Preliminares

Sea A ∈ Cn×n y sea

J(A) = S−1AS =




Jn1(λ1)

Jn2(λ2)

. . .

Jnk(λk)




29
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la forma canónica de Jordan de A (en adelante JCF de A). Las submatrices ni×ni-
dimensionales

Jni
(λi) =




λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi


 , i = 1, 2, . . . , k

son los bloques de Jordan de J(A). Entonces los divisores elementales de A son los
polinomios (λ− λi)

ni , esto es, los polinomios caracteŕısticos de Jni
(λi), i = 1, . . . , k.

El problema inverso de los divisores elementales para matrices no negativas (en
adelante NIEDP) es el problema de determinar condiciones necesarias y suficientes
bajo las cuales los polinomios (λ−λ1)

n1 , (λ−λ2)
n2 , . . . , (λ−λk)

nk , n1+ · · ·+nk = n,
son los divisores elementales de una matriz A n-dimensional no negativa (véase
[24, 25, 26, 40]).

El NIEDP está muy relacionado con otro problema, el problema inverso de valores
propios para matrices no negativas (en adelante NIEP), que es el problema de deter-
minar condiciones necesarias y suficientes para que una lista de números complejos
Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} sea el espectro de una matriz A no negativa n × n. Si existe
una matriz no negativa A con espectro Λ, decimos que Λ es realizable y que A es la
matriz de la realización. Ambos problemas, el NIEDP y la NIEP siguen sin resolverse
(el NIEP ha sido resuelto sólo por n ≤ 4). Un número de condiciones suficientes o
criterios de realizabilidad para la existencia de una solución para el NIEP han sido
obtenidos por muchos autores. En contraste, sólo unos pocos trabajos se conocen
acerca de la NIEDP [24, 25, 26, 40, 7, 8, 45].

Una matriz A = (aij)
n
i,j=1 se dice sumas filas γ si todas sus filas suman la misma

constante γ, es decir
n∑

j=1

aij = γ, i = 1, . . . , n. El conjunto de todas las matrices

con sumas fila igual a γ es denotada por CSγ. Es claro que e = (1, 1, . . . , 1)T es un
autovector de cualquier matriz A ∈ CSγ, correspondiente a el autovalor γ. Una matriz
no negativa A es llamada estocástica si A ∈ CS1 y es llamada doblemente estocástica
si A,AT ∈ CS1. Una matriz A ∈ CSλ1

o A,AT ∈ CSλ1
, es llamada estocástica

generalizada o doble estocástica generalizada, respectivamente. La relevancia de las
matrices reales sumas filas constante se debe al hecho bien conocido que el problema
de encontrar una matriz no negativa con espectro Λ = {λ1, . . . , λn} es equivalente a
encontrar una matriz no negativa CSλ1

con espectro Λ.

En [24], Minc prueba el siguiente resultado:

Teorema 4.1.1. [24] Dada una matriz A positiva diagonalizable (positiva diagona-
lizable doblemente estocástica), existe una matriz positiva (positiva doblemente es-
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tocástica) con el mismo espectro que A, y con divisores elementales arbitrariamen-
te prescritos, tal que los divisores elementales correspondientes a valores propios no
reales ocurren en pares conjugados.

El Teorema 4.1.1 también vale para matrices positivas diagonalizables estocásticas
generalizadas (positiva diagonalizable doblemente estocástica generalizada). Usual-
mente en el NIEDP, en lugar de una matriz positiva diagonalizable estocástica gene-
ralizada (diagonalizable positiva doble estocástica generalizada), se nos da una lista
de polinomios

(λ− λ1), (λ− λ2)
n2 , . . . , (λ− λk)

nk , , n2 + · · ·+ nk = n− 1,

o una lista de números complejos Λ = {λ1, λ2, . . . , λn}, de las cuales queremos cons-
truir una matriz no negativa o positiva estocástica generalizada o doblemente es-
tocástica generalizada con los polinomios dados como sus divisores elementales. En
este caṕıtulo nosotros mostramos como construir una matriz positiva diagonaliza-
ble doblemente estocástica con espectro prescrito Λ. Entonces, por el Teorema 4.1.1,
podemos garantizar la existencia de una matriz positiva doblemente estocástica ge-
neralizada con espectro Λ y con divisores elementales arbitrariamente prescritos, y
también podemos construir la matriz. En este sentido, nuestros resultados pueden ser
vistos como un complemento útil del Teorema 4.1.1. La condición de positividad es
esencial para la prueba del Teorema 4.1.1 y no se sabe si el resultado se mantiene sin
esta condición (ver [26]). Aqúı mostramos, que bajo ciertas restricciones simples, la
condición de positividad podra relajarse a no negatividad. Aśı, podemos caracterizar
la lista Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} de números complejos, que son el espectro de una matriz
doblemente estocástica no negativa para cada una de los posibles JCF asociadas con
Λ. Nuestros resultados generan un procedimiento algoŕıtmico para calcular la matriz
solución.

El siguiente resultado de perturbación, debido a Rado e introducido por Perfect en
[29], muestra cómo cambiar r autovalores de una matriz n×n, v́ıa una perturbación de
rango r, sin cambiar los restantes n−r autovalores. Este resultado se ha empleado con
éxito en relación con el NIEP, para derivar condiciones suficientes para la existencia
y construcción de matrices no negativas con espectro prescrito(ver [29, 39]):

Teorema 4.1.2. Rado [29] Sea A una matriz arbitraria n×n dimensional con espectro
Λ = {λ1, . . . , λn}. Sea X = [x1 | · · · | xr] tal que rank(X) = r y Axi = λixi, i =
1, . . . , r, r ≤ n. Sea C una matriz arbitraria r × n dimensional. Entonces A + XC
tiene autovalores µ1, . . . , µr, λr+1, . . . λn, donde µ1, . . . , µr son autovalores de la matriz
Ω + CX con Ω = diag{λ1, . . . , λr}.

El caso r = 1 en el Teorema 4.1.2, constituye el conocido Teorema de Brauer [4,
Theorem 27], también empleado con éxito en relación al NIEP(ver [28, 36, 43]).



4. Matrices generalizadas doblemente estocásticas no negativas con
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Teorema 4.1.3. [4] Sea A una matriz arbitraria n× n dimensional con autovalores
λ1, λ2, . . . , λn. Sea v un autovector A correspondiente a λk y sea q cualquier vec-
tor n-dimensional. Entonces la matriz A + vqT tiene autovalores λ1, . . . , λk−1, λk +
vTq, λk+1, . . . , λn.

Necesitamos también el siguiente resultado de [40]:

Lema 4.1.1. [40] Sea A ∈ CSλ1
con JCF J(A) = S−1AS. Sea qT = (q1, . . . , qn) y

λ1 +
n∑

i=1

qi 6= λi, i = 2, . . . , n. Entonces A+ eqT tiene JCF J(A) +

(
n∑

i=1

qi

)
E11. En

particular, si
n∑

i=1

qi = 0, A y A+ eqT son similares.

En [40, 45], mediante el uso de los resultados de perturbación de Brauer y Rado,
los autores obtuvieron condiciones suficientes constructivas para la existencia de una
matriz no negativa y positiva con sumas fila constante y divisores elementales pres-
critos. La novedad en este trabajo es que, utilizando los resultados de perturbación
de Brauer y Rado podemos construir matrices no negativas (positivas) doblemente
estocásticas con divisores elementales prescritos.

Aśı, en este caṕıtulo damos condiciones suficientes para la existencia y construc-
ción de una matriz no negativa (positiva) doblemente estocástica generalizada con
divisores elementales prescritos. En particular, en la sección 2, aplicando la perturba-
ción de Brauer, mostramos como transformar una matriz estocástica generalizada con
divisores elementales dados en una matriz no negativa (positiva) doblemente estocásti-
ca, sin cambiar los divisores elementales. En la sección 3, aplicando la perturbación
de Rado, mostramos como construir una matriz no negativa (positiva) doblemente
estocástica generalizada con divisores elementales prescritos. En la sección 4, carac-
terizamos listas Λ = {λ1, . . . , λn} de números complejos, los cuales son el espectro
de una matriz no negativa doblemente estocástica generalizada para cada una de las
posibles JCF asociados con Λ. Finalmente, en la sección 5, damos algunos ejemplos
que ilustran estos resultados.

4.2. Teorema de Brauer para matrices doblemente

estocásticas generalizadas

En esta sección consideramos una lista de números complejos Λ = {λ1, λ2, . . . , λn}
y mostramos como construir una matriz no negativa doblemente estocástica gene-
ralizada con espectro Λ y divisores elementales prescritos. Hasta ahora, el resultado
de perturbación de Brauer (Teorema 4.1.3) ha sido explotado con éxito para obte-
ner condiciones para la existencia de matrices estocásticas generalizadas no negativas
con espectro y divisores elementales prescritos (ver [40, 45]). La novedad aqúı es que
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es posible aplicar el resultado de Brauer para transformar una matriz estocástica
generalizada, con divisores elementales dados, en una matriz no negativa (positiva)
doblemente estocástica generalizada, a expensas de aumentar o disminuir el autova-
lor de Perron λ1 a λ1 + α, pero siempre manteniendo los divisores elementales. En
particular, bajo ciertas condiciones, obtenemos a partir de una matriz A estocástica
generalizada, una matriz no negativa doblemente estocástica generalizada con los mis-
mos divisores elementales que A (siendo cero el incremento del autovalor de Perron).
Esto es lo que afirma el siguiente resultado.

Teorema 4.2.1. Sea Λ = {λ1, . . . , λn} una lista de números complejos, con Λ = Λ,
n∑

i=1

λi > 0, λ1 > |λi| , i = 2, . . . , n. donde λ1, . . . , λp son reales y λp+1, . . . , λn son

números complejos no reales, satisfaciendo

i) λ1 ≥M +
n∑

k=2

mk.

ii) λ1 > Reλk + Imλk + n(mk), k = 2, . . . , n.

iii) Reλk + Imλk − t
n
ǫ < 1

n

n∑

k=1

λk, k = 2, . . . , n.

donde

M = máx
2≤k≤n

{0,Reλk + Imλk}; mk = −mı́n{0,Reλk, Imλk, ǫ}, k = 2, . . . , n,

y ǫ < 0, con

|ǫ| ≤ mı́n { mı́n
2≤k≤p

|λk| , mı́n
p+1≤k≤n

|Imλk| ,
1

t

n∑

i=1

λi}, (4.1)

para los reales λk 6= 0, k = 2, . . . , p, o

|ǫ| ≤ mı́n { mı́n
p+1≤k≤n

|Imλk| ,
1

t

n∑

i=1

λi}, (4.2)

si λk = 0, donde λk es un cero del divisor elemental (λ − λk)
nk con nk ≥ 2, y t

es el número total de veces que ǫ aparece en JCF, en ciertas posiciones (i, i + 1),
i = 2, . . . , n− 1.
Entonces existe una matriz no negativa doblemente estocástica generalizada para cada
uno de los posibles JCF asociados con Λ.

Demostración. Sean λl reales, l = 2, . . . , p, y sea xh = Reλh and yh = Imλh, h =
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p+ 1, . . . , n− 1. Consideramos la matriz A ∈ CSλ1
,

A =




λ1
...

. . .

λ1 − λl − ǫ λl ǫ

λ1 − λl λl
. . .

...
. . . . . .

λ1 − xh − yh xh yh
λ1 − xh + yh − ǫ −yh xh ǫ
λ1 − xh − yh xh yh
λ1 − xh + yh −yh xh

...
. . .

λ1 − xn−1 + yn−1 −yn−1 xn−1




,

la cual tiene la JCF deseada. Primero, por el Teorema de Brauer 4.1.3 transformamos
A a una matriz no negativa A′ ∈ CSλ1

. Sea

rk = mk, k = 2, . . . , n and

rT =

(
−

n∑

k=2

rk, r2, r3, . . . , rn

)
.

Entonces por la condición i), la matriz A′ = A + erT es no negativa con sumas fila
igual a λ1, y por el Lema 4.1.1, este tiene los mismos divisores elementales que A.
Ahora con el fin de que A′ sea transformada en una matriz no negativa doblemente
estocástica, definimos

qT =

(
−

n∑

k=2

qk, q2, q3, . . . , qn

)
,

con

qk =
1

n
(λ1 − Reλk − Imλk − nrk − ǫ)

si la kth columna de A tiene ǫ arriba Imλk o arriba del real λk, y

qk =
1

n
(λ1 − Reλk − Imλk − nrk), k = 2, . . . , n,

en otro caso. Sea B = A′ + eqT . Entonces por el Lema 4.1.1 todav́ıa, B tiene los
mismos divisores elementales que A′ (los cuales son los mismos que A). Por ii) es
claro que todas las entradas B, a partir de la columna 2 hasta n, son no negativas.
Para las entradas en la primera columna de B, en la posición (1, 1), tenemos que a
partir de (4.1) o (4.2), y asumiendo que ǫ aparece un total de t veces en la posición
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(i, i+ 1), se tiene que

λ1 −
n∑

k=2

rk −
n∑

k=2

qk = λ1 −
n∑

k=2

rk −
1

n

n∑

k=2

(λ1 − Reλk − Imλk − nrk) +
1

n
tǫ

=
1

n
(

n∑

k=1

λk + tǫ) ≥ 0.

En la posición (k, 1), k = 2, . . . , n, tenemos que por la condición iii)

λ1 − Reλk − Imλk −
n∑

k=2

rk −
n∑

k=2

qk =
1

n
(

n∑

k=1

λk + tǫ)− Reλk − Imλk ≥ 0.

Aśı, todas las entradas en B son no negativas. Ahora mostremos que B,BT ∈ CSλ1
:

Es claro que B ∈ CSλ1
: Be = (A′+eqT )e = λ1e. Las entradas de la primera columna

de B, con ǫ apareciendo t veces en las posiciones (i, i+ 1) en la JCF deseada suman

nλ1 −
n∑

k=2

λk − n

n∑

k=2

rk − n

n∑

k=2

qk − tǫ

= nλ1 −
n∑

k=2

λk − n

[
1

n

n∑

k=2

(λ1 − Reλk − Imλk)−
t

n
ǫ

]
− tǫ

= nλ1 −
n∑

k=2

λk −
[
(n− 1)λ1 −

n∑

k=2

λk − tǫ

]
− tǫ (4.3)

= λ1.

Finalmente, es claro que por la definición de qk, las entradas de las columnas de 2 a
n suman también λ1.

Observación 1. Observamos que si la matriz A, en el Teorema 4.2.1, es diagona-
lizable, entonces para el Teorema 4.2.1, podemos construir una matriz positiva dia-
gonalizable doblemente estocástica generalizada Λ, y entonces por el Teorema 4.1.1
podemos garantizar la existencia de una matriz positiva doblemente estocástica ge-
neralizada con divisores elementales arbitrariamente prescritos. En otras palabras,
cualquier lista Λ = {λ1, . . . , λn}, la cual es realizable por el Teorema 4.2.1, por una
matriz positiva diagonalizable doblemente estocástica generalizada, da lugar a una ma-
triz positiva doblemente estocástica generalizada para cada una de las posibles JCF
asociadas a Λ.

Para una lista Λ = {λ1, . . . , λn} de números reales, tenemos el siguiente corolario.
Observe que en este caso

M = máx
2≤k≤n

{0, λk}; mk = −mı́n{0, λk, ǫ}, k = 2, . . . , n.
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Corolario 4.2.1. Sea Λ = {λ1, . . . , λn} una lista de números reales, con λ1 > λ2 ≥

. . . ≥ λn,

n∑

i=1

λi > 0, λ1 > |λi| , i = 2, . . . , n.

If

i) λ1 ≥ máx
2≤k≤n

{0, λk} −
∑

2≤k≤n

mı́n{0, λk, ǫ}

ii) λ1 > máx
2≤k≤n

{λk + nmk}

iii) λk <
1
n

(
n∑

i=1

λi + tǫ

)
, k = 2, . . . , n,

entonces existe una matriz no negativa doblemente estocástica generalizada, con es-
pectro Λ, y divisores elementales arbitrariamente prescritos.

Corolario 4.2.2. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista real del tipo Suleimanova, esto
es, una lista con

λ1 > 0 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn.

Si
n∑

i=1

λi > 0 y λ1+(n−1)λn ≥ 0, entonces existe una matriz no negativa doblemente

estocástica generalizada con espectro Λ y con divisores elementales arbitrariamente
prescritos.

Los siguientes resultados dan información para responder la siguiente pregunta: ¿Cuál
es el incremento en el autovalor de Perron λ1 de una matriz A no negativa estocástica
generalizada, con divisores elementales prescritos, necesario para obtener una matriz
B no negativa doblemente estocástica generalizada, con los mismos divisores elemen-
tales que A? Una primera aproximación es:

Teorema 4.2.2. Sea A = (aij)
n
i,j=1 una matriz no negativa estocástica generalizada

con espectro Λ = {λ1, λ2, . . . , λn}, y autovalor de Perron λ1, con divisores elementales

(λ− λ1), (λ− λ2)
n2 , . . . , (λ− λk)

nk , , n2 + · · ·+ nk = n− 1.

Entonces Λα = {λ1 + α, λ2, . . . , λn}, donde

α = máx
1≤k≤n

n∑

i=1

aik − λ1,

es el espectro de una matriz no negativa doblemente estocástica generalizada con los
mismos divisores elementales que A para λk 6= λ1.

Demostración. Sea A = (aij)
n
i,j=1 ∈ CSλ1

y

ck =
n∑

i=1

aik with c0 = máx
1≤k≤n

ck.
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Observe que c0 ≥ λ1. Entonces podemos asumir, sin perdida de generalidad, que c0 >
λ1, en otro caso A es uma matriz no negativa doblemente estocástica generalizada.
Sea

qT = (q1, q2, . . . , qn) , with qk =
1

n
(c0 − ck) , k = 1, . . . , n.

Observe que
n∑

k=1

ck = nλ1. Puesto que qk ≥ 0, A + eqT ≥ 0. Es claro que todas las

columnas de A + eqT suman c0, y todas las filas de A + eqT suman λ1 +
n∑

k=1

qk =

λ1+ c0−λ1 = c0. Entonces α = c0−λ1. Finalmente, por el Lema 4.1.1, A+eqT tiene
los mismos divisores elementales que A para λk 6= λ1.

El Teorema 4.2.2 da α > 0. Aśı para obtener una matriz no negativa doblemente
estocástica generalizada, en este caso tenemos que aumentar el autovalor de Perron
λ1 a λ1 + α. Sin embargo, tambien es posible disminuir λ1, y todavia obtener una
matriz no negativa doblemente estocástica generalizada, como muesra el siguiente
ejemplo. Sea

A =



3 2 1
2 2 2
6 0 0


 con espectro {6,−1

2
+

√
7

2
i,−1

2
−
√
7

2
i}.

Entonces c0 = 11, α = c0 − λ1 = 5, y

A+ eqT = A+ e

(
0,
7

3
,
8

3

)
=



3 13

3
11
3

2 13
3

14
3

6 7
3

8
3




es doblemente estocástica con autovalor de Perron 11. Pero el siguiente resultado
mostrará que es posible tomar α = −1.
Teorema 4.2.3. Sea A = (aij)

n
i,j=1 una matriz no negativa estocástica generalizada

con espectro Λ = {λ1, λ2, . . . , λn}, con autovalor de Perron λ1, y divisores elementales

(λ− λ1), (λ− λ2)
n2 , . . . , (λ− λk)

nk , , n2 + · · ·+ nk = n− 1.

Entonces Λα = {λ1 + α, λ2, . . . , λn}, donde α = máx{α1, α2}, con

i) α1 ≥ máx
2≤k≤n

n∑

i=1

aik − λ1

(4.4)

ii) α2 ≥
n∑

k=2

(λ1 −
n∑

i=1

aik)− n mı́n
1≤i≤n

ai1,

es el espectro de una matriz doblemente estocástica generalizada con los mismo divi-
sores elementales que A para λk 6= λ1.
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Demostración. Sea A ∈ CSλ1
y

B = A+ αeeT1 =




α + a11 a12 · · · a1n
α + a21 a22 · · · a2n

...
...

...
...

α + an1 an2 · · · ann


 .

Es claro que B ∈ CSλ1+α es no negativa. Sea

qk =
1

n

(
λ1 + α−

n∑

i=1

aik

)
, k = 2, . . . , n

qT =

(
−

n∑

k=2

qk, q2, . . . , qn

)
.

Entonces

B + eqT =




α + a11 −
n∑

k=2

qk a12 + q2 · · · a1n + qn

α + a21 −
n∑

k=2

qk a22 + q2 · · · a2n + qn

...
...

...
...

α + an1 −
n∑

k=2

qk an2 + q2 · · · ann + qn




.

Por (4.4) i), qk ≥ 0 para k = 2, . . . , n, y por (4.4) ii), tenemos

α + mı́n
1≤i≤n

ai1 −
n∑

k=2

qk ≥ 0.

Aśı, B+eqT es no negativa y por el Lema 4.1.1 tiene los mismos divisores elemen-
tales que B. Además (B + eqT )e = (λ1 + α)e, y por la forma en que hemos definido
los qk, las entradas de B+ eqT , en las columnas de 2 a n suman λ1+α. Las entradas
de la primera columna de B + eqT suman

nα +
n∑

i=1

ai1 − n

n∑

k=2

qk = nα +
n∑

i=1

ai1 −
n∑

k=2

(
λ1 + α−

n∑

i=1

aik

)

= nα− (n− 1)(λ1 + α) +
n∑

i=1

ai1 +
n∑

k=2

n∑

i=1

aik

= nα− (n− 1)(λ1 + α) + nλ1

= λ1 + α.
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Aśı, para el ejemplo anterior tenemos:

A =



3 2 1
2 2 2
6 0 0


 , α1 = 4− 6 = −2, α2 = 2 + 3− 6 = −1.

Entonces α = −1 y

B = A− eeT1 =



2 2 1
1 2 2
5 0 0


 , qT = (−1, 1

3
,
2

3
), con

B + eqT =



1 7

3
5
3

0 7
3

8
3

4 1
3

2
3


 ∈ CS5 es doblemente estocástica

y tiene espectro {5,−1
2
+
√
7
2
i,−1

2
−
√
7
2
i}. Observamos que la selección de α es óptima

solo desde el punto de vista del Teorema 4.2.1.

4.3. El Teorema de Rado para matrices doblemen-

te estocásticas generalizadas

Teorema 4.3.1. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos Λ = Λ,
n∑

i=1

λi > 0, λ1 > |λi| , i = 2, . . . , n. Supongase que existe una partición Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪

· · · ∪ Λp0 con

Λ0 = {λ01, λ02, . . . , λ0p0}, λ01 = λ1

Λk = {λk1, λk2, . . . , λkpk}, pk = p, k = 1, . . . , p0,

donde las listas Λk, k = 1, . . . , p0, tienen el mismo cardinal pk = p, de tal forma que:
i) Para cada k = 1, . . . , p0, existe una lista

Γk = {ωk, λk1, . . . , λkpk}, 0 < ωk < λ1

el cual es realizable por una matriz no negativa (positiva)Ak, con Ak, A
T
k ∈ CSωk

, y
con divisores elementales prescritos

(λ− ωk), (λ− λk1)
nk1 , . . . , (λ− λkj)

nkj , nk1 + · · ·+ nkj = pk,

y
ii) existe una matriz B = (bij)

p0
i,j=1 no negativa (positiva) tal que B,BT ∈ CSλ1

, con
espectro Λ0 y entradas diagonales ω1, ω2, . . . , ωp0 .
Entonces existe una matriz A no negativa (positiva), tal que A,AT ∈ CSλ1

, con
espectro Λ y con divisores elementales prescritos asociados a las listas Λk.
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Demostración. Por i) definimos

M =




A1

A2

. . .

Ap0


 ,

donde Ak es tal que Ak, A
T
k ∈ CSωk

es no negativa (positiva), con espectro Γk y
divisores elementales prescritos asociados a la lista Γk. Por ii), Sea C = B−Ω, donde
Ω = diag = {ω1, ω2, . . . , ωp0}, y sea X = [x1 | · · · | xp0 ] la matriz cuyas columnas son
autovectores normalizados de M correspondientes a los autovalores ω1, ω2, . . . , ωp0 ,
respectivamente. Observe que xk, k = 1, . . . , p0, es no negativa con entradas 1√

p
y

ceros,

xT
k =


0, . . . , 0,

1√
p
, . . . ,

1√
p︸ ︷︷ ︸

p times

, 0, . . . , 0


 .

Sea C̃ = CXT . Entonces

XC̃ = XCXT =
1

p




0 B12 · · · B1p0

B21 0
. . . B2p0

...
. . . . . .

...
Bp01 · · · Bp0,p0−1 0




donde

Bij =




bij bij bij
. . . bij

bij bij bij
. . . bij

...
...

...
. . .

...
bij bij bij · · · bij




es positiva con 1
p
Bij ∈ CSbij . Entonces por el Teorema 4.1.2, A = M + XC̃ es no

negativa (positiva) con espectro Λ. Además,

Ae = (M +XCXT )e =




ω1
...
ω1
...

ωp0
...

ωp0




+




λ1 − ω1
...

λ1 − ω1
...

λ1 − ωp0
...

λ1 − ωp0




= ATe = λ1e.
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Entonces A = M + XC̃ es una matriz n × n no negativa (positiva) doblemente
estocástica generalizada, con divisores elementales prescritos asociados a la lista Λk.

Para aplicar el Teorema 4.3.1 necesitamos una matriz no negativa B (positiva) p0×p0
generalizada doblemente estocástica con espectro Λ0 y entradas diagonales ω1, . . . , ωp0 .
Para p0 = 2, la matriz no negativa (positiva) doblemente estocástica generalizada es
necesariamente simétrica, con ω1 = ω2 y autovalores λ1, λ2 = 2ω1 − λ1,

B =

[
ω1 λ1 − ω1

λ1 − ω1 ω1

]
.

Para el caso p0 = 3 tenemos la siguiente condición suficiente:

Lema 4.3.1. Sea λ = (λ1, λ2, λ3) y ω = (ω1, ω2, ω3) con λ1 > |λi| , i = 2, 3, y
λ1 ≥ ω1 ≥ ω2 ≥ ω3 ≥ 0. Si

i) (λ2 − λ3)
2 ≤ 4

[
(ω1 − ω2)

2 + (ω1 − ω2)(ω2 − ω3) + (ω2 − ω3)
2
]

ii) λ1 − ω1 − y ≥ 0

iii) ω3 − ω2 + y ≥ 0,

donde

y =
1

2
(λ1 − ω1 + ω2 − ω3) +

1

6

√
3
√

α− (λ2 − λ3)2, con

α = 4
[
(ω1 − ω2)

2 + (ω1 − ω2)(ω2 − ω3) + (ω2 − ω3)
2
]
,

entonces existe una matriz B 3 × 3 no negativa (positiva) doblemente estocástica
generalizada con autovalores λ1, λ2, λ3 y entradas diagonales ω1, ω2, ω3.

Demostración. Consideremos la matriz

B =




ω1 λ1 − ω1 − y y
ω3 − ω2 + y ω2 λ1 − ω3 − y

λ1 − ω1 + ω2 − ω3 − y ω1 − ω2 + y ω3


 . (4.5)

Claramente B,BT ∈ CSλ1
con las entradas diagonales prescritas. Por ii) se sigue que

λ1−ω3− y ≥ 0 y λ1−ω1+ω2−ω3− y ≥ ω2−ω3 ≥ 0. Por iii) ω3−ω2+ y ≥ 0, y por
i) y ≥ 0 y entonces ω1 − ω2 + y ≥ 0. Aśı, B es no negativa. Finalmente un simple
cálculo algebraico muestra que B tiene los autovalores prescritos.

El siguiente resultado da también información acerca del incremento necesario en el
autovalor de Perron λ1, para obtener una matriz no negativa doblemente estocástica
generalizada sin cambiar los divisores elementales asociados a λk 6= λ1, desde el punto
de vista del Teorema 4.3.1.
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Teorema 4.3.2. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos con Λ = Λ,
n∑

i=1

λi > 0, λ1 > |λi| , i = 2, . . . , n. Supóngase que existe una partición Λ = Λ0 ∪ Λ1 ∪

· · · ∪ Λp0 con

Λ0 = {λ01, λ02, . . . , λ0p0}, λ01 = λ1

Λk = {λk1, λk2, . . . , λkpk}, pk = p, k = 1, . . . , p0,

donde las lista Λk, k = 1, . . . , p0, tiene el mismo cardinal pk = p, de tal manera que:
i) para cada k = 1, . . . , p0, existe una lista Γk = {ωk, λk1, . . . , λkpk}, 0 < ωk < λ1,
el cual es realizable por una matriz no negativa Ak ∈ CSωk

con divisores elementales
prescritos

(λ− ωk), (λ− λk1)
nk1 , . . . , (λ− λkj)

nkj , nk1 + · · ·+ nkj = pk,

y existe una lista Γk,αk
= {ωk+αk, λk1, . . . , λkpk}, la cual es realizable por una matriz

no negativa doblemente estocástica generalizada Ak,αk
, con divisores elementales

(λ− ωk − αk), (λ− λk1)
nk1 , . . . , (λ− λkj)

nkj , nk1 + · · ·+ nkj = pk.

ii) Existe una matriz B ∈ CSλ1
, p0 × p0 no negativa con espectro Λ0 y entradas

diagonales ω1, ω2, . . . , ωp0 y existe una matriz Bα, p0 × p0 no negativa doblemente
estocástica generalizada con espectro Λ0,α = {λ1 + α, λ02, . . . , λ0p0} y entradas diago-
nales ω1 + α1, ω2 + α2, . . . , ωp0 + αp0 .
Entonces Λα = {λ1 + α, λ2, . . . , λn} es el espectro de una matriz Aα, n× n no nega-
tiva doblemente estocástica generalizada con espectro Λα, y con divisores elementales
asociados a las listas Λk.

Demostración. Por i) seaM = A1,α1
⊕A2,α2

⊕· · ·⊕Ap0,αp0
, la cual tiene el espectro

p0∑

k=1

Γk,αk
.

Por ii) sea C = Bα − Ωα, donde Ωα = diag{ω1 + α1, . . . , ωp0 + αp0}, y sea X = [x1 |
· · · | xp0 ] la matriz cuyas columnas son los autovectores normalizados de M corres-
pondientes a los autvalores ω1 + α1, . . . , ωp0 + αp0 , respectivamente. Además, por ii)

tenemosλ1 + λ02 + · · · + λ0p0 = ω1 + ω2 + · · · + ωp0 . Entonces α =

p0∑

k=1

αk y por el

Teorema 4.3.1, Aα = M +XCXT es no negativa generalizada doblemente estocástica
con espectro Λα y con los divisores elementales prescritos asociados a las listas Λk.

4.4. Mas sobre matrices estocásticas y doblemente

estocásticas

Comenzamos esta sección con el siguiente Lema:
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Lema 4.4.1. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos, la cual es
realizable por una matriz no negativa doblemente estocástica generalizada. Entonces
para todo ǫ > 0, la lista

Λǫ = {λ1 + ǫ, λ2, . . . , λn}
es realizable por una matriz positiva doblemente estocástica generalizada.

Demostración. Sea A una matriz no negativa doblemente estocástica generalizada
con autovalor de Perron λ1. Sea qT = ( ǫ

n
, . . . , ǫ

n
). Entonces es claro que A + eqT es

positiva. Además,

(A+ eqT )e = Ae+ qTee = λ1e+ǫe = (λ1+ǫ)e and

(A+ eqT )Te = ATe+ qeTe = λ1e+nq = λ1e+ǫe = (λ1+ǫ)e.

En [2] y [21], los autores muestran que si A es una matriz no negativa irreducible
con una columna o fila positiva, entonces A es similar a una matriz positiva. El
siguiente resultado caracteriza listas de números complejos, que resuelven el NIEDP.
Esto es, listas Λ = {λ1, . . . , λn} las cuales son realizables por una matriz no negativa
estocástica generalizada para cada posible JCF asociado con Λ.

Teorema 4.4.1. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos con Λ = Λ,
n∑

i=1

λi > 0, λ1 > |λi| , i = 2, . . . , n. Sea

M = máx
2≤k≤n

{0,Reλk + Imλk};

mk = −mı́n{0,Reλk, Imλk, }, k = 2, . . . , n.

Entonces, si

λ1 > M +
n∑

k=2

mk, (4.6)

existe una matriz positiva estocástica generalizada con espectro Λ, para cada posible
JCF asociado con Λ.

Demostración. Sea A ∈ CSλ1
la matriz inicial en el Teorema 4.2.1, con JCF diagonal.

Puesto que (4.6) vale, podemos tomar rk > 0, k = 2, . . . , n, de tal manera que las
entradas de la primera fila y primera columna de A + erT son positivas. Entonces
A+erT es diagonalizable irreducible no negativa estocástica generalizada. Por lo tanto,
a partir del resultado en [2], mencionado anteriormente, B = A+erT es similar a una
matriz diagonalizable positiva estocástica generalizada, y por el Teorema 4.1.1, existe
una matriz positiva estocástica generalizada con espectro Λ y divisores elementales
arbitrariamente prescritos asociados a Λ.
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Corolario 4.4.1. Sea Λ = {λ1, λ2, . . . , λn} una lista de números complejos con Λ =

Λ,
n∑

i=1

λi > 0, λ1 > |λi| , i = 2, . . . , n. Entonces, si la condiciones (4.6) y (4.4),

con desigualdades estrictas y divisores elementales, son satisfechas, existe una matriz
positiva doblemente estocástica generalizada con espectro Λ y divisores elementales
arbitrariamente prescritos asociados a Λ.

Demostración. De la demostración del Teorema 4.4.1 existe una matriz irreducible
diagonalizable no negativa estocástica generalizada B = A+erT , que es similar a una
matriz positiva estocástica generalizada C. Puesto que (4.4) vale, con desigualdad
estricta, entonces C + eqT , para un vector q apropiado, es diagonalizable positiva
doblemente estocástica generalizada, y por el Teorema 4.1.1 se sigue el resultado.

4.5. Ejemplos

Ejemplo 4.5.1. Sea Λ = {12, 5, 2, 2, 0,−1,−1,−2 + i,−2 − i}. Queremos construir
una matriz positiva A doblemente estocástica generalizada con divisores elementares

(λ− 12), (λ− 5), (λ− 2)2, λ, (λ+ 1)2, λ2 + 4λ+ 5

y por el Teorema 4.2.1, computamos las matrices positivas doblemente estocásticas
generalizadas

A1 =
1

3



10 5 6
7 11 3
4 5 12


 , A2 =

1

3




2 9 7
5 3 10
11 6 1


 , A3 =

1

3



1 5 6
7 2 3
4 5 3




con espectro Γ1,Γ2,Γ3, y divisores elementales (λ− 7), (λ− 2)2; (λ− 6), λ2 + 4λ+ 5;
y (λ− 4), (λ+ 1)2, respectivamente. Además, por el Lema 4.3.1 computamos

B =



7 1 4
2 6 4
3 5 4


 con espectro Λ0, y C =



0 1 4
2 0 4
3 5 0


 .

Finalmente

XCXT =
1

3




0 0 0 1 1 1 4 4 4
0 0 0 1 1 1 4 4 4
0 0 0 1 1 1 4 4 4
2 2 2 0 0 0 4 4 4
2 2 2 0 0 0 4 4 4
2 2 2 0 0 0 4 4 4
3 3 3 5 5 5 0 0 0
3 3 3 5 5 5 0 0 0
3 3 3 5 5 5 0 0 0



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y

A =




A1

A2

A3


+XCXT

es la matriz deseada positiva doblemente estocástica generalizada con los divisores
elementales prescritos.

Ejemplo 4.5.2. La lista

Λ = {10,−1,−1,−1,−1,−4}

no satisface el corolario 4.2.2. Sin embargo, por el Teorema 4.3.1 podemos construir
una matriz no negativa doblemente estocástica generalizada con espectro Λ y divisores
elementales

(λ− 10), (λ+ 4), (λ+ 1)2, (λ+ 1)2.

Tomamos la partición

Λ0 = {10,−4}, Γ1 = Γ2 = {3,−1,−1}.

Entonces

B =

[
3 7
7 3

]
, A1 = A2 =

1

3



0 4 5
6 1 2
3 4 2




y

A =

[
A1

A2

]
+XCXT

es no negativa doblemente estocástica generalizada con los divisores elementales pres-
critos.

Ejemplo 4.5.3. La lista Λ = {8, 1,−2,−2,−1+ i,−1− i} es el espectro de la matriz
no negativa estocástica generalizada

A =




2 0 2 2 1 1
1 1 2 2 1 1
5 0 0 1 1 1
4 0 2 0 1 1
2 0 2 2 0 2
4 0 2 2 0 0



∈ CS8,

con divisores elementales (λ−8), (λ−1), (λ+2)2, (λ2+2λ+2). ¿Cuál es el incremento
α necesario en λ1 = 8 para obtener una matriz no negativa doblemente estocástica
generalizada B con divisores elementales (λ− 8 + α), (λ− 1), (λ+ 2)2, (λ2 + 2λ+ 2)?
Por el Teorema 4.2.3-(4.4), computamos α = 4. Sea A′ = A+ 4eeT1 . Entonces

B = A′ + e(− 5,
11

6
,
1

3
,
1

2
,
4

3
, 1)
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es la matriz deseada no negativa doblemente estocástica generalizada con espectro

Λ′ = {12, 1,−2,−2,−1 + i,−1− i}

y los divisores elementales prescritos. Puesto que Λ satisface la condición (4.6) del
Teorema 4.4.1, Entonces existe una matriz estocástica generalizada con espectro Λ
para cada uno de los cuatro posibles JCF asociados a Λ. Como Λ′ satisface el corolario
4.4.1, entonces existe también una matriz positiva doblemente estocástica generalizada
con espectro Λ′. Ahora, si aplicamos el Teorema 4.3.2, tenemos la partición

Λ0 = {8, 1}, Λ1 = {−2,−2}, Λ2 = {−1 + i,−1− i}, con

Γ1 = {4,−2,−2}, Γ2 = {5,−1 + i,−1− i}, ω1 = 4, ω2 = 5.

Por el Teorema 4.2.3-(4.4) computamos la matriz no negativa doblemente estocástica
generalizada

A1,α1
=
1

3



0 7 8
9 1 5
6 7 2


 , A2,α2

=
1

3



3 7 5
3 4 8
9 4 2


 ,

donde α1 = 1, α2 = 0, con espectro Γ1,α1
= {5,−2,−2} y Γ2,α2

= {5,−1 + i,−1− i}.
También computamos

B =

[
5 4
4 5

]

con espectro {λ1 + α, 1} = {9, 1} y entradas diagonales ω1 + α1 = 5 y ω2 + α2 = 5.
Entonces [

A1,α1

A2,α2

]
+XCX

es no negativa doblemente estocástica generalizada con espectro

Λα = {9, 1,−2,−2,−1 + i,−1− i}

y divisores elementales (λ− 9), (λ− 1), (λ+ 2)2, λ2 + 2λ+ 2.



Caṕıtulo 5

Familia de matrices con espectro y

divisores elementales prescritos

Es sabido que si una lista de números complejos Λ = {λ1, λ2, ..., λn} es realizable
por una matriz A no negativa, entonces esta es realizable por otras matrices no negati-
vas diferentes a A (es suficiente considerar PAP T , con P una matriz de permutación).
En este caṕıtulo, con ayuda de los resutaldos de perturbación de Brauer [4] y Rado
[29], lograremos construir una familia de matrices que realizan una lista Λ ⊂ C. En la
sección 2, construimos una familia de matrices no negativas con divisores elementales
prescritos. En la sección 3 damos una condición suficiente para que el problema de
asignamiento de polos de sistemas multi-entradas y multi-salidas para matrices no
negativas, tenga una solución.

5.1. Perturbaciones de rango r

En esta sección re-escribimos nuevamente los Teoremas de Brauer y Rado [4, 29],
con una notación adecuada para la eficiente lectura del caṕıtulo.

Teorema 5.1.1. [4] Asumimos lo siguiente:

i) Sea A ∈ Cn×n una matriz arbitraria con σ(A) = {λ1, ..., λn};
ii) Sea u ∈ Cn un autovector de A asociado con el autovalor λ1;

iii) Sea v ∈ Cn un vector arbitrario.

Entonces σ(A+ uvT ) = {λ1 + vtu, λ2, ..., λn}.

Teorema 5.1.2. [29] Sea r ≤ n. Asumimos lo siguiente:

i) Sea A ∈ Cn×n una matriz arbitraria con σ(A) = {λ1, ..., λn};
ii) Sea U = [u1 | ... | ur] ∈ Cn×r una matriz de rango r tal que Aui = λiui para

cada i = 1, ..., r;

47
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iii) Sea V = [v1 | ... | vr] ∈ Cn×r una matriz arbitraria;

iv) Sea Ω = diag(λ1, ..., λr) ∈ Cr×r

Entonces σ(A+ UV T ) = σ(Ω + V TU) ∪ {λr+1, ..., λn}

El siguiente es un resultado principal.

Corolario 5.1.1. Asumimos que r ≤ n y que se cumple lo siguiente:

i) Sea A ∈ Cn×n una matriz arbitraria con σ(A) = {λ1, ..., λn};
ii) Sea U = [u1 | ... | ur] ∈ Cn×r una matriz de rango r tal que Aui = λiui para

cada i = 1, ..., r;

iii) Sea W = [w1 | ... | wr] ∈ Cn×r una matriz tal que W TU = Ir;

iv) Sea C ∈ Cr×r una matriz arbitraria y sea Ω = diag{λ1, ..., λr} ∈ Cr×r.

Entonces σ(A+ UCW T ) = σ(Ω + C) ∪ {λr+1, ..., λn}.

Demostración. Si tomamos V = WCT en el teorema de Rado, entonces Ω + V TU =
Ω+ C y A+ UV T = A+ UCW T .

La ventaja de este resultado respecto de los teoremas 5.1.1 y 5.1.2, es que permite
contruir una familia de matrices con espectro prescrito puesto que el conjunto de
autovalores {µ1, µ2, ..., µr} de Ω+C no depende de la matrizW . Esto es, para cualquier
W tal que W TU = Ir, nosotros podemos construir una nueva matriz A+UCW T con
el espectro deseado {µ1, ..., µr, λr+1, ..., λn}.

Corolario 5.1.2. Asumimos lo siguiente:

i) Sea S = [sij]
r
i,j=1 ∈ Cr×r una matriz arbitraria con σ(S) = {ρ1, ..., ρs}.

ii) Para i = 1, ..., r sea Ai ∈ Cni×ni una matriz arbitraria con un autovalor sii.

iii) Para cada i = 1, ..., r sea ui ∈ Cni un autovector de Ai tal que Aui = siiui.

iv) Para cada i = 1, ..., r sea wi ∈ Cni un vector tal que wT
i ui = 1.

Entonces la matriz




A1 s12u1w
T
2 · · · s1ru1w

T
r

s21u2w
T
1 A2 · · · s2ru2w

T
r

...
...

. . .
...

sr1urw
T
1 sr2urw

T
2 · · · Ar


 (5.1)

tiene espectro {σ(A1)− {s11}} ∪ ... ∪ {σ(Ar)− {srr}} ∪ {ρ1, ..., ρr}.
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Demostración. Vamos a aplicar el corolario anterior. Entonces sea

A =




A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Ar


 ∈ C(n1+...+nr)×(n1+...+nr);

Sea

U =




u1 0 · · · 0
0 u2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ur


 ∈ C(n1+...+nr)×r;

y observemos que para cada i = 1, ..., r, la i-esima columna de U es un autovector de
A con autovalor sii.

Sea

W =




w1 0 · · · 0
0 w2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · wr


 ∈ C(n1+...+nr)×r,

observamos que W TU = Ir.
Sea

C =




0 s12 · · · s1r
s21 0 · · · s2r
...

...
. . .

...
sr1 sr2 · · · 0


 .

Entonces, del Corolario 5.1.1, A + UCW T tiene espectro {ρ1, ..., ρr} ∪ {σ(A) −
{s11, ..., srr}}.

Los precedentes de este resultado se pueden encontrar en el art́ıculo de Perfect
[29], quien usó el Teorema de Rado para derivar un criterio de realizabilidad para el
RNIEP. Ese criterio fué extendido en [39] y aplicado mas tarde en el caso complejo
[42, 44].

Corolario 5.1.3. Sea A ∈ CSλ1
una matriz positiva con espectro Λ = {λ1, λ2, ..., λn}.

Entonces, existe un vector ω = (ω1, ..., ωn)
T tal que A+eωT da una familia de matrices

no negativas con espectro Λ.

Demostración. Es suficiente tomar ω con
∑n

i=1 ωi = 0.
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Ejemplo 5.1.1. Sea

A =




1
4

17
4

1
4

5
4

17
4

1
4

1
4

5
4

1
4

13
4

1
4

9
4

1
4

13
4

9
4

1
4


 ∈ CS6.

A tiene espectro Λ = {6, 1,−2,−4}. Entonces, si tomamos ω = [α, β,−β,−α], la
matriz

B = A+ eωT =




α + 1
4

β + 17
4
−β + 1

4
−α + 5

4

α + 17
4

β + 1
4

−β + 1
4
−α + 5

4

α + 1
4

β + 13
4
−β + 1

4
−α + 9

4

α + 1
4

β + 13
4
−β + 9

4
−α + 1

4




nos da, para 0 ≤ α, β ≤ 1
4
, una familia de matrices no negativas con espectro Λ.

Ejemplo 5.1.2. La matriz

A =




0 5 0 0 0
5 0 0 0 0
0 0 0 5 0
0 0 5 0 0
0 0 0 0 2




tiene autovalores {5, 5, 2,−5,−5}. Entonces

U =




1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1



,W =




α σ η
1− α −σ −η
β δ θ
−β 1− δ −θ
0 0 1




con W TU = I. Calculamos

B =



5 0 1
1 5 0
0 4 2


 , con C =



0 0 1
1 0 0
0 4 0


 .

B tiene espectro {6, 3, 3} y entradas diagonales {5, 5, 2}.
Aśı, para η = θ = σ = β = 0; 0 ≤ α, δ ≤ 1, la matriz

A+ UCW T =




η 5− η θ −θ 1
5 + η −η θ −θ 1
α −α + 1 β −β + 5 0
α −α + 1 β + 5 −β 0
4σ −4σ 4δ −4δ + 4 2




da una familia de matrices no negativas con espectro Λ = {6, 3, 3,−5,−5}.
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5.2. Problema inverso de los divisores elementales

En esta sección mostraremos como construir una familia de matrices no negativas
con divisores elementales prescritos. Aqúı utilizamos el corolario 5.1.1 para el caso no
negativo y también podemos resolver el problema inverso de divisores elementales para
una familia de matrices positivas con sumas filas constantes y espectro Λ = {λ1, ...λn}
en los siguientes casos, los cuales fueron ya resueltos para el NIEDP en [40, 45].

i) λ1 > λ2 ≥ ... ≥ λn ≥ 0,

ii) λ1 > 0 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn,

iii) Reλi ≤ 0, | Reλi |≥| Imλi | .
El siguiente Corolario del Teorema 5.1.2 es claro:

Corolario 5.2.1. Sea Λ = {λ1, λ2, ..., λn} una lista de números complejos, con Λ = Λ,
λ1 ≥ máxi | λi |, i = 2, ..., n, y

∑n

i=1 λi ≥ 0. Asumimos que existe una partición
Λ = Λ0 ∪ ... ∪ Λr, donde algunas listas Λi, i = 1, ..., r, pueden ser vaćıas, tales que

i) Sea S = [sij]
r
i,j=1 una matriz no negativa r-dimensional con espectro σ(S) =

Λ0 = {λ1, ..., λr}.
ii) Para cada i = 1, ..., r existe una matriz Ai pi-dimensional, con sumas filas cons-

tantes igual a sii y espectro Λ = {sii, λi1, λi2, ..., λipi}, y divisores elementales
prescritos asociados con Λi.

iii) Para cada i = 1, ..., r sea ui = e un autovector de Ai correspondiente a el
autovalor sii y sea U = [u1 | ... | ur].

iv) Para cada i = 1, ..., r sea wi un vector no negativo tal que wT
i e = 1.

Entonces la matriz A + UCW T , donde C = S − diag{s11, s22, ..., srr} tiene espectro
Λ y divisores elementales prescritos asociado con Λi, i = 1, ..., r.

Ejemplo 5.2.1. Sea Λ = {7, 1,−2,−2,−1 + 3i,−1 − 3i}. Queremos construir una
familia de matrices no negativas con espectro Λ y con divisores elementales (λ −
7), (λ− 1), (λ+ 2)2, λ2 + 2λ+ 10. Entonces tomamos la partición

Λ0 = {7,−1 + 3i,−1− 3i},Λ1 = {−2,−2},Λ2 = 1, Λ3 = θ,
Γ1 = {4,−2,−2},Γ2 = {1, 1},Γ2 = {0}.

Computamos la matriz

S =



4 0 3
34
7

1 8
7

0 7 0




con espectro Λ0 y entradas diagonales {4, 1, 0}, y las matrices
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A1 =



4 0 0
7 −2 −1
6 0 −2


+



1
1
1


 [−4 2 2

]
=



0 2 2
3 0 1
2 2 0




A2 =

[
1 0
0 1

]
, A3 =

[
0
]
,

con espectro Γ1,Γ2,Γ3, respectivamente. Observe que la matriz A1 tiene divisores
elementales (λ− 4)(λ+ 2)2. Sea

W =




α σ η
1− α −σ −η
0 0 0
β δ θ
−β 1− δ −θ
0 0 1



, U =




1 0 0
1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1




Entonces W TU = I, y

A =



A1

A2

A3


+ UCW T

=




3η 2− 3η 2 3θ −3θ 3
3η + 3 −3η 1 3θ −3θ 3
3η + 2 2− 3η 0 3θ −3θ 3

34
7
α + 8

7
η 34

7
− 8

7
η − 34

7
α 0 8

7
θ + 34

7
β −8

7
θ − 34

7
β 8

7
34
7
α + 8

7
η 34

7
− 8

7
η − 34

7
α 0 8

7
θ + 34

7
β 1− 8

7
θ − 34

7
β 8

7

7σ −7σ 0 7σ 7δ 7− 7δ




es una familia de matrices con espectro Λ y divisores elementales deseados. En
particular para

η = σ = θ = β = 0, 0 ≤ α, δ ≤ 1

tenemos la familia de matrices no negativas

B =




0 2 2 0 0 3
3 0 1 0 0 3
2 2 0 0 0 3

34
7
α 34

7
− 34

7
α 0 1 0 8

7
34
7
α 34

7
− 34

7
α 0 0 1 8

7

0 0 0 7δ 7− 7δ 0




con espectro Λ y divisores elementales

(λ− 7), (λ− 1), (λ+ 2), λ2 + 2λ+ 10.
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5.3. Problema no negativo de asignamiento de po-

los

En [5] los autores muestran aplicaciones del Teorema de Rado, a las técnicas de
asignamiento de polos para sistemas múltiples de entrada y salida definidos por pares
de matrices (A,B) (MIMO). En esta sección nosotros mostramos una versión de ese
resultado para matrices no negativas.

Sea A una matriz n× n, B matriz n× r con σ(A) = {λ1, λ2, ..., λn}. Sea además
{µ1, µ2, ..., µr} una lista de números. El problema de asignamiento de polos para
MIMO consiste en encontrar condiciones sobre el par A,B para la existencia de una
matriz F tal que

σ(A+BF T ) = {µ1, µ2, ..., µr, λr+1, λr+2, ..., λn}.

Presentamos el siguiente resultado

Teorema 5.3.1. Sea (A,B) un par de matrices con A n-dimensional no negativa
y B n × r-dimensional. Sea σ(A) = {λ1, λ2, ..., λn} y sea µ = {µ1, ..., µr} una lista
de números. Sea X = [α1x1 | ... | αrxr] una matriz de rango r y tal que ATxi =
λixi, i = 1, 2, ..., r. Si existe una columna bj = [b1j, b2j, ..., brj]

T de la matriz B, con
todas las entradas no negativas tal que bTj xi 6= 0, i = 1, 2, ..., r, σ(Ω+[bj | ... | bj]TX) =
{µ1, µ2, ..., µr} y

∑r

i=1 αixsi ≥ 0, s = 1, 2, ..., n, entonces existe una matriz no negativa
F tal que la matriz no negativa A+BF T tiene espectro µ1, ..., µr, λr+1, ..., λn.

Demostración. Sea la matriz n× r

CT = [bj | ... | bj] = B[ej | ... | ej],

donde ej es la jth columna de la matriz identidad de orden r. Entonces

CTXT = B[ej | ... | ej]XT

=



b1j
∑r

i=1 αix1i · · · b1j
∑r

i=1 αixni

...
. . .

...
bnj
∑r

i=1 αix1i · · · bnj
∑r

i=1 αixni


 ≥ 0

Si tomamos F T = [ej | ... | ej]XT , entonces

0 ≤ A+ CTXT = A+B[ej | ... | ej]XT = A+BF T

y por el Teorema 5.1.2 de Rado

σ(A+BF T ) = σ(A+ CTXT ) = {µ1, µ2, ..., µr} ∪ {λr+1, ...λn}
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Ejemplo 5.3.1. Consideremos (A,B) y µ = {8 +
√
19, 8−

√
19} donde

A =




0 5 1 1 0
5 0 0 0 0
0 0 0 5 4
0 0 5 0 0
1 1 0 0 2



, B =




0 0
0 0
0 0
0 4
0 1



= [b1 | b2],

con σ(A) = {6, 3, 3,−5,−5}. Computamos los autovectores de AT :

xλ=6 = [1, 1, 1, 1, 1]T ,xλ=3 = [−1
2
,−1

2
,
1

4
,
1

4
, 1]T

xλ=−5 = {[−5, 5, 0, 1, 0]T , [
35

4
,−179

20
,−7

4
, 0, 1]T}.

Puesto que b2 = [0, 0, 0, 4, 1]T , bT2 xλ=6 6= 0, y bT2 xλ=3 6= 0, podemos cambiar los
autovalores λ = 6, λ = 3 a µ1 = 8 +

√
19, 8−

√
19 respectivamente. Para hacer esto,

sea

CT = [b2 | b2] = B

[
0 0
1 1

]
= B[e2 | e2]

con

XT =

[
α1 α1 α1 α1 α1

−1
2
α2 −1

2
α2 −1

2
α2

1
4
α2 α2

]
.

Puesto que σ(Ω + [b2 | b2]TX) = {µ1, µ2}, entonces

6 + 5α1 + 3 + 2α2 = 8 +
√
19 + 8−

√
19

(6 + 5α1)(3 + 2α2)− (5α1)(2α2) = (8 +
√
19)(8−

√
19)

.

Aśı, α1 = α2 = 1.
Tomando F T = [e2 | e2]XT , nosotros tenemos que

A+BF T =




0 5 1 1 0
5 0 0 0 0
0 0 0 5 4
2 2 10 5 8
3
2

3
2

5
4

5
4

4




es no negativa con espectro

σ(A+BF T ) = σ(Ω + [e2 | e2]TBTX) ∪ {3,−5,−5}

donde

Ω + [e2 | e2]TBTX =

[
11 2
5 5

]

tiene el espectro 8 +
√
19, 8−

√
19.



Conclusiones y posible trabajo

futuro

En este trabajo se extendieron y mejoraron criterios existentes en la literatura
respecto de los problemas SNIEP, NIEDP, un problema de completación y la pregunta
de Guo para matrices simétricas no negativas. Los resultados centrales aplicados en
esta tesis son un Teorema de Rado[29] y el Teorema de Brauer[4] . Los principales
resultados de este trabajo son:

Establecimos una nueva condición suficiente para el SNIEP. En particular pa-
ra n = 5 mostramos una manera de construir matrices simétricas con espectro
prescrito, mostrando aśı que la lista Λ = {6, 1, 1,−4,−4} es realizable por una
matriz simétrica no circulante.

Respecto al problema de completación, es decir: dada dos listas Λ, D de números
reales encontrar condiciones necesarias y/o suficientes para la existencia de una
matriz estructurada con entradas diagonales D y autovalores Λ, desarrollamos
para n = 3 una condición suficiente para la existencia de una matriz no ne-
gativa doblemente estocástica con entradas diagonales y autovalores prescritos.
Para n = 4 mostramos una condición suficiente para la existencia de una matriz
simétrica no negativa con entradas diagonales y autovalores prescritos, la cual
es independiente de la condición establecida por Fiedler [10].

Mostramos avances para una solución a la pregunta de Guo [12]. En particu-
lar mostramos que si una lista Λ = {λ1, λ2, ...λn} es realizable por una matriz
simétrica no negativa reducible, entonces Λǫ = {λ1+ǫ, λ2±ǫ, λ3, ...λn} es también
simétricamente realizable por una matriz no negativa. Establecimos también que
si una lista Λ satisface los criterios de realizabilidad S1, entonces la lista Λǫ es
simétricamente realizable.

Mostramos una condición suficiente para la realizabilidad de una lista compleja
Λ, por una matriz no negativa (positiva) doblemente estocástica con divisores
elementales prescritos. Esta condición suficiente mejora criterios establecidos en
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la literatura.

Mostramos como construir una familia de matrices que realiza una lista Λ, y
establecimos una versión no negativa del problema de asignamiento de polos
(MIMO) [5].

De forma natural, en el futuro inmediato pretendemos trabajar sobre los siguientes
problemas

Encontrar una manera de construir una matriz ortogonal P tal que Py ≥ 0 y
PDP T ≥ 0, donde y, D son como en el Teorema 2.2.2.

Tratar de implementar el método de construcción del Teorema 2.3.4, para cons-
truir matrices simétricas con entradas diagonales y autovalores prescritos, con
n ≥ 5

Establecer una versión simétrica del Teorema de Rado, que permita generar una
familia de matrices simétricas no negativas que realizan una lista Λ.

Buscar una respuesta a la pregunta de Guo, para criterios de realizabilidad
particulares.
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