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Resumen

En este trabajo se estudia la influencia de la evaporacién presente en un plas-
ma no-neutral axial-simétrico, compuesto de particulas cargadas idénticas, el cual
ha sido confinado de forma imperfecta mediante un campo magnético externo,
siendo éste no nulo solamente en una region finita del espacio. Se analizan las mo-
dificaciones del comportamiento termodindmico asociado a la evaporaciéon de las
particulas a partir del estudio estadistico basado en el ensemble microcandnico.
Ademaés se tiene en cuenta el truncamiento del espectro de velocidades asociado a
la existencia de una energia umbral para el escape de las particulas de la region
de confinamiento. La configuracién méas probable que puede adoptar el sistema
se deriva de un formalismo modificado de la maximizacion de la entropia, el que
permite encontrar los diferentes observables macroscépicos asociados del sistema.

Finalmente, se realiza una comparacién de los resultados obtenidos en este
estudio tedrico con los resultados experimentales de Huang y Driscoll (Phys. Rev.
Lett. 72 (1994) 2187). En general, la incidencia de un confinamiento imperfecto
permite explicar los perfiles de distribucién de este experimento, excepto en la
region exterior de este sistema, donde es mas significativa la influencia de la pared
cilindrica conectada a tierra de la trampa de Penning, cuyo efecto dindmico no es

totalmente considerado en el modelo desarrollado en este estudio.
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Abstract

We study the evaporation effects on thermo-statistics of 2D pure non-neutral
plasma that is imperfectly confined by an external magnetic field, e.g.:, when
magnetic field is non-vanishing inside a finite region only. Statistical description of
evaporation effects are analyzed starting from a regularized microcanonical ensem-
ble that only includes those configurations where particles remain trapped inside
the confinement region. This goal is achieved introducing a truncation of velocity
spectrum that accounts for the existence of a threshold energy for particles evapo-
ration €.. These arguments naturally lead to a statistical procedure quite analogous
to maximum entropy approach, although it includes some nontrivial modifications
because of incidence of evaporation. We analyze thermodynamics of this model
system as well as the associated particles distributions. Finally, we perform a com-
parative study of our quasi-stationary profiles with experimental data obtained

from Huang & Driscoll experiment (Phys. Rev. Lett. 72 (1994) 2187).
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Esquema interior: A temperatura cero (estado fundamental), un plasma no-
neutral puro con frecuencia de rotacién w (que tiene una orientacién en el
sentido anti-horario asociada a particulas con carga positiva ¢) muestra una
distribucién axial-simétrica de densidad constante ng hasta un valor finito de
radio |r| < rp (regién gris), el llamado estado estacionario de Brillouin [5]. Por
conveniencia para la discusién posterior, se ha representado también la region
de confinamiento (cruces) con campo magnético axial homogéneo B (orientado
hacia el interior de la pdgina) y de radio R. Grafico: Dependencia del pardme-
tro de densidad np del estado fundamental versus la frecuencia de rotacién w
utilizando sus unidades caracteristicas relevantes.

La trampa de Penning cilindrica ha sido utilizada para el estudio de plasmas
no-neutrales en condiciones relativamente ideales [1, 2, 13], por ejemplo: con-
figuraciones de estados estacionarios de columnas de electrones con simetria
axial. Esta configuracién experimental no evita que los electrones escapen de la
region de confinamiento a través de la pared exterior conectada a tierra. A pesar
de este proceso disipativo, los plasmas no-neutrales son totalmente capaces de
alcanzar configuraciones casi-estacionarias de larga duracién [13], cuyo estudio
se puede realizar desde una perspectiva termo-estadistica.

Experimento de Huang y Driscoll [13]. Arriba: Esquema de aparato experimen-
tal, con las rejillas de medicién. Abajo: Perfiles de distribucién experimentales,

v los ajustes tedricos considerados por estos autores.
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1.4.

3.1.

3.2.

3.3.

Otros ajustes tedricos para el experimento de Huang-Driscoll. Arriba, los resul-
tados del estudio de Anteonodo y Tsallis [15] para diferentes valores del para-
metro ¢ de la estadistica no extensiva. Abajo, se muestra el ajuste presentado

por Cabo y colaboradores [18].

Panel a) Potencial adimensional ®(&) para diferentes valores del pardmetro
v y un valor fijo del pardmetro de integracién A = 0.5. Se puede visualizar
la existencia de un valor critico v, ~ 0.637 para v donde esta dependencia
experimenta un rapido crecimiento sin anularse para cualquier valor de £. Los
valores del parametro v sobre este valor critico corresponden a soluciones no
fisicas del sistema de ecuaciones diferenciales (2.61), por lo cual pueden ser
eliminados. Panel b) Dependencia del radio de corte £, versus el pardmetro
v para algunos valores fijos del parametro de integracion A. Estos resultados
evidencian que el valor critico v, es realmente una funcién monétona v.(\)
sobre el pardmetro de integracién A. . . . .

Mapas de contorno para la temperatura inversa 3 y el parametro de saturacion
4 (utilizando unidades caracteristicas) en el plano de los pardmetros de integra-
cién A — v obtenidos de la resolucién numérica de las ecuaciones diferenciales
(2.61). La linea negra representa el limite de los valores fisicos admisibles de los
pardmetros de integracion (A, v).

Dependencias de la energia total U y sus tres diferentes contribuciones (la ener-
gia cinética total K y energia de rotaciéon Kg, y la energia potencial electros-
tatica V') en funcién de la temperatura para valores constantes del pardmetro
de saturaciéon 6 = 0.5 (panel a) y § = 0.9 (panel b). Adicionalmente, se han
incluido las dependencias de la densidad central ng y el momento de inercia
I. Se debe notar la existencia de valores asintéticos de estas cantidades en los

limites de bajas y altas temperaturas. . . .
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3.4.

3.5.

3.6.

Panel a): Perfil de distribucién de particulas para 6 = 0.5 en diferentes valores
de temperatura. Panel interior: Dependencia de la densidad central en funcién
de la temperatura ng. Los puntos notables de esta curva corresponden a los
perfiles de distribucién mostrados en el panel principal. Panel b) Muestra las
mismas dependencias para un valor fijo del pardmetro de saturacién § = 0.90.
Es notable la tendencia, a temperatura cero, hacia el estado estacionario de
Brillouin de densidad constante para la regién 0 < r/R < 0.

Densidad de particulas del experimento de Huang-Driscoll [13]. Ambas depen-
dencias experimentales fueron re-escaladas utilizando la densidad central de
particulas n(0,¢) para t = 0.5 ms. Como queda claramente evidenciado, los dos
perfiles experimentales ilustrados se anulan para el radio r. = 0.7. Reinterpre-
tando . como el radio de la region de confinamiento, hemos incluido dos curvas
de ajuste usando distribuciones tedricas casi-estacionarias del presente modelo.
Perfil de vorticidad w(r) del estudio experimental-teérico de Rodgers y colabo-
radores [17], donde se emplearon perfiles tedricos similares a los considerados
por Huang y Driscoll [13]. Los datos experimentales muestran una desviacién
significativa en las regiones externas del sistema (sefialado con una flecha) en
comparacién con el comportamiento que tienen en las regiones centrales. Al
parecer, este efecto puede ser explicado por la atraccién que ejerce sobre los
electrones mas externos la pared cilindrica conectada a tierra en la trampa de

Penning. .
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Introduccion

Los sistemas no-extensivos comprenden diferentes tipos de sistemas fisicos, tales
como los sistemas de interaccién de largo alcance, en los cuales se puede encontrar
los plasmas no neutrales [1-10, 13-18] y los sistemas no extensivos [19-26]; siste-
mas con comportamientos dindmicos complejos como fluidos turbulentos, materia
granular y glasses [27-35], asi como sistemas pequenos o mesoscopicos: los clusters
nucleares, atomicos y moleculares [36-39]. Los sistemas no extensivos presentan
propiedades termodindmicas no convencionales como limites termodindmicos di-
ferentes, funciones de respuesta anémalas como capacidades calorificas negativas,
alta sensibilidad a condiciones externas debido a las interacciones de largo al-
cance, anomalias termodinamicas tales como tiempos de relajacion muy lenta y
meta-estabilidad, entre otras.

Los plasmas no-neutrales han recibido especial atencién en estudios experi-
mentales y teéricos realizados en los tltimos anos [6-10], sobre todo debido a su
importancia en aplicaciones practicas y sus conexiones directas con otros tipos de
sistemas no-extensivos tales como los sistemas astrofisicos y fluidos turbulentos
[3, 7]. Un desafio que presentan estos estudios es el analisis del llamado estado
casi-estacionario o metaestable, los cuales pueden producirse durante la dindmica
de los plasmas no-neutrales fuera del equilibrio en procedimientos experimentales
[4, 13]. Diferentes formalismos estadisticos han sido propuestos para predecir las
caracteristicas de estos estados [13-18], la mayoria de ellos, basados en principios

variacionales no-convencionales anilogos a las teorias de méaxima entropia [40].



Con anterioridad, se realizé el estudio termo-estadistico del plasma no-neutral
compuesto de particulas idénticas bajo condiciones de confinamiento espacial y
magnético [42], es decir, las particulas sélo eran libres de moverse dentro de una
region circular con fronteras impenetrables, en la cual estaba presente un cam-
po magnético homogéneo. En esta nueva etapa de la investigacién, se realizara el
estudio termo-estadistico de este tipo de sistema; pero eliminando el confinamien-
to espacial. Especificamente, se desarrolla un modelo en dos dimensiones de un
plasma no-neutral que esta confinado de manera imperfecta bajo la accién de un
campo magnético externo y debido a su influencia es reducida efectivamente sélo a
una regién finita del espacio. Al no existir una frontera impenetrable, las particulas
son libres de escapar, dependiendo de la velocidad que tenga cada una de ellas.
Para tener en cuenta los efectos de la evaporacién, se impondra una restriccion
energética para la regularizacién del espectro de velocidades. La incidencia de fuer-
zas electrostaticas repulsivas y un campo magnético localizado crean una barrera
potencial efectiva de fuerzas, para la cual sélo aquellas particulas cuyas energias
cinéticas sean suficientemente bajas podran ser retenidas en el sistema. Se desarro-
llara el calculo de la densidad de estados del ensemble microcanénico, imponiendo
la conservacion de la energia y el momento angular; pero limitando el célculo a
aquellos estados que correspondan a configuraciones atrapadas del sistema [26].

Los experimentos que involucran plasmas no-neutrales son llevados a cabo ba-
jo este tipo de condiciones de confinamiento. Ejemplos de esto son las columnas
de electrones magnetizadas en trampas de Penning cilindricas [1], cuya configu-
racion experimental estd representada en la figura 1.4. Aunque los efectos de la
evaporacién se manifiestan claramente en estos experimentos [13], su influencia
en configuraciones casi-estacionarias de plasmas no-neutrales ha sido muy poco
analizada en los estudios previos [13-18].

En nuestra opinién, este problema puede analizarse, haciendo una analogia con

el caso de los sistemas astrofisicos como los camulos globulares. La estructura y



evolucién de estos sistemas estan descritas en los modelos de Michie-King [23, 24],
los cuales dan cuenta de la incidencia de los efectos evaporativos. En estos modelos,
la existencia de un umbral de energia €. para la evaporacion lleva a un truncaje de
los perfiles de distribucién en el radio de marea. Esta peculiaridad de la evaporacién
también ha sido observada en perfiles metaestables de plasmas no-neutrales [6, 13].

El problema de esta investigacion se enmarca en el estudio de los efectos de
evaporacion en el plasma no-neutral axial-simétrico, en condiciones de confina-
miento magnético. El objetivo general es realizar el estudio termo-estadistico
del plasma no-neutral axial-simétrico sometido a confinamiento magnético imper-
fecto para su posterior comparaciéon con datos experimentales disponibles en la
literatura. Los objetivos especificos son (1) obtener la descripcién de las pro-
piedades macroscépicas del plasma no neutral en estas condiciones, ademas de (2)
desarrollar algoritmos computacionales que permitan la resolucién numérica de las
ecuaciones que describen los pardmetros termodindmicos del sistema y (3) compa-
rar resultados obtenidos con datos experimentales disponibles en la literatura, en
particular, con el experimento de Huang y Driscoll [6].

La hipdtesis de partida reside en que el plasma no-neutral solo puede ser con-
finado por el campo magnético exterior en una regién finita del espacio debido
a la existencia de un umbral de velocidad para el escape de las particulas; pero
que a pesar de este proceso, los mecanismos de relajacion del sistema son lo sufi-
cientemente fuertes como para conducir a éste hacia un estado casi-estacionario,
cuya descripcion es accesible al analisis estadistico basado en la ergodicidad de su
dindmica microscépica.

La metodologia de este trabajo ha sido inspirada en el modelo casi-ergédico
[26], el cual ha sido desarrollado como una alternativa al modelo isotérmico de
Antonov, el cual considera los efectos de la evaporacién. De acuerdo a estudios
recientes sobre el origen de la inestabilidad de la dindmica Hamiltoniana, la in-

teraccion gravitacional es responsable del comportamiento altamente cadtico en



la dindmica microscépica de los sistemas astrofisicos. Esta propiedad apoya la
aplicacion de una descripcion termoestadistica basada en el cardcter ergddico de
la dindmica macroscépica [25]. Los mismos argumentos podrian ser aplicados en
el caso del plasma no-neutral debido a a la analogia existente entre la atraccién
gravitacional y la interaccion electrostatica. Se demostrard que esta perspectiva
conlleva de manera natural a un procedimiento estadistico similar al procedimien-
to de méxima entropia [40] que incluye modificaciones debido a la existencia de la
evaporacion de las particulas.

Esta tesis se estructura de la siguiente manera. En el capitulo 1, Antecedentes,
se discuten las propiedades generales del estado de Brillouin, el experimento de
Huang y Driscoll, asi como la analogia que tienen estas situaciones de los plas-
mas no-neutrales en confinamiento imperfecto con los sistemas astrofisicos. En el
segundo capitulo, Metodologia, se derivan las principales ecuaciones de trabajo aso-
ciadas a la aplicacién de la mecanica estadistica clasica del plasma no apantallado
bidimensional bajo confinamiento magnético, teniendo en cuanta los efectos de la
evaporacion. En el tercer capitulo, Discusion de resultados, se presentan los resul-
tados obtenidos del estudio numérico del modelo, asi como su comparaciéon con los
resultados experimentales. Finalmente, se resumen las conclusiones y problemas

abiertos de la presente investigacion.



Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Estado de Brillouin

Los trabajos sobre plasmas no neutrales se remontan al menos al estudio pionero
hecho por Brillouin [11], en el cual describe el flujo de un haz particulas cargadas
en estado estacionario dentro de un campo magnético. El estado estacionario de
Brillouin para un plasma cilindrico a bajas temperaturas es aquel en el cual las
fuerzas de Lorentz gv x B debidas a un campo magnético B y a la velocidad
angular de rotacién v = w X r, se ven completamente compensadas por las fuerzas
electrostaticas repulsivas gE que existen entre las cargas que lo componen y la

fuerza centrifuga mw?r existente en cada punto del plano:
q(E+ v x B) + mw’r = 0. (1.1)

En este caso, la densidad se hace independiente de la posicién que ocupen sus
componentes, por lo cual la velocidad de rotacién también lo hace. Considerando
la divergencia de esta ultima relacion, se obtiene que perfil de distribuciéon del

estado fundamental estd caracterizado por la funcién escalén, tal que:

n(r) =ngO[rg —r], (1.2)



donde r = |r|. El pardmetro densidad np esta relacionado con el campo magnético

B v la frecuencia de rotacién w mediante la siguiente expresion:

m¢*ng/m =T(w,B) = w (2w — w). (1.3)

El valor maximo de la relaciéon anterior nz**

= mw? /rq* = B?/4mm se obtiene
cuando w = wy, = —¢B/2m, la frecuencia de Larmor. Este valor méximo para la
densidad es llamado limite de Brillouin. El pardmetro radial del estado fundamen-
tal rp depende del niimero de particulas N a través de la restriccion N = ngmrs.
Brillouin describié flujos del estado estacionario planos y cilindricos para el caso de
electrones; ésta tultima se puede observar en la figura 3.13. Ambas fueron utilizadas
mas tarde para el enfoque magnético de haces de electrones en distintos tipos de
dispositivos de microondas. Como se vera mas adelante, las propiedades del esta-
do fundamental de Brillouin son muy importantes para interpretar los resultados
numeéricos obtenidos en el presente estudio.

El estudio de la fisica del plasma comenzd a prosperar en los anos 60 debido
al interés en energia de fusion, aceleradores y fuentes iénicas. Los trabajos sobre
plasmas no neutrales aumentaron en los anos 70. El equilibrio de Brillouin cilin-
drico fue comprobado en todo el rango de velocidades rotacionales [12] y una gran
variedad de configuraciones fueron ideadas y estudiadas, experimental y tedrica-
mente [5]. El confinamiento de plasmas electrénicos e iénicos utilizando trampas
de Penning se hizo importante en los anos 70 y se desarrolld a través de dos tipos
de trampas: hiperbolicas y cilindricas. Esta tltima fue desarrollada por Malmberg,
Driscoll y colaboradores, quienes la utilizaron para el estudio de los fenémenos del

plasma en situaciones relativamente idealizadas.
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Figura 1.1: Esquema interior: A temperatura cero (estado fundamental), un plasma no-neutral
puro con frecuencia de rotacién w (que tiene una orientacién en el sentido anti-horario asociada
a particulas con carga positiva ¢) muestra una distribucién axial-simétrica de densidad constante
np hasta un valor finito de radio |[r| < rp (regién gris), el llamado estado estacionario de
Brillouin [5]. Por conveniencia para la discusién posterior, se ha representado también la regién
de confinamiento (cruces) con campo magnético axial homogéneo B (orientado hacia el interior
de la pdgina) y de radio R. Gréfico: Dependencia del pardmetro de densidad np del estado

fundamental versus la frecuencia de rotaciéon w utilizando sus unidades caracteristicas relevantes.

1.2. Experimento de Huang-Driscoll

Huang y Driscoll estudiaron la relajacién de una columna magnetizada de elec-
trones sin efectos disipativos, utilizando una trampa de Penning cilindrica (véase la
figura 1.4). Los electrones eran confinados en una serie de cilindros conductores con
radio R, = 3.05 c¢m; los cuales estaban situados dentro de una cédmara de vacio.
El confinamiento magnético se realiza aplicando un voltaje negativo V., = —150
V' asi como un campo magnético axial uniforme B, = 507 G (véase [13] para

mayores detalles experimentales). Perturbando la configuracién inicial mediante
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Figura 1.2: La trampa de Penning cilindrica ha sido utilizada para el estudio de plasmas no-
neutrales en condiciones relativamente ideales [1, 2, 13], por ejemplo: configuraciones de estados
estacionarios de columnas de electrones con simetria axial. Esta configuracion experimental no
evita que los electrones escapen de la regién de confinamiento a través de la pared exterior
conectada a tierra. A pesar de este proceso disipativo, los plasmas no-neutrales son totalmente
capaces de alcanzar configuraciones casi-estacionarias de larga duracién [13], cuyo estudio se

puede realizar desde una perspectiva termo-estadistica.

la disminucién del voltaje —V,. en una de las tapas del cilindro, el sistema adopta
una distribucion que no es mondtona con una forma hueca debido a la evaporacion
de los electrones de la regiéon interior. Luego de una rapida relajacion, la columna
magnetizada de electrones alcanza un estado metaestable con una duracién entre
2 —10? ms. Debido a su importancia que tiene este estudio en el presente trabajo,
las dependencias radiales de la densidad inicial de particulas y la correspondiente
al estado metaestable se exhiben en la figura 3.5.

Estos autores demostraron que la distribucién de particulas observada para
el estado metaestable no puede ser explicada a través de la maximizacién de la

entropia de Boltzmann-Gibbs:

5:—/fmmm%m@mw (1.4)

debido a que esta aproximacién predice configuraciones con un comportamiento

plano en las regiones interiores para restricciones sobre el niimero de particulas
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Figura 1.3: Experimento de Huang y Driscoll [13]. Arriba: Esquema de aparato experimental,
con las rejillas de medicion. Abajo: Perfiles de distribucién experimentales, y los ajustes teéricos

considerados por estos autores.
Np, la energia potencial Hy y el momento angular Fy:
N = R}, [ drn(r), Hy = —3 | d&°r [p(r)/¢o] [n(r) /1],
Py = [d?r (1 —7r?)n(r)/no, (1.5)

donde r = R/R,, ng = Ni,/R% y ¢y = eNp. Los autores utilizaron en total, cuatro
teorias fenomenoldgicas con el fin de observar cudl de ellas era la que presentaba
un mejor ajuste a los datos obtenidos experimentalmente. Estas fueron: la maximi-

zacion de la entropia en el punto de vortice, la maximizacion de la entropia de un
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fluido continuo, la minimizacion global de la enstrofia en el punto de vortice v la
minimizacion restringida de la enstrofia en el punto de vértice. Ellos afirman que
la calidad del ajuste se realiza de mejor manera cuando se minimiza el funcional
de la enstrofia, en particular, utilizando la ultima teorfa, lo cual esta asociado con

la débil invarianza de las ecuaciones de Poisson derivadas [4]:

/d2 r)/no™, (1.6)

con exponente m = 2 considerando un truncaje de la distribucién de particulas
n(r) para cierto valor de radio, es decir, los autores utilizan un radio de corte, ya
que para un radio mayor a este valor, la densidad se vuelve negativa y por lo tanto,
sin un sentido fisico. Es importante notar que este radio de corte se impone en este
estudio con el objetivo de evitar este problema. Por esto, los autores llaman a este
método minimizacion restringida de la enstrofia.

Un ano después [14], Boghosian afirmé que la extremizacion anterior era un

caso particular de la estadistica no extensiva de Tsallis [16]:

Sy = =5 [ @ In(x) /o] = [n(w)/mal (1.7)

con indice no extensivo ¢ = 1/2. El propio Tsallis y Anteonodo reconsideraron el
analisis de Boghosian [15] utilizando valores ligeramente mayores para el parametro
q y declararon que la cola del perfil correspondiente al estado metaestable era mejor
descrita utilizando un valor de ¢ ~ 0.55. Nuevamente, estos autores reafirman
el método utilizado por Huang y Driscoll, pero el parametro de ajuste ¢ sigue
sin tener una interpretacion fisica clara. En anos recientes, Cabo y colaboradores
[18] retomaron este experimento y presentaron un estudio tedrico que combina la

entropia de Boltzmann-Gibbs (1.4) con una cuarta restriccién:

= — [ @ [p(r)/90] In(x) /mo]* (18)

la cual se asemeja a los valores de expectacion g de la estadistica de Tsallis [15].

Aunque el truncaje de la distribucién de particulas fue un denominador comin en
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todos estos estudios previos, ninguno de ellos entra al analisis detallado del rol de

la evaporacién de particulas para comprender a cabalidad este experimento.

1.3. Analogia con los sistemas astrofisicos

Como muchas fuerzas atractivas en la naturaleza, la gravitacién no es capaz
de confinar completamente un sistema de particulas. Al contrario de los estudios
sobre gases y liquidos en laboratorios, los sistemas astrofisicos reales, por razones
obvias, no pueden ser encerrados en recipientes con paredes rigidas impenetrables.
Por lo tanto, la incidencia de la evaporacién es crucial para entender la estructura
y evaporacién de este tipo de sistemas [43]. De acuerdo a los modelos de Michie-
King para los cimulos globulares y galaxias elipticas [23, 24], los efectos de la

evaporacion introducen un truncaje y la distribucion individual casi-estacionaria:

fos(r, DI, 2) = A [P — 1] @ e, — £(r, p)], (1.9)

donde e. < 0 representa el umbral de energia de los constituyentes del sistema
(estrellas) para que sean capaces de escapar de la influencia del campo gravitacional
del ciimulo globular (o galaxia) a la que pertenecen y se vean inmersos en la
influencia gravitacional de la galaxia cercana (u otros sistemas mayores). Aqui,
O(z) es la funcién Heaviside, £(r,p) = p*/2m + mep(r) es la energia mecénica
individual de las particulas, ¢(r) es el potencial gravitacional en la posicién r,
mientras que A es una constante de normalizacién. El truncaje de la distribucién
de una particula (1.9) conlleva a la anulacién de la distribucién de densidad en el

radio de marea (tidal radius):

GMm < M >§R07

R, =— ~
¢ 2Mg

; (1.10)

donde M es la masa total del sistema, m es la masa de cada una de las particulas,
Mg es la masa de la galaxia cercana y R, es la distancia orbital. La incidencia de

la evaporacién es totalmente compatible con las observaciones [43].
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La restriccion energética que se impone en este estudio (la cual se verd ex-
plicitamente en el capitulo Metodologia) permite una descripcién cualitativa de
la mayoria de las caracteristicas termo-estadisticas obtenidas de los modelos de
Michie King [26], tales como los perfiles de distribucién con nucleos isotérmicos
y halos politréopicos, la existencia de configuraciones con capacidades calorificas
negativas, fendémenos colectivos como el colapso gravitacional y disrupcién evapo-
rativa, etc. A primera vista, el escape de las estrellas en un ctiimulo globular debido
a la influencia gravitacional de la galaxia cercana es una situacién similar al escape
de los electrones en trampas de Penning cilindricas. La ergodicidad microscopica de
los sistemas astrofisicos puede tener lugar en el comportamiento termo-estadistico
de los plasmas no neutrales debido a la analogia existente entre la gravitaciéon y la

interaccién electrostatica no apantallada.
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Figura 1.4: Otros ajustes teéricos para el experimento de Huang-Driscoll. Arriba, los resultados
del estudio de Anteonodo y Tsallis [15] para diferentes valores del pardmetro ¢ de la estadistica

no extensiva. Abajo, se muestra el ajuste presentado por Cabo y colaboradores [18].
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Capitulo 2

Metodologia

2.1. Desarrollo del modelo

2.1.1. Hamiltoniano

Consideremos el Hamiltoniano genérico de un gas no relativista compuesto de

particulas puntuales idénticas de masa m y carga q:

Hrp) =Y o (b aA) + Y aplror), (2.1)
7 1<)

el cual estd localizado sobre un plano real bidimensional R?. Los vectores (r;, p;)

representan la posiciéon y el momentum lineal de la i-ésima particula; A; = A(r;)

denota el potencial vector magnético en la posicion de la i-ésima particula; el indice

1 recorre cada una de las N particulas que constituyen el plasma no-neutral. La
funcién ¢(r;, r;):

plrior) = —qlog (£ Iri — 1)) 2.2

es el potencial electrostatico bidimensional asociado a las particulas con posiciones

r; y r;. Por conveniencia, se asumird el caso mas simple donde el campo magnético

solo actiia dentro de la region circular magnética de radio R con centro en el origen

del plano, anulandose para cualquier otro punto fuera de ésta region. El campo
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magnético tiene un valor constante B en la direccién perpendicular al plano R?.

Esta situacién queda descrita en el siguiente vector potencial magnético:

1] Bxr, si|r| <R,
A(r) = = (2.3)
2 0, silr|>R
El radio R de la region circular magnética aparece en la ecuacion (2.2) para garan-
tizar el caracter adimensional del argumento de la funcién logaritmica. Aquellas
particulas del sistema que alcancen la frontera de esta regién circular y la sobre-
pasen, van a quedar desligadas del sistema. En estas condiciones, esas particulas
solo estarian sometidas a la interaccion electrostatica, la que las impulsa a alejarse
progresivamente del sistema, teniendo lugar eventos de evaporacion.

De forma alternativa, el presente modelo puede ser interpretado como un siste-
ma de lineas de cargas en interaccién, cada una de las cuales esta orientada en la
direccién perpendicular al plano R?, las cuales s6lo pueden moverse en cualquier
direccién paralela a este plano; pero no en la perpendicular. El Hamiltoniano (2.1)
describiria en este caso la energia del sistema por unidad de longitud, mientras
que las constantes ¢ y m deben ser interpretadas como las densidades lineales de
carga y masa. A pesar de su aparente simplicidad, este modelo de dos dimen-
siones es ampliamente utilizado para describir plasmas no-neutrales con simetria

axial-simétrica, ya que captura las propiedades fisicas esenciales de estos sistemas.

2.1.2. Descripcion microcandnica regularizada

El andlisis termo-estadistico se llevara a cabo en el ensemble microcandnico,

considerando la energia total U, el momento angular total L:

L(r,p) = Zl‘z‘ X Pi (2.4)

y el nimero total de particulas N como las variables macroscopicas que controlan

la evolucién casi-estacionaria del sistema bajo la incidencia de la evaporacién,
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mientras que el radio R y la intensidad del campo magnético B son parametros
de control externos que caracterizan el confinamiento magnético imperfecto.

La descripcion estadistica es muy semejante al problema del plasma no-neutral
con restriccién espacial [42]. El objetivo principal es el calculo de la densidad de
estados:

1 d*r;d°p;

0= N!/PR(S[U—H(r,p)]é[M—L(r,p)]H(27%)27 25)

donde la funcién delta de Dirac permite mantener siempre fijas las dos magnitudes
que se conservan. Para tener en cuenta los efectos de la evaporacién se va a imponer
una restriccion energética, es decir, el volumen accesible Pg del espacio de fase esta
restringido a aquellas configuraciones microscopicas donde la energia mecanica de

individual e(r, p) de cada particula atrapada satisface la siguiente restriccion:
e(r,p) = p*/2m +w(r) < e, (2.6)

donde . representa la energia maxima (minima) que debe tener una particula para
ser retenida (o para escapar) de la regién magnética del sistema y w(r) representa

el campo potencial efectivo:
1
w(r) = §mFr2 + qp(r). (2.7)
Puede verificarse que este campo potencial efectivo reproduce la incidencia de

fuerzas electrostaticas repulsivas, la fuerza de Lorentz magnética y la expulsion

inercial de la fuerza centrifuga:
F=-Vu(r) = ¢E+v x B) + mw’r (2.8)

con velocidad de rotacién v = w X r, el que va a crear una barrera efectiva de
fuerzas para las particulas del sistema. Aquellas particulas cuyas energias cinéticas
sean suficientemente bajas van a ser retenidas en el sistema.
La restriccion (2.6) se implementa de forma mas directa en términos de la
funcién de particién Z = Z (z,w, N|R, B) con argumentos complejos z y w:
7 — i/ e~ (r,p)-wL(r,p) * d’rd’p (2.9)
N! Jpg o (2mh)?
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la cual se relaciona con la densidad de estados (2.5) en la forma:
B+ioco —Bw-+ico
0= dz / dwe?V M 7. (2.10)
B—ioco —Bw—i00
Esta espresion fue obtenida haciendo uso de la representaciéon de Fourier de la
delta de Dirac:
a+ico  _ &
3y — ) :/ T dk eh), (2.11)
donde la convencién da = da/2wi fue asumida para expresar los diferenciales de
las variables de intergracién complejas.

Analicemos con mas detalle las contribuciones a la funcién de particién prove-

niente de la integracion de los momentos:
/exp [—zl (pi — qA;)? —w -1; x pi| d*p;. (2.12)
2m

Aqui, z es la temperatura inversa compleja vy w un vector complejo dirigido en
la direcciéon perpendicular al plano. Teniendo en cuenta la identidad del producto

mixto w - r; X p; = p; - W X r; v definiendo la magnitud vectorial Q:

z

Qi= m (pi - qu‘) ) (2~13)

la integral (2.12) puede reescribirse en la forma:

2
/eXp (—Qz2 — 4/ 7mw X1 Qi —qw X T - Ai) d’p;. (2.14)

El argumento exponencial puede ser transformado completando la forma cuadra-

tica de Q;:

2 2
Q?‘F\/%WXH'QZ'E (Q—l\/mwxm) .- (\IQmWXI‘z) . (2.15)
z 2V z 4 z

Teniendo en cuenta la expresion (2.3), resulta conveniente definir el vector q;:

1 1
QG =qA;+m-wxr,=m <7w - wB) X T, (2.16)
z z
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y el pseudo-potencial escalar u (r):
1 1 1 2 1 1 1
u(r) =gq-wxriA— m <*W X ri) = —-M-—W X Iy <2wB + fw> xr;. (2.17)
z 2 z 2z z

De acuerdo con el método del mejor descenso, la combinacion —w/z se reduce
a que la frecuencia de rotacién del sistema es w, de ahi que el pseudo-potencial

escalar u (r) adopte una forma arménica:

1
u(r) = imfrg, (2.18)
donde I' es la combinacién:
F:—z-<2wL+y)~F:w(2wL—w), (2.19)
z z

que considera el efecto conjunto de la rotacion del sistema y la accién del campo
magnético externo, siendo wy, = —¢B/2m la frecuencia de Larmor [41]. De esta
forma, la integral (2.12) adopta la forma de una particula en rotacién y la accién
de un campo potencial externo:

/eXp {—z [2171 (pi — )’ +u (ri)} } d*p; (2.20)
Escogiendo de forma conveniente la intensidad del campo magnético B, y la fre-
cuencia de rotacién del sistema es tal que 0 < w < 2wp, el potencial efectivo (2.7)
puede formar una barrera potencial finita, es decir, va a existir un valor de energia
para la cual las particulas cuyas energias no superen dicho valor van a ser reteni-
das por en el sistema. Por el contrario, aquellas cuyas energias superen este valor
umbral van a escapar. Aplicando la condicién de truncaje (2.6), la integracién por

los momentos arroja el siguiente resultado:

Jow-

Considerando las contribuciones de cada particula, y el potencial electrostéatico

B 2mm

Q}n (pi — qﬂ } Ppi= " ep {2l —w ()] (221)

total, la funcién de particién puede ser escrita de la formas:

;] < m )N/ 7zW(r)+‘1/(r)ﬂd2r (2.22)
_ e (2] ’
NI \2rh2z i=1
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donde W(r) y ¥(r) representan las siguientes funciones complejas:

W) = > 1mF(Z, w)r; + > qp(ri,r;) (2.23)

2 1<J

U(r) = Z X (ri]z,w) . (2.24)
Se ha introducido la funcién compleja I'(z, w):
w w
r =——12 — 2.25
(sw) = =2 (20 + 7)), (2.25)
ademds de una funcion de truncaje x (r|p, z, w):
X (r]p, z,w) = log {1 - e*z[scﬂ”(r)]} : (2.26)

Puede notarse que la presencia de la funcién y (r|p, z,w) fuerza la anulacién de
la expresién integrado en (2.22) para regiones del espacio donde no satisfaga la
desigualdad w (r) < e.. Necesariamente, la restriccion energética (2.6) implica una
restriccion espacial, es decir, que el sistema va a confinarse en una region finita
dada. Este hecho es totalmente andlogo a la existencia del llamado radio de marea
(tidal radius) de los cimulos globulares en astrofisica, en el cual la densidad de
particulas del sistema se anula abruptamente. El radio de marea es la distancia
donde el campo gravitatorio del ciimulo globular es dominado por el campo gra-
vitatorio de la galaxia cercana, por los que los constituyentes del sistema sufren

eventos de evaporacion.

2.1.3. Formalismo modificado de maxima entropia

La funcién de particion (2.22) no puede ser desarrollada en términos de la
integracion sobre la posiciéon. Es por esto que se realiza una aprozimacion al con-
tinuo utilizando la aproximacién de campo medio [42]. Por lo tanto, la funcién de

particién se puede reescribir de la siguiente manera:

Z = [ D) Do ()5 {0 (1) = G [eln]} 5 {N = N [n]} ¢Sl vinolzal-=W sz
(2.27)

23



donde se ha introducido el funcional para la entropia S [n|z]:

Sll) =~ [ e n(r) [logn () — 1+ log (27;:22)} , (2.28)

el nimero total de particulas N [n] y la funcién de truncaje U [n, |z, w]:
Nin| = /er n(r), Vin,p|z,w] = /dzr X (r]p, z,w)n(r), (2.29)
el potencial total W [n, ¢|z, w]:
W n, ¢|z,w] = %/er [mF(z, w)r? + qp (r)} n(r), (2.30)

y la funcién de Green Gr|n] para el potencial electrostatico ¢ (r) en términos de

la densidad de particulas n (r):

o(r) = G[r|n] = —/er’ qlog (; Ir — r'\) n(r'). (2.31)

Considerando la representacién de Fourier de las deltas de Dirac:

T I o)
My —x) = /a dk e , (2.32)

se puede reescribir la densidad de estados (2.5):
Q(U, M, N|R,B) = / Dn(r)Dp(r)DJ (r)dZdddAeL e )= wAUMNIRB] (9 33)
donde £ = L[n,p, J, z,w, A|U, M, N|R, B]| representa el funcional de Legendre:

L=>Shlz]+¥[n,plz,w] + 2 {U R %M - W [n,<p|z,’w]} + (2.34)

+A{N — N[n]} + /d2r J(r) {p(r) — Glr|n]}.

Para continuar el tratamiento analitico de la expresion (2.33), es necesario apli-
car el método del mejor descenso, es decir, buscar la distribucién de densidad que

mas contribuye al resultado de la integral funcional. En este caso, el problema
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se reduce a la busqueda de extremo del funcional (2.34), donde la entropia mi-
crocanénica S(U, M, N|R,B) se puede estimar a través del siguiente problema de
Min-max:

S(U,M,N|R,B) ~ ( ml;{lj) r(ném)( Ln, o, J,z,w, AU, M, N|R,B]. (2.35)
zw, A, Ny

El célculo (2.35) se puede justificar por la aproximacién Gaussiana de la inte-
gral funcional (2.33). De acuerdo a ello, las cantidades complejas (z,w, A, J) estan
sujetas a una minimizacién, mientras que las variables reales (n, ) estan sujetas
a una maximizacién. Los valores mas probables de los parametros complejos de-
ben ser reemplazados por su parte real respectiva, z — 3, w — —fw, A — u, y
J(r) — j(r). Como se evidencia en el siguiente andlisis, 5 representa la tempera-
tura inversa, w es la frecuencia de rotacion del sistema, u es el potencial quimico,
mientras que j(r) representa el multiplicador de Lagrange asociado a la depen-
dencia funcional del potencial electrostatico ¢(r) con la densidad de particulas
n(r).

El problema de extremizacion (2.35) con funcional (2.34) tiene una semejanza
directa con el procedimiento de maxima entropia, de manera que puede referirse
como formalismo modificado de mdzrima entropia. Los multiplicadores de Legendre
(z,w) asociados a las restricciones sobre la energia total U y el momento angular
total M aparecen de una manera inusual: como parametros en las dependencias
funcionales de estas restricciones. El segundo término en el funcional de la entropia
total, S [n|z] + VU [n, p|z, w], obedece una dependencia no trivial que da cuenta del
truncaje de las distribuciones en la frontera de la regiéon de confinamiento.

Las condiciones estacionarias que nos llevan a expresiones para los distintos

observables son:

dac _dL dL oL 6L 0L
dz  dw dA  6j(r)  dn(r)  Sp(r)

=0 (2.36)
la cual, para el caso de la variable compleja z arroja como resultado la expresién
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para la energia total U = K + Kr +V

K = % — [d’r n(r)o(r)[e. —u(r)], (2.37)

Kp =3 [dr mw*r’n(r),V =3 [d’r qn(r) ¢ (r),

— 2
donde K representa a la energia cinética, Kr es la energia cinética de rotacién,

mientras que V' es la energia potencial. Ademaés se ha introducido la funciéon auxiliar

o(r):
. 1
") e —wm — 1 (2.38)

asociada a la afectacién que sufre la energia cinética debido a la existencia de

un truncaje de velocidades. La condicién estacionaria con respecto a la variable
compleja w:
oL 9 9
e :0:>M:/drmn(r)r 1+ 0 ()] (w—ws) (2.39)

w=—LFw
se reduce a la expresion del momento angular total. Una vez mas, la presencia
de la funcién auxiliar (2.38) indica la afectacién relacionada con el truncaje del
espectro de velocidades. Se ha considerado la siguiente férmula para reducir la

funcién compleja I'(z, w):

I(z,w) = w (2w, —w), 24-T(2,w) = 2 (w — wy),
[(z,w) + 2L (2, w) — w?, (2.40)

la cual se obtiene luego de reemplazar las variables complejas por sus partes reales
—w/z = wy z — . Luego, la condiciones estacionarias con respecto a la variable
compleja z y la funcién compleja J(r) se reducen a las expresion del ntiimero total

de particulas y del potencial electrostatico:

N=[drn@) yeom)=—[drqo (}12 v — r’|> n(r). (2.41)

Finalmente, obtenemos la condicién estacionaria con respecto a la densidad n (r):

log [n (x (272:25 )} st L () 4 LmDet ] £l x (vl wiB) =0 (242)
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y la asociada al potencial ¢ (r):

() = 5Ban (v) = Bao (1) n (x). (243

Combinando estas tltimas expresiones, la densidad de particulas se expresa como
sigue:

n(r) = AP {eﬁ[ecfw(r)] — 1}7 (2.44)

donde la constante de normalizacién A = exp(—u — Be.)m/2wh?S3. De acuerdo
con esta expresion, la densidad de particulas se anula cuando w(R) = ¢, donde
R = |R| corresponde a la dimension lineal del sistema. La densidad n (r) se puede
escribir en la forma:

n(r) = Aew [e‘p(r) = 1] ) (2.45)
donde se ha introducido el potencial adimensional ® (r):
O (r) =pFlec —w(r)] (2.46)

y la funcién auxiliar C (r):

C(r) = —BqG[r|on] = Bq/dgr’ qlog (]1% [r — r’|> o(r')n(r). (2.47)

El truncaje de velocidades asociado a la evaporacién de particulas tiene dos efectos
sobre la distribucion de particulas: la anulacién de n (r) debido a la anulacién
del potencial adimensional ® (r) en la frontera del sistema, y la modificacién en
la distribucién que introduce la presencia de la funcién C (r) que afecta toda la

regiones del sistema.
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2.2. Estudio computacional

2.2.1. Resoluciéon numérica

La resoluciéon numérica del presente problema conviene llevarla a cabo mediante

la integracién de la ecuacion de Poisson:
Ap(r) = —2mqn (), (2.48)
donde se asume simetria axial para la distribucién de particulas:

n(r) =n(r) and ¢(r) = o(r). (2.49)

Dado que la expresién del potencial electrostético ¢(r) relacionada a la densidad
n(r):
1
o) = Glxln) = — [ &' glog (E It — r'y> n (r') (2.50)

corresponde a su solucién de Green. Este problema puede escribirse en términos

del potencial adimensional ® (r) de la forma:
A® (r) = 27¢*Bn (v) — 2pmI. (2.51)

De manera andloga, la funcién C (r) también puede escribirse mediante un proble-

ma tipo Poisson:

AC (v) = 27¢*Bn (v) o(r). (2.52)

Teniendo en cuenta aquellas soluciones con simetria axial, e introduciendo una
coordenada radial adimensional = r/R, tenemos el siguiente sistema de ecuacio-

nes diferenciales acopladas:

1d d _ 2 2 2 ,.Clz) | ®(z)

o [m dx@(x)} = 2rq?BR7 AL [e 1] -4, (2.53)
1d d _ 2 2 4 ,.C(x)

o {xdwc (x)} = 2wq°BR*Ae"\", (2.54)
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donde el pardmetro adimensional A se define como:

A= —BmIR%. (2.55)

N |

Las condiciones del potencial adimensional en el origen vienen dadas por:

® (0) = Py, : Zc@ (0) =0, (2.56)

donde @ se va a utilizar como parametro de integracion numérica. En la frontera

del sistema, se impone que el potencial adimensional ® (§) se anule:

B(1) =07y ajicp (1) = n—2), (2.57)

mientras que su derivada permite obtener el parametro 7 relacionado con la tem-

peratura inversa [:

n=B¢N. (2.58)

Las condiciones de la funcién auxiliar C () son un poco mas elaboradas. Con-

viene redefinir esta funcién en la forma:
D(x) =C(x) + log (ﬁqQRQA) —2log K, (2.59)
donde k es un pardmetro tal que la funcion D(x) se anule en el origen:

DO0)=0y ;;D(O) —0. (2.60)

Si redefinimos la coordenada x en la forma = Kz, el sistema de ecuaciones (2.53)

se escribe en su forma definitiva:

1d | d _
S ) = 27eP© 2O — 1| — 4}, 2.61
HE [ ©) [e%© 1] (2.61)
1d | d
S 6=D(¢ } = 21eP®),
i [P
donde A = \/k?. Las condiciones de estas funciones en el origen son:
O0)=9 i@ (0) =0, D(0) =0 iD(O) =0 (2.62)
— *0 df - Y =uUy dé- - Y .
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mientras que en la frontera se tiene lo siguiente:

®(&)=0y fjg (&) =n—2A (2.63)

donde & = k, es decir, que el valor del parametro x corresponde al valor de
anulacién del potencial adimensional ® (§) segiin la nueva coordenada radial &.
Introduciendo las funciones Gy (§) v G2 (§):
G1(O) = 00 (): Gal6) =E 2D (©). (2.6
d¢ d¢

el problema puede reescribirse como un sistema de ecuaciones diferenciales:

40(6)=161(8). £D(©) = 1G2(9). (2.65)

LGy (€) = 2mEeP© [e©) — 1] —4XE, LGy () = 2mLeP),

el cual puede integrarse mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden, cuya
implementacion se realiza mediante la programacion en FORTRAN 90.

Los pardmetros de integracién ®, y A obedecen restricciones adicionales. La
no-negatividad de la densidad n(¢) implica la no-negatividad del potencial adi-
mensional ®(£). Para que se produzca la anulacién del potencial adimensional

® (&) en la frontera del sistema, se hace necesario satisfacer la restriccion:
2meP® [*©) — 1] —4X <0 (2.66)

para 0 < & < &.. Si esta condiciéon no tiene lugar para un &; dado, el potencial
adimensional ®(¢) crecerfa indefinidamente sin anularse para { > &;. Para que esta
desigualdad tenga lugar para 0 < £ < &, basta que esta condiciéon tenga lugar en
el origen:

2m [e™ — 1] —4x <0, (2.67)

De aqui se deduce que el pardmetro @, debe estar acotado para cada valor de :

2 _
0 < By < Bpay = log (1 + ;A) . (2.68)
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2.2.2. Observables macroscopicos

Los observables macroscopicos del sistema en estudio pueden reescribirse en
términos de las nuevas variables adimensionales. En el caso de la densidad de

particulas, ésta queda expresada de la siguiente forma:

n(§) = 717:%26D(§) [e‘b(ﬁ) - 1} , (2.69)

la que se ha expresado en unidades de la densidad caracteristica n. = N/R?. Para
el caso de la energia total del sistema U, ésta se compone de la suma de energias

cinética K, potencial V' y rotacional Kg:
U=K+Kr+YV, (2.70)

por lo tanto, se puede escribir cada una de ellas en términos adimensionales como

sigue:

K=1/n—K/n* - (X—nw2/2ﬁ2> T/n?, (2.71)

Kr=wR/2nk* V =¢./2 — (IP’ —i—XR) /20?2,
donde se han considerado las integrales auxiliares:

K = foc 2médé @(5)69(5)’ T = fOC omede ngD(g)’
P = [5°2m&dE q)(g)e’D(g) [eé(ﬁ) _ 1} ’
R = [ 2n&dE £2ePE) [64’(5) — 1} . (2.72)

Las energias anteriores se han expresado en las unidades caracteristicas U.:
2 2
U.= N“q¢~, (2.73)
mientras que las frecuencias de rotacion en unidades caracteristicas w,:

N¢?
We = 1/ e (2.74)
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La integral R esta relacionada con el momento de inercia I,, del sistema:
I, = —R, (2.75)
el que se ha expresado en unidades caracteristicas I.:

I, = NmR2. (2.76)

2.2.3. Calculo de la energia de corte
El valor de energia de corte g, es decir, la energia mecanica maxima de las
particulas retenidas en el sistema, se expresa de la siguiente forma:

1
e =qp(R)+ imFRQ. (2.77)

Para evaluar esta expresién es necesario encontrar el potencial electrostético ¢ (r),
el cual estd determinado por la ecuacién (2.41). Aplicando el teorema de la di-
vergencia y teniendo en cuenta la simetria axial, tenemos que el gradiente del
potencial es:

N (r)

Y, o) = o () =, (2.78)

donde N (r) representa el nimero de particulas encerradas dentro de un radio r,
de lo cual es posible obtener:

N (r)

pO)—p () =q [ ar (2.79)

Dicha funcién es posible reescribirla en términos del radio adimensional & de la

siguiente manera:

N

N (&)= FN(@ 7 (2.80)

siendo N (§) la integral definida como sigue:

N(€) = /O “omede PO [e*© —1]. (2.81)
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La expresién (2.79) también puede ser reescrita utilizando pardmetros adimensio-

nales:
M (§) = qM(§), (2.82)
donde M (§) representa:
¢ N
M () = / de NE) (2.83)
0 3
Definidos estos términos, se da paso a una expresion para el potencial en el origen:
v (0) = —q/27r7“d7“ n (r)log (%) , (2.84)

y que puede ser reescrito como sigue:
N
¢ (0) = gNlog (k) — q;C (€)- (2.85)
La funcién C (§) es la siguiente integral:
3
C (&) = / oméde PO [™© — 1] log(€), (2.86)
0
Ademas, se obtiene que 1 se puede reescribir como la integral
3
7= / oméde PO [2© 1], (2.87)
0

que es consistente con la expresion (2.80) obtenida anteriormente, ya que el nimero
de particulas encerradas en un radio R debe ser exactamente N. El potencial en

el borde de la regién magnética ¢ (R) es:
1
¢ (R) = Nqlog(r) — Nqﬁ [C (&) +M(&)], (2.88)
a partir de la cual se encuentra el valor de la energia de corte e.:
2 21 1 2
ce = N¢*log(x) = N¢* - [C (&) + ML(&:)] + 5mI R (2.89)

y su expresion en unidades caracteristicas de energia U..:

A&

e = log (€) - }7 C(&) +M(&)] + (2.90)
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Para encontrar los parametros termodinamicos asociados a las variables definidas
anteriormente, es necesario realizar el desarrollo en series de Taylor para pequenas
distancias de las funciones N (§), M (§) y C (). Ellas pueden obtenerse del siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales:
dNE) _ 9 ¢, D o dM(¢ N(¢

%5) — 2mgeP© [ew) — 1} log (£). (2.91)

Al realizar dicha expansién en series se obtiene:
® (&) = Dy +al®, F(§) = b&?, (2.92)
donde las constantes a y b estan descritas por las expresiones:
1 - 1
a=gm lexp (Pg) — 1] — A, b= o (2.93)

Para el segundo sistema de ecuaciones (2.91) se arriba a lo siguiente:

N(€) = €0 (€') , M(§) = 5e€+0 (¢'), € () = ¢ [loge) — 5] €+0 [ og(e)]
(2.94)

donde el valor de ¢ viene dado por:
c=T7 (e% - 1) . (2.95)

Utilizando estas tltimas definiciones, es posible reescribir el momento de inercia

I v el momento angular M como sigue:
I=R/nx*and M = J(w — wp), (2.96)
donde J es el momento de inercia modificado:
J=(R+T)/nx? (2.97)

el cual da cuenta de la modificacion de la contribucién magnética del momento

angular total debido al truncaje del espectro de velocidades.
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La resolucién numérica de estos sistemas de ecuaciones, asi como el calculo
de las integrales auxiliares (2.72), se efectia de forma simultdnea con la integra-
cién numérica de las ecuaciones diferenciales (2.65) mediante su implementacién

computacional en FORTRAN 90.
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Capitulo 3

Discusion de resultados

3.1. Generalidades

3.1.1. Funcion de norma

La ecuacién (2.45) describe un perfil de densidad truncado muy similar al aso-
ciado al modelo de Michie-King [23, 24]. A primera vista, el efecto de la evaporaciéon
podria considerarse como una perturbacion que modifica el perfil de distribucién
cerca de la frontera de la regién de confinamiento. Sin embargo, debido a la inter-
accion electrostéatica de largo alcance, el efecto de la evaporacién afecta al sistema
como un todo. Una prueba clara de ello es la presencia de la funcién auxiliar C (r)
dada por la ecuacién (2.47). Se puede comenzar por la funcién distribucién de una
particula f.,(r,p) con la forma matematica de un perfil de Maxwell-Boltzmann

truncado:

fos(x, p) = A Plam el raptrwrxelg (o o(r p)] (3.1)

con frecuencia de rotacién w, potencial vector (2.3) y energia mecédnica individual

e(r,p) = p?/2m + w(r). La integracién directa de la expresién anterior permite

36



obtener el factor de truncaje:

n(®) = [ @ fue.p) = AL 1O —w()],  (32)

donde A = 2mn A/ es la constante de normalizacion; pero la funciéon de norma
C(r) no aparece. Este simple razonamiento evidencia que la normalizacién C' es
una funcién sobre la posicién. Especificamente, la distribucién casi-estacionaria de

una particula f.,(r,p) deberfa obedecer la siguiente expresion matematica:

fus(x.p) = A(p)e PPtV aetrrenlo o e p)],  (33)
donde A(r) = Aef™). La presencia de la funcién de norma C(r) es una consecuen-
cia no trivial de la evaporacién en conjunto con las interacciénes electrostaticas
de cardcter de largo alcance (2.2) y debido a ello, cada regién del sistema se ve

influenciado por este efecto.
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3.1.2. Soluciones de las ecuaciones diferenciales

La no negatividad de la densidad de particulas implica que el potencial adimen-
sional ®(£) también lo sea. La anulacién del potencial adimensional ®(§) requiere
un decrecimiento monotono, por lo menos, cerca del punto & = 0. Se puede obte-
ner la siguiente expansion en series de potencias de la funcién ®() para pequens
valores de &:

B(£) = o + ¢ (Do, A) &7+ O(Y), (3.4)

donde el coeficiente ¢ (g, \):

c(Pg, \) = %77 {e% - 1} - A (3.5)

debe ser negativo. De acuerdo a esto, los pardmetros de integraciéon (®g, A) obede-

cen las desigualdades:
2_
0 < By < By — log (1 + 4) . (3.6)
T
Por conveniencia, se emplea el parametro v definido por:
v = @/ Ppnar = Po/log (1 + 2)/7) (3.7)

en lugar del pardmetro de integracion ®y. De acuerdo a la desigualdad (3.6), los
valores admisibles de v deben estar restringidos al intervalo 0 < v < 1.

La dependencia radial del potencial adimensional ®(¢) se muestra en la figura
3.1.a. Es notable la existencia de un valor critico v, < 1 del parametro v donde la
funcién ®(§) experimenta un crecimiento abrupto sin anularse para cualquier valor
de £. De acuerdo a esto, las dependencias donde v > v, corresponden a soluciones
no fisicas del sistema de ecuaciones diferenciales (2.61). La dependecia del radio
de corte &, versus v para valores fijos de A se muestran en la figura 3.1.b. El valor
critico v, es una funcién mondtona sobre el pardmetro de integracién A, VC(/_\).

Aparentemente, la dependencia & (v, \) diverge cuando v — v,(), o por lo menos,

la funcién &.(v, ) deja de ser analitica en este punto.
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Figura 3.1: Panel a) Potencial adimensional ®(¢) para diferentes valores del parametro v y
un valor fijo del pardmetro de integracién A = 0.5. Se puede visualizar la existencia de un valor
critico v, & 0.637 para v donde esta dependencia experimenta un rapido crecimiento sin anularse
para cualquier valor de £. Los valores del pardmetro v sobre este valor critico corresponden
a soluciones no fisicas del sistema de ecuaciones diferenciales (2.61), por lo cual pueden ser
eliminados. Panel b) Dependencia del radio de corte &. wversus el pardmetro v para algunos
valores fijos del parametro de integraciéon A. Estos resultados evidencian que el valor critico v,

es realmente una funcién mondtona v.(A) sobre el pardmetro de integracién A.
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3.1.3. Parametro de saturacion 9§

Considerando las ecuaciones (2.40) y (2.96), se puede obtener la siguiente res-

triccién entre el campo magnético B y el momento angular total del sistema M:

B?* M?

donde B,,, =1/0 y M,, = J/4. El valor ¢:

5:\@:@ (3.9)

serd llamado de aqui en adelante como pardmetro de saturacion debido a su rele-

vancia fisica. Claramente, los valores del campo magnético y el momento angular
describen una hipérbola en el plano M — B. Los pardmetros (B,,, M,,) de estas
curvas dependen sélo de los pardametros de integracion (5\, v), asi como los perfiles
de densidad (2.69) y la temperatura inversa 5. En otras palabras, la densidad de
particulas n(r) y la temperatura inversa del sistema ( son independientes de los
valores concretos del campo magnético B y el momento angular M que tomen
sobre estas hipérbolas, por lo cual, para cualquier valor sobre dicha hipérbola, se
obtiene el mismo perfil de densidad. Sin pérdida de generalidad, el andlisis se res-
tringird a los perfiles de distribucién donde el momento angular se anula M = 0.
Bajo estas condiciones, el sistema rotara a la frecuencia de Larmor w = wy y el
campo magnético tomara su valor minimo B = B,, = 1/4.

Los mapas de contorno de la temperatura inversa § y el parametro de sa-
turacién ¢ en el plano A — v se muestran en la figura 3.2. Las regiénes blancas
representan a los valores de los parametros (\,r) donde se tienen soluciones no
fisicas. El pardmetro de saturacién ¢ exhibe una débil dependencia del parametro
de integracién A. De acuerdo a estos resultados numéricos, los valores admisibles

del pardmetro de saturaciéon ¢ obedecen la siguiente restriccion:
0<éd<l1. (3.10)
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Es facil comprender el significado fisico de este resultado, reconsiderando las uni-
dades caracteristicas para el campo magnético B.. De acuerdo a la relacién § =
B./ B, la ecuacién (3.10) puede ser escrita en términos del nimero de particulas
N como sigue:

0 < N < Npao = B*R?*/4m. (3.11)

Esto significa que un campo magnético B que sélo existe dentro de una regioén
magnética circular de radio R, es incapaz de confinar un niimero de particulas ma-
yor a Ny, Precisamente, un valor mas grande del nimero de particulas involucra
fuerzas electrostaticas repulsivas mas fuertes, las cuales no pueden ser compensa-
das por la influencia confinadora del campo magnético externo dentro de la region
magnética de radios R. La raiz del pardmetro de saturacion § es la razoén entre el
ntimero de particulas N y su limite superior Nz, 62 = N/Nypaz, ¥ por lo tanto,
este parametro caracteriza la saturacion en dicho limite (3.11).

Este limite superior estd directamente relacionado con el estado estacionado
de Brillouin [3], el cual aparece a temperatura cero (estado fundamental) cuando
las fuerzas electrostaticas repulsivas estan completamente compensadas por las
fuerzas de Lorentz. Un plasma no-neutral dentro de un campo magnético extendido
infinitamente B adoptara un perfil de densidad constante a temperatura nula,
con densidad n,. Denotando w, = y/4mg?*n,/m como la frecuencia del plasma, la
densidad n, esté relacionada con el campo magnético B y la frecuencia de rotacion

w mediante la siguiente expresion:

1

5%2’ =w (2w, —w), (3.12)
donde wy;, = —¢B/2m. Para un nimero finito de particulas N, el perfil de distri-
bucién con densidad constante:

np(r) =n,0(rg —r) (3.13)

dentro de una regién de radio rp = /N/n,m, donde O(z) es la funcién escalén

de Heaviside. El valor maximo de la densidad méxn, = mw?/27¢*> = B?*/4mm
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Figura 3.2: Mapas de contorno para la temperatura inversa 3 y el pardmetro de saturacién &
(utilizando unidades caracteristicas) en el plano de los pardmetros de integracién A — v obtenidos

de la resolucién numérica de las ecuaciones diferenciales (2.61). La linea negra representa el limite

de los valores fisicos admisibles de los parametros de integraciéon (), v).
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se obtiene cuando w = wy, esto es, cuando el momento angular total M = 0.
Esta densidad méaxima es llamada limite de Brillouin. El radio de Brillouin co-
rrespondiente rp = /4Nm/B2 no puede ser mayor que el radio R de la regién
de confinamiento magnético, rg < R. Consecuentemente, se vuelve a obtener la

desigualdad (3.10) considerando el pardmetro de saturacion 6 = rg/R.

3.2. Comportamiento termodinamico

3.2.1. Curvas de saturacion constante

Se puede tener una mejor comprension de los efectos de la evaporacion en la
termodinamica de un plasma puro no neutral, estudiando las curvas para valores
constantes del pardmetro de saturacion § = const. La dependencia de algunos
observables importantes en funcién de la temperatura a valores constantes del pa-
rametro de saturacién J se muestran en la figura 3.3. La dependencia de la energia
U wversus la temperatura T evidencia la existencia de una correspondencia biyec-
tiva entre estos observables. De acuerdo a ello, existe una equivalencia entre las
descripciones microcandnicas y candnicas para este tipo de sistema no-extensivo,
y por lo tanto, la temperatura T es un buen pardmetro de control, asi como la
energia total U. El crecimiento de la temperatura lleva a una redistribucién de
las particulas que constituyen el sistema, desde las regiones interiores hacia las
regiones mas externas. Dicho efecto se manifiesta aqui como una reduccion de la
densidad central ng y el crecimiento del momento de inercia I. Esta tendencia se
manifiesta en el comportamiento mateméatico de otros observables, tales como el
aumento de la energia cinética total K y la energia cinética de rotacién Kg, y la
reducciéon de la energia potencial total V.

Como se observa en todas las curvas para saturacién constante, el plasma pu-

ro no neutral bajo un confinamiento magnético imperfecto muestra dos compor-
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Figura 3.3: Dependencias de la energia total U y sus tres diferentes contribuciones (la energfa
cinética total K y energfa de rotacion Kg, v la energia potencial electrostdtica V') en funcién
de la temperatura para valores constantes del pardmetro de saturacién 6 = 0.5 (panel a) y
d = 0.9 (panel b). Adicionalmente, se han incluido las dependencias de la densidad central ng y
el momento de inercia I. Se debe notar la existencia de valores asintéticos de estas cantidades en

los limites de bajas y altas temperaturas.
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tamientos asintoticos. La primera de ellas corresponde al estado estacionario de
Brillouin, la cual se alcanza a temperatura cero. La otra corresponde a cierta dis-
tribucién asintdtica que se establece a un limite infinito de temperatura. Las pro-
piedades de este tipo de configuraciones dependen del parametro de saturaciénd.
Todas las configuraciones casi-estacionarias estan restringidas a un intervalo finito
de energia:

Uo(8) < U < U.(6). (3.14)

Aqui, Uy(0) es la energia total correspondiente al estado estacionario de Brillouin,
mientras que U.(d) es la energia de la disrupcion evaporativa. Precisamente, cual-
quier configuracion que tenga energia U > U,.(J) serd inestable. Para este tipo de
situaciones, el campo magnético externo es incapaz de confinar a las particulas,
por lo que el sistema experimentara una evaporacién repentina en orden de redu-
cir su exceso de energia. La existencia de este limite superior para la energia total
es otra caracteristica distintiva de los sistemas que experimentan evaporacion de
sus constituyentes. En particular, este comportamiento también esta presente en
la termodindmica de los sistemas estelares truncados [26], tales como los ctimulos

globulares.

3.2.2. Perfiles de distribucion

Los perfiles de distribucién asociados para diferentes valores de temperatura se
muestran en la figura 3.4. Para temperaturas suficientemente bajas, se observa una
tendencia de las particulas a converger hacia el perfil de Brillouin (3.13), donde
la densidad de particulas practicamente cae a cero para un radio caracteristico
r. < R. Estrictamente, la anulaciéon de todas estas distribuciones de particulas
siempre toma lugar en la frontera de la regiéon de confinamiento, r = R. Sin
embargo, la influencia de la evaporacion puede ser ignorada para temperaturas

muy bajas y valores muy pequenos del pardmetro de saturacién §. Los efectos
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Figura 3.4: Panel a): Perfil de distribucién de particulas para § = 0.5 en diferentes valores de
temperatura. Panel interior: Dependencia de la densidad central en funcién de la temperatura
ng. Los puntos notables de esta curva corresponden a los perfiles de distribucion mostrados en
el panel principal. Panel b) Muestra las mismas dependencias para un valor fijo del pardmetro
de saturacién 6 = 0.90. Es notable la tendencia, a temperatura cero, hacia el estado estacionario

de Brillouin de densidad constante para la regiéon 0 < r/R < 0.
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de la evaporacién se vuelven mas relevantes con el crecimiento progresivo de la
temperatura y para valores cada vez mayores del parametro de saturacién 9.

Es notable la gran variedad de formas matematicas de los perfiles casi-estacionarios
asociados con incidencia de evaporacion. En el caso particular de los perfiles re-
lacionados al parametro de saturacién § = 0.5, se observa que la densidad y su
derivada se anulan en el radio de corte R para las dependencias a-c con tempera-
turas bajas. Por el contrario, la densidad se anula; pero no su primera derivada en
las depedencias d y e con temperaturas mucho mayores. Un comportamiento ines-
perado se observa para perfiles casi-estacionarios con altos valores del parametro
de saturacién §. Para el caso especifico de los perfiles con un valor de pardmetro
de saturacién de 6 = 0.9, en particular, las dependencias con bajas temperaturas
a y b son casi planas en las regiones interiores, pero muestran un decaimiento re-
pentino cerca del radio de corte R. Los perfiles con temperaturas altas c-e exhiben
una dependencia radial que no es mondtona como aquella que es asociada con la
inestabilidad diocotrén débil [3]. Desde un punto de vista dindmico, los perfiles
que tienen altos valores de pardmetro de saturaciéon 0 y temperatura 1" experimen-
taran efectos de la evaporacion mas severos, y por lo tanto, mostraran una rapida
evolucién hacia perfiles casi-estacionarios con valores mas bajos de saturaciéon y

temperatura.

3.2.3. Comparacién con el experimento

En un intento de comparar las distribuciones casi-estacionarias de nuestro mo-
delo termo-estadistico con los datos experimentales disponibles en la literatura,
se reconsiderard el estudio experimental de Huang y Driscoll [13]. Los dos per-
files experimentales que se exhiben en la figura 3.5 se anulan en el mismo radio
de truncaje r. ~ 0.7. Consecuentemente, se puede reinterpretar r. como el radio

efectivo de la regién de confinamiento de la configuracién experimental. Este valor
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es utilizado en la figura 3.5 para ajustar el perfil metaestable utilizando las cur-
vas tedricas obtenidas en el modelo considerado en este estudio. En general, los
perfiles casi-estacionarios con un parametro de saturacién § = 0.54 — 0.6 y bajas
temperaturas proporcionan un ajuste ragonable de los datos experimentales. La
buena concordancia que se observa en las regiones interiores del sistema es bas-
tante significativo. En esta region el andlisis de Huang y Driscoll mostraba una
mayor desviacion entre los resultados del experimento y el perfil derivados de la
estadistica de Boltzmann-Gibbs.

El comportamiento de la distribucién de particulas para los puntos encerrados
en la elipse no puede explicarse segiin nuestro modelo. Esta discrepancia pudiera
ser asociada en una parte a las limitaciones de las mediciones en este experi-
mento, y por otra parte, a las simplificaciones asumidas para arribar al modelo
termo-estadistico presentado en este estudio. Por ejemplo, la columna de electro-
nes experimenta una lenta evolucién casi-estacionaria bajo la incidencia de los
efectos evaporativos. En principio, el promedio sobre diferentes tiempos de dife-
rentes condiciones iniciales podrian explicar el comportamiento oscilatorio inusual
que se observa en los datos experimentales, y que es mas pronunciado para los
puntos dentro de la elipse. Por otra parte, la pared exterior conectada a tierra de
la trampa de Penning (representado en la figura 1.4) puede inducir un campo elec-
trostatico efectivo E cuya influencia sélo se considera a través del radio finito r.
de la regién de confinamiento. Para una distribucién de particulas axial-simétrica
de las particulas del plasma, la carga inducida en esta pared metalica no ejerce
fuerza alguna sobre el sistema. Sin embargo, como las fluctuaciones térmicas de
la densidad son inevitables, y de forma general, van a ser mas pronunciadas en la
regién exterior del sistema (por tener menor densidad).

Estas desviaciones de la distribucién axial de la densidad van a inducir, en pro-
medio, un campo eléctrico que atrae a los electrones hacia la pared, lo que debe

afectar la distribucion del plasma en esta regién exterior. Resulta interesante que
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Figura 3.5: Densidad de particulas del experimento de Huang-Driscoll [13]. Ambas dependencias
experimentales fueron re-escaladas utilizando la densidad central de particulas n(0,t) parat = 0.5
ms. Como queda claramente evidenciado, los dos perfiles experimentales ilustrados se anulan para
el radio 7 =~ 0.7. Reinterpretando 7. como el radio de la region de confinamiento, hemos incluido

dos curvas de ajuste usando distribuciones tedricas casi-estacionarias del presente modelo.
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Figura 3.6: Perfil de vorticidad w(r) del estudio experimental-teérico de Rodgers y colabora-
dores [17], donde se emplearon perfiles teéricos similares a los considerados por Huang y Driscoll
[13]. Los datos experimentales muestran una desviacién significativa en las regiones externas del
sistema (senalado con una flecha) en comparacién con el comportamiento que tienen en las re-
giones centrales. Al parecer, este efecto puede ser explicado por la atraccién que ejerce sobre los

electrones méas externos la pared cilindrica conectada a tierra en la trampa de Penning.

50



estas desviaciones del comportamiento de los perfiles de distribucién también se
observa en otros experimentos, por ejemplo, en el estudio considerado por Rodgers
y colaboradores [17] (véase figura 3.6). Es importante destacar que este compor-
tamiento guarda cierta analogia con el origen de las fuerzas de Van der Waals, la
que tienen lugar por la incidencia de dipolos eléctricos instantaneos, que en pro-
medio, inducen fuerzas atractivas entre moléculas no-polares. En principio, este
campo eléctrico efectivo debido a la presencia de la pared cilindrica conectada a
tierra debe determinar el radio de la regién de confinamiento magnético para esta
situacion experimental. Lamentablemente, el modelo que hemos desarrollado en

este estudio no considera este efecto y debe ser a futuro mejorado.
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Conclusiones

Se ha desarrollado un modelo termo-estadistico de un plasma no-neutral axial-
simétrico que esta confinado de manera imperfecta mediante un campo magnético
externo. Se realizé una descripcién estadistica basado en la ergodicidad de la di-
namica microscopica y la existencia de una regularizacién energética (2.6) que da
cuenta de la influencia de la evaporacién. Estas consideraciones llevan naturalmen-
te a una aproximacién modificada de la maximizacion de la entropia que captura
los efectos termo-estadisticos de la evaporaciéon de particulas. De acuerdo a nuestro
andlisis, la termodinamica del plasma no-neutral en estas condiciones esta some-
tido a ciertas restricciones: (i) un limite superior (3.11) para el nimero total de
particulas N que pueden ser confinadas dentro de la region magnética; (ii) un ran-
go finito de energia Uy(d) < u < U.(d) para configuraciones casi-estacionarias; y
(iii) distribuciones de particulas que se anulan en la frontera de la regién de confi-
namiento. La influencia de la evaporacién dentro de la descripcion termodindmica
es altamente dependiente del pardametro de saturacién d, el cual representa la raiz
cuadrada de la fraccion del limite superior (3.11) correspondiente a un nimero
total de particulas dado N. Otra caracteristica relevante es la presencia de la fun-
cién de norma (2.47), la cual describe la perturbacién que generan los efectos de
la evaporacién sobre la regién de confinamiento como consecuencia del carécter
no extensivo de las interacciones electrostaticas presentes entre las particulas que
conforman el sistema.

Ademaés, se ha realizado un estudio comparativo entre las distribuciones casi-
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estacionarias de nuestro modelo con la distribucién de particulas correspondiente
al estado metaestable observado en el experimento de Huang y Driscoll [13]. Si
bien, en dicho experimento se obtiene un buen ajuste del perfil de distribucién con
el método de minimizacion restringida de la enstrofia, ain no se explica claramen-
te el valor que toma el radio de corte o por qué se hace negativa la densidad de
particulas pasado ese valor de radio. Aunque los estudios que se han realizado pre-
viamente sobre este experimento proporcionaron una caracterizacion aceptable de
las distribuciones observadas, en ellos usualmente se utilizan parametros de ajuste
que no tienen una clara interpretacion fisica, como es el caso del parametro ¢g. Por
el contrario, los parametros de ajuste utilizados en este analisis son el radio efectivo
de la regién de confinamiento r., el correspondiente pardmetro de saturacién 6, y
la temperatura a la que se encuentra el plasma 7', los cuales tienen un significado
fisico directo. Nuestros perfiles tedricos proporcionan, ademas, una caracterizacién
aceptable de los perfiles de distribucién observados. De esta manera, la existencia
de un confinamiento imperfecto parece cumplir un rol importante para comprender

los resultados obtenidos en el experimento de Huang y Driscoll.
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Problemas abiertos

El presente estudio presenta una serie de problemas abiertos:

= Obtener el perfil de distribuciéon asintético correspondiente al limite superior
de la energia total del sistema, a modo de poder caracterizarlo de manera
mas detallada y asi tener el rango real de energia que puede tener el sistema

para cierto valor del pardmetro de saturacion.

= Realizar un estudio méas completo sobre la distribuciéon de particulas en el
experimento de Huang y Driscoll para entender la regién que no se ajusta con
nuestros resultados tedricos. En particular, este analisis debe considerar los
efectos atractivos efectivos que experimenta la nube electronica en la region
mas cercana a la pared conectada a tierra, la cual deben estar asociados a

las fluctuaciones térmicas de la densidad.

= Caracterizar de forma mas detallada la estabilidad de las particulas en el
sistema para predecir el tamano de la region efectiva de confinamiento mag-
nético imperfecto para ciertas condiciones experimentales dadas, por ejemplo,
para valores dados de la intensidad del campo magnético exterior, el radio

de la pared conectada a tierra, etc.
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