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Matemática
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INTRODUCCIÓN

Las ecuaciones de Navier1-Stokes2 es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales no lineales
que describen el movimiento de un fluido y han sido objeto de una extensa investigación a lo largo
del tiempo. Un fluido es una sustancia que, debido a su poca cohesión intermolecular, carece de
forma propia y adopta la forma del recipiente que lo contiene.
Las ecuaciones de Navier-Stokes fueron propuestas sobre la base de los principios de conservación
de la mecánica y la termodinámica en un volumen fluido. Para su formulación diferencial se
aplican ciertas condiciones, principalmente en los que los esfuerzos tangenciales guardan una
relación lineal con el gradiente de la velocidad.
Las ecuaciones de Navier-Stokes aparecen en el estudio de muchos fenómenos importantes, ya sea
solas o acopladas con otras ecuaciones. Por ejemplo, se utilizan en los estudios teóricos en ciencias
aeronáuticas, en meteoroloǵıa, en las corrientes oceánicas, en termo-hidráulica, en la industria
del petróleo, en la f́ısica del plasma, y en general en cualquier fenómeno en el que se involucren
fluidos newtonianos.
Considerando Ω ⊂ R

n(n = 2, 3) un dominio acotado con borde Γ y [0, T ] un intervalo de tiempo,
el sistema de ecuaciones de Navier-Stokes que describen el movimiento de un fluido viscoso e
incompresible es dado por

∂tu(x, t)− ν∆u(x, t) + u(x, t) · ∇u(x, t) +∇p(x, t) = f(x, t) en Ω× (0, T ), (1)

div u(x, t) = 0 en Ω× (0, T ), (2)

u(x, t) = 0 sobre Γ× (0, T ), (3)

u(x, 0) = u0(x) en Ω, (4)

donde u(x, t) representa la velocidad del fluido en el punto x y el instante t, p(x, t) es la presión
hidrostática del fluido, f(x, t) es una fuerza externa dada actuando sobre el fluido y u0(x) es

1Claude Navier, ingeniero y f́ısico francés. Trabajó en el campo de las matemáticas aplicadas a la ingenieŕıa,

la elasticidad y la mecánica de fluidos.
2George Stokes, matemático y f́ısico irlandés. Realizó contribuciones importantes a la dinámica de fluidos, la

óptica y la f́ısica matemática.
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la velocidad inicial prescrita. La constante ν > 0 es la viscosidad cinemática y la ecuación (2)
representa la incompresibilidad del fluido.
Determinar una solución fuerte (solución regular) del problema consiste en hallar (u, p) satisfa-
ciendo (1)-(4). Las ecuaciones (1)-(4) son muy complejas y muy dif́ıciles de resolver anaĺıticamente
salvo ciertos tipos de flujos y situaciones muy concretas, por lo que es preciso recurrir al análisis
numérico para determinar una solución aproximada. Un método para determinar la existencia de
soluciones es el método de Galerkin espectral de 1-nivel, mediante el cual las aproximaciones de
la solución del sistema no lineal (1)-(4) son construidas con respecto a una base ortonormal espe-
cial de un espacio finito dimensional, y entonces la solución es determinada como el ĺımite de la
sucesión de dichas soluciones aproximadas, cuya convergencia es obtenida aplicando argumentos
de compacidad basados en cotas a priori para las soluciones aproximadas.
En este trabajo, se estudia la existencia, unicidad y regularidad de las soluciones fuertes de
las ecuaciones de Navier-Stokes (sistema (1)-(4)), cuando el flujo ocurre en un dominio acotado
bidimensional y tridimensional. Para demostrar la existencia de soluciones se aplica el método
de Galerkin espectral de 1-nivel y de K-nivel (multinivel), en el cual las soluciones aproximadas
son construidas usando las autofunciones del operador de Stokes como funciones de base de un
determinado espacio vectorial. El radio de convergencia del error de las soluciones aproximadas
es determinado en función de los valores propios del operador de Stokes.
El método de Galerkin multinivel es un método de multiescala en el cual las ecuaciones de Navier-
Stokes no lineales son resueltas solamente sobre un espacio de dimensión baja, y las siguientes
aproximaciones son generadas sobre una sucesión de espacios de dimensión mas alta, resolviendo
un problema linealizado de Navier-Stokes alrededor de la solución sobre el nivel previo.
El trabajo se desarrolla en tres caṕıtulos. En el Caṕıtulo 1, se introducen las notaciones, de-
finiciones y resultados de análisis funcional que son la base para el desarrollo de los caṕıtulos
posteriores, además se plantea el problema a ser estudiado y se hace una breve descripción de
los métodos de aproximación a ser aplicados.
En el Caṕıtulo 2, se estudia la existencia y unicidad de soluciones fuertes de las ecuaciones
(1)-(4), cuando el flujo ocurre en un dominio acotado bidimensional y tridimensional con borde
de clase C2. Los resultados de existencia están basados en argumentos de compacidad sobre
aproximaciones de Galerkin espectral de 1-nivel y de K-nivel. Además, bajo alguna hipótesis
adicional sobre la fuerza externa, se estudia la regularidad de las soluciones.
En el Caṕıtulo 3, se obtienen las estimaciones de error para las soluciones aproximadas consi-
deradas en el Caṕıtulo 2. Las cotas de error son determinadas en función de los autovalores del
operador de Stokes y en las normas L2 y H1. Sobre el espacio HmK

, el cual es generado por lasmK

funciones propias del operador de Stokes, se establece que el radio de convergencia del error de las
aproximaciones de Galerkin de 1-nivel tiene el mismo orden que el radio de convergencia de las
aproximaciones de Galerkin de K-nivel. La ventaja numérica es que la aproximación de K-nivel
se genera resolviendo un problema de Navier-Stokes linealizado, en tanto que la aproximación de
1-nivel se genera resolviendo las ecuaciones de Navier-Stokes no lineales.
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CAṔITULO 1

PRELIMINARES

En este caṕıtulo se introducen algunas definiciones y resultados, que serán usados en el desarrollo
del trabajo. Se usará la misma notación tanto para espacios de funciones reales y espacios de
funciones vectoriales.

1.1. Espacios de Funciones

Sea Ω un dominio acotado de R
n (n = 2, 3), con borde Γ = ∂Ω suficientemente regular.

C∞
c (Ω) denota el espacio de funciones C∞ con soporte compacto contenido en Ω.

Para p ∈ R con 1 ≤ p <∞, se define el espacio de Banach Lp(Ω) como

Lp(Ω) = {u : Ω → R : u es una función medible y

∫

Ω

|u(x)|pdx <∞},

con norma ‖ · ‖p definida por

‖u‖p =

(∫

Ω

|u(x)|pdx

)1/p

.

Cuando p = 2 se denota ‖ · ‖2 = ‖ · ‖.

El espacio de Banach L∞(Ω) se define como

L∞(Ω) = {u : Ω → R : u es una función medible y |u(x)| ≤ C c.t.p. en Ω},

con norma ‖ · ‖∞ definida por

‖u‖∞ = ess sup
x∈Ω

|u(x)| = ı́nf{C : |u(x)| ≤ C c.t.p. en Ω}.

Definición 1.1. Sean X e Y dos espacios de Banach sobre R, con X ⊆ Y . El operador inmersión
i : X → Y es definido por i(u) = u para todo u ∈ X.
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Para p > q, se tiene que Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω), con inmersión continua, esto es, ‖u‖q ≤ CΩ‖u‖p.

Definición 1.2. Sea 1 ≤ p ≤ ∞, se dice que q es el exponente conjugado de p si
1

p
+

1

q
= 1. Si

p = 1 entonces q = ∞ e inversamente.

Para 1 < p <∞ el espacio dual (Lp(Ω))′ de Lp(Ω) es definido por

(Lp(Ω))′ = {φ : Lp(Ω) → R : φ es un funcional lineal y continuo},

y su norma es definida como

‖φ‖(Lp)′ = sup
0<‖u‖p≤1

|〈φ, u〉|

‖u‖p
.

Se identifica (Lp(Ω))′ = Lq(Ω) donde 1 < p <∞ y
1

p
+

1

q
= 1.

Definición 1.3. Un espacio vectorial H es de Hilbert si H es un espacio de Banach con norma
inducida por un producto interno.

Observación 1.1.
i) Todo espacio de Hilbert es reflexivo, esto es H ′′ = H.
ii) El espacio L2(Ω) es un espacio de Hilbert con producto interno (·, ·) y norma ‖u‖ = (u, u)1/2.

Definición 1.4. Sea H un espacio de Hilbert, y {en} una sucesión en H. Se dice que {en} es
una base hilbertiana de H (o base ortonormal)1 si satisface:

i) ‖en‖H = 1 ∀n y (em, en)H = 0, ∀m 6= n.

ii) El espacio vectorial generado por {en} es denso en H.

Una generalización del concepto de los espacios Lp para funciones cuyos valores están en un
espacio de Banach, son los llamados espacios de Bochner, los que se definen a continuación.

Sean 1 ≤ p ≤ ∞, X un espacio de Banach y T ∈ R (0 < T < ∞). Se define el espacio de
funciones Lp(0, T ;X) como sigue

Lp(0, T ;X) = {u : (0, T ) → X : u es una función medible y ‖u(t)‖X ∈ Lp(0, T )},

con norma definida por

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u(t)‖pXdt

)1/p

si 1 ≤ p <∞,

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup
0<t<T

‖u(t)‖X .

Observación 1.2.
i) Si 1 < p <∞ y X es reflexivo, entonces Lp(0, T ;X) es reflexivo.
ii) Si 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, se tiene que Lp(0, T ;X) ⊂ Lq(0, T ;X) y la inmersión es continua.

1Algunos autores dicen que {en} es un sistema ortonormal completo.
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Sobre el dual del espacio Lp(0, T ;X) se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Sea 1 ≤ p <∞ y X un espacio de Hilbert. Entonces, el espacio dual de Lp(0, T ;X)

es definido por (Lp(0, T ;X))′ = Lq(0, T ;X ′), donde
1

p
+

1

q
= 1.

Un resultado importante es dado en el siguiente lema.

Lema 1.1. Sea X un espacio de Banach. Si f, ∂tf ∈ Lp(0, T ;X) donde 1 ≤ p ≤ ∞, entonces
salvo un conjunto de medida nula sobre (0, T ) , f ∈ C([0, T ], X).

Demostración. Ver [12].

Sobre compacidad se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.2 (Lion-Aubin). Sean B0, B y B1 espacios de Banach, B0 y B1 reflexivos, B0 ⊂ B ⊂ B1

con inmersiones continuas y B0 ⊂ B con inmersión compacta. Para 1 ≤ p, q <∞ y 0 < T <∞,
se define el espacio

W = {u ∈ Lp(0, T ;B0) : ∂tu ∈ Lq(0, T ;B1)},

con norma ‖u‖W = ‖u‖Lp(0,T ;B0) + ‖∂tu‖Lq(0,T ;B1).
Entonces, W es un espacio de Banach reflexivo y la inmersión

W →֒ Lp(0, T ;B) es compacta.

Más aun, si W̃ = {u ∈ L∞(0, T ;B0) : ∂tu ∈ Lq(0, T ;B1)} donde 1 < q ≤ ∞, se tiene que

W̃ →֒ C([0, T ], B) es continua.

Demostración. Ver [16].

En particular, cuando p = q = 2, se tiene el siguiente lema.

Lema 1.3. Sean X0, X y X1 espacios de Hilbert tal que X0 ⊂ X ⊂ X1, con X0 →֒ X inmersión
compacta y X →֒ X1 inmersión continua. Para T > 0 fijo se define el espacio

W(0, T ) = {u ∈ L2(0, T ;X0) : ∂tu ∈ L2(0, T ;X1)}.

Entonces, la inmersión W(0, T ) →֒ L2(0, T ;X) es compacta.

Con el propósito de definir los espacios de Sobolev, observar que si α = (α1, α2, ..., αn), entonces
Dα es el operador diferencial definido por

Dα = Dα1

1 D
α2

2 ...D
αn
k =

∂|α|

∂xα1

1 ∂x
α2

2 ...∂x
αn
n

,

donde |α| = α1 + α2 + ...+ αn y Di =
∂

∂xi
.

A continuación es dada la definición de espacios de Sobolev.
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Para 1 ≤ p ≤ ∞, m ∈ N se definen los espacios de Sobolev

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), ∀α ∈ N
n, |α| ≤ m},

con norma

‖u‖Wm,p =


 ∑

|α|≤m

‖Dαu‖pLp




1/p

=


 ∑

|α|≤m

∫

Ω

|Dαu(x)|pdx




1/p

1 ≤ p <∞,

‖u‖Wm,∞ = máx
|α|≤m

‖Dαu‖∞.

Observación 1.3.
i) Para 1 ≤ p <∞, el espacio Wm,p(Ω) es de Banach y separable.
ii) Para 1 < p <∞, el espacio Wm,p(Ω) es reflexivo y uniformemente convexo.

En particular, cuando p = 2 se tiene que el espacio Wm,2(Ω) = Hm(Ω) es un espacio de Hilbert,
el cual es un espacio de Sobolev de orden m en Ω, y se define como

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), ∀ |α| ≤ m},

con producto interno

(u, v)Hm =
∑

|α|≤m

∫

Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx,

y norma

‖u‖Hm = (u, u)
1/2
Hm =


 ∑

|α|≤m

‖Dαu‖2




1/2

.

Para m > n, se tiene que Hm(Ω) ⊂ Hn(Ω) con inmersión continua.

Para m ∈ N, el espacio Hm
0 (Ω) es definido como la clausura del espacio C∞

c (Ω) en Hm(Ω).

En particular, para m = 1 se tiene el espacio H1
0 (Ω) = C∞

c (Ω)
H1

y es definido como

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω) : u = 0 sobre Γ = ∂Ω}.

Observación 1.4. Para m ∈ N se define el espacio Wm,p
0 (Ω) = C∞

c (Ω)
Wm,p

.

Respecto al dual de los espacios de Sobolev se tienen las siguientes definiciones.

Definición 1.5. Para m ∈ N, el espacio de Sobolev W−m,p(Ω) es definido como el espacio dual
(Wm,q

0 (Ω))′ donde q es conjugado de p.

Definición 1.6. El espacio dual de Hm
0 (Ω) es denotado por H−m(Ω), dotado con la norma

‖ϕ‖H−m = sup
v∈Hm

0
,v 6=0

|〈ϕ, v〉|

‖v‖Hm

= sup
0<‖v‖Hm

0
≤1

|〈ϕ, v〉|

‖v‖Hm
0

.

En particular, H−1(Ω) es el espacio dual de H1
0 (Ω) y se tiene la siguiente regla de inclusión

continua: H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω).
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En los siguientes teoremas se dan algunos resultados de inmersión de los espacios de Sobolev.

Teorema 1.2. Sea Ω un conjunto abierto acotado de R
n, de clase C1. Sean m ≥ 1 un entero y

p ∈ R con 1 ≤ p <∞. Entonces, se tiene las siguientes inmersiones continuas:

Si
1

p
−
m

n
> 0 ⇒ Wm,p(Ω) →֒ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, p∗] donde

1

p∗
=

1

p
−
m

n
.

Si
1

p
−
m

n
= 0 ⇒ Wm,p(Ω) →֒ Lq(Ω), ∀ q ∈ [p,∞).

Si
1

p
−
m

n
< 0 ⇒ Wm,p(Ω) →֒ L∞(Ω).

Demostración. Ver [2].

Teorema 1.3 (Rellich-Kondrachov). Sea Ω ⊂ R
n abierto y acotado de clase C1 y 1 ≤ p ≤ ∞.

Entonces, se tiene las siguientes inmersiones compactas:

Si p < n ⇒ W 1,p(Ω) →֒c Lq(Ω), ∀ q ∈ [1, p∗) donde
1

p∗
=

1

p
−

1

n
.

Si p = n ⇒ W 1,p(Ω) →֒c Lq(Ω), ∀ q ∈ [p,∞).

Si p > n ⇒ W 1,p(Ω) →֒c C(Ω).

Demostración. Ver [2].

Observación 1.5. En el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes, los espacios utilizados con
mayor frecuencia son H2(Ω), H1(Ω) y L2(Ω). Desde el Teorema 1.2 y Teorema 1.3, se deduce:

Si n = 2, H1(Ω) →֒ Lq(Ω) es continua y compacta para 2 ≤ q <∞.

Si n = 3, H1(Ω) →֒ Lq(Ω) es continua para 1 ≤ q ≤ 6 y compacta para 1 ≤ q < 6.

Si n = 2, 3, H2(Ω) →֒ L∞(Ω) es continua .

A seguir, se da la forma integral del teorema del valor medio.

Teorema 1.4 (Teorema del Valor Medio). Sea f una función continua en un intervalo cerrado
[a, b], entonces existe un c ∈ (a, b) tal que:

∫ b

a

f(x)dx = f(c)(b− a).

Demostración. Ver [11].

A seguir se definen algunos operadores diferenciales que aparecen en el sistema de ecuaciones a
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ser estudiado. Para una función suficientemente regular u : Ω ⊂ R
n → R

n, se definen

Gradiente: ∇u(x) =
(∂u(x)
∂x1

,
∂u(x)

∂x2
, . . . ,

∂u(x)

∂xn

)
=




∇u1(x)
∇u2(x)

...
∇un(x)


 .

Laplaciano: ∆u(x) =
∂2u(x)

∂x21
+
∂2u(x)

∂x22
+ · · ·+

∂2u(x)

∂x2n
=




∆u1(x)
∆u2(x)

...
∆un(x)


 .

Convección: u(x) · ∇u(x) =




u(x) · ∇u1(x)
u(x) · ∇u2(x)

...
u(x) · ∇un(x)


 .

Divergente: div u(x) =
∂u1(x)

∂x1
+
∂u2(x)

∂x2
+ · · ·+

∂un(x)

∂xn
.

Para Ω ⊂ R
n un dominio acotado, se define el siguiente espacio

V = {u ∈ C∞
c (Ω) : div u = 0 en Ω}.

Asociados al espacio V , los espacios de Hilbert usualmente considerados en el estudio de las
ecuaciones de Navier-Stokes son

H = clausura de V en L2(Ω) y V = clausura de V en H1
0 (Ω).

El espacio H, su complemento ortogonal H⊥ y el espacio V son caracterizados por

H = {u ∈ L2(Ω) : div u = 0 en Ω, u · n = 0 sobre el borde Γ}, (1.1)

H⊥ = {u ∈ L2(Ω) : u = ∇p para algún p ∈ H1(Ω)}, (1.2)

V = {u ∈ H1
0 (Ω) : div u = 0 en Ω}. (1.3)

Los detalles sobre las caracterizaciones dadas en (1.1)-(1.3) se encuentran en [16].

El espacio de Hilbert H está equipado con el producto interno (·, ·) inducido por L2(Ω) y norma
‖ · ‖H = ‖ · ‖. El espacio de Hilbert V está dotado con el producto interno (∇·,∇·) y norma
‖ · ‖V = ‖∇ · ‖. El espacio dual de H y V es denotado por H ′ y V ′, respectivamente. Además,
por el teorema de representación de Riesz, se puede identificar H con H ′, entonces se tiene las
inclusiones continuas

V ⊂ H ≡ H ′ ⊂ V ′, (1.4)

donde V es denso en H y H ′ es denso en V ′.
Notación: Por la identificación H ≡ H ′ se denota 〈u, v〉 = (u, v), para u ∈ H y v ∈ V .

En el siguiente lema, se define una forma trilineal continua.
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Lema 1.4. Sea Ω un dominio acotado de R
n (n = 2, 3). La forma trilineal

b : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) → R,

definida por b(u, v, w) = (u · ∇v, w) es continua.
Más aun, desde que V ⊂ H1

0 (Ω), la forma trilinear b es continua sobre V × V × V .

Demostración. Ver [16].

Propiedades de la forma trilineal b definida en Lema 1.4 son dadas en el siguiente lema.

Lema 1.5. Sea Ω un dominio acotado de R
n (n = 2, 3). Entonces,

b(u, v, v) = (u · ∇v, v) = 0, ∀ u ∈ V, ∀ v ∈ H1
0 (Ω), (1.5)

b(u, v, w) = −b(u, w, v), ∀ u ∈ V, ∀ v, w ∈ H1
0 (Ω). (1.6)

Demostración. Ver [16].

El siguiente resultado se encuentra en [16].

Lema 1.6. Sean V , H, V ′ los espacios de Hilbert satisfaciendo (1.4). Si una función u pertenece
a L2(0, T ;V ) y su derivada ∂tu pertenece a L2(0, T ;V ′), entonces u es igual c.t.p. a una función
continua de [0, T ] en H y se tiene la siguiente igualdad

d

dt
‖u‖2 = 2〈∂tu, u〉, (1.7)

válida en el sentido de distribuciones sobre [0, T ].

Para el espacio L2(Ω) se tiene la siguiente descomposición de Helmholtz.

Teorema 1.5. Sea Ω un conjunto abierto acotado de clase C2. Entonces

L2(Ω) = H ⊕H⊥.

Demostración. Ver [16].

Definición 1.7. Para la descomposición de L2(Ω), la proyección ortogonal sobre H se define
como el operador lineal autoadjunto y continuo

P : L2(Ω) → H tal que Pu = u si u ∈ H, P (∇v) = 0 si v ∈ H1(Ω). (1.8)

Además, ‖Pw‖H ≤ C‖w‖ ∀w ∈ L2(Ω).

Si u ∈ H2(Ω) se tiene que −∆u ∈ L2(Ω), entonces aplicando el operador proyección P definido
en (1.8), se define el operador de Stokes A = −P∆ con dominio D(A) = H2(Ω) ∩ V ,

A = −P∆ : H2(Ω) ∩ V → H. (1.9)
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Lema 1.7. El operador de Stokes A es autoadjunto definido positivo con inversa A−1 : H → H
compacta y es caracterizado por la relación (Aw, v) = (∇w,∇v) para todo w ∈ D(A), v ∈ V .

Demostración. Ver [10].

Lema 1.8. El operador de Stokes A tiene una sucesión creciente {λi}i≥1 de autovalores positivos
0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λi ≤ . . . , con λi → ∞ cuando i → ∞. Las correspondientes autofunciones
{wi}i≥1 forman una base hilbertiana en H y satisfacen Awi = λiwi, wi ∈ D(A).

Demostración. Ver [15].

Considerando las autofunciones del operador de Stokes dadas en el Lema 1.8, para cada entero
m se define el espacio finito dimensional

Hm = span{w1, w2, ..., wm} ⊂ H. (1.10)

Similar a la definición dada en (1.8) se define la proyección ortogonal

Pm : L2(Ω) → Hm, (1.11)

es decir, para todo u ∈ L2(Ω) se tiene

Pmu =
m∑

j=1

(u, wj)wj. (1.12)

Lema 1.9. Las funciones

{
wi

λ
1/2
i

}
forman un conjunto ortonormal completo en V con el producto

interno (∇u,∇v) para u, v ∈ V . Para cualquier u ∈ V la sucesión {Pmu} converge a u en V ,
cuando m→ ∞.

Demostración. Ver [14].

Lema 1.10. Las funciones
{

wi

λi

}
forman un conjunto ortonormal completo en H2(Ω)∩V con el

producto interno (Au,Av) para u, v ∈ D(A).

Demostración. Ver [14]

Observación 1.6. Si u(t) ∈ D(A) ⊂ H, entonces PmAu(t) = APmu(t). En efecto,

u(t) =
∞∑

i=1

γim(t)wi = ĺım
m→∞

m∑

i=1

γim(t)wi, Pmu(t) =
m∑

i=1

γim(t)wi,

Au(t) = A
(
ĺım

m→∞

m∑

i=1

γim(t)wi

)
= ĺım

m→∞
A

m∑

i=1

γim(t)wi

= ĺım
m→∞

m∑

i=1

γim(t)Awi =
∞∑

i=1

γim(t)Awi,

PmAu(t) =
m∑

i=1

γim(t)Awi = A
m∑

i=1

γim(t)wi = APmu(t). (1.13)
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Para las aproximaciones definidas en (1.12) se tienen los siguientes resultados de estimaciones de
error, cuyas demostraciones se encuentran en [14].

Lema 1.11. Sea u ∈ V . Entonces se tiene la estimación de error

‖u− Pmu‖
2 ≤

1

λm
‖∇u‖2. (1.14)

Lema 1.12. Sea u ∈ V ∩H2. Entonces se tiene la estimación de error

‖u− Pmu‖
2 ≤

1

λ2m
‖Au‖2. (1.15)

Lema 1.13. Sea u ∈ V ∩H2. Entonces se tiene la estimación de error

‖∇u−∇Pmu‖
2 ≤

1

λm
‖Au‖2. (1.16)

Un resultado en la teoŕıa de espacios de Sobolev es la siguiente desigualdad.

Teorema 1.6 (Desigualdad de Poincaré). Si Ω es un abierto acotado de R
n, entonces existe una

constante positiva CΩ tal que

‖u‖ ≤ CΩ‖∇u‖, ∀ u ∈ H1
0 (Ω).

Observación 1.7. Para que la desigualdad de Poincaré sea válida es suficiente que Ω sea acotado
en alguna dirección.

Observación 1.8. Como una consecuencia de la desigualdad de Poincaré, si Ω es acotado la
norma ‖∇u‖ es equivalente a la norma de u en H1

0 (Ω), es decir, ‖u‖H1

0
= ‖∇u‖.

Importantes resultados para el estudio de las ecuaciones de Navier Stokes, que pueden ser en-
contrados en [16], son dados a continuación.

Proposición 1.1. Sea Ω un abierto de R
n y f ∈ (C∞

c (Ω))′. Entonces

f = ∇p para algún p ∈ (C∞
c (Ω))′ ⇔ (f, v) = 0 ∀ v ∈ V . (1.17)

Proposición 1.2. Sea Ω un conjunto abierto acotado Lipschitz de R
n.

i) Si una distribución p es tal que ∇p ∈ L2(Ω) , entonces p ∈ H1(Ω) y

‖p‖H1 ≤ CΩ‖∇p‖.

ii) Si una distribución p es tal que ∇p ∈ H−1(Ω) , entonces p ∈ L2(Ω) y

‖p‖H−1 ≤ CΩ‖∇p‖.

Otras desigualdades de utilidad que serán usadas en los caṕıtulos posteriores se dan a continua-
ción.
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Lema 1.14 (Desigualdad de Young). Si
1

p
+

1

q
= 1, entonces para a > 0 y b > 0 se tiene la

desigualdad

ab ≤
ap

p
+
bq

q
.

Lema 1.15 (Desigualdad de Minkowski). Si f, g ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, entonces f + g ∈ Lp(Ω) y

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Teorema 1.7 (Desigualdad de Hölder). Sea 1 ≤ p ≤ ∞. Si f ∈ Lp(Ω) y g ∈ Lq(Ω) con
1

p
+
1

q
= 1.

Entonces, fg ∈ L1(Ω) y
‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Cuando p = q = 2 la desigualdad es llamada desigualdad de Cauchy-Schwartz.

Demostración. Ver [4].

Lema 1.16 (Desigualdad de Hölder generalizada). Si fi ∈ Lpi, 1 ≤ i ≤ k,
1

p
=

k∑

i=1

1

pi
≤ 1.

Entonces, f = f1f2...fk ∈ Lp(Ω) y se tiene la siguiente desigualdad

‖f‖p ≤ ‖f1‖p1‖f2‖p2 ...‖fk‖pk .

Demostración. Ver [1].

La demostración del siguiente lema puede verse en [6].

Lema 1.17. Sean ϕ(t), f(t) y g(t) funciones continuas no negativas definidas para todo t ∈ [0,∞)
tal que

ϕ′(t) ≤ g(ϕ(t)) + f(t),

ϕ(0) = ϕ0.

Entonces, se cumple que ϕ(t) ≤ F (t, ϕ0), para t ∈ [0, T (ϕ0)), donde F (·, ϕ0) es la solución del
problema de valor inicial

F ′(t) = g(F (t)) + f(t),

F (0) = ϕ0,

y [0, T (ϕ0)) es el mayor intervalo en el cual la función F es continua.

Lema 1.18 (Lema de Gronwall). Sean g, h, ϕ y ψ funciones continuas no negativas sobre [0,∞)
tal que

ϕ′(t) + ψ(t) ≤ g(t)ϕ(t) + h(t).

Entonces, se cumple la siguiente desigualdad

ϕ(t) +

∫ t

0

ψ(s)ds ≤
(
ϕ(0) +

∫ t

0

h(s)ds
)
exp

(∫ t

0

g(s)ds
)
.
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Demostración. Ver [1].

Otra versión del Lema de Gronwall es establecido en el siguiente lema.

Lema 1.19. Sean g, h, ϕ y ψ funciones continuas no negativas definidas en [0, T ) y C constante
no negativa, tal que para cualquier fijo t0 ≥ 0 y t ≥ t0

ϕ(t) + ψ(t) ≤ C +

∫ t

t0

h(s)ds+

∫ t

t0

g(s)ϕ(s)ds.

Entonces, se cumple la siguiente desigualdad

ϕ(t) + ψ(t) ≤
(
C +

∫ t

t0

h(s)ds
)
exp

(∫ t

t0

g(s)ds
)
.

Demostración. Ver [5].

Lema 1.20. Sea r ∈ R tal que

r ∈
[
q,

nq

n− q

]
si q ∈ [1, n), r ∈ [q,∞) si q ≥ n.

Entonces, para toda función u ∈ C∞
0 (Rn) se tiene

‖u‖r ≤ c‖u‖1−α
q ‖∇u‖αq ,

donde α = n(r − q)/rq.

Demostración. La demostración consta de dos pasos, dependiendo de r, y puede encontrarse en
[4].

En particular, del Lema 1.20 se tienen las siguientes desigualdades

‖u‖3 ≤ C‖u‖1/2‖∇u‖1/2 n = 3, (1.18)

‖u‖4 ≤ C‖u‖1/2‖∇u‖1/2 n = 2, (1.19)

‖u‖4 ≤ C‖u‖1/4‖∇u‖3/4 n = 3. (1.20)

Como una consecuencia de las inclusiones en espacios de Sobolev, se tienen las siguientes de-
sigualdades, que son usadas en el desarrollo de los caṕıtulos posteriores.

Lema 1.21. Sea Ω ⊂ R
n, con n = 2, 3, acotado y u una función suficientemente regular definida

en Ω. Entonces

‖u‖3 ≤ C‖∇u‖, (1.21)

‖u‖6 ≤ C‖∇u‖, (1.22)

‖u‖∞ ≤ C‖Au‖, (1.23)

‖∇u‖6 ≤ C‖Au‖. (1.24)
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Ver [8].

Lema 1.22. Si u ∈ D(A) = V ∩H2(Ω) con Ω ⊂ R
n un dominio acotado, se tienen las desigual-

dades de Agmon, [17]

‖u‖∞ ≤ C‖u‖1/2‖Au‖1/2 n = 2, (1.25)

‖u‖∞ ≤ C‖u‖1/4‖Au‖3/4 n = 3, (1.26)

‖u‖∞ ≤ C‖∇u‖1/2‖Au‖1/2 n = 2, 3. (1.27)

1.2. Convergencias

Un concepto que juega un rol importante en el desarrollo de los siguientes caṕıtulos es el de
convergencia, por lo cual a continuación se presentan definiciones y propiedades importantes
relacionados a este concepto.

Definición 1.8. Sea X un espacio de Banach, {vn} una sucesión en X y v ∈ X. Entonces,

1. Se dice que {vn} converge débilmente a v cuando n→ ∞, si y solo si

(f, vm) → (f, v) ∀ f ∈ X ′ (se denota vn ⇀ v).

2. Se dice que {vn} converge fuertemente a v cuando n→ ∞, si y solo si

‖vm − v‖X → 0 (se denota vn → v).

Teorema 1.8. Sea X un espacio de Hilbert.

i) Toda sucesión acotada {xn} en X posee una subsucesión {xn′} débilmente convergente en
X.

ii) Toda sucesión {xn} en X débilmente convergente es acotada.

Demostración. Ver [1].

Proposición 1.3. Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo . Si {xn} es una sucesión
tal que xn → x débilmente en X y ĺım sup ‖xn‖ ≤ ‖x‖. Entonces, xn → x fuertemente en X.

Demostración. Ver [2].

Teorema 1.9. Sean X, Y espacios de Hilbert tal que la inmersión X →֒ Y es compacta. Entonces,
toda sucesión débilmente convergente en X es fuertemente convergente en Y .

Demostración. Ver [1].

Observación 1.9. Si un ⇀ u en H1
0 (Ω), entonces se tiene que ∇un ⇀ ∇u, divun ⇀ divu

en L2(Ω). En efecto, para todo v ∈ L2(Ω) se tiene (∇(un − u), v) = −(un − u, div v) → 0 y
(div (un − u), v) = −(un − u,∇v) → 0 desde que div v,∇v ∈ H−1(Ω) y un ⇀ u en H1

0 (Ω).

14



Lema 1.23. Si un converge a u débilmente en L2(0, T ;V ) y fuertemente en L2(0, T ;H), entonces
para todo v ∈ L2(0, T ;V ),

∫ T

0

(un(t) · ∇un(t), v(t))dt→

∫ T

0

(u(t) · ∇u(t), v(t))dt. (1.28)

Demostración. La demostración se encuentra en [16].

Lema 1.24. Para u ∈ H2(Ω), v ∈ H1(Ω), usando integración por partes, se obtiene la identidad
de Green:

−(∆u, v) = (∇u,∇v)−

∫

Γ

∂u

∂n
vdΓ,

donde n es el vector normal unitario exterior a Ω.

Observación 1.10.
i) Cuando u ∈ D(A) y v ∈ H1

0 , se tiene −(∆u, v) = (∇u,∇v).
ii) Cuando u ∈ D(A) y v ∈ V , se tiene que (Au, v) = −(∆u, v) = (∇u,∇v).

1.3. Ecuaciones de Navier-Stokes

Sea Ω un dominio acotado de R
n (n = 2, 3) con borde Γ = ∂Ω de clase C2 y [0, T ] un intervalo

de tiempo con 0 < T < ∞. Las ecuaciones de Navier-Stokes las cuales describen el movimiento
de un fluido viscoso e incompresible en Q = Ω× (0, T ) son dadas por (ver [3], [13]):

∂tu− ν∆u+ u · ∇u+∇p = f, (1.29)

div u = 0, (1.30)

a las cuales se les asocia condiciones iniciales y de borde

u(x, 0) = u0(x) en Ω, u = g sobre Γ× (0, T ). (1.31)

En el sistema (1.29)-(1.31), u representa la velocidad del fluido, p la presión hidrostática, f una
fuerza externa prescrita actuando sobre el fluido. La constante ν > 0 es la viscosidad del fluido,
u0 es la velocidad inicial definida en Ω y g es una función definida sobre el borde, la cual por el
teorema de la divergencia debe satisfacer la condición de compatibilidad

∫

Γ

g · n = 0,

donde n es el vector normal unitario exterior a Ω.
Cuando g = 0, se tiene el sistema de Navier-Stokes con condición de borde homogéneo, y se
plantea el siguiente problema:
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Problema (NS): Dada la fuerza externa f y la velocidad inicial u0, hallar (u, p) tal que

∂tu− ν∆u+ u · ∇u+∇p = f en Q, (1.32)

div u = 0 en Q, (1.33)

u = 0 sobre Γ× (0, T ), (1.34)

u(x, 0) = u0(x) en Ω. (1.35)

Para la definición de solución fuerte se debe establecer los espacios apropiados al que pertenecen
los datos (la fuerza externa f y la velocidad inicial u0).

Definición 1.9 (Solución Fuerte). Sean f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) y u0 ∈ V . Se dice que (u, p) es
una solución fuerte del Problema (NS) si u ∈ L2(0, T ;V ∩ H2(Ω)), ∂tu ∈ L2(0, T ;H), p ∈
L2(0, T ;H1(Ω)) y satisface (1.32)-(1.35).

Multiplicando (1.32) por v ∈ V e integrando por partes, se obtiene la siguiente formulación débil
(o variacional) para el Problema (NS): Dados f y u0, hallar u satisfaciendo

(∂tu, v) + ν(∇u,∇v) + (u · ∇u, v) = (f, v) ∀v ∈ V, (1.36)

u(x, 0) = u0(x) en Ω. (1.37)

Si los datos f y u0 son menos regulares que los exigidos en la Definición 1.9, se tiene la definición
de solución débil.

Definición 1.10 (Solución Débil). Sean f ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) y u0 ∈ H. Se dice que u es una
solución débil del Problema (NS) si u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H), ∂tu ∈ L2(0, T ;V ′) y satisface
la formulación débil (1.36)-(1.37).

Observación 1.11.
i) Si u es una solución fuerte del Problema (NS), entonces u es una solución débil.
ii) Si f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), u0 ∈ V y u ∈ L2(0, T ;V ∩H2(Ω)) es una solución débil del Problema
(NS), entonces u es una solución fuerte.

Aplicando la proyección ortogonal (1.8) en (1.32), el Problema (NS) puede ser reformulado como
sigue: Dados f y u0, hallar u satisfaciendo

∂tu+ νAu+ P (u · ∇u) = Pf en Q, (1.38)

div u = 0 en Q, (1.39)

u = 0 sobre Γ× (0, T ), (1.40)

u(x, 0) = u0(x) en Ω. (1.41)

Un método para demostrar la existencia de soluciones del sistema (1.38)-(1.41) es el de Galerkin
espectral estándar de 1-nivel, el cual consiste en considerar el espacio finito dimensional Hm

definido en (1.10) y construir soluciones aproximadas um(t) ∈ Hm definido por

um(x, t) =
m∑

i=1

γim(t)wi(x),
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satisfaciendo

∂tum + νAum + Pm(um · ∇um) = Pmf, (1.42)

um(x, 0) = Pmu0(x) = u0m(x). (1.43)

Entonces, la solución de (1.38)-(1.41) es obtenida como el ĺımite de las soluciones aproximadas
{um} cuando m → ∞. En (1.42), para pasar al ĺımite en el término no lineal, son necesarias
algunas propiedades de convergencia fuerte de la sucesión, las cuales son obtenidas por métodos
de compacidad.

Otro método para obtener resultados de existencia de soluciones del sistema (1.38)-(1.41) es
el método de Galerkin espectral de multinivel, el cual consiste en considerar espacios finitos
dimensionales Hmk

definido en (1.10) con Hm1
⊂ Hm2

⊂ · · · ⊂ Hmk
⊂ · · · ⊂ HmK

y las
aproximaciones uk en el espacio Hmk

se determinan como sigue:

i) Se halla la aproximación de Galerkin de 1-nivel u1(t) = um1
(t) ∈ Hm1

, la cual satisface el
sistema no lineal (1.42)-(1.43) con m = m1.

ii) Para k = 2, 3, . . . , K y Hmk
, dada la aproximaxión uk−1(t) ∈ Hmk−1

, se determinan las
aproximaciones de Galerkin de k-nivel uk(t) ∈ Hmk

tal que

uk(x, t) =

mk∑

i=1

γimk
(t)wi(x),

satisfaciendo el siguiente sistema de Navier-Stokes linealizado

∂tuk + νAuk + Pmk
(uk · ∇uk−1) + Pmk

(uk−1 · ∇uk) = Pmk
f + Pmk

(uk−1 · ∇uk−1), (1.44)

uk(x, 0) = Pmk
u0(x), (1.45)

donde Pmk
es la proyección de L2(Ω) en Hmk

.
Entonces, la solución de (1.38)-(1.41) es obtenido como el ĺımite de las soluciones aproximadas
{uK} cuando mK → ∞.
Teóricamente se demuestra que bajo ciertas condiciones sobre los valores propios {λi} del opera-
dor de Stokes, el método de Galerkin de K-nivel es más eficiente que el método de Galerkin de
1-nivel sobre el espacio HmK

. Respecto al radio de convergencia de los errores de las aproxima-
ciones, se demuestra que sobre el espacio HmK

los errores de las aproximaciones de Galerkin de
1-nivel y de K-nivel tienen radio de convergencia del mismo orden.
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CAṔITULO 2

SOLUCIONES FUERTES PARA LAS

ECUACIONES DE NAVIER-STOKES

Aplicando el método de Galerkin espectral de 1-nivel y K-nivel, se estudia la existencia y unicidad
de soluciones fuertes en el caso bidimensional y tridimensional para el siguiente Problema:

Problema 1. Sea Ω ⊂ R
n(n = 2, 3) un dominio acotado y [0, T ] un intervalo de tiempo. Dados

f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) y u0 ∈ V , hallar (u, p) ∈ L2(0, T ;V ∩H2(Ω))×L2(0, T ;H1(Ω)) satisfaciendo

∂tu− ν∆u+ u · ∇u+∇p = f en Ω× (0, T ), (2.1)

divu = 0 en Ω× (0, T ), (2.2)

u = 0 sobre Γ× (0, T ), (2.3)

u(0) = u0 en Ω, (2.4)

donde u(0) = u(·, 0).

Usando las propiedades del operador proyección P definido en (1.8) se puede reformular el Pro-
blema 1 como sigue:

Problema 2. Sea Ω ⊂ R
n(n = 2, 3) un dominio acotado y [0, T ] un intervalo de tiempo. Dados

f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) y u0 ∈ V , hallar u ∈ L2(0, T ;D(A)) satisfaciendo

∂tu+ νAu+ P (u · ∇u) = Pf en Ω× (0, T ), (2.5)

u(0) = u0 en Ω. (2.6)

Observación 2.1. Si u es una solución del Problema 2, también se verifica que u ∈ L∞(0, T ;V )
y ∂tu ∈ L2(0, T ;H). Luego, por Lema 1.2 se concluye que u es igual c.t.p. a una función continua
de [0, T ] en V . Aśı, la condición inicial (2.6) tiene sentido.
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Observación 2.2. La existencia de la presión p satisfaciendo la ecuación (2.1) es obtenida
desde (2.5) y la Proposición 1.1. En efecto, si u es solución del Problema 2 entonces, usando la
desigualdad de Hölder y (1.23), se tiene

‖u · ∇u‖ ≤ ‖u‖∞‖∇u‖ ≤ C‖Au‖‖∇u‖ ≤ C‖Au‖,

desde que u ∈ L2(0, T ;D(A)) ∩ L∞(0, T ;V ). Luego,

‖∂tu− ν∆u+ u · ∇u− f‖ ≤ ‖∂tu‖+ ν‖Au‖+ ‖u · ∇u‖+ ‖f‖ ≤ ‖∂tu‖+ Cν‖Au‖+ ‖f‖,

y entonces usando la desigualdad de Young, se obtiene

∫ T

0

‖(∂tu− ν∆u+ u · ∇u− f)(s)‖2ds ≤ C

∫ T

0

(‖∂tu(s)‖
2 + ‖Au(s)‖2 + ‖f(s)‖2)ds,

y como ∂tu ∈ L2(0, T ;H), se deduce que

∫ T

0

‖(∂tu− ν∆u+ u · ∇u− f)(s)‖2ds ≤ C,

lo cual implica que
∂tu− ν∆u+ u · ∇u− f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). (2.7)

Haciendo el producto interno de (2.5) con v(t) ∈ H, se tiene que

(∂tu(t)− ν∆u(t) + u(t) · ∇u(t)− f(t), v(t)) = 0 ∀ v(t) ∈ H,

entonces por Proposición 1.1, existe una función p(t) tal que

∂tu(t)− ν∆u(t) + u(t) · ∇u(t)− f(t) = −∇p(t), (2.8)

y entonces por Proposición 1.2 y (2.7), se tiene que p ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).

Observación 2.3. Para demostrar la existencia de soluciones (u, p) del Problema 1, por la
Observación 2.2, es suficiente demostrar la existencia de soluciones u del Problema 2. Por lo
tanto, si u es la única solución del Problema 2, entonces (u, p) es la única solución del Problema
1, donde p es única salvo una constante aditiva.

Observación 2.4. En lo que sigue, C denota una constante real no negativa que puede depender
de los datos (Ω, f, u0, ν) y tomar diferentes valores en distintas situaciones.

2.1. Existencia y unicidad de soluciones: aproximaciones de

Galerkin de 1-nivel

Para probar la existencia de soluciones del Problema 2, se usará el método de Galerkin espectral
estándar de 1-nivel, mediante el cual se define una sucesión de soluciones aproximadas y la
solución es determinada como el ĺımite de dicha sucesión de aproximaciones.
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Por el Lema 1.8, las autofunciones {wi} del operador de Stokes A forman una base hilbertiana
en H. Para cada m entero, se define el espacio finito dimensional Hm como en (1.10), esto es,
Hm = span{w1, w2, ..., wm}. El método de Galerkin consiste en hallar una solución aproximada
um del Problema 2 como sigue

um(x, t) =
m∑

i=1

γim(t)wi(x), (2.9)

donde los coeficientes γim(t) son determinados de tal modo que um(t) satisfaga las siguientes
ecuaciones:

∂tum(t) + νAum(t) + Pm(um(t) · ∇um(t)) = Pmf(t), (2.10)

um(0) = Pmu0 = u0m. (2.11)

Observación 2.5.
i) Para i = 1, 2, . . . ,m el coeficiente γim(0) = (u0, wi).
En efecto, por la definición dada en (1.12), (2.9) y (2.11) se tiene que

m∑

i=1

(u0, wi)wi = Pmu0 = um(0) =
m∑

i=1

γim(0)wi ⇒
m∑

i=1

[γim(0)− (u0, wi)]wi = 0,

y desde que {wi} forman una base se obtiene el resultado.

ii) Por Lema 1.9, para i = 1, 2, . . . ,m se tiene que γim(0) = λ−1
i (∇um(0),∇wi).

iii) Para i = 1, 2, . . . ,m, (∇u0,∇wi) = (u0, Awi) = λi(u0, wi) = λiγim(0).

Para determinar estimaciones a priori para las solucions aproximadas um, para el sistema (2.10)-
(2.11) se tiene la siguiente formulación débil: hallar um(t) tal que

(∂tum(t), wi) + ν(∇um(t),∇wi) + (um(t) · ∇um(t), wi) = (f(t), wi) ∀wi ∈ Hm, (2.12)

um(0) = u0m. (2.13)

2.1.1. Existencia y unicidad de soluciones en Ω ⊂ R
2

Teorema 2.1. Sea Ω un dominio bidimensional acotado, con borde uniformemente de clase C2

y un intervalo de tiempo (0, T ], 0 < T <∞. Sean u0 ∈ V y f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Entonces, existe
una única solución u del Problema 2, tal que

u ∈ L∞(0, T ;V ) ∩ L2(0, T ;D(A)), ∂tu ∈ L2(0, T ;H). (2.14)

Además, la solución u satisface los siguientes resultados de regularidad:

‖u(t)‖2 + ν

∫ t

0

‖∇u(s)‖2ds ≤ C, (2.15)

‖∇u(t)‖2 + ν

∫ t

0

‖Au(s)‖2ds ≤ C, (2.16)

∫ t

0

‖∂tu(s)‖
2ds ≤ C. (2.17)
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Más aun, si ∂tf ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), entonces

τ(t)‖∂tu(t)‖
2 + ν

∫ t

0

τ(s)‖∇∂tu(s)‖
2ds ≤ C, (2.18)

ντ(t)‖Au(t)‖2 ≤ C, (2.19)

donde τ(t) = mı́n{1, t}, con t ∈ (0, T ]. También, las aproximaciones {um} satisfacen las estima-
ciones (2.15)-(2.19), con C constante independiente de m.

Demostración. Considerando el sistema (2.12)-(2.13) se determinan estimaciones a priori para
las aproximaciones um.

Estimación (2.15).

Considerando wi = um(t) en (2.12), se obtiene

(∂tum, um) + ν(Aum, um) + (um · ∇um, um) = (f, um). (2.20)

Entonces, usando integración por partes, se obtiene

(Aum, um) = (∇um,∇um) = ‖∇um‖
2. (2.21)

Luego, llevando (2.21) en (2.20) y considerando (1.5), se tiene

1

2

d

dt
‖um‖

2 + ν‖∇um‖
2 = (f, um). (2.22)

Para el término derecho de la ecuación (2.22), usando las desigualdades de Hölder y Poincaré y
la desigualdad de Young, se tiene

|(f, um)| ≤ ‖f‖‖um‖ ≤ C‖f‖‖∇um‖ ≤ Cν‖f‖
2 +

ν

2
‖∇um‖

2. (2.23)

Reemplazando (2.23) en (2.22), resulta

1

2

d

dt
‖um‖

2 + ν‖∇um‖
2 ≤ Cν‖f‖

2 +
ν

2
‖∇um‖

2,

desde donde se deduce
d

dt
‖um‖

2 + ν‖∇um‖
2 ≤ C‖f‖2. (2.24)

Luego, integrando (2.24) entre 0 y t ∈ (0, T ], teniendo en cuenta que ‖um(0)‖ ≤ ‖u0‖ se obtiene

‖um(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇um(s)‖
2ds ≤ ‖u0‖

2 + C

∫ t

0

‖f(s)‖2ds ≤ C, (2.25)

para todo t ∈ (0, T ].
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Estimación (2.16).

Reemplazando wi = Aum(t) en (2.12), se tiene

(∂tum, Aum) + ν(Aum, Aum) + (um · ∇um, Aum) = (f, Aum). (2.26)

Para el primer término de (2.26) usando integración por partes y Lema 1.6, se obtiene

(∂tum, Aum) = (∇∂tum,∇um) =
1

2

d

dt
‖∇um‖

2. (2.27)

Llevando (2.27) en (2.26), resulta

1

2

d

dt
‖∇um‖

2 + ν‖Aum‖
2 = (f, Aum)− (um · ∇um, Aum)

≤ |(f, Aum)|+ |(um · ∇um, Aum)|. (2.28)

Luego, para los términos del lado derecho de (2.28), usando (1.25) junto con las desigualdades
de Hölder y Young, se tiene

|(um · ∇um, Aum)| ≤ ‖um‖∞‖∇um‖‖Aum‖

≤ C‖um‖
1/2‖Aum‖

1/2‖∇um‖‖Aum‖

≤ C‖um‖
1/2‖∇um‖‖Aum‖

3/2

≤ Cν‖um‖
2‖∇um‖

4 +
ν

4
‖Aum‖

2, (2.29)

|(f, Aum)| ≤ ‖f‖‖Aum‖ ≤
1

ν
‖f‖2 +

ν

4
‖Aum‖

2. (2.30)

Llevando las desigualdades (2.29)-(2.30) en (2.28), se obtiene

1

2

d

dt
‖∇um‖

2 + ν‖Aum‖
2 ≤

1

ν
‖f‖2 + Cν‖um‖

2‖∇um‖
4 +

ν

2
‖Aum‖

2,

y considerando (2.25), resulta

d

dt
‖∇um‖

2 + ν‖Aum‖
2 ≤ C‖f‖2 + C‖∇um‖

4. (2.31)

Finalmente, teniendo en cuenta que ‖∇um(0)‖ ≤ ‖∇u0‖, la desigualdad (2.25) y aplicando el
Lema 1.18 en (2.31), se deduce

‖∇um(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖Aum(s)‖
2ds ≤

(
‖∇u0‖

2 + C

∫ t

0

‖f(s)‖2ds
)
exp

(
C

∫ t

0

‖∇um(s)‖
2ds

)

≤ C
(
‖∇u0‖

2 +

∫ t

0

‖f(s)‖2ds
)
≤ C, (2.32)

para todo t ∈ (0, T ].
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Estimación (2.17).

Reeemplazando wi = ∂tum(t) en (2.12), se obtiene

‖∂tum‖
2 = −ν(Aum, ∂tum)− (um · ∇um, ∂tum) + (f, ∂tum)

≤ ν|(Aum, ∂tum)|+ |(um · ∇um, ∂tum)|+ |(f, ∂tum)|. (2.33)

Para los términos del lado derecho de (2.33), usando (1.25), (2.25) y la desigualdad de Hölder,
se tiene

ν|(Aum, ∂tum)| ≤ ν‖Aum‖‖∂tum‖ ≤ Cν‖Aum‖
2 +

1

6
‖∂tum‖

2, (2.34)

|(um · ∇um, ∂tum)| ≤ ‖um‖∞‖∇um‖‖∂tum‖

≤ C‖um‖
1/2‖Aum‖

1/2‖∇um‖‖∂tum‖

≤ C‖Aum‖
1/2‖∇um‖‖∂tum‖

≤ C‖Aum‖‖∇um‖
2 +

1

6
‖∂tum‖

2

≤ C‖Aum‖
2 + C‖∇um‖

4 +
1

6
‖∂tum‖

2, (2.35)

|(f, ∂tum)| ≤ ‖f‖‖∂tum‖ ≤ C‖f‖2 +
1

6
‖∂tum‖

2. (2.36)

Reemplazando (2.34)-(2.36) en (2.33), se obtiene

‖∂tum‖
2 ≤ C‖Aum‖

2 + C‖∇um‖
4 + C‖f‖2 +

1

2
‖∂tum‖

2,

y entonces observando (2.32), se deduce

‖∂tum‖
2 ≤ C(‖Aum‖

2 + ‖∇um‖
2 + ‖f‖2). (2.37)

Ahora, integrando (2.37) entre 0 y t, y teniendo en cuenta (2.25) y (2.32), se obtiene
∫ t

0

‖∂tum(s)‖
2ds ≤ C

( ∫ t

0

‖Aum(s)‖
2ds+

∫ t

0

‖∇um(s)‖
2ds+

∫ t

0

‖f(s)‖2ds
)
≤ C, (2.38)

para todo t ∈ (0, T ].

Existencia de Soluciones.

Desde (2.32) y (2.38) se concluye que

{um} es acotada en L∞(0, T ;V ) ∩ L2(0, T ;D(A)), (2.39)

{∂tum} es acotada en L2(0, T ;H). (2.40)

Por lo tanto, observando (2.39)-(2.40) y el Teorema 1.8, existe una subsucesión {um′} y un
elemento u tal que

um′ → u débil-∗ en L∞(0, T ;V ), (2.41)

um′ → u débilmente en L2(0, T ;D(A)), (2.42)

∂tum′ → ∂tu débilmente en L2(0, T ;H). (2.43)
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Más aun, aplicando el Lema 1.3 junto al Teorema 1.9, se tiene que

um′ → u fuertemente en L2(0, T ;V ). (2.44)

A seguir se prueba que u es solución del Problema 2, para lo cual se pasa al ĺımite en (2.12).
Sea la función ψ ∈ C∞([0, T ]) , entonces multiplicando (2.12) por ψ(t) e integrando entre 0 y T ,
se tiene

∫ T

0

(∂tum(t), wiψ(t))dt+ ν

∫ T

0

(Aum(t), wiψ(t))dt

+

∫ T

0

(um(t) · ∇um(t), wiψ(t))dt =

∫ T

0

(f(t), wiψ(t))dt. (2.45)

Desde que wiψ ∈ L2(0, T ;H) pasando al ĺımite con la sucesión m′ y observando (2.42)-(2.43), se
tiene

∫ T

0

(Aum′(t), wiψ(t))dt →

∫ T

0

(Au(t), wiψ(t))dt, (2.46)

∫ T

0

(∂tum′(t), wiψ(t))dt →

∫ T

0

(∂tu(t), wiψ(t))dt. (2.47)

Como wiψ ∈ L2(0, T ;V ), por el Lema 1.23 teniendo en cuenta (2.42) y (2.44), se tiene

∫ T

0

(um′(t) · ∇um′(t), wiψ(t))dt→

∫ T

0

(u(t) · ∇u(t), wiψ(t))dt. (2.48)

Por lo tanto, pasando al ĺımite en (2.45) cuando m → ∞ y teniendo en cuenta (2.46), (2.47) y
(2.48) se concluye que u satisface

∫ T

0

(∂tu(t), wiψ(t))dt+ ν

∫ T

0

(Au(t), wiψ(t))dt+

∫ T

0

(u(t) · ∇u(t), wiψ(t))dt

=

∫ T

0

(f(t), wiψ(t))dt, (2.49)

para todo wi ∈ V . Luego, por densidad (2.49) se mantiene para todo wψ ∈ L2(0, T ;V ), esto es,
u satisface (2.5).

Prueba de condición inicial.

De (2.32), para todo t ∈ (0, T ] se tiene que

‖∇u(t)‖2 ≤ C
(
‖∇u0‖

2 +

∫ t

0

‖f(s)‖2ds
)
,

de lo cual se deduce
ĺım sup
t→0+

‖∇u(t)‖2 ≤ C‖∇u0‖
2. (2.50)
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Entonces, por (2.50) y la Proposición 1.3, para probar que ∇u(t) → ∇u0 fuerte en L
2(Ω) cuando

t→ 0+, basta probar que ∇u(t) → ∇u0 débil en L2(Ω), esto es, se demuestra que

(∇u(t)−∇u0,∇wi) → 0, (2.51)

cuando t→ 0+.
Reescribiendo ∇u(t)−∇u0 convenientemente, se tiene

|(∇u(t)−∇u0,∇wi)| = |(∇u(t)−∇um(t) +∇um(t)−∇um(0) +∇um(0)−∇u0,∇wi)|

≤ |(∇u(t)−∇um(t),∇wi)|+ |(∇um(t)−∇um(0),∇wi)|

+|(∇um(0)−∇u0,∇wi)|. (2.52)

A seguir se prueba que cada uno de los términos del lado derecho de (2.52) tienden a 0 cuando
m→ ∞ y t→ 0+.
Para verificar que (∇u(t) − ∇um(t),∇wi) → 0 cuando m → ∞, se fija t ∈ (0, T ) y se define la
función suave

h(s) =

{
0 si s ≤ t/2,
1 si s ≥ t.

Entonces,

(∇u(t)−∇um(t),∇wi) =

∫ t

0

d

ds
(h(s)(∇u(s)−∇um(s)),∇wi)ds

=

∫ t

0

(∂sh(s)(∇u(s)−∇um(s)),∇wi)ds

+

∫ t

0

(h(s)(∇∂su(s)−∇∂sum(s)),∇wi)ds

=

∫ t

0

(∂sh(s)(u(s)− um(s)), Awi)ds

+

∫ t

0

(h(s)(∂su(s)− ∂sum(s)), Awi)ds.

Luego, como um → u y ∂tum → ∂tu débilmente en L2(0, T ;H) cuando m→ ∞, se tiene que

(∇u(t)−∇um(t),∇wi) → 0, (2.53)

cuando t→ 0+.
Para el segundo término del lado derecho de (2.52), se tiene

|(∇um(t)−∇um(0),∇wi)| = |(um(t)− um(0), Awi)|

=

∣∣∣∣
∫ t

0

d

ds
(um(s), Awi)ds

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ t

0

(∂sum(s), Awi)ds

∣∣∣∣

≤

∫ t

0

|(∂sum(s), Awi)|ds

≤

∫ t

0

‖∂sum(s)‖‖Awi‖ds. (2.54)
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Luego, usando la desigualdad de Young y (2.38), desde (2.54) se obtiene

|(∇um(t)−∇um(0),∇wi)| ≤
1

2

∫ t

0

(‖∂sum(s)‖
2 + ‖Awi‖

2)ds→ 0, (2.55)

cuando t→ 0+.
Por otro lado, teniendo en cuenta (ii) y (iii) de la Observación 2.5, para i = 1, 2, . . . ,m se tiene
que (∇um(0),∇wi) = (∇u0,∇wi), lo que implica

(∇um(0)−∇u0,∇wi) = 0, m ≥ i. (2.56)

Entonces, por (2.53), (2.55) y (2.56) en (2.52), se deduce (2.51). Aśı, de (2.50) y (2.51) se concluye
que ∇u(t) → ∇u0, cuando t→ 0+. Por la Observación (2.1), y la unicidad del ĺımite, se concluye
que u(0) = u0 en V .
Por lo tanto, u es solución del Problema 2.

Unicidad de solución.

Considerar u1 y u2 dos soluciones de (2.5), esto es

∂tu1 + νAu1 + P (u1 · ∇u1) = Pf,

∂tu2 + νAu2 + P (u2 · ∇u2) = Pf.

Restando estas dos igualdades y denotando v = u1 − u2, se obtiene

∂tv + νAv + P (u1 · ∇u1)− P (u2 · ∇u2) = 0, (2.57)

v(0) = 0. (2.58)

Haciendo el producto de (2.57) con v, se obtiene

1

2

d

dt
‖v‖2 + ν‖∇v‖2 + (u1 · ∇u1 − u2 · ∇u2, v) = 0. (2.59)

Por otro lado,

u1 · ∇u1 − u2 · ∇u2 = u1 · ∇(v + u2)− u2 · ∇u2 = u1 · ∇v + v · ∇u2. (2.60)

Reemplazando (2.60) en (2.59) y usando (1.5), se tiene

1

2

d

dt
‖v‖2 + ν‖∇v‖2 + (v · ∇u2, v) = 0,

y se sigue que
1

2

d

dt
‖v‖2 + ν‖∇v‖2 = −(v · ∇u2, v) ≤ |(v · ∇u2, v)|. (2.61)

Luego, teniendo en cuenta la propiedad (1.6), la desigualdad de Hölder y desigualdad (1.19), para
el término del lado derecho de (2.61) se tiene

|(v · ∇u2, v)| = |(v · ∇v, u2)| ≤ ‖v‖4‖∇v‖‖u2‖4 ≤ C‖v‖1/2‖∇v‖3/2‖u2‖
1/2‖∇u2‖

1/2.
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Aplicando desigualdad de Young en la última desigualdad (con p = 4 y q = 4/3), y teniendo en
cuenta que u2 es solución y satisface (2.15), resulta

|(v · ∇u2, v)| ≤ ν‖∇v‖2 + Cν‖v‖
2‖u2‖

2‖∇u2‖
2 ≤ ν‖∇v‖2 + C‖v‖2‖∇u2‖

2, (2.62)

y reemplazando (2.62) en (2.61), se tiene

d

dt
‖v‖2 ≤ C‖v‖2‖∇u2‖

2. (2.63)

Teniendo en cuenta (2.15), (2.58) y aplicando el Lema 1.18 en (2.63), se obtiene

‖v(t)‖2 ≤ ‖v(0)‖2 exp
(
C

∫ t

0

‖∇u2(s)‖
2ds

)
= 0. (2.64)

Por lo tanto, se deduce que v(t) = 0, de donde se sigue que u1 = u2 y la unicidad está probada.
Más aun, de las convergencias (2.41)-(2.44) se tiene que la solución u satisface las estimaciones
(2.15)-(2.17).

A seguir, se demuestra que las aproximaciones de Galerkin um satisfacen las condiciones (2.18)
y (2.19).

Estimación (2.18).

Derivando (2.12) con respecto a t, se tiene

(∂2t um, wi) + ν(∇∂tum,∇wi) + (∂tum · ∇um, wi) + (um · ∇∂tum, wi) = (∂tf, wi).

Reemplazando wi = ∂tum(t), se obtiene

(∂2t um, ∂tum) + ν‖∇∂tum‖
2 + (∂tum · ∇um, ∂tum) = (∂tf, ∂tum),

y entonces aplicando el Lema 1.6, resulta

1

2

d

dt
‖∂tum‖

2 + ν‖∇∂tum‖
2 ≤ |(∂tum · ∇um, ∂tum)|+ |(∂tf, ∂tum)|. (2.65)

Usando las desigualdades (1.22) y (1.19), la desigualdad de Hölder y la desigualdad de Young,
se obtiene

|(∂tum · ∇um, ∂tum)| ≤ ‖∂tum‖
2
4‖∇um‖

≤ C‖∂tum‖‖∇∂tum‖‖∇um‖

≤
ν

4
‖∇∂tum‖

2 + Cν‖∂tum‖
2‖∇um‖

2, (2.66)

|(∂tf, ∂tum)| ≤ ‖∂tf‖‖∂tum‖ ≤ C‖∂tf‖‖∇∂tum‖

≤ Cν‖∂tf‖
2 +

ν

4
‖∇∂tum‖

2. (2.67)

Reemplazando (2.66)-(2.67) en (2.65), se tiene

1

2

d

dt
‖∂tum‖

2 + ν‖∇∂tum‖
2 ≤

ν

2
‖∇∂tum‖

2 + Cν‖∂tum‖
2‖∇um‖

2 + Cν‖∂tf‖
2,
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y observando (2.16), se obtiene

d

dt
‖∂tum‖

2 + ν‖∇∂tum‖
2 ≤ C‖∂tum‖

2 + C‖∂tf‖
2. (2.68)

En vista de que ∂tum satisface (2.17), por Teorema del Valor Medio existe una sucesión decreciente
{εk} tal que

∫ ε1

0

‖∂tum(s)‖
2ds = ε1‖∂tum(ε2)‖

2 con 0 < ε2 < ε1,

∫ ε2

0

‖∂tum(s)‖
2ds = ε2‖∂tum(ε3)‖

2 ≥ ε3‖∂tum(ε3)‖
2 con 0 < ε3 < ε2 < ε1,

...∫ εk−1

0

‖∂tum(s)‖
2ds = εk−1‖∂tum(εk)‖

2 ≥ εk‖∂tum(εk)‖
2 con 0 < εk < εk−1 < ... < ε1. (2.69)

Luego, si εk → 0 cuando k → ∞, de (2.69) se obtiene que

εk‖∂tum(εk)‖
2 ≤

∫ εk−1

0

‖∂tum(s)‖
2ds→ 0 ⇒ εk‖∂tum(εk)‖

2 → 0. (2.70)

Multiplicando (2.68) por τ(t), se tiene

τ(t)
d

dt
‖∂tum‖

2 + ντ(t)‖∇∂tum‖
2 ≤ Cντ(t)‖∂tum‖

2 + Cντ(t)‖∂tf‖
2. (2.71)

Como
d

dt
(τ(t)‖∂tum‖

2) = τ(t)
d

dt
‖∂tum‖

2 + τ ′(t)‖∂tum‖
2, (2.72)

reemplazando (2.72) en (2.71), teniendo en cuenta que τ ′(t) < 1 y τ(t) < 1, se tiene

d

dt
(τ(t)‖∂tum‖

2) + ντ(t)‖∇∂tum‖
2 ≤ C‖∂tum‖

2 + C‖∂tf‖
2. (2.73)

Integrando (2.73) entre εk y t y observando que τ(εk) ≤ εk, se obtiene

τ(t)‖∂tum(t)‖
2 + ν

∫ t

εk

τ(s)‖∇∂tum(s)‖
2ds ≤ εk‖∂tum(εk)‖

2 + C

∫ t

εk

‖∂tum(s)‖
2ds

+C

∫ t

εk

‖∂tf(s)‖
2ds. (2.74)

Luego, haciendo εk → 0 en (2.74) y considerando (2.70), se tiene

τ(t)‖∂tum(t)‖
2 + ν

∫ t

0

τ(s)‖∇∂tum(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

‖∂tf(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖∂tum(s)‖
2ds,
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aśı teniendo en cuenta (2.17) y la hipótesis sobre ∂tf , se obtiene

τ(t)‖∂tum(t)‖
2 + ν

∫ t

0

τ(s)‖∇∂tum(s)‖
2ds ≤ C, (2.75)

para todo t ∈ (0, T ].

Estimación (2.19).

Reemplazando wi = Aum(t) en (2.12), se obtiene

ν‖Aum‖
2 = (f, Aum)− (∂tum, Aum)− (um · ∇um, Aum)

≤ |(f, Aum)|+ |(∂tum, Aum)|+ |(um · ∇um, Aum)|. (2.76)

Para los términos del lado derecho de (2.76), aplicando las desigualdades de Hölder y Young,
teniendo en cuenta (1.25) y (2.16), se tiene

|(f, Aum)| ≤ ‖f‖‖Aum‖ ≤ Cν‖f‖
2 +

ν

8
‖Aum‖

2, (2.77)

|(∂tum, Aum)| ≤ ‖∂tum‖‖Aum‖ ≤ Cν‖∂tum‖
2 +

ν

8
‖Aum‖

2, (2.78)

|(um · ∇um, Aum)| ≤ ‖um‖∞‖∇um‖‖Aum‖ ≤ C‖um‖
1/2‖Aum‖

3/2

≤ Cν‖um‖
2 +

ν

4
‖Aum‖

2. (2.79)

Reemplazando (2.77)-(2.79) en la desigualdad (2.76), se obtiene

ν‖Aum(t)‖
2 ≤ Cν‖f(t)‖

2 + Cν‖∂tum(t)‖
2 + Cν‖um(t)‖

2 +
ν

2
‖Aum(t)‖

2,

y entonces considerando (2.15), se deduce

ν‖Aum(t)‖
2 ≤ C‖f(t)‖2 + C‖∂tum(t)‖

2 + C.

Luego, multiplicando la última desigualdad por τ(t) ≤ 1, se obtiene

ντ(t)‖Aum(t)‖
2 ≤ C‖f(t)‖2 + Cτ(t)‖∂tum(t)‖

2 + C. (2.80)

Como f, ∂tf ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) entonces f ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). Luego, teniendo en cuenta (2.18)
desde (2.80), se concluye

ντ(t)‖Aum(t)‖
2 ≤ C, (2.81)

para todo t ∈ (0, T ].

Finalmente, razonando de manera análoga a la obtención de (2.75) y (2.81), partiendo desde
(2.5) se deduce que u satisface las estimaciones (2.18)-(2.19).
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2.1.2. Existencia y unicidad de soluciones en Ω ⊂ R
3

Teorema 2.2. Sea Ω un dominio tridimensional acotado, con borde uniformemente de clase C2

y un intervalo de tiempo (0, T ], para algún 0 < T < ∞. Sean f, ∂tf ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), u0 ∈ V
y ν suficientemente grande o los datos ‖f‖L∞(0,T ;L2(Ω)) y ‖∇u0‖ pequeños. Entonces, existe un
T∗ = mı́n{T, T1} con T1 dependiendo de ‖f‖L∞(0,T ;L2(Ω)) y ‖∇u0‖, tal que el Problema 2 tiene
una única solución u satisfaciendo

u ∈ L∞(0, T∗;V ) ∩ L2(0, T∗;D(A)), ∂tu ∈ L2(0, T∗;H). (2.82)

Además, la solución u satisface los resultados de regularidad (2.15)-(2.19) para todo 0 < t ≤ T∗,
donde τ(t) = mı́n{1, t}. También, las aproximaciones {um} satisfacen las desigualdades (2.15)-
(2.19).

Demostración. Para la demostración de las estimaciones (2.15)-(2.19), algunos cálculos coinciden
con los hechos en el caso bidimensional, por lo cual solamente se detallan los cálculos en aquellos
términos que requieren ser tratados de manera diferente.

Estimación (2.15).

Similarmente como para (2.25), se obtiene que

{um} es acotada en L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;V ). (2.83)

Estimación (2.16).

Reemplazando wi = Aum(t) en (2.12) y siguiendo los mismos pasos como en (2.27)-(2.28), se
tiene

1

2

d

dt
‖∇um‖

2 + ν‖Aum‖
2 ≤ |(f, Aum)|+ |(um · ∇um, Aum)|. (2.84)

Para los términos del lado derecho de (2.84) usando (1.22), (1.18) y las desigualdades de Hölder
y Young, se tiene

|(um · ∇um), Aum| ≤ ‖um‖6‖∇um‖3‖Aum‖

≤ C‖∇um‖‖∇um‖
1/2‖Aum‖

1/2‖Aum‖

≤ C‖∇um‖
3/2‖Aum‖

3/2

≤ Cν‖∇um‖
6 +

ν

4
‖Aum‖

2, (2.85)

|(f, Aum)| ≤ ‖f‖‖Aum‖ ≤
1

ν
‖f‖2 +

ν

4
‖Aum‖

2. (2.86)

Llevando las desigualdades (2.85)-(2.86) en (2.84), se obtiene

1

2

d

dt
‖∇um‖

2 + ν‖Aum‖
2 ≤

1

ν
‖f‖2 + Cν‖∇um‖

6 +
ν

2
‖Aum‖

2,

desde donde resulta

d

dt
‖∇um‖

2 + ν‖Aum‖
2 ≤

2

ν
‖f‖2 + 2Cν‖∇um‖

6. (2.87)
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Observar que usando la desigualdad de Poincaré, se tiene

‖∇um‖
2 = (∇um,∇um) = (Aum, um) ≤ ‖Aum‖‖um‖ ≤ CΩ‖Aum‖‖∇um‖,

y considerando c̃ = C−1
Ω , implica que

‖Aum‖ ≥ c̃‖∇um‖. (2.88)

Usando (2.88) en (2.87), se obtiene

d

dt
‖∇um‖

2 + c̃ν‖∇um‖
2 ≤

2

ν
‖f‖2L∞(0,T ;L2(Ω)) + 2Cν‖∇um‖

6. (2.89)

Luego,
d

dt
‖∇um‖

2 + c̃ν‖∇um‖
2 −

2

ν
‖f‖2L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ 2Cν‖∇um‖

6. (2.90)

Como ν suficientemente grande o f pequeño, entonces siempre es posible hallar que

‖∇um‖
2 >

2

c̃ν2
‖f‖2L∞(0,T ;L2(Ω)),

lo cual implica que c̃ν‖∇um‖
2 −

2

ν
‖f‖2L∞(0,T ;L2(Ω)) > 0, y aśı desde (2.90) se obtiene

d

dt
‖∇um‖

2 ≤ 2Cν‖∇um‖
6. (2.91)

A seguir se demuestra que

‖∇um(t)‖
2 ≤ µ para 0 ≤ t ≤ T1, (2.92)

donde

µ = máx{4‖∇u0‖
2,

8

c̃ν2
‖f‖2L∞(0,T ;L2(Ω))} y T1 =

3

4Cνµ2
.

Prueba de (2.92):

Para t ∈ (0, T ] se define z(t) = máx{µ/2, ‖∇um(t)‖
2}, entonces la función z es en c.t.p. diferen-

ciable y se tiene

dz

dt
=





0 si ‖∇um‖
2 ≤

µ

2
,

d

dt
‖∇um‖

2 si ‖∇um‖
2 >

µ

2
.

(2.93)

Como ‖∇um(0)‖ ≤ ‖∇u0‖ y ‖∇u0‖ pequeño, por la definición de z(t) se tiene que

z(0) = máx{µ/2, ‖∇um(0)‖
2} =

µ

2
.

Desde (2.91) y (2.93),

dz

dt
≤ 2Cνz

3, (2.94)

z(0) = µ/2. (2.95)
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Por Lema 1.17, la solución z(t) de (2.94)-(2.95) es acotada por la solución del problema de valor
inicial

dϕ

dt
= 2Cνϕ

3, (2.96)

ϕ(0) = µ/2. (2.97)

Resolviendo (2.96), se obtiene

−
1

2ϕ2
+ C = 2Cνt ⇒ 2C − 4Cνt =

1

ϕ2
, (2.98)

y aplicando la condición incial (2.97), se obtiene que C = 2/µ2. Luego

4

µ2
− 4Cνt =

1

ϕ2
⇒ ϕ2(t) =

µ2

4(1− Cνµ2t)
. (2.99)

Ahora, para t ≤ T1 se tiene que 4(1− µ2CνT1) ≤ 4(1− µ2Cνt) y desde (2.99), se obtiene

ϕ2(t) =
µ2

4(1− Cνµ2t)
≤

µ2

4(1− µ2CνT1)
. (2.100)

Luego, para T1 =
3

4Cνµ2
, por la definición de z(t), Lema 1.17 y (2.100), se obtiene

‖∇um(t)‖
4 ≤ z2(t) ≤ ϕ2(t) ≤

µ2

4(1− µ2CνT1)
= µ2,

de donde se sigue (2.92).

Por otro lado, desde (2.87) y (2.92), para t ≤ T∗ = mı́n{T, T1} se tiene

d

dt
‖∇um‖

2 + ν‖Aum‖
2 ≤ C(µ, ν),

e integrando entre 0 y t ≤ T∗,

‖∇um(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖Aum(s)‖
2ds ≤ ‖∇um(0)‖

2 + CT∗ ≤ C, (2.101)

para todo t ∈ (0, T∗]. Luego, se concluye que

{um} es acotada en L∞(0, T∗;V ) ∩ L2(0, T∗;D(A)). (2.102)

Estimación (2.17).

Reemplazando wi = ∂tum(t) en (2.12), se tiene

‖∂tum‖
2 = −ν(Aum, ∂tum)− (um · ∇um, ∂tum) + (f, ∂tum), (2.103)
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y usando (2.34) y (2.36), se obtiene

‖∂tum‖
2 ≤ Cν‖Aum‖

2 +
1

3
‖∂tum‖

2 + C‖f‖2 + |(um · ∇um, ∂tum)|. (2.104)

Para el último término del lado derecho de (2.104), usando la desigualdad de Hölder junto con
(1.23) y (2.101), se tiene

|(um · ∇um, ∂tum)| ≤ ‖um‖∞‖∇um‖‖∂tum‖

≤ C‖Aum‖‖∇um‖‖∂tum‖

≤ C‖Aum‖
2‖∇um‖

2 +
1

6
‖∂tum‖2

≤ C‖Aum‖
2 +

1

6
‖∂tum‖

2. (2.105)

Luego, reemplazando (2.105) en (2.104)

‖∂tum‖
2 ≤ C‖Aum‖

2 +
1

2
‖∂tum‖

2 + C‖f‖2,

lo cual implica
‖∂tum‖

2 ≤ C‖Aum‖
2 + C‖f‖2. (2.106)

Luego, integrando (2.106) entre 0 y t, y teniendo en cuenta (2.101), se obtiene

∫ t

0

‖∂tum(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

‖Aum(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖f(s)‖2ds ≤ C, (2.107)

para todo t ∈ (0, T∗]. Aśı, de (2.107) se concluye que

{∂tum} es acotada en L2(0, T∗;H). (2.108)

Existencia de solución.

Observando (2.102), (2.108) y el Teorema 1.8 existe una subsucesión {um′} y un elemento u tal
que

um′ → u débil-* en L∞(0, T∗;V ),

um′ → u débilmente en L2(0, T∗;D(A)),

∂tum′ → ∂tu débilmente en L2(0, T∗;H).

Más aun, usando el Lema 1.3 junto al Teorema 1.9, se tiene que

um → u fuertemente en L2(0, T∗;V ). (2.109)

Pasando la ĺımite de forma similar que en el caso bidimensional, se prueba que existe u la única
solución del Problema 2.
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Desde las desigualdades (2.25), (2.32) y (2.38) se demuestra que para T = T∗ la solución u
satisface las desigualdades (2.15)-(2.17).

A seguir, al igual que para el caso n = 2, se prueba que las aproximaciones um también satisfacen
(2.18) y (2.19).

Estimación (2.18).

Siguiendo los mismos pasos como para obtener (2.65), se tiene

1

2

d

dt
‖∂tum‖

2 + ν‖∇∂tum‖
2 ≤ |(∂tum · ∇um, ∂tum)|+ |(∂tf, ∂tum)|. (2.110)

Usando la propiedad (1.6), desigualdades (1.22) y (1.18) y las desigualdades de Hölder y Young,
se tiene

|(∂tum · ∇um, ∂tum)| = |(∂tum · ∇∂tum, um)| ≤ ‖∂tum‖3‖∇∂tum‖‖um‖6

≤ C‖∂tum‖
1/2‖∇∂tum‖

3/2‖∇um‖

≤
ν

4
‖∇∂tum‖

2 + Cν‖∂tum‖
2‖∇um‖

4, (2.111)

|(∂tf, ∂tum)| ≤ ‖∂tf‖‖∂tum‖ ≤ C‖∂tf‖‖∇∂tum‖ ≤ Cν‖∂tf‖
2 +

ν

4
‖∇∂tum‖

2.(2.112)

Reemplazando (2.111)-(2.112) en (2.110) y observando (2.16), se obtiene

d

dt
‖∂tum‖

2 + ν‖∇∂tum‖
2 ≤ C‖∂tum‖

2 + C‖∂tf‖
2. (2.113)

Multiplicando (2.113) por τ(t) y teniendo en cuenta (2.71)-(2.73), se tiene

d

dt
(τ(t)‖∂tum‖

2) + ντ(t)‖∇∂tum‖
2 ≤ C‖∂tum‖

2 + C‖∂tf‖
2. (2.114)

En vista que ∂tum satisface (2.17), igual que para el caso bidimensional obtenido en (2.70), se
tiene que existe una sucesión εk → 0, tal que εk‖∂tu(εk)‖

2 → 0.
Integrando (2.114) entre εk y t ≤ T∗, aśı como también el hecho que τ(εk) ≤ εk se obtiene

τ(t)‖∂tum(t)‖
2 + ν

∫ t

εk

τ(s)‖∇∂tum(s)‖
2ds ≤ εk‖∂tum(εk)‖

2 + C

∫ t

εk

‖∂tum(s)‖
2ds

+C

∫ t

εk

‖∂tf(s)‖
2ds. (2.115)

Luego, haciendo εk → 0 en (2.115) y considerando (2.17), se tiene

τ(t)‖∂tum(t)‖
2 + ν

∫ t

0

τ(s)‖∇∂tum(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

‖∂tf(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖∂tum(s)‖
2ds ≤ C,

(2.116)
para todo t ∈ (0, T∗], desde donde se sigue (2.18).
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Estimación (2.19).

Similar como para obtener (2.76), se tiene

ν‖Aum‖
2 ≤ |(f, Aum)|+ |(∂tum, Aum)|+ |(um · ∇um, Aum)|. (2.117)

Aplicando la desigualdad de Hölder, la desigualdad de Young y (1.27) para los términos del lado
derecho de (2.117), se obtiene

|(f, Aum)| ≤ ‖f‖‖Aum‖ ≤ Cν‖f‖
2 +

ν

8
‖Aum‖

2, (2.118)

|(∂tum, Aum)| ≤ ‖∂tum‖‖Aum‖ ≤ Cν‖∂tum‖
2 +

ν

8
‖Aum‖

2, (2.119)

|(um · ∇um, Aum)| ≤ ‖um‖∞‖∇um‖‖Aum‖ ≤ C‖∇um‖
3/2‖Aum‖

3/2

≤ Cν‖∇um‖
6 +

ν

4
‖Aum‖

2. (2.120)

Reemplazando (2.118)-(2.120) en (2.117) y entonces considerando (2.16), se tiene

ν‖Aum(t)|
2 ≤ C‖f(t)‖2 + C‖∂tum(t)‖

2 + C. (2.121)

Multiplicando (2.121) por τ(t) ≤ 1, teniendo en cuenta que f ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) y la desigualdad
(2.18), se obtiene

ντ(t)‖Aum(t)‖
2 ≤ Cτ(t)‖f(t)‖2 + Cτ(t)‖∂tum(t)‖

2 + C ≤ C, (2.122)

para todo t ∈ (0, T∗], de donde se sigue (2.19).
Finalmente, razonando de manera análoga a las estimaciones anteriores se concluye que la solución
u también satisface (2.18)-(2.19).

2.2. Existencia y unicidad de soluciones: aproximaciones de

Galerkin de k-nivel

Para la prueba de existencia de soluciones se usa el método de Galerkin espectral de k-nivel,
mediante el cual se define una sucesión de soluciones aproximadas satisfaciendo un sistema de
ecuaciones de Navier-Stokes linealizado y la solución del Problema 2 es determinada como el
ĺımite de la sucesión de aproximaciones de Galerkin de k-nivel.

Por el Lema 1.8, las autofunciones {wi} del operador de Stokes A forman una base hilbertiana
en H. Para cada mk entero, se define el espacio finito dimensional Hmk

como en (1.10), esto es,
Hmk

= span{w1, w2, ..., wmk−1
, wmk

}.

El método de Galerkin de k-nivel consiste en lo siguiente:
i) Hallar u1(t) = um1

(t) ∈ Hm1
la aproximación de Galerkin de 1-nivel que satisface el sistema

no lineal (2.10)-(2.11) con m = m1.
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ii) Para cada k fijado (k = 2, 3, . . . ) y Hmk
= span{w1, w2, . . . , wmk−1

, wmk
}, dado uk−1(t) ∈

Hmk−1
, hallar la aproximación de Galerkin de k-nivel uk(t) ∈ Hmk

tal que

uk(x, t) =

mk∑

i=1

γimk
(t)wi(x), (2.123)

donde los coeficientes γimk
(t) son determinados de tal modo que uk(t) satisfaga el siguiente

sistema de Navier-Stokes linealizado

∂tuk(t) + νAuk(t) + Pmk
(uk(t) · ∇uk−1(t)) + Pmk

(uk−1(t) · ∇uk(t))

= Pmk
f(t) + Pmk

(uk−1(t) · ∇uk−1(t)), (2.124)

uk(0) = Pmk
u0, (2.125)

donde Pmk
es la proyección de L2(Ω) en Hmk

.
Para el sistema (2.124)-(2.125) se tiene la formulación débil: Hallar uk(t) tal que

(∂tuk(t), wi) + ν(∇uk(t),∇wi) + (uk(t) · ∇uk−1(t), wi) + (uk−1(t) · ∇uk(t), wi)

= (f(t), wi) + (uk−1(t) · ∇uk−1(t), wi) ∀wi ∈ Hmk
(2.126)

uk(0) = Pmk
u0. (2.127)

2.2.1. Existencia y unicidad de soluciones en Ω ⊂ R
2

.
Previamente a la demostración del teorema de existencia de soluciones del Problema 2, se de-
muestran algunas estimaciones para las aproximaciones uk de Galerkin de k-nivel.

Teorema 2.3. Con las condiciones del Teorema 2.1, las aproximaciones uk de Galerkin de k-nivel
del sistema lineal (2.124)-(2.125) satisfacen las siguientes estimaciones:

‖uk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇uk(s)‖
2ds ≤ C, (2.128)

‖∇uk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖Auk(s)‖
2ds+

∫ t

0

‖∂tuk(s)‖
2ds ≤ C, (2.129)

τ(t)‖∂tuk(t)‖
2 + ντ(t)‖Auk(t)‖

2 + ν

∫ t

0

τ(s)‖∇∂tuk(s)‖
2ds ≤ C, (2.130)

para t ∈ (0, T ] y k = 1, 2, . . . , K.

Demostración. La demostración de las estimaciones es realizada por inducción sobre k.
i) Por construcción se tiene que u1(t) = um(t) es una aproximación de Galerkin de 1-nivel que
satisface el sistema no lineal (2.10)-(2.11), entonces por (2.25), (2.32), (2.38), (2.75) y (2.81) se
concluye que u1(t) satisface (2.128)-(2.130).

ii) Se asume que (2.128)-(2.130) es satisfecho para k = r − 1 con 2 ≤ r ≤ K.
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iii) Por demostrar que (2.128)-(2.130) es satisfecho para k = r:

Estimación (2.128).

Reemplazando wi = uk(t) ∈ Hmk
en (2.126) y usando (1.5), se obtiene

1

2

d

dt
‖uk‖

2 + ν‖∇uk‖
2 ≤ |(f, uk)|+ |(uk−1 · ∇uk−1, uk)|+ |(uk · ∇uk−1, uk)|. (2.131)

Para los términos del lado derecho de (2.131), usando (1.23), la inducción sobre (2.128) para
k = r − 1 y las desigualdades de Hölder y Young, se tiene

|(f, uk)| ≤ ‖f‖‖uk‖ ≤ C‖f‖‖∇uk‖ ≤ Cν‖f‖
2 +

ν

4
‖∇uk‖

2, (2.132)

|(uk−1 · ∇uk−1, uk)| = |(uk−1 · ∇uk, uk−1)|

≤ ‖uk−1‖∞‖∇uk‖‖uk−1‖

≤ C‖Auk−1‖‖∇uk‖ ≤ Cν‖Auk−1‖
2 +

ν

8
‖∇uk‖

2, (2.133)

|(uk · ∇uk−1, uk)| = |(uk · ∇uk, uk−1)|

≤ ‖uk‖‖∇uk‖‖uk−1‖∞

≤ C‖uk‖‖∇uk‖‖Auk−1‖ ≤ Cν‖uk‖
2‖Auk−1‖

2 +
ν

8
‖∇uk‖

2. (2.134)

Reemplazando (2.132)-(2.134) en (2.131), se tiene

1

2

d

dt
‖uk‖

2 +
ν

2
‖∇uk‖

2 ≤ Cν‖f‖
2 + Cν‖∇uk−1‖

4 + Cν‖uk‖
2‖Auk−1‖

2,

y por inducción sobre (2.129) para k = r − 1, queda

d

dt
‖uk‖

2 + ν‖∇uk‖
2 ≤ C‖f‖2 + C‖∇uk−1‖

2 + C‖uk‖
2‖Auk−1‖

2. (2.135)

Aplicando el Lema 1.18 en (2.135), se tiene

‖uk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇uk(s)‖
2ds

≤
(
‖uk(0)‖

2 + C

∫ t

0

‖f(s)‖2ds+ C

∫ t

0

‖∇uk−1(s)‖
2ds

)
exp

(
C

∫ t

0

‖Auk−1(s)‖
2ds

)
,

y por inducción sobre (2.128) y (2.129) para k = r − 1, se sigue (2.128) para k = r y t ∈ (0, T ].

Estimación (2.129).

Reemplazando wi = Auk(t) en (2.126), se tiene

(∂tuk, Auk) + ν(Auk, Auk) = (f, Auk) + (uk−1 · ∇uk−1, Auk)− (uk · ∇uk−1, Auk)

−(uk−1 · ∇uk, Auk),
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de donde se deduce

1

2

d

dt
‖∇uk‖

2 + ν‖Auk‖
2 ≤ |(f, Auk)|+ |(uk−1 · ∇uk−1, Auk)|+ |(uk · ∇uk−1, Auk)|

+|(uk−1 · ∇uk, Auk)|. (2.136)

Para los términos del lado derecho de (2.136), usando (1.23) y (1.25), las desigualdades de Hölder
y Young, la inducción sobre (2.129) para k = r − 1 y (2.128), se tiene

|(f, Auk)| ≤ ‖f‖‖Auk‖ ≤ Cν‖f‖
2 +

ν

8
‖Auk‖

2, (2.137)

|(uk−1 · ∇uk−1, Auk)| ≤ ‖uk−1‖∞‖∇uk−1‖‖Auk‖

≤ C‖Auk−1‖‖Auk‖ ≤ Cν‖Auk−1‖
2 +

ν

8
‖Auk‖

2, (2.138)

|(uk · ∇uk−1, Auk)| ≤ ‖uk‖∞‖∇uk−1‖‖Auk‖

≤ C‖uk‖
1/2‖Auk‖

1/2‖∇uk−1‖‖Auk‖

≤ C‖∇uk−1‖
1/2‖Auk‖

3/2 ≤ Cν‖∇uk−1‖
2 +

ν

8
‖Auk‖

2, (2.139)

|(uk−1 · ∇uk, Auk)| ≤ ‖uk−1‖∞‖∇uk‖‖Auk‖

≤ C‖Auk−1‖‖∇uk‖‖Auk‖ ≤ Cν‖Auk−1‖
2‖∇uk‖

2 +
ν

8
‖Auk‖

2. (2.140)

Reemplazando (2.137)-(2.140) en (2.136), se obtiene

d

dt
‖∇uk‖

2 + ν‖Auk‖
2 ≤ C‖f‖2 + C‖Auk−1‖

2 + C‖∇uk−1‖
2 + C‖Auk−1‖

2‖∇uk‖
2. (2.141)

Aplicando Lema 1.18 en (2.141), se tiene

‖∇uk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖Auk(s)‖
2ds

≤
(
‖∇uk(0)‖

2 + C

∫ t

0

(‖f(s)‖2 + ‖Auk−1(s)‖
2 + ‖∇uk−1(s)‖

2)ds
)

× exp
(
C

∫ t

0

‖Auk−1(s)‖
2ds

)
,

y luego por inducción sobre (2.128) y (2.129) para k = r − 1, se sigue

‖∇uk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖Auk(s)‖
2ds ≤ C, (2.142)

para t ∈ (0, T ].
Por otro lado, reemplazando wi = ∂tuk(t) en (2.126), se obtiene

(∂tuk, ∂tuk)+ν(Auk, ∂tuk)+(uk ·∇uk−1, ∂tuk)+(uk−1 ·∇uk, ∂tuk) = (f, ∂tuk)+(uk−1 ·∇uk−1, ∂tuk),
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y entonces

‖∂tuk‖
2 ≤ |(f, ∂tuk)|+ |(uk−1 · ∇uk−1, ∂tuk)|+ ν|(Auk, ∂tuk)|+ |(uk · ∇uk−1, ∂tuk)|

+|(uk−1 · ∇uk, ∂tuk)|. (2.143)

Para los términos del lado derecho de (2.143), usando (1.23), las desigualdades de Hölder y Young,
y la desigualdad (2.142), se tiene

|(f, ∂tuk)| ≤ ‖f‖‖∂tuk‖ ≤ C‖f‖2 +
1

10
‖∂tuk‖

2, (2.144)

|(uk−1 · ∇uk−1, ∂tuk)| ≤ ‖uk−1‖∞‖∇uk−1‖‖∂tuk‖

≤ C‖Auk−1‖‖∂tuk‖ ≤ C‖Auk−1‖
2 +

1

10
‖∂tuk‖

2, (2.145)

ν|(Auk, ∂tuk)| ≤ ν‖Auk‖‖∂tuk‖ ≤ C‖Auk‖
2 +

1

10
‖∂tuk‖

2, (2.146)

|(uk · ∇uk−1, ∂tuk)| ≤ ‖uk‖∞‖∇uk−1‖‖∂tuk‖

≤ C‖Auk‖‖∂tuk‖ ≤ C‖Auk‖
2 +

1

10
‖∂tuk‖

2, (2.147)

|(uk−1 · ∇uk, ∂tuk)| ≤ ‖uk−1‖∞‖∇uk‖‖∂tuk‖

≤ C‖Auk−1‖‖∂tuk‖ ≤ C‖Auk−1‖
2 +

1

10
‖∂tuk‖

2. (2.148)

Reemplazando (2.144)-(2.148) en (2.143), se obtiene

‖∂tuk‖
2 ≤ C‖f‖2 + C‖Auk−1‖

2 + C‖Auk‖
2. (2.149)

Integrando (2.149) entre 0 y t ∈ (0, T ], y teniendo en cuenta (2.142), se obtiene

∫ t

0

‖∂tuk(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

‖f(s)‖2ds+ C

∫ t

0

‖Auk−1(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖Auk(s)‖
2ds ≤ C. (2.150)

Aśı, de (2.142) y (2.150) se concluye (2.129).

Estimación (2.130).

Derivando (2.126) con respecto a t, reemplazando wi = ∂tuk(t) y usando (1.5), se tiene

(∂2t uk, ∂tuk) + ν(A∂tuk, ∂tuk) = (∂tf, ∂tuk) + (∂tuk−1 · ∇uk−1, ∂tuk) + (uk−1 · ∇∂tuk−1, ∂tuk)

−(∂tuk · ∇uk−1, ∂tuk)− (uk · ∇∂tuk−1, ∂tuk)

−(∂tuk−1 · ∇uk, ∂tuk),

y entonces se deduce

1

2

d

dt
‖∂tuk‖

2 + ν‖∇∂tuk‖
2 ≤ |(∂tf, ∂tuk)|+ |(∂tuk−1 · ∇uk−1, ∂tuk)|+ |(uk−1 · ∇∂tuk−1, ∂tuk)|

+|(∂tuk · ∇uk−1, ∂tuk)|+ |(uk · ∇∂tuk−1, ∂tuk)|

+|(∂tuk−1 · ∇uk, ∂tuk)|. (2.151)
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Para los términos del lado derecho de (2.151), usando las desigualdades de Hölder, Poincaré y
Young, aśı como también las desigualdades (1.23), (1.19) y (2.129), se tiene

|(∂tf, ∂tuk)| ≤ ‖∂tf‖‖∂tuk‖ ≤ C‖∂tf‖‖∇∂tuk‖

≤ Cν‖∂tf‖
2 +

ν

12
‖∇∂tuk‖

2, (2.152)

|(∂tuk−1 · ∇uk−1, ∂tuk)| = |(∂tuk−1 · ∇∂tuk, uk−1)|

≤ ‖∂tuk−1‖‖∇∂tuk‖‖uk−1‖∞

≤ C‖∂tuk−1‖‖∇∂tuk‖‖Auk−1‖

≤ Cν‖∂tuk−1‖
2‖Auk−1‖

2 +
ν

12
‖∇∂tuk‖

2, (2.153)

|(uk−1 · ∇∂tuk−1, ∂tuk)| = |(uk−1 · ∇∂tuk, ∂tuk−1)|

≤ Cν‖∂tuk−1‖
2‖Auk−1‖

2 +
ν

12
‖∇∂tuk‖

2, (2.154)

|(∂tuk · ∇uk−1, ∂tuk)| ≤ ‖∂tuk‖
2
4‖∇uk−1‖

≤ C‖∂tuk‖‖∇∂tuk‖ ≤ Cν‖∂tuk‖
2 +

ν

12
‖∇∂tuk‖

2, (2.155)

|(uk · ∇∂tuk−1, ∂tuk)| = |(uk · ∇∂tuk, ∂tuk−1)|

≤ ‖uk‖∞‖∇∂tuk‖‖∂tuk−1‖

≤ C‖Auk‖‖∇∂tuk‖‖∂tuk−1‖

≤ Cν‖Auk‖
2‖∂tuk−1‖

2 +
ν

12
‖∇∂tuk‖

2, (2.156)

|(∂tuk−1 · ∇uk, ∂tuk)| = |(∂tuk−1 · ∇∂tuk, uk)|

≤ Cν‖Auk‖
2‖∂tuk−1‖

2 +
ν

12
‖∇∂tuk‖

2. (2.157)

Reemplazando (2.152)-(2.157) en (2.151), se obtiene

d

dt
‖∂tuk‖

2 + ν‖∇∂tuk‖
2 ≤ C‖∂tf‖

2 + C‖∂tuk‖
2 + C‖∂tuk−1‖

2(‖Auk−1‖
2 + ‖Auk‖

2). (2.158)

Multiplicando (2.158) por τ(t) ≤ 1, se tiene

d

dt
(τ(t)‖∂tuk‖

2) + ντ(t)‖∇∂tuk‖
2 ≤ τ ′(t)‖∂tuk‖

2 + C‖∂tf‖
2 + C‖∂tuk‖

2

+Cτ(t)‖∂tuk−1‖
2(‖Auk−1‖

2 + ‖Auk‖
2),

y desde que τ ′(t) ≤ 1, usando inducción sobre (2.130) para k = r − 1, se obtiene

d

dt
(τ(t)‖∂tuk‖

2) + ντ(t)‖∇∂tuk‖
2 ≤ C‖∂tuk‖

2 + C‖∂tf‖
2 + C(‖Auk−1‖

2 + ‖Auk‖
2). (2.159)

Similar como para obtener (2.70), dado que ∂tuk(t) satisface (2.129) existe una sucesión εn → 0,
tal que εn‖∂tuk(εn)‖

2 → 0.
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Integrando (2.159) entre εn y t ∈ (0, T ] y observando que τ(εn) ≤ εn, se obtiene

τ(t)‖∂tuk(t)‖
2 + ν

∫ t

εn

τ(s)‖∇∂tuk(s)‖
2ds

≤ εn‖∂tuk(εn)‖
2 + C

∫ t

εn

‖∂tuk(s)‖
2ds+ C

∫ t

εn

‖∂tf(s)‖
2ds

+C

∫ t

εn

(‖Auk−1(s)‖
2 + ‖Auk(s)‖

2)ds. (2.160)

Luego, haciendo εn → 0 en (2.160), se tiene

τ(t)‖∂tuk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

τ(s)‖∇∂tuk(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

‖∂tuk(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖∂tf(s)‖
2ds

+C

∫ t

0

(‖Auk−1(s)‖
2 + ‖Auk(s)‖

2)ds,

lo cual por (2.129) y la condición sobre ∂tf , implica

τ(t)‖∂tuk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

τ(s)‖∇∂tuk(s)‖
2ds ≤ C, (2.161)

para t ∈ (0, T ].
Por otro lado, reemplazando wi = Auk(t) en (2.126) se tiene

ν(Auk, Auk) = −(∂tuk, Auk)− (uk · ∇uk−1, Auk)− (uk−1 · ∇uk, Auk)

+(f, Auk) + (uk−1 · ∇uk−1, Auk),

de donde se obtiene

ν‖Auk‖
2 ≤ |(∂tuk, Auk)|+ |(uk · ∇uk−1, Auk)|+ |(uk−1 · ∇uk, Auk)|

+|(f, Auk)|+ |(uk−1 · ∇uk−1, Auk)|. (2.162)

Para los términos del lado derecho de (2.162), usando (1.23), (1.25) y (2.129), se tiene

|(∂tuk, Auk)| ≤ ‖∂tuk‖‖Auk‖ ≤ Cν‖∂tuk‖
2 +

ν

10
‖Auk‖

2, (2.163)

|(uk · ∇uk−1, Auk)| ≤ ‖uk‖∞‖∇uk−1‖‖Auk‖

≤ C‖uk‖
1/2‖Auk‖

3/2 ≤ Cν‖uk‖
2 +

ν

10
‖Auk‖

2, (2.164)

|(uk−1 · ∇uk, Auk)| ≤ ‖uk−1‖∞‖∇uk‖‖Auk‖

≤ C‖Auk−1‖‖Auk‖ ≤ Cν‖Auk−1‖
2 +

ν

10
‖Auk‖

2, (2.165)

|(f, Auk)| ≤ ‖f‖‖Auk‖ ≤ Cν‖f‖
2 +

ν

10
‖Auk‖

2, (2.166)

|(uk−1 · ∇uk−1, Auk)| ≤ ‖uk−1‖∞‖∇uk−1‖‖Auk‖

≤ C‖Auk−1‖‖Auk‖ ≤ Cν‖Auk−1‖
2 +

ν

10
‖Auk‖

2. (2.167)
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Reemplazando (2.163)-(2.167) en (2.162), se obtiene

ν‖Auk‖
2 ≤ C‖∂tuk‖

2 + C‖uk‖
2 + C‖Auk−1‖

2 + C‖f‖2,

y entonces multiplicando por τ(t) ≤ 1, usando (2.161) y (2.128), y la inducción sobre (2.130)
para k = r − 1, se sigue

ντ(t)‖Auk‖
2 ≤ Cτ(t)‖∂tuk‖

2 + C‖uk‖
2 + Cτ(t)‖Auk−1‖

2 + Cτ(t)‖f‖2 ≤ C, (2.168)

para t ∈ (0, T ].
Por lo tanto, (2.161) y (2.168) implican (2.130).

A seguir, se enuncia el teorema de existencia y unicidad de soluciones.

Teorema 2.4. Con las condiciones del Teorema 2.3, las soluciones uk de Galerkin de k-nivel del
sistema lineal (2.124)-(2.125) convergen a la única solución u del Problema 2 dada en el Teorema
2.1.

Demostración. Por el Teorema 2.3 observando las desigualdades (2.128) y (2.129) para las apro-
ximaciones uk, se tiene que existe una subsucesión uk′ y una función u tal que

uk′ → u débil en L2(0, T ;D(A)), (2.169)

∂tuk′ → ∂tu débil en L2(0, T ;H), (2.170)

y por resultados de compacidad

uk′ → u fuerte en L2(0, T ;V ). (2.171)

Multiplicando (2.126) por la función ψ ∈ C∞([0, T ]) e integrando entre 0 y T , se tiene

∫ T

0

(∂tuk(t), wiψ(t))dt+ ν

∫ T

0

(Auk(t), wiψ(t))dt

+

∫ T

0

(uk(t) · ∇uk−1(t), wiψ(t))dt+

∫ T

0

(uk−1(t) · ∇uk(t), wiψ(t))dt

=

∫ T

0

(f(t), wiψ(t))dt+

∫ T

0

(uk−1(t) · ∇uk−1(t), wiψ(t))dt. (2.172)

Cuando k′ → ∞, observando las convergencias (2.169) y (2.170), se tiene

∫ T

0

(∂tuk(t), wiψ(t))dt →

∫ T

0

(∂tu(t), wiψ(t))dt, (2.173)

∫ T

0

(Auk(t), wiψ(t))dt →

∫ T

0

(Au(t), wiψ(t))dt. (2.174)
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Como wiψ ∈ L2(0, T ;V ), teniendo en cuenta Lema 1.23, (2.169) y (2.171), se tiene

∫ T

0

(uk(t) · ∇u(k−1)(t), wiψ(t))dt →

∫ T

0

(u(t) · ∇u(t), wiψ(t))dt, (2.175)

∫ T

0

(u(k−1)(t) · ∇uk(t), wiψ(t))dt →

∫ T

0

(u(t) · ∇u(t), wiψ(t))dt, (2.176)

∫ T

0

(u(k−1)(t) · ∇u(k−1)(t), wiψ(t))dt →

∫ T

0

(u(t) · ∇u(t), wiψ(t))dt. (2.177)

Por lo tanto, pasando al ĺımite en (2.172) cuando mk → ∞ y teniendo en cuenta (2.173)-(2.177),
se concluye que u satisface

∫ T

0

(∂tu(t), wiψ(t))dt+ ν

∫ T

0

(Au(t), wiψ(t))dt+

∫ T

0

(u(t) · ∇u(t), wiψ(t))dt

=

∫ T

0

(f(t), wiψ(t))dt, (2.178)

para todo wi ∈ V . Luego, por densidad (2.178) se mantiene para todo wψ ∈ L2(0, T ;V ), esto es
u satisface (2.5). Fácilmente se prueba que u satisface (2.51), lo cual implica que u satisface la
condición inicial (2.6).

2.2.2. Existencia y unicidad de soluciones en Ω ⊂ R
3

Al igual que en el caso bidimensional, previamente a la demostración del teorema de existencia,
se demuestran algunas estimaciones para las aproximaciones uk de Galerkin de k-nivel.

Teorema 2.5. Sea Ω un dominio tridimensional acotado, con borde uniformemente de clase
C2 y un intervalo de tiempo (0, T ], para algún 0 < T < ∞. Sean f, ∂tf ∈ L2(0, T ;L2(Ω)),
u0 ∈ V . Entonces, las aproximaciones uk de Galerkin de k-nivel donde k = 1, 2, . . . , K satisfacen
las estimaciones (2.128)-(2.130) dadas en el Teorema 2.3, para t ∈ (0, T∗] con T∗ definido en
Teorema 2.2.

Demostración. Como en el Teorema 2.3, por inducción se asume que las estimaciones (2.128)-
(2.130) son válidas para k = r − 1 con 2 ≤ r ≤ K.

Estimación (2.128).

Razonando de manera análoga al caso bidimensional se obtiene

‖uk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇uk(s)‖
2ds ≤ C,

para t ∈ (0, T∗].
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Estimación (2.129).

Similar como para obtener (2.136), se tiene

1

2

d

dt
‖∇uk‖

2 + ν‖Auk‖
2 ≤ |(f, Auk)|+ |(uk−1 · ∇uk−1, Auk)|

+|(uk · ∇uk−1, Auk)|+ |(uk−1 · ∇uk, Auk)|. (2.179)

Para el tercer término del lado derecho de (2.179), usando las desigualdades de Hölder y Young,
(1.27) y la inducción sobre (2.129) para k = r − 1, se tiene

|(uk · ∇uk−1, Auk)| ≤ ‖uk‖∞‖∇uk−1‖‖Auk‖

≤ C‖∇uk‖
1/2‖Auk‖

3/2 ≤ Cν‖∇uk‖
2 +

ν

8
‖Auk‖

2. (2.180)

Reemplazando (2.137), (2.138), (2.140) y (2.180) en (2.179), se obtiene

d

dt
‖∇uk‖

2 + ν‖Auk‖
2 ≤ C‖f‖2 + C‖Auk−1‖

2 + C‖∇uk‖
2 + C‖Auk−1‖

2‖∇uk‖
2. (2.181)

Aplicando el Lema 1.18 en (2.181), se obtiene

‖∇uk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖Auk(s)‖
2ds

≤
(
‖∇uk(0)‖

2 + C

∫ t

0

‖f(s)‖2ds+ C

∫ t

0

‖Auk−1(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖∇uk(s)‖
2ds

)

× exp
(
C

∫ t

0

‖Auk−1(s)‖
2ds

)
. (2.182)

Luego, usando (2.128) y la inducción sobre (2.129) para k = r − 1, de (2.182) se tiene

‖∇uk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖Auk(s)‖
2ds ≤ C, (2.183)

para t ∈ (0, T∗].
También, al igual que para el caso n = 2 se cumple la desigualdad (2.150). Por lo tanto, (2.183)
y (2.150) implican (2.129).

Estimación (2.130).

Similar como para (2.151), se obtiene

1

2

d

dt
‖∂tuk‖

2 + ν‖∇∂tuk‖
2 ≤ |(∂tf, ∂tuk)|+ |(∂tuk−1 · ∇uk−1, ∂tuk)|+ |(uk−1 · ∇∂tuk−1, ∂tuk)|

+|(∂tuk · ∇uk−1, ∂tuk)|+ |(uk · ∇∂tuk−1, ∂tuk)|

+|(∂tuk−1 · ∇uk, ∂tuk)|. (2.184)
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Para el cuarto término del lado derecho de (2.184), usando (1.23) y las desigualdades de Hölder
y Young, se tiene

|(∂tuk · ∇uk−1, ∂tuk)| = |(∂tuk · ∇∂tuk, uk−1)|

≤ ‖∂tuk‖‖∇∂tuk‖‖uk−1‖∞

≤ C‖∂tuk‖‖∇∂tuk‖‖Auk−1‖

≤ Cν‖∂tuk‖
2‖Auk−1‖

2 +
ν

12
‖∇∂tuk‖

2. (2.185)

Los otros términos de (2.184) son estimados por (2.152)-(2.154) y (2.156)-(2.157), luego reem-
plazando éstas desigualdades y (2.185) en (2.184), se obtiene

d

dt
‖∂tuk‖

2 + ν‖∇∂tuk‖
2 ≤ C‖∂tf‖

2 + C‖∂tuk−1‖
2(‖Auk−1‖

2 + ‖Auk‖
2) + C‖∂tuk‖

2‖Auk−1‖
2.

(2.186)
Multiplicando (2.186) por τ(t) ≤ 1, se tiene

d

dt
(τ(t)‖∂tuk‖

2) + ντ(t)‖∇∂tuk‖
2 ≤ τ ′(t)‖∂tuk‖

2 + C‖∂tf‖
2 + Cτ(t)‖∂tuk‖

2‖Auk−1‖
2

+Cτ(t)‖∂tuk−1‖
2(‖Auk−1‖

2 + ‖Auk‖
2),

y usando inducción sobre (2.130) para k = r − 1 y el hecho que τ ′(t) ≤ 1, resulta

d

dt
(τ(t)‖∂tuk‖

2) + ντ(t)‖∇∂tuk‖
2 ≤ C‖∂tuk‖

2 + C‖∂tf‖
2 + C(‖Auk−1‖

2 + ‖Auk‖
2). (2.187)

Similar como para obtener (2.70) dado que ∂tuk(t) satisface (2.129), existe una sucesión εn → 0,
tal que εn‖∂tuk(εn)‖

2 → 0.
Integrando (2.187) entre εn y t, y observando que τ(εn) ≤ εn, se obtiene

τ(t)‖∂tuk(t)‖
2 + ν

∫ t

εn

τ(s)‖∇∂tuk(s)‖
2ds ≤ εn‖∂tuk(εn)‖

2 + C

∫ t

εn

‖∂tuk(s)‖
2ds

+C

∫ t

εn

‖∂tf(s)‖
2ds+ C

∫ t

εn

‖Auk−1(s)‖
2ds

+C

∫ t

εn

‖Auk(s)‖
2ds,

y entonces tomando ĺımite cuando εn → 0, se tiene

τ(t)‖∂tuk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

τ(s)‖∇∂tuk(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

‖∂tuk(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖∂tf(s)‖
2ds

+C

∫ t

0

‖Auk−1(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖Auk(s)‖
2ds,

y luego, teniendo en cuenta (2.129), se sigue

τ(t)‖∂tuk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

τ(s)‖∇∂tuk(s)‖
2ds ≤ C, (2.188)
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para t ∈ (0, T∗].
Similar como para (2.162), se tiene

ν‖Auk‖
2 ≤ |(∂tuk, Auk)|+ |(uk · ∇uk−1, Auk)|+ |(uk−1 · ∇uk, Auk)|

+|(f, Auk)|+ |(uk−1 · ∇uk−1, Auk)|. (2.189)

Para el segundo término del lado derecho de (2.189), usando las desigualdades de Hölder y Young,
(1.27) y (2.129), se tiene

|(uk · ∇uk−1, Auk)| ≤ ‖uk‖∞‖∇uk−1‖‖Auk‖

≤ C‖∇uk‖
1/2‖Auk‖

3/2 ≤ Cν‖∇uk‖
2 +

ν

10
‖Auk‖

2. (2.190)

Los otros términos del lado derecho de (2.189) satisfacen las estimaciones (2.163), (2.165)-(2.167),
luego reemplazando estas desigualdades y (2.190) en (2.189), se obtiene

ν‖Auk‖
2 ≤ C‖∂tuk‖

2 + C‖∇uk‖
2 + C‖Auk−1‖

2 + C‖f‖2. (2.191)

Multiplicando (2.191) por τ(t) ≤ 1 y observando (2.129), se tiene

ντ(t)‖Auk‖
2 ≤ Cτ(t)‖∂tuk‖

2 + C + Cτ(t)‖Auk−1‖
2 + C‖f‖2,

y entonces usando induccción sobre (2.130) para k = r − 1 y (2.188), se sigue

ντ(t)‖Auk(t)‖
2 ≤ C, (2.192)

para t ∈ (0, T∗].
Por lo tanto, de (2.188) y (2.192) se sigue (2.130).

A seguir se tiene el siguiente resultado de existencia y unicidad soluciones.

Teorema 2.6. Con las condiciones del Teorema 2.5, las soluciones uk de Galerkin de k-nivel
del sistema lineal (2.124)-(2.125) convergen a la única solución u del Problema 2 dada por el
Teorema 2.2.

Demostración. Para la demostración se razona de igual forma al caso bidimensional dada en el
Teorema 2.4.
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CAṔITULO 3

ESTIMACIONES DE ERROR PARA LAS

SOLUCIONES APROXIMADAS

En las normas L∞(0, T ;L2(Ω)), L2(0, T ;H1(Ω)) y L2(0, T ;L2(Ω)), donde Ω es un dominio acotado
en R

n (n = 2, 3), se determinan estimaciones de error para las aproximaciones de Galerkin de
1-nivel definidas en (2.9)-(2.11) y para las aproximaciones de Galerkin de K-nivel definidas en
(2.123)-(2.125).
El radio de convergencia es determinado en función de los valores propios del operador de Stokes
y se demuestra que cuando m = mK , sobre el espacio HmK

la aproximación de Galerkin umK

de 1-nivel y la aproximación de Galerkin uK de K-nivel tienen radio de convergencia del mismo
orden.
Al igual que en el caṕıtulo anterior, en lo que sigue C denota una constante real no negativa que
puede tomar diferentes valores en distintas situaciones.

3.1. Estimaciones de error para las aproximaciones de

Galerkin de 1-nivel

Para las aproximaciones um de Galerkin de 1-nivel y la solución u del Problema 2 dada en
Teorema 2.1 y en Teorema 2.2, se define

qm(x, t) = u(x, t)− Pmu(x, t), em(x, t) = Pmu(x, t)− um(x, t), (3.1)

con Pm dado en (1.12), esto es

Pmu(x, t) =
m∑

i=1

(u(x, t), wi(x))wi(x).

Entonces,
u(x, t)− um(x, t) = qm(x, t) + em(x, t). (3.2)
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Observando (2.11),
em(0) = Pmu(0)− um(0) = Pmu0 − um(0) = 0. (3.3)

Para el primer término del lado derecho de (3.2) se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Sea Ω ⊂ R
n(n = 2, 3) un dominio acotado y u la única solución del Problema

2 dada por el Teorema 2.1 o el Teorema 2.2. Para 0 < t ≤ T ∗ (T ∗ = T si n = 2, T ∗ = T∗ si
n = 3), la función qm(t) definida en (3.1) satisface las siguientes estimaciones:

‖qm(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇qm(s)‖
2ds ≤ Cλ−1

m , (3.4)

τ(t)‖∇qm(t)‖
2 +

∫ t

0

τ(s)‖∂tqm(s)‖
2ds ≤ Cλ−1

m , (3.5)

τ(t)‖qm(t)‖
2 +

∫ t

0

‖qm(s)‖
2ds ≤ Cλ−2

m , (3.6)

donde λm es el m−ésimo valor propio del operador de Stokes A y τ(t) = mı́n{1, t}.

Demostración. De Lema 1.11 y Lema 1.13 dados en el caṕıtulo 1, se tiene

‖qm(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇qm(s)‖
2ds ≤

1

λm
‖∇u‖2 +

ν

λm

∫ t

0

‖Au(s)‖2ds,

y entonces observando (2.16) se sigue (3.4).

De Lema 1.11 y Lema 1.13, se tiene

τ(t)‖∇qm(t)‖
2 +

∫ t

0

τ(s)‖∂tqm(s)‖
2ds ≤

1

λm
τ(t)‖Au(t)‖2 +

1

λm

∫ t

0

τ(s)‖∇∂tu(s)‖
2ds,

luego observando (2.18) y (2.19) se sigue (3.5).

De Lema 1.12, se tiene

τ(t)‖qm(t)‖
2 +

∫ t

0

‖qm(s)‖
2ds ≤

1

λ2m
τ(t)‖Au(t)‖2 +

1

λ2m

∫ t

0

‖Au(s)‖2ds,

luego teniendo en cuenta (2.16) y (2.19) se obtiene (3.6).

Para obtener las estimaciones del error, teniendo en cuenta el Teorema 3.1 y la definición dada
en (3.2), solo resta determinar estimaciones para em(t). Para el segundo término del lado derecho
de (3.2) se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2. Sea Ω ⊂ R
n (n = 2, 3) un dominio acotado y u la única solución del Problema

2 dada en el Teorema 2.1 si n = 2 y en el Teorema 2.2 si n = 3. Para 0 < t ≤ T ∗ (T ∗ = T si
n = 2, T ∗ = T∗ si n = 3), la función em(t) definida en (3.1) satisface las siguientes estimaciones:

‖em(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇em(s)‖
2ds ≤ Cλ−3/2

m , (3.7)

ντ(t)‖∇em‖
2 +

∫ t

0

τ(s)‖∂tem(s)‖
2ds ≤ Cλ−1

m , (3.8)

donde λm es el m−ésimo valor propio del operador de Stokes A y τ(t) = mı́n{1, t}.
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Demostración. Aplicando la proyección Pm en (2.5), observando (1.13) y haciendo el producto
interno con v ∈ Hm, se tiene

(Pm∂tu(t), v) + ν(APmu(t), v) + (u(t) · ∇u(t), v) = (f(t), v), (3.9)

desde que Pmv = v y Pv = v. También, haciendo el producto interno de (2.10) con v ∈ Hm, se
tiene

(∂tum(t), v) + ν(Aum(t), v) + (um(t) · ∇um(t), v) = (f(t), v). (3.10)

Luego, restando (3.10) desde (3.9) y observando la definición de em dada en (3.1), se obtiene

(∂tem, v) + ν(Aem, v) + ((u− um) · ∇u, v) + (um · ∇(u− um), v) = 0. (3.11)

Como u− um = em + qm entonces (3.11) se reescribe como

(∂tem, v) + ν(Aem, v) + ((em + qm) · ∇u, v) + (um · ∇(em + qm), v) = 0. (3.12)

Considerando la ecuación (3.12) se determinan las estimaciones (3.7)-(3.8).

Estimación (3.7).

Tomando v = em(t) ∈ Hm en (3.12) y considerando (1.5), se tiene

1

2

d

dt
‖em‖

2 + ν(Aem, em) + (em · ∇u, em) + (qm · ∇u, em) + (um · ∇qm, em) = 0,

de donde se obtiene

1

2

d

dt
‖em‖

2 + ν‖∇em‖
2 ≤ |(em · ∇u, em)|+ |(qm · ∇u, em)|+ |(um · ∇qm, em)|. (3.13)

Para los términos del lado derecho de (3.13), usando (1.23), (1.27) y las desigualdades de Hölder
y Young, se tiene

|(em · ∇u, em)| ≤ |(em · ∇em, u)|

≤ ‖em‖‖∇em‖‖u‖∞

≤ C‖em‖‖∇em‖‖Au‖

≤ Cν‖em‖
2‖Au‖2 +

ν

4
‖∇em‖

2, (3.14)

|(qm · ∇u, em)|+ |(um · ∇qm, em)| = |(qm · ∇em, u)|+ |(um · ∇em, qm)|

≤ ‖qm‖‖∇em‖‖u‖∞ + ‖um‖∞‖∇em‖‖qm‖

≤ C‖qm‖‖∇em‖‖∇u‖
1/2‖Au‖1/2

+C‖∇um‖
1/2‖Aum‖

1/2‖∇em‖‖qm‖

≤ Cν‖∇u‖‖Au‖‖qm‖
2 +

ν

8
‖∇em‖

2

+Cν‖∇um‖‖Aum‖‖qm‖
2 +

ν

8
‖∇em‖

2. (3.15)
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Reemplazando (3.14)-(3.15) en (3.13) y teniendo en cuenta (2.16), se obtiene

1

2

d

dt
‖em‖

2 + ν‖∇em‖
2 ≤ Cν‖em‖

2‖Au‖2 + Cν(‖Au‖+ ‖Aum‖)‖qm‖
2 +

ν

2
‖∇em‖

2,

y luego se sigue que

d

dt
‖em‖

2 + ν‖∇em‖
2 ≤ C‖em‖

2‖Au‖2 + C(‖Au‖+ ‖Aum‖)‖qm‖
2. (3.16)

Aplicando el Lema 1.18 a (3.16), y teniendo en cuenta (3.3) y (2.16), se tiene

‖em(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇em(s)‖
2ds ≤ C

( ∫ t

0

(‖Au(s)‖+ ‖Aum(s)‖)‖qm(s)‖
2ds

)

× exp
(
C

∫ t

0

‖Au(s)‖2ds
)

≤ C

∫ t

0

(‖Au(s)‖+ ‖Aum(s)‖)‖qm(s)‖
2ds. (3.17)

Aplicando la desigualdad de Hölder en el lado derecho de (3.17), se obtiene

‖em(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇em(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

(‖Au(s)‖+ ‖Aum(s)‖)‖qm(s)‖
2ds

≤ C

(∫ t

0

‖Au(s)‖2ds

)1/2 (∫ t

0

‖qm(s)‖
4ds

)1/2

+C

(∫ t

0

‖Aum(s)‖
2ds

)1/2 (∫ t

0

‖qm(s)‖
4ds

)1/2

,

y entonces teniendo en cuenta (2.16) y (3.4), resulta

‖em(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇em(s)‖
2ds ≤ C

(∫ t

0

‖qm(s)‖
4ds

)1/2

≤ C

(
λ−1
m

∫ t

0

‖qm(s)‖
2ds

)1/2

. (3.18)

Luego, usando (3.6) en el lado derecho de (3.18), se obtiene

‖em(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇em(s)‖
2ds ≤ C(λ−3

m )1/2,

para t ∈ (0, T ∗], de donde se concluye (3.7).

Estimación (3.8).

Tomando v = ∂tem(t) ∈ Hm en (3.12), se tiene

‖∂tem‖
2 + ν(Aem, ∂tem) + ((em + qm) · ∇u, ∂tem) + (um · ∇(em + qm), ∂tem) = 0,
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y entonces

‖∂tem‖
2 +

ν

2

d

dt
‖∇em‖

2 ≤ |((em + qm) · ∇u, ∂tem)|+ |(um · ∇(em + qm), ∂tem)|. (3.19)

Luego, para los términos del lado derecho de (3.19), usando (1.21)-(1.24) y las desigualdades de
Hölder y Young, se tiene

|((em + qm) · ∇u, ∂tem)| ≤ (‖em‖3 + ‖qm‖3)‖∇u‖6‖∂tem‖

≤ C(‖∇em‖+ ‖∇qm‖)‖Au‖‖∂tem‖

≤ C(‖∇em‖
2 + ‖∇qm‖

2)‖Au‖2 +
1

4
‖∂tem‖

2, (3.20)

|(um · ∇(em + qm), ∂tem)| ≤ ‖um‖∞(‖∇em‖+ ‖∇qm‖)‖∂tem‖

≤ C‖Aum‖(‖∇em‖+ ‖∇qm‖)‖∂tem‖

≤ C‖Aum‖
2(‖∇em‖

2 + ‖∇qm‖
2) +

1

4
‖∂tem‖

2. (3.21)

Por lo tanto, reemplazando (3.20)-(3.21) en (3.19), resulta

‖∂tem‖
2 + ν

d

dt
‖∇em‖

2 ≤ C(‖∇em‖
2 + ‖∇qm‖

2)(‖Au‖2 + ‖Aum‖
2). (3.22)

Multiplicando (3.22) por τ(t) y observando (2.19), se tiene

τ(t)‖∂tem‖
2 + ντ(t)

d

dt
‖∇em‖

2 ≤ C(‖∇em‖
2 + ‖∇qm‖

2)τ(t)(‖Au‖2 + ‖Aum‖
2)

≤ C(‖∇em‖
2 + ‖∇qm‖

2). (3.23)

Como

d

dt
(τ(t)‖∇em‖

2) = τ(t)
d

dt
‖∇em‖

2 + τ ′(t)‖∇em‖
2 ≤ τ(t)

d

dt
‖∇em‖

2 + ‖∇em‖
2,

la desigualdad (3.23) es equivalente a

τ(t)‖∂tem‖
2 + ν

d

dt
(τ(t)‖∇em‖

2) ≤ ν‖∇em‖
2 + C(‖∇em‖

2 + ‖∇qm‖
2). (3.24)

Integrando (3.24) entre 0 y t ∈ (0, T ∗], y teniendo en cuenta (3.3), se tiene

ντ(t)‖∇em(t)‖
2 +

∫ t

0

τ(s)‖∂tem(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

‖∇em(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖∇qm(s)‖
2ds. (3.25)

Por lo tanto, aplicando (3.4) y (3.7) en (3.25) queda demostrado (3.8).

A seguir, teniendo en cuenta los resultados del Teorema 3.1 y Teorema 3.2, en las normas
L∞(0, T ∗;L2(Ω)) y L2(0, T ∗;H1(Ω)) se tiene se tiene el siguiente teorema
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Teorema 3.3. Con las condiciones del Teorema 3.1 y el Teorema 3.2, si el m-ésimo valor propio
λm del operador de Stokes A es tal que λm ≥ ĉ para alguna constante real ĉ > 1, entonces el
error u(t)− um(t) satisface las siguientes estimaciones:

‖u(t)− um(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇u(s)−∇um(s)‖
2ds ≤ Cλ−1

m , (3.26)

ντ(t)‖∇u(t)−∇um(t)‖
2 +

∫ t

0

τ(s)‖∂tu(s)− ∂tum(s)‖
2ds ≤ Cλ−1

m , (3.27)

para todo 0 < t ≤ T ∗ y τ(t) = mı́n{1, t}.

Demostración. Por la definición dada en (3.2), se tiene que u(t)−um(t) = qm(t)+em(t) entonces
usando la desigualdad triangular y la desigualdad de Young, resulta

‖u(t)− um(t)‖
2 ≤ (‖qm(t)‖+ ‖em(t)‖)

2 ≤ 2‖qm(t)‖
2 + 2‖em(t)‖

2. (3.28)

Luego, observado (3.28) se sigue

‖u(t)− um(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇u(s)−∇um(s)‖
2ds ≤ 2‖qm(t)‖

2 + 2ν

∫ t

0

‖∇qm(s)‖
2ds

+2‖em(t)‖
2 + 2ν

∫ t

0

‖∇em(s)‖
2ds,

y entonces usando las estimaciones (3.4) y (3.7), se obtiene

‖u(t)− um(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇u(s)−∇um(s)‖
2ds ≤ Cλ−1

m + Cλ−3/2
m . (3.29)

Como por hipótesis λ−1
m ≤ ĉ−1 < 1 entonces se tiene que λ

−3/2
m ≤ λ−1

m , por lo tanto de (3.29) se
sigue el resultado (3.26).

Similarmente, por la definición dada en (3.2), se tiene que

ντ(t)‖∇u(t)−∇um(t)‖
2 +

∫ t

0

τ(s)‖∂tu(s)− ∂tum(s)‖
2ds

≤ 2ντ(t)‖∇qm(t)‖
2 + 2

∫ t

0

τ(s)‖∂tqm(s)‖
2ds

+2ντ(t)‖∇em(t)‖
2 + 2

∫ t

0

τ(s)‖∂tem(s)‖
2ds,

y luego usando las estimaciones (3.5) y (3.8) se sigue (3.27).

Con el propósito de encontrar mejores cotas para el error u − um en la norma L2(0, T ∗, L2(Ω)),
previamente se dan algunos resultados técnicos utilizando las soluciones de una ecuación auxiliar
linealizada similar a lo usado por Heywood & Rannacher [7] y Hill & Süli [9].
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Para s ∈ (0, T ∗) y g ∈ L2(0, s;L2(Ω)) el problema consiste en hallar ϕ(t) ∈ H con ϕ(s) = 0 y tal
que para u(t) solución del Problema 2, satisface

−(v, ∂tϕ(t)) + ν(v, Aϕ(t)) + (v · ∇u(t), ϕ(t)) + (u(t) · ∇v, ϕ(t)) = −(v, g(t)), (3.30)

para todo v ∈ H.

Para (3.30), por el método de Galerkin es posible construir una solución aproximada

φ(t) =
m∑

i=1

γim(t)wi ∈ Hm,

donde los coeficientes γim(t) son determinados de tal forma que para t ∈ (0, s), φ(t) satisface la
siguiente ecuación

−(v, ∂tφ(t)) + ν(v, Aφ(t)) + (v · ∇u(t), φ(t)) + (u(t) · ∇v, φ(t)) = −(v, g(t)), (3.31)

para todo v ∈ Hm, con φ(s) = 0.
Más aun, la solución φ(t) ∈ Hm es única. En efecto, sean φ1(t) y φ2(t) dos soluciones aproximadas
de (3.31), es decir

−(v, ∂tφ1(t)) + ν(v, Aφ1(t)) + (v · ∇u(t), φ1(t)) + (u(t) · ∇v, φ1(t)) = −(v, g(t)), (3.32)

−(v, ∂tφ2(t)) + ν(v, Aφ2(t)) + (v · ∇u(t), φ2(t)) + (u(t) · ∇v, φ2(t)) = −(v, g(t)). (3.33)

Restando (3.32) y (3.33), y definiendo φ̃(t) = φ1(t)− φ2(t) se obtiene

−(v, ∂tφ̃(t)) + ν(v, Aφ̃(t)) + (v · ∇u(t), φ̃(t)) + (u(t) · ∇v, φ̃(t)) = 0. (3.34)

Haciendo v = φ̃ en (3.34), se tiene

−
1

2

d

dt
‖φ̃‖2 + ν‖∇φ̃‖2 = −(φ̃ · ∇u, φ̃) = (φ̃ · ∇φ̃, u) ≤ |(φ̃ · ∇φ̃, u)|. (3.35)

Para el término del lado derecho de (3.35), usando las desigualdades de Hölder y Young y (1.23),
se tiene

|(φ̃ · ∇φ̃, u)| ≤ ‖φ̃‖‖∇φ̃‖‖u‖∞ ≤ C‖φ̃‖‖∇φ̃‖‖Au‖ ≤ ν‖∇φ‖2 + Cν‖φ̃‖
2‖Au‖2. (3.36)

Reemplazando (3.36) en (3.35), se tiene

−
d

dt
‖φ̃‖2 ≤ C‖φ̃‖2‖Au‖2. (3.37)

Integrando (3.37) entre t y s ∈ (0, T ∗], se obtiene

‖φ̃(t)‖2 ≤ C

∫ s

t

‖φ̃(τ)‖2‖Au(τ)‖2dτ. (3.38)

Aplicando el Lema (1.19) y observando (2.16), se tiene

‖φ̃(t)‖2 ≤ 0. (3.39)

Por lo tanto, se deduce que φ̃(t) = 0, de donde se sigue que φ1(t) = φ2(t).
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Lema 3.1. La solución φ del problema (3.31) satisface la siguiente regularidad:

sup
0≤r≤s

‖∇φ(r)‖2 + ν

∫ s

0

(‖Aφ(t)‖2 + ‖∇φ(t)‖2)dt ≤ C

∫ s

0

‖g(t)‖2dt, (3.40)

para todo s ∈ (0, T ∗].

Demostración. Tomando v = φ(t) en (3.31) y observando (1.5), se tiene

−(φ, ∂tφ) + ν(φ,Aφ) + (φ · ∇u, φ) = −(φ, g),

y entonces se sigue que

−
1

2

d

dt
‖φ‖2 + ν‖∇φ‖2 ≤ |(φ, g)|+ |(φ · ∇u, φ)|. (3.41)

Luego, para los términos del lado derecho de (3.41), usando (1.23) y las desigualdades de Hölder
y Poincaré se tiene

|(φ, g)| ≤ ‖φ‖‖g‖ ≤ C‖∇φ‖‖g‖ ≤ Cν‖g‖
2 +

ν

4
‖∇φ‖2, (3.42)

|(φ · ∇u, φ)| = |(φ · ∇φ, u)| ≤ ‖φ‖‖∇φ‖‖u‖∞

≤ C‖φ‖‖∇φ‖‖Au‖ ≤ Cν‖φ‖
2‖Au‖2 +

ν

4
‖∇φ‖2. (3.43)

Reemplazando (3.42) y (3.43) en (3.41), se obtiene

−
d

dt
‖φ‖2 + ν‖∇φ‖2 ≤ C‖g‖2 + C‖φ‖2‖Au‖2. (3.44)

Integrando entre r y s, y teniendo en cuenta que φ(s) = 0, resulta

‖φ(r)‖2 + ν

∫ s

r

‖∇φ(t)‖2dt ≤ C

∫ s

r

‖g(t)‖2dt+ C

∫ s

r

‖φ(t)‖2‖Au(t)‖2dt.

Usando Lema 1.19 y (2.16), se tiene

‖φ(r)‖2 + ν

∫ s

r

‖∇φ(t)‖2dt ≤
(
C

∫ s

r

‖g(t)‖2dt
)
exp

(
C

∫ s

r

‖Au(t)‖2dt
)

≤ C

∫ s

r

‖g(t)‖2dt

≤ C

∫ s

0

‖g(t)‖2dt, (3.45)

para todo 0 ≤ r ≤ s donde 0 < s ≤ T ∗.

Por otro lado, tomando v = Aφ(t) en (3.31), se obtiene

−(Aφ, ∂tφ) + ν(Aφ,Aφ) + (Aφ · ∇u, φ) + (u · ∇Aφ, φ) = −(Aφ, g),
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y observando (1.6), se tiene

−
1

2

d

dt
‖∇φ‖2 + ν‖Aφ‖2 − (Aφ · ∇φ, u)− (u · ∇φ,Aφ) = −(Aφ, g),

y entonces

−
1

2

d

dt
‖∇φ‖2 + ν‖Aφ‖2 ≤ |(Aφ · ∇φ, u)|+ |(u · ∇φ,Aφ)|+ |(Aφ, g)|. (3.46)

Para los términos del lado derecho de (3.46), usando (1.23) y desigualdades de Hölder y Young,
se tiene

|(Aφ · ∇φ, u)|+ |(u · ∇φ,Aφ)| ≤ 2‖Aφ‖‖∇φ‖‖u‖∞

≤ C‖Aφ‖‖∇φ‖‖Au‖

≤
ν

4
‖Aφ‖2 + Cν‖Au‖

2‖∇φ‖2, (3.47)

|(Aφ, g)| ≤ ‖Aφ‖‖g‖ ≤
ν

4
‖Aφ‖2 + Cν‖g‖

2. (3.48)

Reemplazando (3.47) y (3.48) en (3.46), se obtiene

−
d

dt
‖∇φ‖2 + ν‖Aφ‖2 ≤ C‖Au‖2‖∇φ‖2 + C‖g‖2. (3.49)

Integrando (3.49) entre r y s, y teniendo en cuenta que ∇φ(s) = 0, resulta

‖∇φ(r)‖2 + ν

∫ s

r

‖Aφ(t)‖2dt ≤ C

∫ s

r

‖Au(t)‖2‖∇φ(t)‖2dt+ C

∫ s

r

‖g(t)‖2dt.

Usando Lema 1.19 y (2.16) en la última desigualdad, se tiene

‖∇φ(r)‖2 + ν

∫ s

r

‖Aφ(t)‖2dt ≤
(
C

∫ s

r

‖g(t)‖2dt
)
exp

(
C

∫ s

r

‖Au(t)‖2dt
)

≤ C

∫ s

r

‖g(t)‖2dt

≤ C

∫ s

0

‖g(t)‖2dt. (3.50)

De (3.45) y (3.50) para todo 0 ≤ r ≤ s se obtiene

ν

∫ s

r

‖∇φ(t)‖2dt+ ν

∫ s

r

‖Aφ(t)‖2dt ≤ 2C

∫ s

0

‖g(t)‖2dt,

luego para r = 0 se tiene

ν

∫ s

0

‖∇φ(t)‖2dt+ ν

∫ s

0

‖Aφ(t)‖2dt ≤ C

∫ s

0

‖g(t)‖2dt, (3.51)

y entonces de (3.50) y (3.51), resulta

‖∇φ(r)‖2 + ν

∫ s

0

‖∇φ(t)‖2dt+ ν

∫ s

0

‖Aφ(t)‖2dt ≤ C

∫ s

0

‖g(t)‖2dt,

para s ∈ (0, T ∗], desde donde se sigue (3.40) y el lema queda demostrado.
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Usando el Lema 3.1, para el segundo término del lado derecho de (3.2) se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 3.4. Con las condiciones del Teorema 3.1 y el Teorema 3.2, para t ∈ (0, T ∗] la función
em(t) definida en (3.1) satisface la siguiente estimación:

τ(t)‖em(t)‖
2 +

∫ t

0

(‖em(s)‖
2 + ντ(s)‖∇em(s)‖

2)ds ≤ Cλ−2
m . (3.52)

Demostración. Tomando v = em(t) y g(t) = em(t) en (3.31), se tiene

(em, ∂tφ)− ν(em, Aφ)− (em · ∇u, φ)− (u · ∇em, φ) = ‖em‖
2. (3.53)

También, con g(t) = em(t) desde (3.40), se tiene

sup
0≤t≤s

‖∇φ(t)‖2 + ν

∫ s

0

‖Aφ(t)‖2dt ≤ C

∫ s

0

‖em(t)‖
2dt. (3.54)

Por otro lado, tomando v = φ(t) ∈ Hm en (3.12), y recordando que A es un operador autoadjunto,
se tiene

(∂tem, φ) + ν(em, Aφ) + ((em + qm) · ∇u, φ) + (um · ∇(em + qm), φ) = 0. (3.55)

Sumando (3.53) y (3.55), se tiene

‖em‖
2 = (em, ∂tφ) + (∂tem, φ) + (qm · ∇u, φ) + (u · ∇qm, φ)− ((u− um) · ∇(em + qm), φ),

y entonces como em + qm = u− um, resulta

‖em‖
2 =

d

dt
(em, φ) + (qm · ∇u, φ) + (u · ∇qm, φ)− ((u− um) · ∇(u− um), φ)

≤
d

dt
(em, φ) + |(qm · ∇u, φ)|+ |(u · ∇qm, φ)|+ |((u− um) · ∇(u− um), φ)|. (3.56)

Para los términos del lado derecho de (3.56), usando la desigualdad de Hölder y (1.23), se tiene

|(qm · ∇u, φ)|+ |(u · ∇qm, φ)| = |(qm · ∇φ, u)|+ |(u · ∇φ, qm)|

≤ 2‖qm‖‖∇φ‖‖u‖∞ ≤ C‖qm‖‖∇φ‖‖Au‖, (3.57)

|((u− um) · ∇(u− um), φ)| = ‖u− um‖‖∇(u− um)‖‖φ‖∞

≤ C‖u− um‖‖∇(u− um)‖‖Aφ‖. (3.58)

Luego, reemplazando (3.57)-(3.58) en (3.56), se obtiene

‖em‖
2 ≤

d

dt
(em, φ) + C‖∇φ‖‖Au‖‖qm‖+ C‖Aφ‖‖u− um‖‖∇u−∇um‖. (3.59)
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Integrando (3.59) entre 0 y s = t, recordando que em(0) = 0 y φ(s) = 0, aśı como también usando
(3.26), se tiene

∫ t

0

‖em(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

‖∇φ(s)‖‖Au(s)‖‖qm(s)‖ds

+C

∫ t

0

‖Aφ(s)‖‖u(s)− um(s)‖‖∇u(s)−∇um(s)‖ds

≤ C

∫ t

0

‖∇φ(s)‖‖Au(s)‖‖qm(s)‖ds

+Cλ−1/2
m

∫ t

0

‖Aφ(s)‖‖∇u(s)−∇um(s)‖ds. (3.60)

Para los términos del lado derecho de (3.60), usando la desigualdad de Hölder junto con las
desigualdades (2.16) y (3.54), se tiene

∫ t

0

‖∇φ(s)‖‖Au(s)‖‖qm(s)‖ds ≤

(∫ t

0

‖∇φ(s)‖2‖Au(s)‖2ds

)1/2 (∫ t

0

‖qm(s)‖
2ds

)1/2

≤

(
sup
0≤s≤t

‖∇φ(s)‖2
∫ t

0

‖Au(s)‖2ds

)1/2 (∫ t

0

‖qm(s)‖
2ds

)1/2

≤ C

(
sup
0≤s≤t

‖∇φ(s)‖2
)1/2 (∫ t

0

‖qm(s)‖
2ds

)1/2

≤ C

(∫ t

0

‖em(s)‖
2ds

)1/2 (∫ t

0

‖qm(s)‖
2ds

)1/2

, (3.61)

∫ t

0

‖Aφ(s)‖‖∇(u− um)(s)‖ds ≤

(∫ t

0

‖Aφ(s)‖2ds

)1/2 (∫ t

0

‖∇(u− um)(s)‖
2ds

)1/2

≤ C

(∫ t

0

‖em(s)‖
2ds

)1/2 (∫ t

0

‖∇(u− um)(s)‖
2ds

)1/2

.(3.62)

Reemplazando (3.61) y (3.62) en (3.60), se obtiene

∫ t

0

‖em(s)‖
2ds ≤ C

(∫ t

0

‖em(s)‖
2ds

)1/2 (∫ t

0

‖qm(s)‖
2ds

)1/2

+Cλ−1/2
m

(∫ t

0

‖em(s)‖
2ds

)1/2 (∫ t

0

‖∇(u− um)(s)‖
2ds

)1/2

,

y luego se deduce
(∫ t

0

‖em(s)‖
2ds

)1/2

≤ C

(∫ t

0

‖qm(s)‖
2ds

)1/2

+ Cλ−1/2
m

(∫ t

0

‖∇(u− um)(s)‖
2ds

)1/2

. (3.63)

Elevando al cuadrado (3.63) y aplicando la desigualdad de Young, se obtiene
∫ t

0

‖em(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

‖qm(s)‖
2ds+ Cλ−1

m

∫ t

0

‖∇(u− um)(s)‖
2ds,
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y entonces, considerando las desigualdades (3.6) y (3.26), se obtiene

∫ t

0

‖em(s)‖
2ds ≤ Cλ−2

m , (3.64)

para t ∈ (0, T ∗].
Similar como para (3.16), se tiene

d

dt
‖em‖

2 + ν‖∇em‖
2 ≤ C‖em‖

2‖Au‖2 + C(‖Au‖+ ‖Aum‖)‖qm‖
2. (3.65)

Multiplicando (3.65) por τ(t) y observando (2.19), se obtiene

τ(t)
d

dt
‖em‖

2 + ντ(t)‖∇em‖
2 ≤ Cτ(t)‖em‖

2‖Au‖2 + Cτ(t)(‖Au‖+ ‖Aum‖)‖qm‖
2

≤ C‖em‖
2 + C‖qm‖

2. (3.66)

Como
d

dt
(τ(t)‖em‖

2) = τ(t)
d

dt
‖em‖

2 + τ ′(t)‖em‖
2,

con τ ′(t) < 1, desde (3.66) se deduce

d

dt
(τ(t)‖em‖

2) + ντ(t)‖∇em‖
2 ≤ τ ′(t)‖em‖

2 + C‖em‖
2 + C‖qm‖

2 ≤ C‖em‖
2 + C‖qm‖

2. (3.67)

Integrando (3.67) entre 0 y t ∈ (0, T ∗], y recordando que em(0) = 0, se tiene

τ(t)‖em(t)‖
2 + ν

∫ t

0

τ(s)‖∇em(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

‖em(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖qm(s)‖
2ds,

y entonces observando (3.6) y (3.64) se sigue

τ(t)‖em(t)‖
2 + ν

∫ t

0

τ(s)‖∇em(s)‖
2ds ≤ Cλ−2

m . (3.68)

Finalmente, (3.64) y (3.68) implican (3.52).

Con los resultados del Teorema 3.1 y el Teorema 3.4 en la norma L2(0, T ∗;L2(Ω)) se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 3.5. Con las condiciones del Teorema 3.1 y Teorema 3.4, si el m-ésimo valor propio
λm del operador de Stokes A es tal que λm ≥ ĉ para algún ĉ > 1, entonces el error u(t)− um(t)
satisface la siguiente estimación:

τ(t)‖u(t)− um(t)‖
2 +

∫ t

0

‖u(s)− um(s)‖
2ds ≤ Cλ−2

m , (3.69)

para todo t ∈ (0, T ∗].
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Demostración. Teniendo en cuenta (3.28) se obtiene

τ(t)‖u(t)− um(t)‖
2 +

∫ t

0

‖u(s)− um(s)‖
2ds

≤ 2τ(t)‖qm(t)‖
2 + 2

∫ t

0

‖qm(s)‖
2ds+ 2τ(t)‖em(t)‖

2 + 2

∫ t

0

‖em(s)‖
2ds, (3.70)

para t ∈ (0, T ∗].
Por lo tanto, observando las estimaciones (3.6) y (3.52), desde (3.70) se sigue (3.69).

3.2. Estimaciones de error para las aproximaciones de

Galerkin de k-nivel

Para las aproximaciones uk de Galerkin de k-nivel y la solución u del Problema 2 dada en Teorema
2.1 y en Teorema 2.2, se define

qk(x, t) = u(x, t)− Pmk
u(x, t), ek(x, t) = Pmk

u(x, t)− uk(x, t), (3.71)

con Pmk
dado en (1.12), esto es

Pmk
u(x, t) =

mk∑

i=1

(u(x, t), wi(x))wi(x).

Entonces,
u(x, t)− uk(x, t) = qk(x, t) + ek(x, t). (3.72)

Observando (2.127),

ek(0) = Pmk
u(0)− uk(0) = Pmk

u0 − uk(0) = 0. (3.73)

Para obtener las estimaciones para el error u(t) − uk(t), se demuestran resultados previos que
son válidos para el caso bidimensional y tridimensional.

Teorema 3.6. Sea Ω ⊂ R
n(n = 2, 3) un dominio acotado y u la única solución del Problema

2 dado por el Teorema 2.1 o el Teorema 2.2. Para 0 < t ≤ T ∗ (T ∗ = T si n = 2, T ∗ = T∗ si
n = 3), la función qk(t) definido en (3.71) satisface las siguientes estimaciones:

‖qk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇qk(s)‖
2ds ≤ Cλ−1

mk
, (3.74)

τ(t)‖∇qk(t)‖
2 +

∫ t

0

τ(s)‖∂tqk(s)‖
2ds ≤ Cλ−1

mk
, (3.75)

τ(t)‖qk(t)‖
2 +

∫ t

0

‖qk(s)‖
2ds ≤ Cλ−2

mk
, (3.76)

donde λmk
es el mk−ésimo valor propio del operador de Stokes A y τ(t) = mı́n{1, t}.
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Demostración. Para la demostración se razona de manera similar a la demostración del Teorema
3.1.

Teorema 3.7. Si el mk-ésimo valor propio λmk
del operador de Stokes A satisface

a) Si k = 1, λmk
≥ ĉ para alguna constante ĉ > 1. (3.77)

b) Si k = 2, 3, . . . , K, λmk−1
≤ λmk

≤ c̄λmk−1
para alguna constante c̄ > 0. (3.78)

Entonces, bajo las condiciones del Teorema 3.6, la función ek(t) definida en (3.71) satisface las
siguientes estimaciones:

‖ek(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇ek(s)‖
2ds ≤ Cλ−3/2

mk
, (3.79)

ντ(t)‖∇ek(t)‖
2 +

∫ t

0

τ(s)‖∂tek(s)‖
2ds ≤ Cλ−1

mk
, (3.80)

τ(t)‖ek(t)‖
2 +

∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds ≤ Cλ−2

mk
, (3.81)

para t ∈ (0, T ∗] y para todo k = 1, 2, 3 . . . , K.

Demostración. La demostración del teorema se hace por inducción sobre k.

i) Cuando k = 1 se tiene que e1 = em1
donde m1 = m, entonces el resultado (3.79)-(3.81) es

garantizado por el Teorema 3.2 y el Teorema 3.4.

ii) Se asume que (3.79)-(3.81) es satisfecho para k = r − 1 con 3 ≤ r ≤ K.

iii) Por demostrar que (3.79)-(3.81) es válido para k = r:

Aplicando la proyección Pmk
en (2.5), observando (1.13) y haciendo el producto interno con

v ∈ Hmk
, se tiene

(Pmk
∂tu(t), v) + ν(APmk

u(t), v) + (u(t) · ∇u(t), v) = (f(t), v). (3.82)

Luego, reemplazando wi = v ∈ Hmk
en (2.126), se tiene

(∂tuk(t), v) + ν(Auk(t), v) + (uk(t) · ∇uk−1(t), v) + (uk−1(t) · ∇uk(t), v)

= (f(t), v) + (uk−1(t) · ∇uk−1(t), v). (3.83)

Usando la definición dada en (3.71) y restando (3.83) desde (3.82), se obtiene

(∂tek, v) + ν(Aek, v) = −(u · ∇u, v) + (uk · ∇uk−1, v)

+(uk−1 · ∇uk, v)− (uk−1 · ∇uk−1, v)

= −(u · ∇(u− uk−1), v)− ((u− uk) · ∇uk−1, v)

−(uk−1 · ∇(u− uk), v) + (uk−1 · ∇(u− uk−1), v)

= −((u− uk−1) · ∇(u− uk−1), v)− ((u− uk) · ∇uk−1, v)

−(uk−1 · ∇(u− uk), v), (3.84)
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y observando que u− uk = qk + ek, se obtiene

(∂tek, v) + ν(Aek, v) = −((qk−1 + ek−1) · ∇(qk−1 + ek−1), v)− ((qk + ek) · ∇uk−1, v)

−(uk−1 · ∇(qk + ek), v). (3.85)

Considerando la ecuación (3.85) se demuestran las estimaciones (3.79)-(3.81).

Estimación (3.79).

Reemplazando v = ek(t) ∈ Hmk
en (3.85) y usando (1.5), se obtiene

1

2

d

dt
‖ek‖

2 + ν‖∇ek‖
2 ≤ |((qk−1 + ek−1) · ∇(qk−1 + ek−1), ek)|+ |(qk · ∇uk−1, ek)|

+|(ek · ∇uk−1, ek)|+ |(uk−1 · ∇qk, ek)|. (3.86)

Para los términos del lado derecho de (3.86), usando las desigualdades de Hölder y Young, aśı
como también las desigualdades (1.23), (1.27) y (2.129), se tiene

|((qk−1 + ek−1) · ∇(qk−1 + ek−1), ek)| = |((u− uk−1) · ∇ek, qk−1 + ek−1)|

≤ ‖u− uk−1‖∞‖∇ek‖‖qk−1 + ek−1‖

≤ C‖∇(u− uk−1)‖
1/2‖A(u− uk−1)‖

1/2

×‖∇ek‖‖qk−1 + ek−1‖

≤ C(‖∇u‖+ ‖∇uk−1)‖)
1/2(‖Au‖+ ‖Auk−1‖)

1/2

×‖∇ek‖(‖qk−1‖+ ‖ek−1‖)

≤ C(‖Au‖+ ‖Auk−1‖)
1/2‖∇ek‖(‖qk−1‖+ ‖ek−1‖)

≤ Cν(‖Au‖+ ‖Auk−1‖)(‖qk−1‖
2 + ‖ek−1‖

2)

+
ν

8
‖∇ek‖

2, (3.87)

|(ek · ∇uk−1, ek)| = |(ek · ∇ek, uk−1)|

≤ ‖ek‖‖∇ek‖‖uk−1‖∞

≤ C‖ek‖‖∇ek‖‖Auk−1‖

≤ Cν‖ek‖
2‖Auk−1‖

2 +
ν

8
‖∇ek‖

2, (3.88)

|(qk · ∇uk−1, ek)|+ |(uk−1 · ∇qk, ek)| = |(qk · ∇ek, uk−1)|+ |(uk−1 · ∇ek, qk)|

≤ 2‖qk‖‖∇ek‖‖uk−1‖∞

≤ C‖qk‖‖∇ek‖‖∇uk−1‖
1/2‖Auk−1‖

1/2

≤ Cν‖qk‖
2‖Auk−1‖+

ν

4
‖∇ek‖

2. (3.89)

Reemplazando (3.87)-(3.89) en (3.86), se obtiene

d

dt
‖ek‖

2 + ν‖∇ek‖
2 ≤ c(‖Au‖+ ‖Auk−1‖)(‖qk−1‖

2 + ‖ek−1‖
2)

+c‖ek‖
2‖Auk−1‖

2 + c‖qk‖
2‖Auk−1‖. (3.90)
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Aplicando el Lema 1.18 en (3.90) y recordando que ek(0) = 0, se obtiene

‖ek(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇ek(s)‖
2ds ≤

(
C

∫ t

0

(‖Au(s)‖+ ‖Auk−1(s)‖)(‖qk−1(s)‖
2 + ‖ek−1(s)‖

2)ds

+C

∫ t

0

‖qk(s)‖
2‖Auk−1(s)‖ds

)
exp

(
C

∫ t

0

‖Auk−1(s)‖
2ds

)
,

y usando (2.129), resulta

‖ek(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇ek(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

(‖Au(s)‖+ ‖Auk−1(s)‖)(‖qk−1(s)‖
2 + ‖ek−1(s)‖

2)ds

+C

∫ t

0

‖qk(s)‖
2‖Auk−1(s)‖ds. (3.91)

Usando la desigualdad de Hölder, la desigualdad de Young y (2.129), se tiene

∫ t

0

(‖Au(s)‖+ ‖Auk−1(s)‖)(‖qk−1(s)‖
2 + ‖ek−1(s)‖

2)ds

=

∫ t

0

(‖Au(s)‖+ ‖Auk−1(s)‖)‖qk−1(s)‖
2ds+

∫ t

0

(‖Au(s)‖+ ‖Auk−1(s)‖)‖ek−1(s)‖
2ds

≤

(
2

∫ t

0

(‖Au(s)‖2 + ‖Auk−1(s)‖
2)ds

)1/2 (∫ t

0

‖qk−1(s)‖
4ds

)1/2

+

(
2

∫ t

0

(‖Au(s)‖2 + ‖Auk−1(s)‖
2)ds

)1/2 (∫ t

0

‖ek−1(s)‖
4ds

)1/2

≤ C

(∫ t

0

‖qk−1(s)‖
4ds

)1/2

+ C

(∫ t

0

‖ek−1(s)‖
4ds

)1/2

, (3.92)

∫ t

0

‖qk(s)‖
2‖Auk−1(s)‖ds ≤

(∫ t

0

‖qk(s)‖
4ds

)1/2 (∫ t

0

‖Auk−1(s)‖
2ds

)1/2

≤ C

(∫ t

0

‖qk(s)‖
4ds

)1/2

. (3.93)

Reemplazando (3.92) y (3.93) en (3.91), se obtiene

‖ek(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇ek(s)‖
2ds ≤ C

(∫ t

0

‖qk−1(s)‖
4ds

)1/2

+ C

(∫ t

0

‖ek−1(s)‖
4ds

)1/2

+C

(∫ t

0

‖qk(s)‖
4ds

)1/2

. (3.94)
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Usando (3.74) y la inducción sobre (3.79) para k = r − 1, desde (3.94) se obtiene

‖ek(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇ek(s)‖
2ds ≤ C

(
λ−1
mk−1

∫ t

0

‖qk−1(s)‖
2ds

)1/2

+C

(
λ−3/2
mk−1

∫ t

0

‖ek−1(s)‖
2ds

)1/2

+C

(
λ−1
mk

∫ t

0

‖qk(s)‖
2ds

)1/2

,

y entonces aplicando (3.76), y la inducción sobre (3.81) para k = r − 1, resulta

‖ek(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇ek(s)‖
2ds ≤ C(λ−1

mk−1
λ−2
mk−1

)1/2 + C(λ−3/2
mk−1

λ−2
mk−1

)1/2 + C(λ−1
mk
λ−2
mk

)1/2

≤ C(λ−3/2
mk−1

+ λ−7/4
mk−1

+ λ−3/2
mk

). (3.95)

Por (3.77) y (3.78) , se tiene que λ
−7/4
mk−1

≤ λ
−3/2
mk−1

≤ (c̄)3/2λ
−3/2
mk . Aśı, (3.95) implica

‖ek(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇ek(s)‖
2ds ≤ C(2(c̄)3/2λ−3/2

mk
+ λ−3/2

mk
) ≤ Cλ−3/2

mk
,

para t ∈ (0, T ∗], lo que demuestra (3.79).

Estimación (3.80).

Reemplazando v = ∂tek(t) en (3.85), se tiene

(∂tek, ∂tek) + ν(Aek, ∂tek) = −((qk−1 + ek−1) · ∇(qk−1 + ek−1), ∂tek)− ((qk + ek) · ∇uk−1, ∂tek)

−(uk−1 · ∇(qk + ek), ∂tek),

de donde queda

‖∂tek‖
2 +

ν

2

d

dt
‖∇ek‖

2 ≤ |((qk−1 + ek−1) · ∇(qk−1 + ek−1), ∂tek)|+ |((qk + ek) · ∇uk−1, ∂tek)|

+|(uk−1 · ∇(qk + ek), ∂tek)|. (3.96)
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Para los términos del lado derecho de (3.96), usando (1.21), (1.23) y (1.24), se tiene

|((qk−1 + ek−1) · ∇(qk−1 + ek−1), ∂tek)| = |((u− uk−1) · ∇(qk−1 + ek−1), ∂tek)|

≤ ‖u− uk−1‖∞‖∇(qk−1 + ek−1)‖‖∂tek‖

≤ C‖A(u− uk−1)‖‖∇(qk−1 + ek−1)‖‖∂tek‖

≤ C‖Au− Auk−1‖
2‖∇qk−1 +∇ek−1‖

2

+
1

6
‖∂tek‖

2, (3.97)

|((qk + ek) · ∇uk−1, ∂tek)| = ‖qk + ek‖3‖∇uk−1‖6‖∂tek‖

≤ C‖∇(qk + ek)‖‖Auk−1‖‖∂tek‖

≤ C‖∇qk +∇ek‖
2‖Auk−1‖

2 +
1

6
‖∂tek‖

2, (3.98)

|(uk−1 · ∇(qk + ek), ∂tek)| ≤ ‖uk−1‖∞‖∇(qk + ek)‖‖∂tek‖

≤ C‖Auk−1‖‖∇(qk + ek)‖‖∂tek‖

≤ C‖Auk−1‖
2‖∇qk +∇ek‖

2 +
1

6
‖∂tek‖

2. (3.99)

Reemplazando (3.97)-(3.99) en (3.96), se obtiene

‖∂tek‖
2 + ν

d

dt
‖∇ek‖

2 ≤ C(‖Au‖2 + ‖Auk−1‖
2)(‖∇qk−1‖

2 + ‖∇ek−1‖
2)

+C‖Auk−1‖
2(‖∇qk‖

2 + ‖∇ek‖
2). (3.100)

Multiplicando (3.100) por τ(t), resulta

τ(t)‖∂tek‖
2 + ν

d

dt
(τ(t)‖∇ek‖

2) ≤ ντ ′(t)‖∇ek‖
2 + Cτ(t)‖Auk−1‖

2(‖∇qk‖
2 + ‖∇ek‖

2)

+Cτ(t)(‖Au‖2 + ‖Auk−1‖
2)(‖∇qk−1‖

2 + ‖∇ek−1‖
2),

y por (2.130) y el hecho que τ ′(t) ≤ 1, se deduce

τ(t)‖∂tek‖
2 + ν

d

dt
(τ(t)‖∇ek‖

2) ≤ C‖∇ek‖
2 + C‖∇qk‖

2 + C‖∇qk−1‖
2 + C‖∇ek−1‖

2. (3.101)

Integrando (3.101) entre 0 y t ∈ (0, T ∗], se tiene

ντ(t)‖∇ek(t)‖
2 +

∫ t

0

τ(s)‖∂tek(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

‖∇ek(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖∇qk(s)‖
2ds

+C

∫ t

0

‖∇qk−1(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖∇ek−1(s)‖
2ds,

luego, por (3.74) y (3.79), se obtiene

ντ(t)‖∇ek‖
2 +

∫ t

0

τ(s)‖∂tek(s)‖
2ds ≤ C

(
λ−3/2
mk

+ λ−1
mk

+ λ−1
mk−1

+ λ−3/2
mk−1

)
. (3.102)
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Por (3.77) y (3.78), se tiene

ντ(t)‖∇ek‖
2 +

∫ t

0

τ(s)‖∂tek(s)‖
2ds ≤ C(λ−1

mk
+ λ−1

mk−1
) ≤ C(λ−1

mk
+ c̄λ−1

mk
) ≤ Cλ−1

mk
,

para t ∈ (0, T ∗], lo que demuestra (3.80).

Estimación (3.81).

Reemplazando v = ek(t) y g(t) = ek(t) en (3.31), se tiene

(ek, ek) = (ek, ∂tφ)− ν(ek, Aφ)− (ek · ∇u, φ)− (u · ∇ek, φ). (3.103)

Además, reemplazando v = φ(t) en (3.85), queda

(∂tek, φ) + ν(ek, Aφ)− ((qk−1 + ek−1) · ∇(qk + ek), φ)− ((qk + ek) · ∇(qk−1 + ek−1), φ)

+((qk + ek) · ∇u, φ) + (u · ∇(qk + ek), φ) + ((qk−1 + ek−1) · ∇(qk−1 + ek−1), φ) = 0. (3.104)

Sumando (3.103) y (3.104), se obtiene

‖ek‖
2 =

d

dt
(ek, φ)− ((qk−1 + ek−1) · ∇(qk + ek), φ)− ((qk + ek) · ∇(qk−1 + ek−1), φ)

+(qk · ∇u, φ) + (u · ∇qk, φ) + ((qk−1 + ek−1) · ∇(qk−1 + ek−1), φ)

≤ |
d

dt
(ek, φ)|+ |((qk−1 + ek−1) · ∇(qk + ek), φ)|+ |((qk + ek) · ∇(qk−1 + ek−1), φ)|

+|(qk · ∇u, φ)|+ |(u · ∇qk, φ)|+ |((qk−1 + ek−1) · ∇(qk−1 + ek−1), φ)|. (3.105)

Para los términos del lado derecho de (3.105), usando (1.23) y la desigualdad de Hölder, se tiene

|((qk−1 + ek−1) · ∇(qk + ek), φ)| = |((qk−1 + ek−1) · ∇φ, u− uk)|

≤ ‖qk−1 + ek−1‖‖∇φ‖‖u− uk‖∞

≤ C‖qk−1 + ek−1‖‖∇φ‖‖A(u− uk)‖, (3.106)

|((qk + ek) · ∇(qk−1 + ek−1), φ)| = |((u− uk) · ∇φ, qk−1 + ek−1)|

≤ ‖u− uk‖∞‖∇φ‖‖qk−1 + ek−1‖

≤ C‖A(u− uk)‖‖∇φ‖‖qk−1 + ek−1‖, (3.107)

|(qk · ∇u, φ)|+ |(u · ∇qk, φ)| = |(qk · ∇φ, u)|+ |(u · ∇φ, qk)|

≤ 2‖qk‖‖∇φ‖‖u‖∞

≤ C‖qk‖‖∇φ‖‖Au‖, (3.108)

|((qk−1 + ek−1) · ∇(qk−1 + ek−1), φ)| = |((qk−1 + ek−1) · ∇φ, u− uk−1)|

≤ ‖qk−1 + ek−1‖‖∇φ‖‖u− uk−1‖∞

≤ C‖qk−1 + ek−1‖‖∇φ‖‖A(u− uk−1)‖. (3.109)

Reemplazando (3.106)-(3.109) en (3.105), se obtiene

‖ek‖
2 ≤

d

dt
(ek, φ) + C(‖Au‖+ ‖Auk‖)‖∇φ‖(‖qk−1‖+ ‖ek−1‖)

+C‖qk‖‖∇φ‖‖Au‖+ C(‖qk−1‖+ ‖ek−1‖)‖∇φ‖(‖Au‖+ ‖Auk−1‖). (3.110)
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Integrando (3.110) entre 0 y s = t, también recordando que ek(0) = 0 y φ(s) = 0, se tiene

∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

(‖Au(s)‖+ ‖Auk(s)‖)‖∇φ(s)‖(‖qk−1(s)‖+ ‖ek−1(s)‖)ds

+C

∫ t

0

(‖qk−1(s)‖+ ‖ek−1(s)‖)‖∇φ(s)‖(‖Au(s)‖+ ‖Auk−1(s)‖)ds

+C

∫ t

0

‖qk(s)‖‖∇φ(s)‖‖Au(s)‖ds. (3.111)

Para los términos del lado derecho de (3.111), usando la desigualdad de Hölder y las desigualdades
(2.129) y (3.40) con g = ek, se tiene

∫ t

0

(‖Au(s)‖+ ‖Auk(s)‖)‖∇φ(s)‖(‖qk−1(s)‖+ ‖ek−1(s)‖)ds

≤ C

(
sup
0≤s≤t

‖∇φ(s)‖2
∫ t

0

(‖Au(s)‖2 + ‖Auk(s)‖
2)ds

)1/2

×

(∫ t

0

(‖qk−1(s)‖
2 + ‖ek−1(s)‖

2)ds

)1/2

≤ C

(∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds

)1/2 (∫ t

0

(‖qk−1(s)‖
2 + ‖ek−1(s)‖

2)ds

)1/2

, (3.112)

∫ t

0

(‖qk−1(s)‖+ ‖ek−1(s)‖)‖∇φ(s)‖(‖Au(s)‖+ ‖Auk−1(s)‖)ds

≤ C

(∫ t

0

(‖qk−1(s)‖
2 + ‖ek−1(s)‖

2)ds

)1/2

×

(
sup
0≤s≤t

‖∇φ(s)‖2
∫ t

0

(‖Au(s)‖2 + ‖Auk−1(s)‖
2)ds

)1/2

≤ C

(∫ t

0

(‖qk−1(s)‖
2 + ‖ek−1(s)‖

2)ds

)1/2 (∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds

)1/2

, (3.113)

∫ t

0

‖qk(s)‖‖∇φ(s)‖‖Au(s)‖ds

≤

(∫ t

0

‖qk(s)‖
2ds

)1/2 (
sup
0≤s≤t

‖∇φ(s)‖2
∫ t

0

‖Au(s)‖2ds

)1/2

≤ C

(∫ t

0

‖qk(s)‖
2ds

)1/2 (∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds

)1/2

. (3.114)
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Reemplazando (3.112)-(3.114) en (3.111), se obtiene

∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds ≤ C

(∫ t

0

(‖qk−1(s)‖
2 + ‖ek−1(s)‖

2)ds

)1/2 (∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds

)1/2

+C

(∫ t

0

‖qk(s)‖
2ds

)1/2 (∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds

)1/2

,

y luego, se deduce

(∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds

)1/2

≤ C

(∫ t

0

(‖qk−1(s)‖
2 + ‖ek−1(s)‖

2)ds

)1/2

+C

(∫ t

0

‖qk(s)‖
2ds

)1/2

. (3.115)

Elevando al cuadrado (3.115) y aplicando desigualdad de Young, se obtiene
∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds ≤ C

∫ t

0

‖qk−1(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖ek−1(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖qk(s)‖
2ds,

entonces aplicando (3.76) e inducción sobre (3.81) para k = r − 1, se tiene
∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds ≤ Cλ−2

mk−1
+ Cλ−2

mk
,

y finalmente por (3.78), resulta ∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds ≤ Cλ−2

mk
, (3.116)

para t ∈ (0, T ∗].
Por otro lado, multiplicando (3.90) por τ(t) se tiene

d

dt
(τ(t)‖ek‖

2) + ντ(t)‖∇ek‖
2 ≤ τ ′(t)‖ek‖

2 + Cτ(t)(‖Au‖+ ‖Auk−1‖)(‖qk−1‖
2 + ‖ek−1‖

2)

+Cτ(t)‖ek‖
2‖Auk−1‖

2 + Cτ(t)‖qk‖
2‖Auk−1‖,

luego, como τ(t)2‖Au‖2 ≤ τ(t)‖Au‖2 ≤ C y τ ′(t) ≤ 1, se deduce

d

dt
(τ(t)‖ek‖

2) + ντ(t)‖∇ek‖
2 ≤ C‖ek‖

2 + C(‖qk−1‖
2 + ‖ek−1‖

2) + C‖qk‖
2. (3.117)

Integrando (3.117) entre 0 y t ∈ (0, T ∗] y recordando que ek(0) = 0, se tiene

τ(t)‖ek(t)‖
2 ≤ C

∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖qk−1(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖ek−1(s)‖
2ds+ C

∫ t

0

‖qk(s)‖
2ds,

y entonces, por (3.76), (3.78) y (3.116), de la útima desigualdad se concluye

τ(t)‖ek(t)‖
2 ≤ cλ−2

mk
+ cλ−2

mk−1
≤ Cλ−2

mk
. (3.118)

Finalmente, combinando (3.116) y (3.118), se obtiene (3.81).
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Resultados para el error de las aproximaciones uk de Galerkin de k-nivel en las normas L∞(0, T ∗;
L2(Ω)), L2(0, T ∗;H1(Ω)) y L2(0, T ∗;L2(Ω)) son dadas en el siguiente teorema.

Teorema 3.8. Con las condiciones del Teorema 3.6 y el Teorema 3.7, el error u(t) − uk(t)
satisface las siguientes estimaciones

‖u(t)− uk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇u(s)−∇uk(s)‖
2ds ≤ Cλ−1

mk
, (3.119)

ντ(t)‖∇u(t)−∇uk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

τ(s)‖∂tu(s)− ∂tuk(s)‖
2ds ≤ Cλ−1

mk
, (3.120)

τ(t)‖u(t)− uk(t)‖
2 +

∫ t

0

‖u(s)− uk(s)‖
2ds ≤ Cλ−2

mk
, (3.121)

para todo 0 ≤ t ≤ T ∗.

Demostración. Por la definición dada en (3.72) se tiene que u(t) − uk(t) = qk(t) + ek(t), luego
usando la desigualdad triangular y la desigualdad de Young, se obtiene

‖u(t)− uk(t)‖
2 ≤ (‖qk(t)‖+ ‖ek(t)‖)

2 ≤ 2‖qk(t)‖
2 + 2‖ek(t)‖

2. (3.122)

Luego, observando (3.122) se sigue

‖u(t)− uk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇u(s)−∇uk(s)‖
2ds ≤ 2‖qk(t)‖

2 + 2ν

∫ t

0

‖∇qk(s)‖
2ds

+2‖ek(t)‖
2 + 2ν

∫ t

0

‖∇ek(s)‖
2ds,

y entonces usando las estimaciones (3.74) y (3.79), se obtiene

‖u(t)− uk(t)‖
2 + ν

∫ t

0

‖∇u(s)−∇uk(s)‖
2ds ≤ Cλ−1

mk
+ Cλ−3/2

mk
. (3.123)

Como por hipótesis λ−1
mk

≤ ĉ−1 < 1 entonces se tiene λ
−3/2
mk ≤ λ−1

mk
, por lo tanto de (3.123) se sigue

el resultado (3.119).

Similarmente, por la definición dada en (3.122), se tiene que

ντ(t)‖∇u(t)−∇uk(t)‖
2 +

∫ t

0

τ(s)‖∂tu(s)− ∂tuk(s)‖
2ds

≤ 2ντ(t)‖∇qk(t)‖
2 + 2

∫ t

0

τ(s)‖∂tqk(s)‖
2ds

+2ντ(t)‖∇ek(t)‖
2 + 2

∫ t

0

τ(s)‖∂tek(s)‖
2ds,

y luego usando las estimaciones (3.75) y (3.80) se sigue (3.120).
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Teniendo en cuenta (3.122), se obtiene

τ(t)‖u(t)− uk(t)‖
2 +

∫ t

0

‖u(s)− uk(s)‖
2ds ≤ 2τ(t)‖qk(t)‖

2 + 2

∫ t

0

‖qk(s)‖
2ds

+2τ(t)‖ek(t)‖
2 + 2

∫ t

0

‖ek(s)‖
2ds,

y entonces observando las estimaciones (3.76) y (3.81), se deduce

τ(t)‖u(t)− uk(t)‖
2 +

∫ t

0

‖u(s)− uk(s)‖
2ds ≤ Cλ−2

mk
+ Cλ−2

mk
,

lo cual implica (3.121).

Observación 3.1.
Desde el Teorema 3.3, Teorema 3.5 y Teorema 3.8, sobre el espacio HmK

se concluye que los
errores

‖u− umK
‖L∞(0,T ∗;L2(Ω)), ‖u− umK

‖L2(0,T ∗;H1(Ω)) y ‖u− umK
‖L2(0,T ∗;L2(Ω))

tienen tasa de convergencia del mismo orden que los errores

‖u− uK‖L∞(0,T ∗;L2(Ω)), ‖u− uK‖L2(0,T ∗;H1(Ω)) y ‖u− uK‖L2(0,T ∗;L2(Ω)),

respectivamente.
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El éxito se alcanza convirtiendo cada paso
en una meta y cada meta en un paso.

- C. C. Cortez


