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INTRODUCCION

Las ecuaciones de Navier’-Stokes? es un sistema de ecuaciones en derivadas parciales no lineales
que describen el movimiento de un fluido y han sido objeto de una extensa investigacion a lo largo
del tiempo. Un fluido es una sustancia que, debido a su poca cohesion intermolecular, carece de
forma propia y adopta la forma del recipiente que lo contiene.

Las ecuaciones de Navier-Stokes fueron propuestas sobre la base de los principios de conservacion
de la mecanica y la termodindmica en un volumen fluido. Para su formulacion diferencial se
aplican ciertas condiciones, principalmente en los que los esfuerzos tangenciales guardan una
relacion lineal con el gradiente de la velocidad.

Las ecuaciones de Navier-Stokes aparecen en el estudio de muchos fenémenos importantes, ya sea
solas o acopladas con otras ecuaciones. Por ejemplo, se utilizan en los estudios tedricos en ciencias
aeronauticas, en meteorologia, en las corrientes ocednicas, en termo-hidraulica, en la industria
del petréleo, en la fisica del plasma, y en general en cualquier fenémeno en el que se involucren
fluidos newtonianos.

Considerando 2 C R"(n = 2,3) un dominio acotado con borde I" y [0, 7] un intervalo de tiempo,
el sistema de ecuaciones de Navier-Stokes que describen el movimiento de un fluido viscoso e
incompresible es dado por

Owu(x,t) — vAu(x,t) + u(x,t) - Vu(z,t) + Vp(z,t) = f(x,t) enQx(0,7), (1)
divu(z,t) = 0 en Q x (0,7), (2)

u(z,t) = 0 sobre I x (0,7, (3)

u(z,0) = wug(x) en (4)

donde u(x,t) representa la velocidad del fluido en el punto z y el instante ¢, p(x,t) es la presién
hidrostética del fluido, f(z,t) es una fuerza externa dada actuando sobre el fluido y ug(z) es

IClaude Navier, ingeniero y fisico francés. Trabajé en el campo de las matemdticas aplicadas a la ingenieria,
la elasticidad y la mecénica de fluidos.

2George Stokes, matemético y fisico irlandés. Realizé contribuciones importantes a la dindmica de fluidos, la
Optica y la fisica matemaética.



la velocidad inicial prescrita. La constante v > 0 es la viscosidad cinemética y la ecuacién (2)
representa la incompresibilidad del fluido.

Determinar una solucién fuerte (solucién regular) del problema consiste en hallar (u,p) satisfa-
ciendo (1)-(4). Las ecuaciones (1)-(4) son muy complejas y muy dificiles de resolver analiticamente
salvo ciertos tipos de flujos y situaciones muy concretas, por lo que es preciso recurrir al analisis
numeérico para determinar una soluciéon aproximada. Un método para determinar la existencia de
soluciones es el método de Galerkin espectral de 1-nivel, mediante el cual las aproximaciones de
la solucién del sistema no lineal (1)-(4) son construidas con respecto a una base ortonormal espe-
cial de un espacio finito dimensional, y entonces la solucion es determinada como el limite de la
sucesiéon de dichas soluciones aproximadas, cuya convergencia es obtenida aplicando argumentos
de compacidad basados en cotas a priori para las soluciones aproximadas.

En este trabajo, se estudia la existencia, unicidad y regularidad de las soluciones fuertes de
las ecuaciones de Navier-Stokes (sistema (1)-(4)), cuando el flujo ocurre en un dominio acotado
bidimensional y tridimensional. Para demostrar la existencia de soluciones se aplica el método
de Galerkin espectral de 1-nivel y de K-nivel (multinivel), en el cual las soluciones aproximadas
son construidas usando las autofunciones del operador de Stokes como funciones de base de un
determinado espacio vectorial. El radio de convergencia del error de las soluciones aproximadas
es determinado en funcion de los valores propios del operador de Stokes.

El método de Galerkin multinivel es un método de multiescala en el cual las ecuaciones de Navier-
Stokes no lineales son resueltas solamente sobre un espacio de dimension baja, y las siguientes
aproximaciones son generadas sobre una sucesién de espacios de dimensiéon mas alta, resolviendo
un problema linealizado de Navier-Stokes alrededor de la solucion sobre el nivel previo.

El trabajo se desarrolla en tres capitulos. En el Capitulo 1, se introducen las notaciones, de-
finiciones y resultados de analisis funcional que son la base para el desarrollo de los capitulos
posteriores, ademas se plantea el problema a ser estudiado y se hace una breve descripcién de
los métodos de aproximacién a ser aplicados.

En el Capitulo 2, se estudia la existencia y unicidad de soluciones fuertes de las ecuaciones
(1)-(4), cuando el flujo ocurre en un dominio acotado bidimensional y tridimensional con borde
de clase C?. Los resultados de existencia estdn basados en argumentos de compacidad sobre
aproximaciones de Galerkin espectral de 1-nivel y de K-nivel. Ademas, bajo alguna hipodtesis
adicional sobre la fuerza externa, se estudia la regularidad de las soluciones.

En el Capitulo 3, se obtienen las estimaciones de error para las soluciones aproximadas consi-
deradas en el Capitulo 2. Las cotas de error son determinadas en funcién de los autovalores del
operador de Stokes y en las normas L? y H'. Sobre el espacio H,,,, €l cual es generado por las my
funciones propias del operador de Stokes, se establece que el radio de convergencia del error de las
aproximaciones de Galerkin de 1-nivel tiene el mismo orden que el radio de convergencia de las
aproximaciones de Galerkin de K-nivel. La ventaja numérica es que la aproximacién de K-nivel
se genera resolviendo un problema de Navier-Stokes linealizado, en tanto que la aproximacion de
1-nivel se genera resolviendo las ecuaciones de Navier-Stokes no lineales.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

En este capitulo se introducen algunas definiciones y resultados, que seran usados en el desarrollo
del trabajo. Se usara la misma notacién tanto para espacios de funciones reales y espacios de
funciones vectoriales.

1.1. Espacios de Funciones

Sea 2 un dominio acotado de R™ (n = 2,3), con borde I' = 0 suficientemente regular.
C(Q2) denota el espacio de funciones C'™ con soporte compacto contenido en €.

Para p € R con 1 < p < 00, se define el espacio de Banach LP()) como

LP(Q2) ={u: Q2 — R : u es una funcién medible y / |u(z)|Pde < oo},
0

il = ([ o "

Cuando p = 2 se denota || - |2 = || - ||

con norma || - ||, definida por

El espacio de Banach L*({2) se define como
L>®(2) ={u:Q — R : ues una funcién medible y |u(z)| < C c.t.p. en Q},
con norma || - ||« definida por

|u]|co = esssup |u(z)] = nf{C : |u(z)] < C c.t.p. en Q}.

e

Definicién 1.1. Sean X eY dos espacios de Banach sobre R, con X C Y. El operador inmersion
i: X =Y es definido por i(u) = u para todo u € X.

3



Para p > ¢, se tiene que LP(§2) C L9(f2), con inmersién continua, esto es, |lull, < Callul/p-

1 1
Definicién 1.2. Sea 1 < p < 00, se dice que q es el exponente conjugado de p si — + — = 1. Si
p q

p =1 entonces ¢ = o0 e inversamente.

Para 1 < p < 0o el espacio dual (LP(Q2)) de LP(2) es definido por
(LP(Q)) ={¢ : LP(2) = R : ¢ es un funcional lineal y continuo},

y su norma es definida como

¢, u
oy = sup 1001
o<llulp<t |ullp
1 1
Se identifica (LP(Q2)) = L(Q2) donde l <p < ooy —+ — = 1.
p g

Definicién 1.3. Un espacio vectorial H es de Hilbert si H es un espacio de Banach con norma
mducida por un producto interno.

Observacién 1.1.
i) Todo espacio de Hilbert es reflexivo, esto es H" = H.

ii) El espacio L*(Q) es un espacio de Hilbert con producto interno (-,-) y norma ||u|| = (u,u)2.

Definicién 1.4. Sea H un espacio de Hilbert, y {e,} una sucesion en H. Se dice que {e,} es
una base hilbertiana de H (o base ortonormal)' si satisface:

Z) ||€n||H =1Vn Y (emaen)H =0, Vm 7& n.
ii) El espacio vectorial generado por {e,} es denso en H.

Una generalizacion del concepto de los espacios LP para funciones cuyos valores estan en un
espacio de Banach, son los llamados espacios de Bochner, los que se definen a continuacién.

Sean 1 < p < oo, X un espacio de Banach y 7" € R (0 < T < 00). Se define el espacio de
funciones LP(0,7; X') como sigue

LP(0,7;X) ={u:(0,7) — X : u es una funcién medible y ||u(t)||x € LP(0,T)},

con norma definida por

T 1/p
llloory = (/ Hu(ﬂll&dt) §1<p<oo
0

[ull Loz = sup [u(t)]|x.
0<t<T
Observacién 1.2.
i) Si1<p<ooyX esreflexivo, entonces LP(0,T; X) es reflexivo.
ii) Si1 < q<p<oo, setiene que LP(0,T; X) C L9(0,T; X) y la inmersion es continua.

L Algunos autores dicen que {e,} es un sistema ortonormal completo.
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Sobre el dual del espacio LP(0,T; X) se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Sea 1 < p < oo y X un espacio de Hilbert. Entonces, el espacio dual de L*(0,T; X))

1 1
es definido por (L*(0,T; X)) = L%(0,T; X"), donde — + — = 1.
p q

Un resultado importante es dado en el siguiente lema.

Lema 1.1. Sea X un espacio de Banach. Si f, O,f € LP(0,T;X) donde 1 < p < oo, entonces
salvo un conjunto de medida nula sobre (0,T) , f € C([0,T],X).

Demostracion. Ver [12]. O
Sobre compacidad se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.2 (Lion-Aubin). Sean By, B y By espacios de Banach, By y By reflexivos, By C B C By
con inmersiones continuas y By C B con inmersion compacta. Paral <p, q< oo y0<T < o0,
se define el espacio

W =A{ue LP(0,T; By) : dyu € LU0, T;By)},

con norma|lullw = |ullLr,r:80) + [|0¢tel|La(0,7:8,)
Entonces, WW es un espacio de Banach reflexivo y la inmersion

W — LP(0,T; B) es compacta.

Mads aun, si W = {u € L>*(0,T;By) : O € L90,T;By)} donde 1 < q < oo, se tiene que
W — C(]0,T], B) es continua.

Demostracion. Ver [16]. O
En particular, cuando p = ¢ = 2, se tiene el siguiente lema.

Lema 1.3. Sean Xy, X y X, espacios de Hilbert tal que Xqg C X C X1, con Xy — X inmersion
compacta y X — X inmersion continua. Para T > 0 fijo se define el espacio

W(0,T) = {u € L*0,T; Xo) : Ou € L*(0,T; X;)}.
Entonces, la inmersion W(0,T) — L?*(0,T; X) es compacta.

Con el propésito de definir los espacios de Sobolev, observar que si a = (aq, ag, ..., a;,), entonces
D% es el operador diferencial definido por

(03
D* = DM DS D = o
e ko 0x8 0x5?...0xon

0
donde || =y + g + ... +a, y D; = .
x.

(2
A continuacién es dada la definicién de espacios de Sobolev.



Para 1 < p < 0o, m € N se definen los espacios de Sobolev

Wme(Q) = {u € LP(Q) : D € LP(Q),Ya € N*,|a| < m),

COon norma
1/p 1/p
lalwre = [ S0l | =3 / Dou(a)Pde | 1< p < oo,
la|<m laj<m V&

|laj<m

Observacién 1.3.
i) Para 1 < p < oo, el espacio W™P(Q) es de Banach y separable.
i1) Para 1 < p < 0o, el espacio W™P(Q) es reflexivo y uniformemente convezxo.

En particular, cuando p = 2 se tiene que el espacio W™?(Q2) = H™()) es un espacio de Hilbert,
el cual es un espacio de Sobolev de orden m en €, y se define como

H™Q) = {u € L*(Q) : D*u e L*(Q),Y|a| <m},
con producto interno

(u,v)gm = Z /QDO‘u(x)DO‘v(:E)dx,

|| <m
Yy norma
1/2
1/2
lull g = () = | Y [Doulf?
la|<m

Para m > n, se tiene que H™(Q) C H"(2) con inmersién continua.

Para m € N, el espacio HJ*(Q2) es definido como la clausura del espacio C°(€2) en H™(12).

1

En particular, para m = 1 se tiene el espacio H}(Q) = C(Q)  y es definido como

Hi(Q) ={ue H(Q) : u=0sobre I' = 90}.

m,p

Observacién 1.4. Para m € N se define el espacio Wy (Q) = C>(Q)
Respecto al dual de los espacios de Sobolev se tienen las siguientes definiciones.

Definicién 1.5. Para m € N, el espacio de Sobolev W=™P(Q) es definido como el espacio dual
(W5 4(2)) donde q es conjugado de p.

Definicién 1.6. El espacio dual de HJ'(Q2) es denotado por H=™(X2), dotado con la norma

lo|lgr-m = sup [, v)l —  su |<907U>"
verig oo [llen ocpuly <t vl

En particular, H'(Q) es el espacio dual de H}(Q) y se tiene la siguiente regla de inclusion
continua: Hy(Q) C L*(Q) € H1(Q).



En los siguientes teoremas se dan algunos resultados de inmersién de los espacios de Sobolev.

Teorema 1.2. Sea Q) un conjunto abierto acotado de R", de clase C*. Sean m > 1 un entero y
peR conl<p<oo. Entonces, se tiene las siguientes inmersiones continuas:

1 1 1

si--"sp = WmP(Q) — LYQ), Vq € [1,px] donde — = — — n
p n px  p n
1

Si - % =0 = W™(Q)— LYQ), Yq € [p,00).
1

Si —— 2 <0 = WmQ) < L¥(Q).
p n

Demostracion. Ver [2]. O

Teorema 1.3 (Rellich-Kondrachov). Sea Q C R" abierto y acotado de clase C' y 1 < p < oo.
Entonces, se tiene las siguientes inmersiones compactas:

1 1 1
Sip<n = WW(Q) e L(R), Vg [l,p") donde — =2 - L
D p n
Sip=n = W"(Q)—=°LYQ), Vq € [p,o).
Sip>n = WH(Q)=C(Q).
Demostracion. Ver [2]. O

Observaciéon 1.5. En el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes, los espacios utilizados con
mayor frecuencia son H*(Q), H'(Q) y L*(Q). Desde el Teorema 1.2 y Teorema 1.3, se deduce:

Sin=2, H' (Q) < L1(Q) es continua y compacta para 2 < q < oo.
Sin =3, H'(Q) — LYQ) es continua para 1 < q <6 y compacta para 1< q < 6.
Sin=2,3, H*(Q) < L=(Q) es continua .

A seguir, se da la forma integral del teorema del valor medio.

Teorema 1.4 (Teorema del Valor Medio). Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado
la,b], entonces existe un ¢ € (a,b) tal que:

b
l/fqu:ﬂ@w—w.

Demostracion. Ver [11]. O

A seguir se definen algunos operadores diferenciales que aparecen en el sistema de ecuaciones a



ser estudiado. Para una funcion suficientemente regular u : 2 C R® — R", se definen

Vuy(x)
. ‘ _ Ou(z) Ou(zx) du(r), Vuy(x)
Gradiente: Vu(z) = ( oyl ,...,8—%) = f
Vu,(x)
Auy(x)
N _ QPu(x)  O*u(x) Pu(z) | Aua(z)
Laplaciano: Au(x) = o + o 4ot 8—:13% = )

Conveccién: u(z) - Vu(zx) = :

_ Oui(z)  Oug(w) Oup ()
_8x1+81’2+ +83:n'

Divergente: divu(x)

Para 2 C R™ un dominio acotado, se define el siguiente espacio
V={ueCX) : divu =0en Q}.

Asociados al espacio V, los espacios de Hilbert usualmente considerados en el estudio de las
ecuaciones de Navier-Stokes son

H = clausura de V en L*(Q2) y V = clausura de V en Hy(Q).
El espacio H, su complemento ortogonal H+ y el espacio V son caracterizados por
H = {ueL*Q): divu=0en Q u-n=0sobre el borde I'}, (1.1)
H* = {u€ L*) : u= Vp para algiin p € H(Q)},
V = {u€ Hy(Q) : divu =0 en Q}.
Los detalles sobre las caracterizaciones dadas en (1.1)-(1.3) se encuentran en [16].

El espacio de Hilbert H estd equipado con el producto interno (-, -) inducido por L?(Q2) y norma
Il - [lz = || - |l- El espacio de Hilbert V' esta dotado con el producto interno (V-,V-) y norma
Il - [[v = |IV - |- El espacio dual de H y V es denotado por H' y V', respectivamente. Ademas,
por el teorema de representacién de Riesz, se puede identificar H con H', entonces se tiene las
inclusiones continuas

VcH=H CV, (1.4)

donde V' es denso en H y H' es denso en V.
Notacién: Por la identificacion H = H' se denota (u,v) = (u,v), parau € H y v € V.

En el siguiente lema, se define una forma trilineal continua.
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Lema 1.4. Sea Q un dominio acotado de R™ (n =2,3). La forma trilineal
b: Hy(Q) x HY(Q) x HH(Q) — R,

definida por b(u,v,w) = (u- Vv, w) es continua.
Mds aun, desde que V C H}(QY), la forma trilinear b es continua sobre VXV x V.

Demostracion. Ver [16]. O
Propiedades de la forma trilineal b definida en Lema 1.4 son dadas en el siguiente lema.

Lema 1.5. Sea Q) un dominio acotado de R" (n =2,3). Entonces,

bu,v,v) = (u-Vu,v) = 0, Vu€V, Yv e Hy (%), (1.5)
bu,v,w) = —blu,w,v), Yu eV, Yo,w € Hy (). (1.6)
Demostracion. Ver [16]. O

El siguiente resultado se encuentra en [16].

Lema 1.6. Sean V', H, V' los espacios de Hilbert satisfaciendo (1.4). Si una funcion u pertenece
a L*(0,T;V) y su derivada Oyu pertenece a L*(0,T; V"), entonces u es igual c.t.p. a una funcidn
continua de [0,T] en H y se tiene la siguiente igualdad

d
Zllull? = 200, ), (17)

vdlida en el sentido de distribuciones sobre [0,T].

Para el espacio L?(2) se tiene la siguiente descomposicién de Helmholtz.

Teorema 1.5. Sea Q un conjunto abierto acotado de clase C*. Entonces
L*(Q)=Ho H*.
Demostracion. Ver [16]. O

Definicién 1.7. Para la descomposicién de L*(Q), la proyeccién ortogonal sobre H se define
como el operador lineal autoadjunto y continuo

P:L*(Q) — H tal que Pu=u siu € H, P(Vv) =0 siv € H(Q). (1.8)
Ademds, ||Pw||g < C|lw|| Yw € L*().

Si u € H?(Q) se tiene que —Au € L?*(Q), entonces aplicando el operador proyeccién P definido
en (1.8), se define el operador de Stokes A = —PA con dominio D(A) = H*(Q) NV,

A=—-PA:H*(Q)NV — H. (1.9)



Lema 1.7. El operador de Stokes A es autoadjunto definido positivo con inversa A~' : H — H
compacta y es caracterizado por la relacion (Aw,v) = (Vw, Vo) para todo w € D(A),v € V.

Demostracion. Ver [10]. O

Lema 1.8. El operador de Stokes A tiene una sucesion creciente {\; }i>1 de autovalores positivos
O< M << ...<\N<...,con )\ — oo cuando i — oo. Las correspondientes autofunciones
{w;}i>1 forman una base hilbertiana en H y satisfacen Aw; = \w;, w; € D(A).

Demostracion. Ver [15]. O

Considerando las autofunciones del operador de Stokes dadas en el Lema 1.8, para cada entero
m se define el espacio finito dimensional

H,, = span{wy, ws, ..., w, } C H. (1.10)

Similar a la definicién dada en (1.8) se define la proyeccién ortogonal

P, : L*(Q) — H,,, (1.11)
es decir, para todo u € L*(f2) se tiene
Pou= Z(u, w;)w;. (1.12)
j=1

Wy

1/2} forman un conjunto ortonormal completo en V' con el producto

Lema 1.9. Las funciones

>

K3

interno (Vu, Vv) para u,v € V. Para cualquier u € V' la sucesion {P,u} converge a u en V,
cuando m — 00.

Demostracion. Ver [14]. O

Lema 1.10. Las funciones {%} forman un conjunto ortonormal completo en H*(Q2) NV con el

producto interno (Au, Av) para u,v € D(A).
Demostracion. Ver [14] O
Observacion 1.6. Si u(t) € D(A) C H, entonces P, Au(t) = AP, u(t). En efecto,

u(t) = Y Fim(Ow; = Wllig;oZ%m(t)wi, Ppu(t) =Y Yim (t)w;,
i=1 i=1 i=1
Au(t) = A( lim Z%m(t)wi) = lim AZ%m(t)wi
i=1 i=1
= nlbl_lgo z%m(t)sz’ = z%‘m(t)Awi,

PLAu(t) = Z%m(t)Awi = AZ Yim ()w; = APu(t). (1.13)
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Para las aproximaciones definidas en (1.12) se tienen los siguientes resultados de estimaciones de
error, cuyas demostraciones se encuentran en [14].

Lema 1.11. Sea u € V. Entonces se tiene la estimacion de error
1

Ju = Pl < 5=

[ Vulf>. (1.14)
Lema 1.12. Sea u € V N H?. Entonces se tiene la estimacion de error

1
= Pl < 5

|| Au|?. (1.15)

Lema 1.13. Sea u € V N H?. Entonces se tiene la estimacion de error
2 1 2
|Vu — VP,ul* < )\—HAuH . (1.16)

Un resultado en la teoria de espacios de Sobolev es la siguiente desigualdad.

Teorema 1.6 (Desigualdad de Poincaré). Si ) es un abierto acotado de R™, entonces existe una
constante positiva Cq tal que

lull < CalVull, Vue Hy(Q).

Observacion 1.7. Para que la desigualdad de Poincaré sea vdlida es suficiente que ) sea acotado
en alguna direccion.

Observacion 1.8. Como una consecuencia de la desigualdad de Poincaré, si 0 es acotado la
norma ||Vul| es equivalente a la norma de w en Hy(R), es decir, |lullgy = [|Vul|.

Importantes resultados para el estudio de las ecuaciones de Navier Stokes, que pueden ser en-
contrados en [16], son dados a continuacién.

Proposicién 1.1. Sea Q un abierto de R™ y f € (C*(2))'. Entonces
f=Vp para alginp € (CZ(Q)) < (f,v)=0VveV. (1.17)

Proposicién 1.2. Sea Q un conjunto abierto acotado Lipschitz de R™.
i) Si una distribucion p es tal que Vp € L*(Q) , entonces p € H'(Q) y

1Pl < Call Vo
ii) Si una distribucion p es tal que Vp € H71(Q) , entonces p € L*(Q) y
[pll-1 < CollVp.

Otras desigualdades de utilidad que seran usadas en los capitulos posteriores se dan a continua-
cién.
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1
Lema 1.14 (Desigualdad de Young). Sz + — =1, entonces para a > 0 y b > 0 se tiene la
p q

desigualdad
a? bl
ab < — + —
p q

Lema 1.15 (Desigualdad de Minkowski). Si f, g € LP(Q), 1 < p < oo, entonces f+g € LP(Q) y

1F+glly < 171l + llglly-

1 1
Teorema 1.7 (Desigualdad de Holder). Sea 1l <p < o0. Si f € LP(Q) yg € LI(QQ) con —+— = 1.
P q

FEntonces, fg € L'() y
1fgll < [f1sllgllq-

Cuando p = q = 2 la desigualdad es llamada desigualdad de Cauchy-Schwartz.

Demostracion. Ver [4]. O
1 &1
Lema 1.16 (Desigualdad de Hoélder generalizada). Si f; € LPi, 1 < i < k, — Z— <1
p =
Entonces, f = fifa...fr € LP(Q) y se tiene la siguiente desigualdad
1fllp < [1f1llps [[F2llpe [ fi i
Demostracion. Ver [1]. O

La demostracién del siguiente lema puede verse en [6].

Lema 1.17. Sean p(t), f(t) y g(t) funciones continuas no negativas definidas para todo t € [0, 00)
tal que

O'(t) < glet) + f(t),
90(0) = $o-

Entonces, se cumple que o(t) < F(t, o), para t € [0,T(po)), donde F(-,p0) es la solucion del
problema de valor inicial

Fi(t) = g(F(t) + f(t),
F(0) = ¢,

y [0,T(¢0)) es el mayor intervalo en el cual la funcion F es continua.

Lema 1.18 (Lema de Gronwall). Sean g, h, ¢ y ¢ funciones continuas no negativas sobre [0, 00)

tal que
¢'(t) +¥(t) < g()p(t) + h(t).

Entonces, se cumple la siguiente desigualdad

+ /0 tw(s>ds < ((0) + /O t h(s)ds) exp ( /0 t9(8>d$)-
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Demostracion. Ver [1].

Otra version del Lema de Gronwall es establecido en el siguiente lema.

Lema 1.19. Sean g, h, ¢ y 1 funciones continuas no negativas definidas en [0,T) y C constante

no negativa, tal que para cualquier fijo to > 0 yt >ty
t t
o)+ o) <O+ [ ho)ds+ [ glo)ets)as
to to
Entonces, se cumple la siguiente desigualdad
t t
o(t)+9(t) < (C +/ h(s)ds) exp (/ g(s)ds).
to to
Demostracion. Ver [5].

Lema 1.20. Sea r € R tal que

o | sige1,n), re€lgo00) siq>n.

r e [q,

Entonces, para toda funcion u € C3°(R™) se tiene
lull» < ellullg™[IVullg,

donde o = n(r — q)/rq.
Demostracion. La demostracion consta de dos pasos, dependiendo de 7,
[4]-
En particular, del Lema 1.20 se tienen las siguientes desigualdades

lulls < Cllal 2| Vu]'/? n =3,
lulls < Cllull? [Vl n=2,
lulls < Cllull V>t n =3

y puede encontrarse en

[]

(1.18)
(1.19)
(1.20)

Como una consecuencia de las inclusiones en espacios de Sobolev, se tienen las siguientes de-

sigualdades, que son usadas en el desarrollo de los capitulos posteriores.

Lema 1.21. Sea Q2 C R", conn = 2,3, acotado y u una funcion suficientemente reqular definida

en Q. Entonces

lulls < Cf[Vull,
lulls < Cl[Vul,
[ulls < C||Aul],
Vulls < C[|Aull.

—
w



Ver [8].

Lema 1.22. Siu € D(A) =V N H*(Q) con Q C R™ un dominio acotado, se tienen las desigual-
dades de Agmon, [17]

lulloe < Cllul?[|Aul|'? 0 =2, (1.25)
luls < Cllull Aul** 7 =3, (1.26)
lulew < CIVullV2|Aul? n=2,3. (1.27)

1.2. Convergencias

Un concepto que juega un rol importante en el desarrollo de los siguientes capitulos es el de
convergencia, por lo cual a continuacién se presentan definiciones y propiedades importantes
relacionados a este concepto.

Definicién 1.8. Sea X un espacio de Banach, {v,} una sucesion en X yv € X. Entonces,

1. Se dice que {v,} converge débilmente a v cuando n — oo, si y solo si

(fyvm) = (fLo)Vfe X' (sedenota v, —v).

2. Se dice que {v,} converge fuertemente a v cuando n — oo, si y solo si

|vm —v|lx — 0 (se denota v, — v).

Teorema 1.8. Sea X un espacio de Hilbert.

i) Toda sucesion acotada {x,} en X posee una subsucesion {x, } débilmente convergente en
X.

ii) Toda sucesion {x,} en X débilmente convergente es acotada.
Demostracion. Ver [1]. O

Proposicién 1.3. Sea X un espacio de Banach uniformemente convezo . Si {z,} es una sucesion
tal que x,, — x débilmente en X ylimsup ||z, || < ||x|. Entonces, x, — x fuertemente en X .

Demostracion. Ver [2]. O

Teorema 1.9. Sean X,Y espacios de Hilbert tal que la inmersion X — Y es compacta. Entonces,
toda sucesion débilmente convergente en X es fuertemente convergente en Y .

Demostracion. Ver [1]. O

Observaciéon 1.9. Si u, — u en H}(Q), entonces se tiene que Vu, — Vu, divu, — divu
en L*(Q). En efecto, para todo v € L*(Q) se tiene (V(u, — u),v) = —(u, — u, divv) — 0 y
(div (u, — u),v) = —(u, —u, Vo) = 0 desde que divv, Vv € H Q) y u, — u en H}(Q).
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Lema 1.23. Siu, converge a u débilmente en L*(0,T;V) y fuertemente en L*(0,T; H), entonces
para todo v € L*(0,T;V),

/O (un(t) - Vun(t), v(t))dt — /0 (u(t) - Vu(t), v(t))dt. (1.28)

Demostracion. La demostracién se encuentra en [16]. O

Lema 1.24. Parau € H*()), v € H(Q), usando integracién por partes, se obtiene la identidad
de Green:

ou
—(Au,v) = (Vu, Vo) — [ —wdl,
(Au,v) = (Vu, Vo) /Fanv
donde n es el vector normal unitario exterior a 2.

Observacién 1.10.
i) Cuando u € D(A) yv € H}, se tiene —(Au,v) = (Vu, Vo).
ii) Cuando uw € D(A) yv € V, se tiene que (Au,v) = —(Au,v) = (Vu, Vv).

1.3. Ecuaciones de Navier-Stokes

Sea 2 un dominio acotado de R™ (n = 2,3) con borde I' = 99 de clase C? y [0,T] un intervalo
de tiempo con 0 < T' < oco. Las ecuaciones de Navier-Stokes las cuales describen el movimiento
de un fluido viscoso e incompresible en @ = Q x (0,7") son dadas por (ver [3], [13]):

ou—vAu+u-Vu+Vp = [, (1.29)
0, (1.30)

divu

a las cuales se les asocia condiciones iniciales y de borde
u(z,0) = up(x) en Q, u = g sobre I" x (0, 7). (1.31)

En el sistema (1.29)-(1.31), u representa la velocidad del fluido, p la presién hidrostética, f una
fuerza externa prescrita actuando sobre el fluido. La constante v > 0 es la viscosidad del fluido,
ug es la velocidad inicial definida en € y g es una funcion definida sobre el borde, la cual por el
teorema de la divergencia debe satisfacer la condicién de compatibilidad

/gn:07
r

donde n es el vector normal unitario exterior a €.
Cuando g = 0, se tiene el sistema de Navier-Stokes con condicién de borde homogéneo, y se
plantea el siguiente problema:
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Problema (NS): Dada la fuerza externa f y la velocidad inicial uy, hallar (u,p) tal que

ou—vAu+u-Vu+Vp = f en(Q, (
divu = 0 en @, (1.33

u = 0 sobreI' x (0,7), (

u(z,0) = wup(z) en . (

Para la definicion de solucién fuerte se debe establecer los espacios apropiados al que pertenecen
los datos (la fuerza externa f y la velocidad inicial uy).

Definicién 1.9 (Solucién Fuerte). Sean f € L*(0,T;L*(Q)) y ug € V. Se dice que (u,p) es
una solucion fuerte del Problema (NS) si uw € L*(0,T;V N H*(R)), dwu € L*(0,T;H), p €
L*(0,T; HY(Q)) y satisface (1.32)-(1.35).

Multiplicando (1.32) por v € V e integrando por partes, se obtiene la siguiente formulacién débil
(o variacional) para el Problema (NS): Dados f y ug, hallar u satisfaciendo

(Owu,v) + v(Vu, Vo) + (u- Vu,v) = (f,v) YvoeV, (1.36)
u(z,0) = wup(z) en (1.37)

Si los datos f y ug son menos regulares que los exigidos en la Definicién 1.9, se tiene la definicion
de solucién débil.

Definicién 1.10 (Solucién Débil). Sean f € L*(0,T; H () y ug € H. Se dice que u es una
solucién débil del Problema (NS) siu € L*(0,T; V)N L>®(0,T; H), d;u € L*(0,T;V") y satisface
la formulacion débil (1.36)-(1.37).

Observacién 1.11.

i) Siu es una solucion fuerte del Problema (NS), entonces u es una solucion débil.

i) Si f € L*(0,T; L*(Q)), uo € V yu € L*0,T;V N H*()) es una solucion débil del Problema
(NS), entonces u es una solucion fuerte.

Aplicando la proyeccién ortogonal (1.8) en (1.32), el Problema (NS) puede ser reformulado como
sigue: Dados f y ug, hallar u satisfaciendo

Owu+vAu+ P(u-Vu) = Pf en @, (1.38)
divu = 0 en @, (1.39)

u = 0 sobre I' x (0,7, (1.40)

u(z,0) = wup(x) en Q. (1.41)

Un método para demostrar la existencia de soluciones del sistema (1.38)-(1.41) es el de Galerkin
espectral estandar de 1-nivel, el cual consiste en considerar el espacio finito dimensional H,,
definido en (1.10) y construir soluciones aproximadas u,,(t) € H,, definido por

Um(x,t) = Z Yim (t)w; (),
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satisfaciendo

Oy, + VAU + Py (U, - Vuy,) = Pnf, (1.42)
U (2,0) = Ppuo(r) = ugm (). (1.43)

Entonces, la solucién de (1.38)-(1.41) es obtenida como el limite de las soluciones aproximadas
{tn} cuando m — oo. En (1.42), para pasar al limite en el término no lineal, son necesarias
algunas propiedades de convergencia fuerte de la sucesién, las cuales son obtenidas por métodos
de compacidad.

Otro método para obtener resultados de existencia de soluciones del sistema (1.38)-(1.41) es
el método de Galerkin espectral de multinivel, el cual consiste en considerar espacios finitos
dimensionales H,, definido en (1.10) con H,,, € H,, C --- C H,, C --- C Hp, vy las

aproximaciones uy, en el espacio H,,, se determinan como sigue:

i) Se halla la aproximacion de Galerkin de 1-nivel ui(t) = uy, (t) € H,,, la cual satisface el
sistema no lineal (1.42)-(1.43) con m = m;.

ii) Para k = 2,3,...,K y H,,, dada la aproximaxién ux_1(t) € H,, ,, se determinan las
aproximaciones de Galerkin de k-nivel ug(t) € H,,, tal que

mg

u(w.) = 3 i (D),

=1

satisfaciendo el siguiente sistema de Navier-Stokes linealizado

Owup, + vAuy, + Pmk (uk . Vuk,l) + Pmk (uk,1 . Vuk) = Pmkf + F)m,C (uk,1 . Vukfl), (144)
up(z,0) = Py uo(z), (1.45)

donde P, es la proyeccién de L*(Q) en H,,, .

Entonces, la solucién de (1.38)-(1.41) es obtenido como el limite de las soluciones aproximadas
{ug} cuando mg — oo.

Tedricamente se demuestra que bajo ciertas condiciones sobre los valores propios {\;} del opera-
dor de Stokes, el método de Galerkin de K-nivel es mas eficiente que el método de Galerkin de
1-nivel sobre el espacio H,,,. Respecto al radio de convergencia de los errores de las aproxima-
ciones, se demuestra que sobre el espacio H,,, los errores de las aproximaciones de Galerkin de
1-nivel y de K-nivel tienen radio de convergencia del mismo orden.
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CAPITULO 2

SOLUCIONES FUERTES PARA LAS
ECUACIONES DE NAVIER-STOKES

Aplicando el método de Galerkin espectral de 1-nivel y K-nivel, se estudia la existencia y unicidad
de soluciones fuertes en el caso bidimensional y tridimensional para el siguiente Problema:

Problema 1. Sea Q C R"(n = 2,3) un dominio acotado y [0,T] un intervalo de tiempo. Dados
f € L*0,T;L*()) yug € V, hallar (u,p) € L*(0,T; VN H?*(Q)) x L*(0,T; H'(Q)) satisfaciendo

ou—vAu+u-Vu+Vp = f enQx(0,7), (
divu = 0 enQx(0,7), (

u = 0 sobrel x (0,7), (

uw(0) = wug en, (

N N NN
N I R
N N N N

donde u(0) = u(-,0).

Usando las propiedades del operador proyeccién P definido en (1.8) se puede reformular el Pro-
blema 1 como sigue:

Problema 2. Sea 2 C R*(n = 2,3) un dominio acotado y [0,T] un intervalo de tiempo. Dados
feL*0,T;L*) yug €V, hallar uw € L*(0,T; D(A)) satisfaciendo

Ou+vAu+P(u-Vu) = Pf enQx(0,T), (2.5)
u(0) = up en . (2.6)

Observacién 2.1. Siu es una solucion del Problema 2, también se verifica que u € L>=(0,T;V)
y Oyu € L?(0,T; H). Luego, por Lema 1.2 se concluye que u es igual c.t.p. a una funcién continua
de [0, T] en V. Asi, la condicion inicial (2.6) tiene sentido.
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Observacion 2.2. La ezistencia de la presion p satisfaciendo la ecuacion (2.1) es obtenida
desde (2.5) y la Proposicion 1.1. En efecto, si u es solucion del Problema 2 entonces, usando la
desigualdad de Hélder y (1.23), se tiene

Ju - Vull < [Julloo|[Vul < CllAu||[[Vul| < O Aul],
desde que w € L*(0,T; D(A)) N L>=(0,T;V). Luego,
10ru = vAu+u-Vu = fI < [|Gpull + vl| Aull + [lu- Vul| + [ £]| < |10l + CplAull + ([ £l

y entonces usando la desigualdad de Young, se obtiene

T T
/ 1(Biu — vAu+u- Vu— f)(s)|Pds < C/ (19eu(s)|I* + | Au(s)[I* + [ (s)]1*)ds,
0 0
y como Oyu € L*(0,T; H), se deduce que
T

/ (O — vAu +u - Vu— f)(s)|Pds < C,

0
lo cual implica que

O — vAu+u-Vu— f € L*(0,T; L*(Q)). (2.7)
Haciendo el producto interno de (2.5) con v(t) € H, se tiene que

(Opu(t) — vAu(t) +u(t) - Vu(t) — f(t),v(t)) =0 Yo(t) € H,
entonces por Proposicion 1.1, existe una funcion p(t) tal que
Owu(t) — vAu(t) + u(t) - Vu(t) — f(t) = =Vp(t), (2.8)

y entonces por Proposicién 1.2 y (2.7), se tiene que p € L*(0,T; H'(Q)).

Observacion 2.3. Para demostrar la existencia de soluciones (u,p) del Problema 1, por la
Observacion 2.2, es suficiente demostrar la existencia de soluciones u del Problema 2. Por lo
tanto, siu es la unica solucion del Problema 2, entonces (u,p) es la tinica solucion del Problema
1, donde p es unica salvo una constante aditiva.

Observacién 2.4. En lo que sigue, C' denota una constante real no negativa que puede depender
de los datos (R, f,ug,v) y tomar diferentes valores en distintas situaciones.

2.1. Existencia y unicidad de soluciones: aproximaciones de
Galerkin de 1-nivel

Para probar la existencia de soluciones del Problema 2, se usara el método de Galerkin espectral
estandar de 1-nivel, mediante el cual se define una sucesiéon de soluciones aproximadas y la
solucion es determinada como el limite de dicha sucesién de aproximaciones.
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Por el Lema 1.8, las autofunciones {w;} del operador de Stokes A forman una base hilbertiana
en H. Para cada m entero, se define el espacio finito dimensional H,, como en (1.10), esto es,
H,, = span{wy,ws, ..., w,}. El método de Galerkin consiste en hallar una solucién aproximada
Uy, del Problema 2 como sigue

Uy (1) = Z%m(t)wi(x), (2.9)

donde los coeficientes v;,,(t) son determinados de tal modo que wu,,(t) satisfaga las siguientes
ecuaciones:

Optm () + VAU, (L) + Pr(um(t) - Vun(t)) = Pnf(t), (2.10)
um(0) = Pnug = Ugm. (2.11)
Observaciéon 2.5.
i) Parai=1,2,...,m el coeficiente i, (0) = (ug, w;).
En efecto, por la definicion dada en (1.12), (2.9) y (2.11) se tiene que

m

> " (uo, wi)w; = Pt = 1y, (0) = Z%m(O)wi = Z[%m(m — (ug, wi)Jw; = 0,

i=1
y desde que {w;} forman una base se obtiene el resultado.

i) Por Lema 1.9, para i =1,2,...,m se tiene que Yim(0) = A\, (Vu,, (0), Vw;).
iii) Parai=1,2,...,m, (Vug, Vw;) = (ug, Aw;) = \i(ug, w;) = N\i¥im(0).

Para determinar estimaciones a priori para las solucions aproximadas u,,, para el sistema (2.10)-
(2.11) se tiene la siguiente formulacién débil: hallar w,,(t) tal que

(Orum(t), w;) + v(Vun(t), Vw;) + (um(t) - Vun(t),w;)) = (f(t),w;) Yw; € Hy, (2.12)
Um(0) = ugpm. (2.13)

2.1.1. Existencia y unicidad de soluciones en 2 C R?

Teorema 2.1. Sea Q un dominio bidimensional acotado, con borde uniformemente de clase C?
y un intervalo de tiempo (0,T], 0 < T < co. Seanug € V y f € L*(0,T; L*(Q)). Entonces, existe
una unica solucion u del Problema 2, tal que

u € L0, T;V)N L*0,T; D(A)), du € L*(0,T; H). (2.14)
Ademds, la solucion u satisface los siguientes resultados de reqularidad:

t

lu(®)]I* + V/ IVu(s)|I*ds < C, (2.15)
0
t

IVu(t)]? + y/ |Aus)[2ds < C, (2.16)
0

IN

t
/ 1Bpuls)|?ds < C. (2.17)
0
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Mids aun, si O,f € L*(0,T; L*(R2)), entonces

T(t)||8tu(t)||2+l//0 7(s)|[|VOu(s)||?ds < C, (2.18)
vr(t)|Au(®)|®* < C, (2.19)

donde 7(t) = min{1,t}, con t € (0,T]. También, las aprozimaciones {un,} satisfacen las estima-
ciones (2.15)-(2.19), con C constante independiente de m.

Demostracion. Considerando el sistema (2.12)-(2.13) se determinan estimaciones a priori para
las aproximaciones ,,.

Estimacién (2.15).
Considerando w; = u,,(t) en (2.12), se obtiene
(Ot y Up) + V( Aty ) + (U, - Vg, ) = (f, ). (2.20)
Entonces, usando integracion por partes, se obtiene
(A, ) = (Vi Vi) = ||V, |2 (2.21)
Luego, llevando (2.21) en (2.20) y considerando (1.5), se tiene

1d 9 5
5 g™+ VIVu]” = (f, tm). (2.22)

Para el término derecho de la ecuacién (2.22), usando las desigualdades de Holder y Poincaré y
la desigualdad de Young, se tiene

14
()] < 1l < LAV @nll < ColFIP + SVl (2.23)

Reemplazando (2.23) en (2.22), resulta

1d
Sl + V[ Vunl? < CLFIP + 2 |V,

desde donde se deduce p
EIIUmIIQJrl/l!VUmII2 < C|IfI* (2.24)

Luego, integrando (2.24) entre 0 y ¢ € (0,7, teniendo en cuenta que ||u,,(0)| < |Juo|| se obtiene

t t
[l (0)1* + V/ IVem(s)*ds < |luoll* + C/ 1£(s)l?ds < C, (2.25)
0 0

para todo t € (0,7.
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Estimacién (2.16).
Reemplazando w; = Au,,(t) en (2.12), se tiene

(O, Atlyy) + V( Aty Atiy) + (U - Vg, Aty,) = (f, Aup,). (2.26)
Para el primer término de (2.26) usando integracién por partes y Lema 1.6, se obtiene

1d

(Optim, Atty) = (VOiti, Vi) = §£||Vum||2 (2.27)
Llevando (2.27) en (2.26), resulta
1d 9 9
5 g IVumll” + v Aunl® = (f, Aun) = (- Vi, Atin)
< (f, Aup)| + |(um - VU, Auy,)|. (2.28)

Luego, para los términos del lado derecho de (2.28), usando (1.25) junto con las desigualdades
de Holder y Young, se tiene

(U = Vg, Aug)| < [t oo || Vit || || At ||
< Ol || At |2 [Vt || At |
< Cllunl? V||| At |2
< CV||um||2||Vum||4+Z||Aum||2, (2.29)
1 v
I(f, Au)| < ([ £l A | §;||f\|2+1||z4um||2‘ (2.30)

Llevando las desigualdades (2.29)-(2.30) en (2.28), se obtiene

1d 1
S Va2 v Au 2 < IR+ Gl P Tt |+ 2 A2
y considerando (2.25), resulta

d
IV unll® + vl Awn[* < CFIP + ClI V|| (2.31)

Finalmente, teniendo en cuenta que ||Vu,,(0)|| < |[Vuol|, la desigualdad (2.25) y aplicando el
Lema 1.18 en (2.31), se deduce

IVum(®)]? + v / lAun(s)|Pds < (Vo] +C / 1£(s)]1%ds) exp (C / |Vt (5)] )

IN

t
C(IVus? + / 1£(s)[%ds) < C, (2.32)
0
para todo t € (0,7.

22



Estimacién (2.17).
Reeemplazando w; = Oyu,(t) en (2.12), se obtiene

H&fumHQ = _V(Auma 8tum) - (um ' Vum? atum) + (fa 8tum)
< V(A Optim)| + [ (U - Vi, )| + |( atum)|'

(2.33)

Para los términos del lado derecho de (2.33), usando (1.25), (2.25) y la desigualdad de Hélder,

se tiene

V|(Aty,, Optiy,) |
| (U, Vg, Optiyy)|

1
V[ A |10l < Coll Aum|* + 21 Ortim |,

[t | oo ||Vt || [| Ot |
C[ |2 | At |21V ||| Ot |
C| At |||V 111 || | Ot

1
Ol Aum||[[ Vet |* + & 1Ortum |

IA AN IAIA

IN

IN

1
Cl| A * + C|[ Vi ||* + EHatum”Q?
1
(£, Oum)l - < M0l < CIFI® + llOrum]*
Reemplazando (2.34)-(2.36) en (2.33), se obtiene
1
't Um, < U, Um S 1IOtUm||
1O ]* < ClAum|* + ClIVum[* + CIFIP + 51O

y entonces observando (2.32), se deduce
10 [* < C ([ At |* + [Vt |I* + L £1)-
Ahora, integrando (2.37) entre 0 y ¢, y teniendo en cuenta (2.25) y (2.32), se obtiene

tﬁtm 2d C tAm 2d tvm 2d t 2d <,
/0” tn(s) 25 < (/O At (5)] s+/0 IV tn(5)] s+/0 1£(s)|ds) <

para todo t € (0,7.
Existencia de Soluciones.
Desde (2.32) y (2.38) se concluye que
{u,} esacotadaen L>*(0,T;V)NL*0,T;D(A)),
{0} esacotadaen L*(0,T;H).

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)
(2.40)

Por lo tanto, observando (2.39)-(2.40) y el Teorema 1.8, existe una subsucesion {u,,} y un

elemento u tal que
Upr — u débil-x en L=(0,T;V),
Uy — u débilmente en L*(0,T; D(A)),
Optlyy  —  Oyu débilmente en L*(0,T; H).

23

(2.41)
(2.42)
(2.43)



Mas aun, aplicando el Lema 1.3 junto al Teorema 1.9, se tiene que
Uy — u fuertemente en L2(0,T;V). (2.44)

A seguir se prueba que u es solucién del Problema 2, para lo cual se pasa al limite en (2.12).
Sea la funcién ¢ € C*°([0,T]) , entonces multiplicando (2.12) por 1 (t) e integrando entre 0 y T,
se tiene

/0 (Buti (£), witb (1))t + v / (A (8), with(0))dt
n / (s (t) - Vet (£), wi(£))dt = / (F(8), wip(t))dt. (2.45)

Desde que w;p € L*(0,T; H) pasando al limite con la sucesién m’ y observando (2.42)-(2.43), se
tiene

/O(Aum/(t),wi@/)(t))dt — /O(Au(t),wi@b(t))dt, (2.46)
/0(8tum/(t),wi@/)(t))dt — /O(atu(t),wi@b(t))dt. (2.47)

Como wyp € L*(0,T; V), por el Lema 1.23 teniendo en cuenta (2.42) y (2.44), se tiene

/O (e (£) - Vit (£), with (£))lt — /0 (u(t) - Vu(t), wap(t))dt. (2.48)

Por lo tanto, pasando al limite en (2.45) cuando m — oo y teniendo en cuenta (2.46), (2.47) y
(2.48) se concluye que u satisface

/0 (Orult), wrp(6))d + v / (Au(t), wb(£))dt + / (ult) - Vult), wip(6))dt
- / (F(8), wab (), (2.49)

para todo w; € V. Luego, por densidad (2.49) se mantiene para todo wiy € L?(0,T;V), esto es,
u satisface (2.5).

Prueba de condicién inicial.

De (2.32), para todo t € (0,7 se tiene que

IVu@®)|* < C(IVuol? +/0 1£(s)[7ds),

de lo cual se deduce
lim sup ||[Vu(t)||* < C||Vuol|?. (2.50)

t—0+
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Entonces, por (2.50) y la Proposicién 1.3, para probar que Vu(t) — Vug fuerte en L*(€) cuando
t — 0T, basta probar que Vu(t) — Vuy débil en L%(Q), esto es, se demuestra que

(Vu(t) — Vug, Vw;) — 0, (2.51)

cuando t — 0.
Reescribiendo Vu(t) — Vug convenientemente, se tiene

|(Vu(t) — Vug, Vw;)| = |(Vu(t) = Vun,(t) + Vun(t) — Vu,(0) + Vi, (0) — Vug, V)|
< |(Vu(t) = Vun(t), V)| + [(Vun(t) — Vu,(0), Vw;)|
+ (Vi (0) — Vg, V). (2.52)

A seguir se prueba que cada uno de los términos del lado derecho de (2.52) tienden a 0 cuando
m-—ooyt— 0.
Para verificar que (Vu(t) — Vu,(t), Vw;) — 0 cuando m — oo, se fija t € (0,7) y se define la

funcién suave /
0 st s<t/2,
h(s) = { 1 si s>t.

Entonces,

(Vu(t) — Vuy,(t), Vu;) = /o %(h(s)(Vu(s) — Vun,(s)), Vw;)ds

_ /O (0h(5)(Vau(s) — Vi (5)), Vawy)ds
+ /0 (h(s)(VO,u(s) — Vstim(s)), Vay)ds
— /O((“)Sh(s)(u(s)—Um(s))aAwi)ds

t
+/ (h(s)(0su(s) — Ostm(s)), Aw;)ds.
0
Luego, como uy,, — u y Oy, — Oyu débilmente en L?(0,T; H) cuando m — oo, se tiene que
(Vu(t) — Vu,(t), Vw;) — 0, (2.53)

cuando t — 0.
Para el segundo término del lado derecho de (2.52), se tiene

|(Vum(t) = Vun(0), Vi) = [(un(t) — um(0), Aw;)|
/Od%(um(s),Awi)ds

/0 t(asum(s), Aw;)ds

IA

/0 |(Ostm(s), Aw;)|ds

AN

t
< /0 |05t (s)]]]| Aw; || ds. (2.54)
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Luego, usando la desigualdad de Young y (2.38), desde (2.54) se obtiene
1 t
|(Vtu,(t) — Vu,(0), V)| < 5/ (|05t (8)||* + || Aw;||*)ds — 0, (2.55)
0

cuando t — 0F.
Por otro lado, teniendo en cuenta (ii) y (iii) de la Observacién 2.5, para i = 1,2, ..., m se tiene
que (Vu,(0), Vw;) = (Vug, Vw;), lo que implica

(Vun,(0) = Vug, Vw;) =0, m >1. (2.56)

Entonces, por (2.53), (2.55) y (2.56) en (2.52), se deduce (2.51). Asi, de (2.50) y (2.51) se concluye
que Vu(t) — Vug, cuando t — 0F. Por la Observacion (2.1), y la unicidad del limite, se concluye
que u(0) = up en V.

Por lo tanto, u es solucion del Problema 2.

Unicidad de solucion.

Considerar u; y uy dos soluciones de (2.5), esto es

8tu1 + VAUl + P(u1 : Vul) = Pf,
(9tu2 -+ VAUQ -+ P(Ug . V'LLQ) = Pf

Restando estas dos igualdades y denotando v = u; — us, se obtiene

O + vAv + P(uy - Vuy) — P(ug - Vug) = 0, (2.57
v(0) = 0. (2.58)

Haciendo el producto de (2.57) con v, se obtiene

1d
5%”7}”2 +v||Vol? + (w1 - Vg — ug - Vug,v) = 0. (2.59)
Por otro lado,
uy - Vug — ug - Vug = ug - V(v + ug) — ug - Vug = uq - Vo + v - V. (2.60)

Reemplazando (2.60) en (2.59) y usando (1.5), se tiene

1d
QEHUHQ + v||Vo|]? + (v - Vug,v) =0,
y se sigue que
1d
5 lIoI° +VIVUl = =(v- Vus,v) < (- Vus,v)]. (2.61)

Luego, teniendo en cuenta la propiedad (1.6), la desigualdad de Holder y desigualdad (1.19), para
el término del lado derecho de (2.61) se tiene

(v Vup, 0)| = (v Vo, u)| < [[ollalVollllualla < Clloll2([VollP|uz |2 [ Vus||*72.
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Aplicando desigualdad de Young en la ultima desigualdad (con p =4y g = 4/3), y teniendo en
cuenta que uy es solucién y satisface (2.15), resulta

(v Vg, v)| < v[[Voll* + C,[ol*luz ][ Vua* < vI[Vo[* + Cllof* Vue]*, (2.62)

y reemplazando (2.62) en (2.61), se tiene
d
—loll” < ClllPl Vsl (2.63)

Teniendo en cuenta (2.15), (2.58) y aplicando el Lema 1.18 en (2.63), se obtiene

@I < o(0)]* exp (O/O [Vua(s)|[*ds) = 0. (2.64)

Por lo tanto, se deduce que v(t) = 0, de donde se sigue que u; = uy y la unicidad estd probada.
Maés aun, de las convergencias (2.41)-(2.44) se tiene que la solucién u satisface las estimaciones
(2.15)-(2.17).

A seguir, se demuestra que las aproximaciones de Galerkin wu,, satisfacen las condiciones (2.18)
y (2.19).

Estimacién (2.18).
Derivando (2.12) con respecto a t, se tiene
(O, w;) + V(V O, Vi) + (Opthy - Vg, Wi) + (U - VO, w;) = (O f, w;).
Reemplazando w; = Oyu,, (), se obtiene
(02U, Optiry) + V||V Ostin|* + (Ot - Vi, Ostty) = (Ocf, Optin),
y entonces aplicando el Lema 1.6, resulta
1d
2dt

Usando las desigualdades (1.22) y (1.19), la desigualdad de Hoélder y la desigualdad de Young,
se obtiene

|(Osttn + Vi, Ot )| < | Ot V|
< Closum IV Ot | Vet |
< gllvatumlﬁ+Cu\|3tum|!2llwm|!2, (2.66)
(0], Q)| < N[O | Orum |l < CllO IV Opunm|
< ClofI? + IVl (2:67)

Reemplazando (2.66)-(2.67) en (2.65), se tiene
1d v
ol + VOl < [T+ Cull s P + o 00
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y observando (2.16), se obtiene
d
0 + v VOum|* < Clldsun]® + CllALf|* (2.68)

En vista de que 0,u,, satisface (2.17), por Teorema del Valor Medio existe una sucesién decreciente
{ex} tal que

€1
/ H(?tum(s)H2ds = €1H8tum(€2)|\2 con 0 < g9 < €1,
0

€2
/ 10 (s)[2ds = &l|Ohum(es)[[2 > 3| Oytum(€3)|2 con 0 < &5 < &5 < 1,
0

€k—1
/ |0yt (5)||2ds E—1]|Ovtim (1) |1? > er||Osttm (1)]|? con 0 < ep < €41 < ... < £1. (2.69)
0
Luego, si € — 0 cuando k — oo, de (2.69) se obtiene que

eh-1
x| Ot (ei) || < / 10t (8)[]Pds — 0 = ep||Owum(er)||* — 0. (2.70)
0

Multiplicando (2.68) por 7(t), se tiene

d
()= N0umll® + v (@O VOrum|® < Cor () 0ruml® + Cor (@101 (2.71)
Como y y
O hun?) = 70) 5 N |2 (1) [0t (2.72)
reemplazando (2.72) en (2.71), teniendo en cuenta que 7/(t) < 1y 7(¢) < 1, se tiene
d
— (T Ol0wn]*) + v Vorun|® < Cllowum| + Cllof* (2.73)

Integrando (2.73) entre €5 y t y observando que 7(gi) < €4, se obtiene

t t
T(t)llﬁtum(t)|!2+V/ 7(3)|VOuum(s)|*ds < €k|!<9tum(€k)H2+C/ 100 ()| *ds
€k €k

+C / 18, £ (s)]|2ds. (2.74)

Luego, haciendo €5 — 0 en (2.74) y considerando (2.70), se tiene

(1) |yt (D) + v / ()| VOyum(s)|Pds < C / 10, (s)|%ds + C / 1Ohtt(5)] 2,
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asi teniendo en cuenta (2.17) y la hipdtesis sobre 9, f, se obtiene
t
7(8) || Qg (1) ||* + I// 7(8)|| VO (s)||?ds < C, (2.75)
0

para todo t € (0,7.
Estimacién (2.19).
Reemplazando w; = Au,,(t) en (2.12), se obtiene

v[[Aup|? = (f, Atm) — (Ot Ati) — (U - Vg, Aty )
< (f, Aup)| + | (Osttm, Aum)| + | (U, - Vi, Auy,)|. (2.76)

Para los términos del lado derecho de (2.76), aplicando las desigualdades de Hélder y Young,
teniendo en cuenta (1.25) y (2.16), se tiene

14
|(f; Aun)| < (Il Auw] < Gl FIIP + gI\AumHZ> (2.77)
1%
| (Ot At)| - < (Ot || | Atia | < Co || Oyt |* + gHAumHQ, (2.78)
[t = Vg, Au)| < [t oo |Vt [[[| At || < Cllaan |2 ]| A |2
< Cy||um||2—|—%||AumH2. (2.79)

Reemplazando (2.77)-(2.79) en la desigualdad (2.76), se obtiene
v
V[ AunOI° < ClF O + Colldrum @I + Collum (D) + F | Aum B,

y entonces considerando (2.15), se deduce
vl Aun@)I1* < CIFOI + Clloum()]* + C.
Luego, multiplicando la dltima desigualdad por 7(¢) < 1, se obtiene
vr(t)|Aun®)* < CIFOI + C)[10unm®)]* + C. (2.80)

Como f,0,f € L*(0,T; L*(2)) entonces f € L>(0,T; L*(Q)). Luego, teniendo en cuenta (2.18)
desde (2.80), se concluye
v ()| Au, (1) ||* < C, (2.81)

para todo t € (0,77.

Finalmente, razonando de manera andloga a la obtencién de (2.75) y (2.81), partiendo desde
(2.5) se deduce que u satisface las estimaciones (2.18)-(2.19). O
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2.1.2. Existencia y unicidad de soluciones en () C R?

Teorema 2.2. Sea Q un dominio tridimensional acotado, con borde uniformemente de clase C?
y un intervalo de tiempo (0,T), para algin 0 < T < oco. Sean f,0:f € L*(0,T;L*(Q)), ug € V
y v suficientemente grande o los datos || fl|Le=( L2 ¥ ||[Vuo| pequenos. Entonces, eviste un
T, = min{T, Ty} con T\ dependiendo de || f| r~©mrr2@) ¥ [|[Vuol|, tal que el Problema 2 tiene
una unica solucion u satisfaciendo

u € L®(0,T,; V)N L*0,T.; D(A)), € L*(0,T,; H). (2.82)

Ademds, la solucion u satisface los resultados de reqularidad (2.15)-(2.19) para todo 0 <t < T,
donde 7(t) = min{1,t}. También, las aprozimaciones {uy,} satisfacen las desigualdades (2.15)-
(2.19).

Demostracion. Para la demostracion de las estimaciones (2.15)-(2.19), algunos célculos coinciden
con los hechos en el caso bidimensional, por lo cual solamente se detallan los célculos en aquellos
términos que requieren ser tratados de manera diferente.

Estimacién (2.15).

Similarmente como para (2.25), se obtiene que
{u,} esacotada en L>(0,T;L*(Q)) N L*(0,T;V). (2.83)

Estimacién (2.16).

Reemplazando w; = Au,,(t) en (2.12) y siguiendo los mismos pasos como en (2.27)-(2.28), se
tiene

1d
5 77 | Vumll® + vl Aunll® < [(f; Au)| + (- Vi, Au)]. (2.84)

Para los términos del lado derecho de (2.84) usando (1.22), (1.18) y las desigualdades de Holder
y Young, se tiene

|t = V), At | <[t 6] Ve[| At |
< OV Vet Y] At ||| At |
< O V||| A |2
< Ol Vunl® + Z Aun (2.85)
Loy v 2
[(f Aun)| < [ F I Aumll < ZIFIP + 7 Awn] . (2.86)
Llevando las desigualdades (2.85)-(2.86) en (2.84), se obtiene
1d 9 1 .7
- A 2 < 2 6 Z1lA 2
5 gl Vumll” + vl Aua | < S+ CllVunl” + Sl Aunl

desde donde resulta

d 2
STl + v AP < [+ 20, V| (287)
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Observar que usando la desigualdad de Poincaré, se tiene
IVumll* = (Vtm, Vi) = (At ) < | At || [[tm]] < Coll Atn|[[| Vet

y considerando ¢ = Cg*, implica que

Atk 2 TVt (2.8)
Usando (2.88) en (2.87), se obtiene
d - 2
ZIVunl® + @[ Vunl® < A o122 + 200 V| (2.89)
Luego,
d ~ 2
IVl + e[ Vun* = [ fllZ 022 < 20/ Vam]” (2.90)

Como v suficientemente grande o f pequeno, entonces siempre es posible hallar que

[Vt ||” > @Hf“%co(o,zr;m(m)a

lo cual implica que cv||Vau,,||* — %HfH%OO(O,T;L?(Q)) > 0, y asf desde (2.90) se obtiene
d 2 6
S Vumll® < 26, [ Vun | (2.91)
A seguir se demuestra que
Vi, )| <p para 0<t<Ty, (2.92)
donde
= x4Vl 5 ey} ¥ T = o

Prueba de (2.92):
Para t € (0,7] se define z(t) = max{u/2, ||[Vun(t)||*}, entonces la funcién z es en c.t.p. diferen-
ciable y se tiene

. u
e [0 i V2 <2
— = d i (2.93)
di ZVunl st [[Vun|? > 2.
Como ||Vu, (0)|| < ||Vuol| v [|[Vuol|| pequenio, por la definicién de z(t) se tiene que
/ 7
2(0) = méx{p/2, [[Vun (0)[*} = 5.
Desde (2.91) y (2.93),
dz
= < 20,2°, 2.94
a = (2:94)
2(0) = p/2. (2.95)
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Por Lema 1.17, la solucién z(t) de (2.94)-(2.95) es acotada por la solucién del problema de valor
inicial

dy
— = 20,¢°, 2.96
7 @ (2.96)
e(0) = p/2. (2.97)
Resolviendo (2.96), se obtiene
L Lo—a = a0—ac= L (2.98)
22 T vee @2’ )

y aplicando la condicién incial (2.97), se obtiene que C' = 2/u?. Luego

e PNy S L (2.99)
t © 4(1 = Cypt)
Ahora, para t < Tj se tiene que 4(1 — p?C,Ty) < 4(1 — p?C,t) y desde (2.99), se obtiene
2 2
P2 (t) = i —MCyu%) < T Z%*,,Tl)' (2.100)
Luego, para T} = %VMQ’ por la definicién de z(t), Lema 1.17 y (2.100), se obtiene
2
IVun (@It < 20) < 0(0) < e mery =
de donde se sigue (2.92).
Por otro lado, desde (2.87) y (2.92), para t < T, = min{7, 7} } se tiene
d 2 2
S V™ + vl Aun|” < Cu, v),
e integrando entre 0 y t < T4,
IV () + V/Ot [ At (s)|I*ds < || Vum (0)[|* + CT: < C, (2.101)
para todo t € (0, T,]. Luego, se concluye que
{u,,} es acotada en L>(0,T,; V) N L*(0, T.; D(A)). (2.102)
Estimacién (2.17).
Reemplazando w; = dyu,,(t) en (2.12), se tiene
10um||> = —v(Atm, Otty) — (U - Vg, Osttn) + (f, Optin), (2.103)
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y usando (2.34) y (2.36), se obtiene
1
10ml* < Coll Al + S 100ttmll* + CIFI* + [ (- Ve, Do) (2.104)

Para el ultimo término del lado derecho de (2.104), usando la desigualdad de Hélder junto con
(1.23) y (2.101), se tiene

| (U * Vi, Oty | (|t | oo ||Vt || [| Ot |

Cl At [V 2 [ | Ortea |
1
Ol APVt + 21 Ortim |2

IAINA

IN

IN

1
C|| A ||* + 6||8tum|]2. (2.105)
Luego, reemplazando (2.105) en (2.104)
1
19| < CllAun|* + 51O |* + CILFI,

lo cual implica

Butm 2 < Cll At + CI £ (2.106)
Luego, integrando (2.106) entre 0 y ¢, y teniendo en cuenta (2.101), se obtiene

t t t
/Waw@m%ss C/HMM@W%+O/Hﬂ$Wk§Q (2.107)
0 0 0

para todo t € (0,7%]. Asi, de (2.107) se concluye que

{0yu,,} es acotada en L*(0,T,; H). (2.108)

Existencia de solucién.

Observando (2.102), (2.108) y el Teorema 1.8 existe una subsucesion {u,,} y un elemento u tal
que

Upy —  w débil-* en L>(0,T,; V),
Uy —  u débilmente en L?(0,T,; D(A)),
Oty — Opu débilmente en L*(0,T,; H).

Mas aun, usando el Lema 1.3 junto al Teorema 1.9, se tiene que
Uy, — u fuertemente en L*(0,7,; V). (2.109)

Pasando la limite de forma similar que en el caso bidimensional, se prueba que existe u la tinica
solucion del Problema 2.
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Desde las desigualdades (2.25), (2.32) y (2.38) se demuestra que para 7' = T, la solucién u
satisface las desigualdades (2.15)-(2.17).

A seguir, al igual que para el caso n = 2, se prueba que las aproximaciones u,, también satisfacen
(2.18) y (2.19).

Estimacién (2.18).

Siguiendo los mismos pasos como para obtener (2.65), se tiene

1d

2dt
Usando la propiedad (1.6), desigualdades (1.22) y (1.18) y las desigualdades de Hélder y Young,
se tiene

18ttmnl|2 + V||V Oyt |I? < (Bt - Vi, Oytin)| + |(Def Dyt ). (2.110)

‘(atum : Vuma atum>| ‘(atum : Vatu'r717 um>| S Hatum||3||vatum|| ||umH6
Cl OtV a7 V|

14
11V 0| + Coll O PV I*, (2.111)

IA

IN

v
|0, Oeum)l - < NS N10tm]| < CHOS NIV Oettml| < CollOS 1P + IV Dt (2:112)
Reemplazando (2.111)-(2.112) en (2.110) y observando (2.16), se obtiene
d
—N0iunl® + [V Oun|* < Clldwun|” + ClloS |1 (2.113)

Multiplicando (2.113) por 7(t) y teniendo en cuenta (2.71)-(2.73), se tiene

d
— (T Ol10wn]*) + v VOruml® < Cllowum|* + Cllof1 (2.114)

En vista que dyu,, satisface (2.17), igual que para el caso bidimensional obtenido en (2.70), se
tiene que existe una sucesién e, — 0, tal que ex||Gu(er)|]* — 0.
Integrando (2.114) entre e, y ¢t < T, asi como también el hecho que 7(g;) < &) se obtiene

t t
T(t)H@tum(t)HerV/ 7()|VOum(s)|*ds < Ekllatum(ffk)!\2+0/ 1Dt ()]s

€k

+c/ 18,f (s)||2ds. (2.115)

Luego, haciendo € — 0 en (2.115) y considerando (2.17), se tiene

t t t
rOan O + [ ©IVoun@lFds <€ [ s (s)1ds +C [ o)l <.
0 0 0

(2.116)
para todo t € (0, 7], desde donde se sigue (2.18).
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Estimacién (2.19).
Similar como para obtener (2.76), se tiene

V|| Aug|l? < [(f, Atum)| + (Ot Ati)| + [ (U - Vi, Aty,)). (2.117)

Aplicando la desigualdad de Hélder, la desigualdad de Young y (1.27) para los términos del lado
derecho de (2.117), se obtiene

1%
(O, Awn)| < [l Awn ]l < CUlLFIP + 2l A, (2.118)
14
|Grttms Au)| - < |Gt [[|Aum ]| < Co[|Oruma* + S [ A, (2.119)
[t~ Vg, Ate)| < [t |oo [Vt ||| Attn | < ClV P2 )] vty |2
< Cl[Vun|® + ZHAumHQ. (2.120)

Reemplazando (2.118)-(2.120) en (2.117) y entonces considerando (2.16), se tiene

v|Aun (O < CIFOI + Cllowum(®)]* + C. (2.121)

Multiplicando (2.121) por 7(t) < 1, teniendo en cuenta que f € L*(0,T; L*(2)) y la desigualdad
(2.18), se obtiene

vr ()| Aun(0)|* < CTOf O + CT) | Grum(t)II* + C < C, (2.122)

para todo t € (0, 7], de donde se sigue (2.19).
Finalmente, razonando de manera analoga a las estimaciones anteriores se concluye que la solucién
u también satisface (2.18)-(2.19). O

2.2. Existencia y unicidad de soluciones: aproximaciones de
Galerkin de k-nivel

Para la prueba de existencia de soluciones se usa el método de Galerkin espectral de k-nivel,
mediante el cual se define una sucesion de soluciones aproximadas satisfaciendo un sistema de
ecuaciones de Navier-Stokes linealizado y la soluciéon del Problema 2 es determinada como el
limite de la sucesién de aproximaciones de Galerkin de k-nivel.

Por el Lema 1.8, las autofunciones {w;} del operador de Stokes A forman una base hilbertiana
en H. Para cada my, entero, se define el espacio finito dimensional H,,, como en (1.10), esto es,
H,,, = span{wy, wa, ..., W, _,, W, }.

k

El método de Galerkin de k-nivel consiste en lo siguiente:
i) Hallar uy(t) = up, (t) € H,,, la aproximaciéon de Galerkin de 1-nivel que satisface el sistema
no lineal (2.10)-(2.11) con m = m.
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ii) Para cada k fijado (k = 2,3,...) vy Hp, = span{wi,ws,..., Wy, |, Wy, }, dado ug_1(t) €
H,,, ., hallar la aproximacién de Galerkin de k-nivel uy(t) € H,,, tal que

uk(2,t) = Yim, (Hw; (), (2.123)

donde los coeficientes iy, () son determinados de tal modo que wuy(t) satisfaga el siguiente
sistema de Navier-Stokes linealizado

= P, f(t) + P, (up—1(t) - Vugp_1(1)), (2.124)
uk(0) = Py, uo, (2.125)

donde P,,, es la proyeccién de L*(Q2) en H,,, .
Para el sistema (2.124)-(2.125) se tiene la formulacion débil: Hallar ug(t) tal que

(Opug(t), w;) + v(Vug(t), Vw;) + (ug(t) - Vug_1(t), w;) + (ur—1(t) - Vug(t), w;)
= (f(t),w;) + (up_1(t) - Vug_1(t), w;) Vw; € Hy, (2.126)
uk(0) = Py, uop. (2.127)

2.2.1. Existencia y unicidad de soluciones en ) C R?

Previamente a la demostraciéon del teorema de existencia de soluciones del Problema 2, se de-
muestran algunas estimaciones para las aproximaciones u; de Galerkin de k-nivel.

Teorema 2.3. Con las condiciones del Teorema 2.1, las aprozimaciones uy, de Galerkin de k-nivel
del sistema lineal (2.124)-(2.125) satisfacen las siguientes estimaciones:

||uk(t)||2+u/0 |Vur(s)||?ds < C, (2.128)
||Vuk(t)||2—|—u/0 HAuk(s)HstJr/O 1Baus(s)|2ds < C, (2.129)
T(t)|]8tuk(t)H2+1/T(7§)\|Auk(t)|\2—l—u/0 (5)|[Vou(s)|2ds < C, (2.130)

parat € (0,7 yk=1,2,... . K.

Demostracion. La demostracion de las estimaciones es realizada por induccién sobre k.

i) Por construccién se tiene que u;(t) = u,,(t) es una aproximacién de Galerkin de 1-nivel que
satisface el sistema no lineal (2.10)-(2.11), entonces por (2.25), (2.32), (2.38), (2.75) y (2.81) se
concluye que u;(t) satisface (2.128)-(2.130).

ii) Se asume que (2.128)-(2.130) es satisfecho para k =r —1con 2 <r < K.
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iii) Por demostrar que (2.128)-(2.130) es satisfecho para k = r:
Estimacién (2.128).
Reemplazando w; = uy(t) € Hy,, en (2.126) y usando (1.5), se obtiene

1d
5%”1%”2 + v||[Vaug)|® < |(f, wn)] + [(ur—1 - Vug_y, ug)| + | (ug - Vg1, ug)|. (2.131)
Para los términos del lado derecho de (2.131), usando (1.23), la induccién sobre (2.128) para

k =r — 1y las desigualdades de Holder y Young, se tiene

((fru)l < 1 luell < CHANVull < CullFIIP + ZHVukII?, (2.132)
’(qu - Vg1, Uk)l = \(kal - Vg, qu)’
< e oo [ Vg [l |
< Ol A [ Vuill < CollAw P + [V |, (2.133)

’(Uk - Vug_1, Uk)| \(Uk - Vuy, Uk71)|

< IVl les—1 oo
14
< COllullIVurl | Al < Cllun Pl A |* + S Vui]®. (2.134)

Reemplazando (2.132)-(2.134) en (2.131), se tiene
S luwl* + gHVukHZ < GIFIP + Coll Vur-al* + Co llue ]| [| Aug—1 ]2,
y por induccién sobre (2.129) para k = r — 1, queda
%HWHQ + V[V < CIFIP + Cll V-1 * + Cllue]|*| Awes |1 (2.135)

Aplicando el Lema 1.18 en (2.135), se tiene

s (®)]? + v / Vs (s)|2ds
< (s 0)[2 + € / 1£(s)|Pds + C / |Vt (s)2ds) exp (C / | Aui_y (5)|ds),

y por induccién sobre (2.128) y (2.129) para k = r — 1, se sigue (2.128) para k =ry t € (0,7].
Estimacién (2.129).
Reemplazando w; = Aug(t) en (2.126), se tiene

(Opug, Aug) + v(Auy, Aug) = (f, Aug) + (ugp_1 - Vug_1, Aug) — (ug - Vug_1, Aug)
—(ug—1 - Vuyg, Aug),
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de donde se deduce

1d
2dt

IVurll® + vl Au|* < |(f, Aw)| + | (u—r - Vitoy, Awg)| + |(ug - Vi, Aug))|

Para los términos del lado derecho de (2.136), usando (1.23) y (1.25), las desigualdades de Holder
y Young, la induccién sobre (2.129) para k =r — 1y (2.128), se tiene

|(f, Auy)|
|(ug—1 - Vug_1, Aug)|

|(ug, - Vug_1, Aug)|

|(uk_1 . Vuk, Auk)|

IAN AN IA

IA AN INIA

IN

|1 Awil] < CuLFIP + 1| Au 2, (2.137)
ot ool ¥t ]| A |

O Ay | A < ol Aug |+ 2 Au |, (2.138)
lotello | Vot | A |

Ol 21| Au |72 |Vt | Au |

CIVun |2 A2 < Co VP + 2 Au (2.139)
ot oo 172 A |

Ol Au [V Augl] < Coll A |2 g2 + % | Aug . 2.140)

Reemplazando (2.137)-(2.140) en (2.136), se obtiene

d
ZIVull® + v Aw® < CIAP + CllAusa [P + CllVural* + CllAusa [P Vun] . (2.141)

Aplicando Lema 1.18 en (2.141), se tiene

t
V(O +v [ Au(s)ds
0

< (IIVur(0)[* + C/O (LF )P + [[Awe—s ($)I* + [[Ver—1(5)[*)ds)

t
<exp (C [ us(9)ds),
0

y luego por induccién sobre (2.128) y (2.129) para k = r — 1, se sigue

para t € (0,7].

t
IVur(t)|2 + ,,/ | Aus(s)|2ds < C, (2.142)
0

Por otro lado, reemplazando w; = Jyu(t) en (2.126), se obtiene

(Opug, Opug) +v(Aug, Opug) + (ug - Vug_1, Opug ) + (ug—1 - Vug, Opur) = (f, Opug) + (ug—1- Vug_1, Ouy),
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y entonces

10cue)® < |(f, Ovun)| + |(ur—1 - Vug_1, Opug)| + v|(Aug, Spur)| + | (ug - Vug_1, Opug)|

Para los términos del lado derecho de (2.143), usando (1.23), las desigualdades de Holder y Young,
y la desigualdad (2.142), se tiene

|(f, Opui)| < ([ fINIOus]] < CILFI* + %H@WHQ, (2.144)
[(ug—1 - Vg1, Opug)| < Jlug—1lool| Vug—1 ||| G|

< Ol w0l < Ol AulP + o [0el?,  (2145)
v|(Aug, dur)] < vl Aug|[[|Opun] < Ol Aug* + %HatukHQ’ (2.146)

[(uk - Vug—1, Opug)| < [Junl]oo || V-1 [[[| Opur]
< Ol Aug|| 10|l < C| A + %OH@U,CHQ, (2.147)

(w1 - Vg, Opuge)| < [Jug—1lloo | V||| Opur]
< Ol Aua ||| 0| < Ol Auga [* + 1—10\|5’tuk“2- (2.148)

Reemplazando (2.144)-(2.148) en (2.143), se obtiene
10ux]* < CIFI* + Cll A || + C1| Aue]|*. (2.149)

Integrando (2.149) entre 0 y t € (0,7, y teniendo en cuenta (2.142), se obtiene

¢ ¢ ¢ ¢
/ |0ur(s)]|*ds < C'/ 1 £(s)|I?ds + C/ | Avg_1(s)|*ds + C’/ | Aug(s)||?ds < C. (2.150)
0 0 0 0

Asi, de (2.142) y (2.150) se concluye (2.129).
Estimacién (2.130).
Derivando (2.126) con respecto a t, reemplazando w; = dyux(t) y usando (1.5), se tiene
(07 ur, Opur) + v(Adpug, yur) = (Ouf, Dun) + (Opun—1 - Vg1, dyur) + (up—1 - VOyur_1, dyur)

—(Oyuy - Vg1, Opug) — (wy, - VOyug_1, Opuy,)
_(atuk—l : Vuk; atuk)7

y entonces se deduce

1d
§£H3tukHQ + v||Vour|® < [(8:f, Opur)| + | (Opuin—1 - Vug—1, dpur)| + (-1 - VOyup_1, Oyuy)|
+|(Oyur, - Vug_1, Opug)| + |(ug - VOyug—_1, Opuy)|

+(Opug—1 - Vuy, Opuy,)]- (2.151)
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Para los términos del lado derecho de (2.151), usando las desigualdades de Holder, Poincaré y
Young, asi como también las desigualdades (1.23), (1.19) y (2.129), se tiene

|Ocf, Orui)| < NOcf NI Orunll < CHOS NIV Oy

< ClofI? + 55V (2.152)
|(Opug—1 - Vug—1, Our)| = |(Opup—1 - VOrup, up—1)|
< [ Ovu—1 ||V Oy |- [
< Cllovun—1 [V Opue]| || Aug—-1 |
< Ol P Aua ] + 751V, (2.153)
[(uk—1 - VOuk—1,0ur)] = |(up—1 - Vur, Opup_1)|
< CollDhnal Pl Awer | + 1V O] (2.154)
|(Dur - Vg1, Oeur)| < [|Opug |31 Vg |
< Ol0aunlIVoru|| < Cul|dpur]|* + 1—V2||V3tuk||2, (2.155)
|(ug - VOup—1, Oyuy)| = |(ur - VOyug, 1)
< lulloo |V Oru || |Opuk -1 |
< Cl|Aug [V O ||| Qg1 |
< CollAu || + 5V D (2.156)
|(Opug—1 - Vug, Oug)| = |(Opug—1 - VOrug, ug)|
< Coll Al + 55V Drun (2.157)

Reemplazando (2.152)-(2.157) en (2.151), se obtiene
d 2 2 2 2 2 2 2
g 0cunll” + VIV O™ < ClOAI + CllOpusl|” + CllGrwe—1 |7 (| A1 ]” + | Au"). - (2.158)

Multiplicando (2.158) por 7(t) < 1, se tiene

d :
— (T Ol0w]l®) + vr O Vourl* < 7' @)l|0curl* + CllOfII* + Ol O ])®

dt
+O7 ()| O ||* (| Aur—a||* + [| Aur*),
y desde que 7/(t) < 1, usando induccién sobre (2.130) para k = — 1, se obtiene

d
T OlOw?) + vr (O VOu|* < Cllowue® + CIASIP + Ol Aueal* + [ Auwel®).  (2.159)

Similar como para obtener (2.70), dado que Jyuy(t) satisface (2.129) existe una sucesién €, — 0,
tal que &,||0yur(e,)||* — O.
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Integrando (2.159) entre ¢, y t € (0,7 y observando que 7(g,,) < &,, se obtiene
OO +v [ 7o) Voue(s)ds
< e+ [ JomGods+ [ jasras
+0 [ (w1 + A s (2160)

Luego, haciendo ¢,, — 0 en (2.160), se tiene
t t t
O +v [ @IV IPds < C [ s |Pds+C [ o)
0 0 0

c / ([ At ()] + | Aug(s)]P)ds.

lo cual por (2.129) y la condicién sobre 9, f, implica
t
()G ()] + v / ()| V Bhun(s)|%ds < C, (2.161)
0

para t € (0,7]).
Por otro lado, reemplazando w; = Auy(t) en (2.126) se tiene

v(Auy, Au) = —(Qyug, Aug) — (ug - Vug_1, Aug) — (ug—1 - Vg, Auyg)
+(f, Aug) + (ug—1 - Vug_1, Auy),

de donde se obtiene

1/||Auk||2 S |(8tuk,Auk)| + |(uk . Vuk_l,Auk)| + |(uk_1 . Vuk,Auk)|
+|<f, Auk)| + |(Uk_1 . Vuk_l, Auk)| (2162)

Para los términos del lado derecho de (2.162), usando (1.23), (1.25) y (2.129), se tiene

Grtee Au)| < (Gl Aual] < o 9| + 15 [ A (2.163)

(- Vg1, Aug)] < [k lool Vg1 | A
< Cllunl 21| A2 < G, lunll? + 5| Au |, (2.164)

(e - Vg, Au)] < g ool Ve || Aug
< Cll Al Au| < CllAua P+ Tl Aw? (2165)
(FAw)] < IF 11 Aul] < Gl FIP + S5l Aul P, (2.166)

[(ug—1 - Vg1, Aug)| < g1 oo | Vi1 || | Aug|

< CllAu | Aul < CllAuna | + Tl Awd® (2.167)
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Reemplazando (2.163)-(2.167) en (2.162), se obtiene
V)| Aug|* < Cllowugl* + Clluxl* + Cll Awes ||* + CILFI,

y entonces multiplicando por 7(¢) < 1, usando (2.161) y (2.128), y la induccién sobre (2.130)
para k =r — 1, se sigue

vr ()| Aue])* < CT)[[0pue]l” + Cllugl* + Cr(B) | Awe—s ||* + CT@)|£* < C, (2.168)
para t € (0,7].
Por lo tanto, (2.161) y (2.168) implican (2.130). O

A seguir, se enuncia el teorema de existencia y unicidad de soluciones.

Teorema 2.4. Con las condiciones del Teorema 2.3, las soluciones uy, de Galerkin de k-nivel del
sistema lineal (2.124)-(2.125) convergen a la tinica solucion u del Problema 2 dada en el Teorema
2.1.

Demostracion. Por el Teorema 2.3 observando las desigualdades (2.128) y (2.129) para las apro-
ximaciones uy, se tiene que existe una subsucesion uy y una funcion u tal que

up — u débil en L*(0,T; D(A)), (2.169)
Oy —  Ou débil en L*(0,T; H), (2.170)

y por resultados de compacidad
up — u fuerte en L*(0,T; V). (2.171)

Multiplicando (2.126) por la funcién ¢ € C*°([0,77]) e integrando entre 0 y 7', se tiene
T T
/ (O (t), with(£))dt + v / (Aug (), wi (1)) dt
" T " T
+/ (ug(t) - Vug_1(t), wb(t))dt +/ (ug—1(t) - Vug(t), w(t))dt
0 0
T T
= / (f(t),wa(t))dt +/ (ug—1(t) - Vug_1(t), wb(t))dt. (2.172)
0 0
Cuando k' — oo, observando las convergencias (2.169) y (2.170), se tiene
T T
/ (Oun(t), wib(t))dt — / (Oult), wib(t))dt, (2.173)
0 0

/D (Aug(t), wib(£)dt — /0 (Au(t), wi () )dt. (2.174)
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Como wyp € L*(0,T; V), teniendo en cuenta Lema 1.23, (2.169) y (2.171), se tiene
[ 0 V@ wvonar ~ - [ ) Vo, w17
| e ® - Vuo.wvnar - [ ) Vo, w170

| e ® - Vuacy@wiopar [ @) e e

Por lo tanto, pasando al limite en (2.172) cuando my — oo y teniendo en cuenta (2.173)-(2.177),
se concluye que u satisface

4(&meW@Mﬁ+uA(AMWwW@Wﬁ+1:m@-VMQwW@Wﬁ

- / (F(8), wib (8) ), (2.178)

para todo w; € V. Luego, por densidad (2.178) se mantiene para todo wy) € L*(0,T;V), esto es
u satisface (2.5). Fécilmente se prueba que u satisface (2.51), lo cual implica que u satisface la
condicién inicial (2.6). O

2.2.2. Existencia y unicidad de soluciones en () C R3

Al igual que en el caso bidimensional, previamente a la demostracién del teorema de existencia,
se demuestran algunas estimaciones para las aproximaciones u;, de Galerkin de k-nivel.

Teorema 2.5. Sea () un dominio tridimensional acotado, con borde uniformemente de clase
C? y un intervalo de tiempo (0,T], para algin 0 < T < oo. Sean f,0,f € L*(0,T;L*(Q)),
ug € V. Entonces, las aproximaciones u;, de Galerkin de k-nivel donde k = 1,2, ..., K satisfacen
las estimaciones (2.128)-(2.130) dadas en el Teorema 2.3, para t € (0,T,] con T, definido en
Teorema 2.2.

Demostracion. Como en el Teorema 2.3, por induccién se asume que las estimaciones (2.128)-
(2.130) son vélidas para k =r —1con 2 <r < K.

Estimacién (2.128).

Razonando de manera andloga al caso bidimensional se obtiene

t
mew+y/an@mmsg c.
0

para t € (0, 7.].
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Estimacién (2.129).

Similar como para obtener (2.136), se tiene

1d
5 I Veell® + vl Awel® < [(f, Au)] + (e - Vi, Aug)
—H(Uk . Vuk_l, Auk)| + ](uk_l : Vuk, Auk)] (2.179)

Para el tercer término del lado derecho de (2.179), usando las desigualdades de Holder y Young,
(1.27) y la induccién sobre (2.129) para k = r — 1, se tiene

| (g - Vg1, Aug)| - < luw]]oo | Vetr— ||| Au]
< OVl Aug P2 < Cl|Vu]* + gHAukHQ. (2.180)

Reemplazando (2.137), (2.138), (2.140) y (2.180) en (2.179), se obtiene
d
TNVl + vl Aw* < CIFIP + Cll A al* + ClIVue® + Cll Awea [P Vael*. (2.181)

Aplicando el Lema 1.18 en (2.181), se obtiene
t
V(O + v [ [l Aus(s)|ds
0 t t t
< (IVa@)P+C [ 1)Pds+C [ Jama@)lFds+C [ [Vus)Pds
0 0 0

X exp (C/0 | Aug_1(s)|*ds). (2.182)

Luego, usando (2.128) y la induccién sobre (2.129) para k = r — 1, de (2.182) se tiene
t
IVu()]? + ,,/ | Aug (s)|%ds < C, (2.183)
0

para t € (0,7%].
También, al igual que para el caso n = 2 se cumple la desigualdad (2.150). Por lo tanto, (2.183)
y (2.150) implican (2.129).

Estimacién (2.130).
Similar como para (2.151), se obtiene
1d

5 dtllﬁtukIIQ +v||[Vourl|* < |(8uf, Ovur)| + |(Opup—1 - Vup_1, Opur)| + |(up—1 - VOrug_1, Opuy,)|

+[(Opur, - Vug 1, Opug)| + |(ug, - VOrug—1, Opuy)|
+|(Orup—1 - Vg, dpug)|. (2.184)
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Para el cuarto término del lado derecho de (2.184), usando (1.23) y las desigualdades de Holder
y Young, se tiene

’(@Uk - Vug_1, atuk)\ ’(atuk - Voyuy, kal)l
(| Opure| [ |V Oy ||| a1 ] o0
Cl|Opug || [|V Oy || || A1 |

14
< C'y||3tuk||2||Auk_1||2 + E||V8tuk||2 (2,185)

<
<

Los otros términos de (2.184) son estimados por (2.152)-(2.154) y (2.156)-(2.157), luego reem-
plazando éstas desigualdades y (2.185) en (2.184), se obtiene

d
N0l + vV Oue|* < CRASIP + Clldwe (| Awer |* + [ Aul*) + CllOa ]| Ausea ||
(2.186)
Multiplicando (2.186) por 7(t) < 1, se tiene

d :
— (TOl0rw]l®) + vrOIVoul* < 7 @)l|0curl* + CIOFII* + C (1) | Qe ]| vty ||

dt
+CT ()| Ot |I* (| Av—1||* + [| Aur[|*),
y usando induccion sobre (2.130) para k =r — 1 y el hecho que 7/(¢) < 1, resulta

d
ST ON0uk]”) + v (I VOul* < Clldsunl* + CllOS | + Ol Awr ||* + [ Aue][*). - (2.187)

Similar como para obtener (2.70) dado que Oyuy(t) satisface (2.129), existe una sucesién €, — 0,
tal que &,||0yur(e,)]|? — O.
Integrando (2.187) entre €, y t, y observando que 7(g,) < &,, se obtiene

t t
T(t)llatuk<t)l|2+v/ 7(s)[Vorur(s)|*ds - < enllﬁtuk(an>llz+0/ 0vur (s)|[*ds
! t . t
+c/ ||8tf(s)|\2ds+0/ | Aug_1(s)|*ds

t
—i—C/ | Aug(s)]]*ds,

y entonces tomando limite cuando €, — 0, se tiene

(1) |0 (D)]? + v / ()| Voun(s)|Pds < C / |vun(s)[2ds + C / 10, (s)]2ds

¢ ¢
+C'/ ||Auk_1(s)||2ds +C/ ||Auk(s)||2ds,
0 0

y luego, teniendo en cuenta (2.129), se sigue

() O] + v /0 (5) | VOun(s)||2ds < C, (2.188)
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para t € (0,7.].
Similar como para (2.162), se tiene

vl Augl|* < [(Omun, Aug)| + |(ug - Vug_1, Aug)| + |(ur—1 - Vg, Auyg)|
+(f, Aug)| + [(ug—1 - Vg1, Aug)|. (2.189)

Para el segundo término del lado derecho de (2.189), usando las desigualdades de Holder y Young,
(1.27) y (2.129), se tiene

[(ug - Vug—y, Aug)| < [Jug]]oo || Vg1 || || A
< OV Aug ¥ < C ||V + %HAWHQ- (2.190)

Los otros términos del lado derecho de (2.189) satisfacen las estimaciones (2.163), (2.165)-(2.167),
luego reemplazando estas desigualdades y (2.190) en (2.189), se obtiene

vl Aur|* < CllGsu|l* + ClIVurl* + Cll Aug—a ||* + CII £ (2.191)
Multiplicando (2.191) por 7(¢) < 1y observando (2.129), se tiene
vr ()| Augl|* < CT()[|0sue]|* + C + Cr (1) | Awes | + CILf%,
y entonces usando inducccién sobre (2.130) para k =r — 1 y (2.188), se sigue
vr(t)[| Aue(2)[|* < C, (2.192)

para t € (0,7%].
Por lo tanto, de (2.188) y (2.192) se sigue (2.130). O

A seguir se tiene el siguiente resultado de existencia y unicidad soluciones.

Teorema 2.6. Con las condiciones del Teorema 2.5, las soluciones uy de Galerkin de k-nivel
del sistema lineal (2.124)-(2.125) convergen a la inica solucion u del Problema 2 dada por el
Teorema 2.2.

Demostracion. Para la demostracion se razona de igual forma al caso bidimensional dada en el
Teorema 2.4. n
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CAPITULO 3

ESTIMACIONES DE ERROR PARA LAS
SOLUCIONES APROXIMADAS

En las normas L>(0, T'; L*(Q)), L*(0, T; H'(Q)) y L*(0,T; L*(Q)), donde Q es un dominio acotado
en R" (n = 2,3), se determinan estimaciones de error para las aproximaciones de Galerkin de
1-nivel definidas en (2.9)-(2.11) y para las aproximaciones de Galerkin de K-nivel definidas en
(2.123)-(2.125).

El radio de convergencia es determinado en funcion de los valores propios del operador de Stokes
y se demuestra que cuando m = my, sobre el espacio H,,, la aproximacion de Galerkin u,,,
de 1-nivel y la aproximacién de Galerkin uyx de K-nivel tienen radio de convergencia del mismo
orden.

Al igual que en el capitulo anterior, en lo que sigue C' denota una constante real no negativa que
puede tomar diferentes valores en distintas situaciones.

3.1. Estimaciones de error para las aproximaciones de
Galerkin de 1-nivel

Para las aproximaciones u,, de Galerkin de 1-nivel y la solucién u del Problema 2 dada en
Teorema 2.1 y en Teorema 2.2, se define

gm(z,t) = u(x,t) — Pyu(z,t), en(z,t) = Pau(x,t) — up(z,t), (3.1)

con P, dado en (1.12), esto es

m

Pz, t) =Y (u(z,t), wi(z))w(z).

=1

Entonces,
w(x,t) — up(z,t) = gu(x,t) + ep(z,t). (3.2)
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Observando (2.11),
em(0) = Pnu(0) — u,,(0) = Prug — uy,(0) = 0. (3.3)

Para el primer término del lado derecho de (3.2) se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Sea Q@ C R"(n = 2,3) un dominio acotado y w la unica solucion del Problema
2 dada por el Teorema 2.1 o el Teorema 2.2. Para 0 <t < T* (T* =T sin =2, T" =T, si
n=3), la funcion q,,(t) definida en (3.1) satisface las siguientes estimaciones:

lam@®)I + v / IVan(s)Pds < CA-, (3.4)
(O Van®I + / r(Om(s)|Pds < CATL, (3.5)
(0)lam (B)]? + / lam()|Pds < CAZ, (3.6)

donde A, es el m—ésimo valor propio del operador de Stokes A y 7(t) = min{1,t}.

Demostracion. De Lema 1.11 y Lema 1.13 dados en el capitulo 1, se tiene

t 1 v t
lan(F v [ [9an(s)1Pds < TA9ul + 5= [ fauts)Fas

y entonces observando (2.16) se sigue (3.4).

De Lema 1.11 y Lema 1.13, se tiene

TOVan(®)|? +/0 7(5)[10egm (5)|*ds < %T(t)IIAU(t)II2 + ﬁ/ﬂ 7(s)[|VOu(s)|*ds,

m

luego observando (2.18) y (2.19) se sigue (3.5).

De Lema 1.12, se tiene

Ollan®1F + [ lan(o)ds < Sorio Al + 7 [ Ao s

luego teniendo en cuenta (2.16) y (2.19) se obtlene (3.6). O

Para obtener las estimaciones del error, teniendo en cuenta el Teorema 3.1 y la definicién dada
n (3.2), solo resta determinar estimaciones para e,,(t). Para el segundo término del lado derecho
de (3.2) se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2. Sea 2 C R" (n = 2,3) un dominio acotado y u la unica solucion del Problema
2 dada en el Teorema 2.1 sin =2 y en el Teorema 2.2 sin =3. Para 0 <t <T* (T* =T si
n=2T"=T, sin=3), la funcion e, (t) definida en (3.1) satisface las siguientes estimaciones:

t
\lem(t)|\2+V/0 IVen(s)lPds < CAP2, (3.7)

t
VT(t)||Vem||2+/ 7(8)[|Orem(s)||Pds < C)\T_nl, (3.8)
0

donde A\, es el m—ésimo valor propio del operador de Stokes A y 7(t) = min{1,t}.
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Demostracion. Aplicando la proyeccién P, en (2.5), observando (1.13) y haciendo el producto
interno con v € H,,, se tiene

(Pndiu(t), v) + v(APuu(t), v) + (u(t) - Vu(t), v) = (f(t),v), (3.9)

desde que P, v = v y Pv = v. También, haciendo el producto interno de (2.10) con v € H,,, se
tiene

(Optun (1), v) + V(A (t),v) + (U () - Vuy(t),v) = (f(),v). (3.10)
Luego, restando (3.10) desde (3.9) y observando la definicién de e,, dada en (3.1), se obtiene

(Orem,v) + v(Aem,v) + ((u — up) - Vu,v) + (U, - V(u — uy),v) = 0. (3.11)
Como u — Uy, = €, + G, entonces (3.11) se reescribe como

(Orem,v) + v(Aepm,v) + ((em + gm) - VU, v) + (U - V(em + gm),v) = 0. (3.12)
Considerando la ecuacién (3.12) se determinan las estimaciones (3.7)-(3.8).

Estimacién (3.7).

Tomando v = e,,(t) € H,, en (3.12) y considerando (1.5), se tiene

1d
§£Hem|!2 + v(Aem, em) + (em - VU, en) + (G - VU, ) + (U - Vm, €m) = 0,
de donde se obtiene

5= llemll® + vIIVenll? < l(em - Vi, em)] + [(gm - Vi, em)| + |(tm + Vm, €m)]. (3.13)

Para los términos del lado derecho de (3.13), usando (1.23), (1.27) y las desigualdades de Hélder
y Young, se tiene

[(em - Vu,en)| < [(em - Vem,u)l
< lem I Vemllfullo
< CllenllIVenll[|Aul
< Collenl[Aull® + Z!|V€m|f2a (3.14)
[(@m - V)| + (U - Vam,em)| = [(@m - Vem, w)| + |(Un - Ve, ¢m)|
< lamllIVemllllulloo + [[tmlloo [V €mlll gl
< CllgmllI Ve[| Vull'/2(| Aul/*/?
+C|[ V||| At |2 Vel g
<

14
ColIVullllAulllgnl* + gl Vel

14
+O I Vumll| Awnllllgn]® + SIVen*. (3.15)
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Reemplazando (3.14)-(3.15) en (3.13) y teniendo en cuenta (2.16), se obtiene

2dtHemIIQ +V[[Ven® < Collem [ Aull* + G, (| Aull + [| At [l ginI* + —||V6m||2,

y luego se sigue que
el + Vel < Clenl?Aul? + O Aul + [ A ) g (3.16)
Aplicando el Lema 1.18 a (3.16), y teniendo en cuenta (3.3) y (2.16), se tiene
lew®17 -+ [ 1¥en(6)Pds < CC [ UAu)1+ () lan(s) )
x exp (C /Ot | Au(s)||*ds)
< C/Ot(HAU(S)H + [ Aun () D llgm(s)1*ds.  (3.17)

Aplicando la desigualdad de Hélder en el lado derecho de (3.17), se obtiene

||6m(1t)||2+V/0 IVem(s)l|*ds < C/O(IIAU(S)||+||Aum(8)||)||qm(8)|l2d8

<7(/WAu@MRk)U2(/Wmm@w%m)
+c(/nm% nw)m(/n%Lm%Q -

y entonces teniendo en cuenta (2.16) y (3.4), resulta

Hem(t)|!2+V/OtHV€m(S)I|2dS < C (/Ot qu(S)H4d8>
1/2

< (% [ antoiipas) (319)

Luego, usando (3.6) en el lado derecho de (3.18), se obtiene

1/2

IN

1/2

u%<W+u/nw%>uw<cu 3172,

para t € (0,T*], de donde se concluye (3.7).
Estimacién (3.8).
Tomando v = e, (t) € Hyp, en (3.12), se tiene

10sem||* + v(Aem, Orem) + ((em + Gm) - Vi, Oem) + (Um - V(€m + ¢m), Orem) = 0,
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y entonces

vd

5 altHVemH2 <|((em + gm) - Vu, 0rem)| + [(tm - V(em + @m), Osem)|. (3.19)

100em|I* +

Luego, para los términos del lado derecho de (3.19), usando (1.21)-(1.24) y las desigualdades de
Holder y Young, se tiene

|((em + Gm) - Vu, Orem)] (lemlls =+ llgmlls) IV ulls || Oeem|]

CIVemll + IV gm )| Aull]|Oren|
1
CUIVenl + 1Vanl )| Al + Zl10remll”, (3.20)

[ loo (IVemll + [V gml) | Oremll
Cll Aum |([[Vemll + 1V gm )| Oem]|

1
CllAun [P([Veml® + [Vanl®) + Z10eml®. (3.21)

ININA

IA

|(Um : v<€m + Qm)a at6m)|

IA A

IN

Por lo tanto, reemplazando (3.20)-(3.21) en (3.19), resulta
d
Oreml® + v [IVeml® < CUIVenl” + [Vanl*) ([Aul® + [ Awn]*). (3.22)

Multiplicando (3.22) por 7(t) y observando (2.19), se tiene

d
TOldenl® + () ZlIVenl® < CIVen| + [IVaml*)m (@) (| Aull” + | Awn|)

< CIVenll* + IVaml®). (3.23)

Como

d 2 d 2 / 2 d 2 2
—_— f— —_— <
dt(T(t)H C€m|\ ) T(t) dt” Cemu +T7 (t)H CemH > T(t) dt” CemH + H CemH )

la desigualdad (3.23) es equivalente a

d
TOlgenl® + v (FOIVenl?) < viIVen|® + C[Venl® + [Vanl®). (3.24)

Integrando (3.24) entre 0 y t € (0,7*], y teniendo en cuenta (3.3), se tiene

VT(t)||Vem(t)||2+/0 T(s)||8tem(s)||2ds§0/0 ||Vem(s)||2ds—|—0/0 Vg (s)2ds.  (3.25)

Por lo tanto, aplicando (3.4) y (3.7) en (3.25) queda demostrado (3.8). O

A seguir, teniendo en cuenta los resultados del Teorema 3.1 y Teorema 3.2, en las normas
L>(0,T*; L*(Q)) y L*(0,T*; H'(Q)) se tiene se tiene el siguiente teorema
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Teorema 3.3. Con las condiciones del Teorema 3.1 y el Teorema 3.2, si el m-ésimo valor propio
Am del operador de Stokes A es tal que N\,, > ¢ para alguna constante real ¢ > 1, entonces el
error u(t) — u,,(t) satisface las siguientes estimaciones:

¢
Ju(t) — um(t)]* + V/ IVu(s) — Vum(s)|?ds < CAL, (3.26)
0
¢
vt()||Vu(t) — Vum(t)H2 +/ 7(s)||Ou(s) — atum(s)Hst < C’)\;l, (3.27)
0
para todo 0 <t <T* y 7(t) = min{l,t}.

Demostracion. Por la definicién dada en (3.2), se tiene que u(t) — wm(t) = ¢m(t) + e (t) entonces
usando la desigualdad triangular y la desigualdad de Young, resulta

1) = @) < ()] + lem I < 2 (D + 2em(®)] (3.28)
Luego, observado (3.28) se sigue
u(t) — ()] + v / IVu(s) - Vi (s)|Pds < 2gu(d)] + 20 / IV () 2ds

t
2en(®l + 20 [ [Ten(s) s,
0

y entonces usando las estimaciones (3.4) y (3.7), se obtiene
t
w(t) — wm(t)]]* + I// |Vu(s) = Vun(s)||?ds < CX14 CN22 (3.29)
0

Como por hipétesis A} < é71 < 1 entonces se tiene que A2 < AL por lo tanto de (3.29) se
sigue el resultado (3.26).

Similarmente, por la definicién dada en (3.2), se tiene que
v () || Vu(t) — Vun, (t)]]? + /Ot 7(8)||0pu(s) — Oyt (8)||*ds
< 20O an I +2 [ 7(6) 10 (5) s
+2uT (1) [ Ven(t)|* + 2 /Ot 7(8)||0cem(s)||?ds,

y luego usando las estimaciones (3.5) y (3.8) se sigue (3.27). O

Con el propésito de encontrar mejores cotas para el error u — u,, en la norma L?(0, T*, L*(Q)),
previamente se dan algunos resultados técnicos utilizando las soluciones de una ecuacién auxiliar
linealizada similar a lo usado por Heywood & Rannacher [7] y Hill & Siili [9)].
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Para s € (0,7%) y g € L*(0, s; L>(2)) el problema consiste en hallar p(t) € H con ¢(s) = 0 y tal
que para u(t) solucién del Problema 2, satisface

— (v, 0ip(t)) + v(v, Ap(t)) + (v Vu(t), o(t) + (u(?) - Vo, ¢(t)) = —(v, g(t)), (3.30)
para todo v € H.

Para (3.30), por el método de Galerkin es posible construir una solucién aproximada

m

O(t) = > Yim(D)wi € Hp,

i=1

donde los coeficientes 7;,,,(t) son determinados de tal forma que para t € (0, s), ¢(t) satisface la
siguiente ecuacion

—(0,0:9(t)) + v(v, Ap(t)) + (v - Vu(t), ¢(t)) + (u(t) - Vv, (1)) = —(v, 9(1)), (3.31)

para todo v € H,,, con ¢(s) = 0.
Mas aun, la solucién ¢(t) € H,, es tinica. En efecto, sean ¢, (t) y ¢2(t) dos soluciones aproximadas
de (3.31), es decir

— (0,001 (1) + v(v, Aga (1) + (v - Vu(t), or (1)) + (u(t) - Vo, ¢1(1)) = —(v, (1), (3.32)
(0, 065(0)) + v(v, Adalt)) + (1 Vu(t), 6a(0)) + (u(t) - Vo, 62(0)) = —(v, (1), (3.33)
Restando (3.32) y (3.33), y definiendo ¢(t) = ¢y (t) — ¢o(t) se obtiene
—(v,0:6(t)) + v (v, AG(t)) + (v - Vu(t), §(t)) + (u(t) - Vv, (1)) = 0. (3.34)
Haciendo v = ¢ en (3.34), se tiene
213+ VIV = ~(6- Vud) = (- Vi) < (6 V.u). (3.35)

Para el término del lado derecho de (3.35), usando las desigualdades de Holder y Young y (1.23),
se tiene

(8- Vo, u)| < [GlIVellllulle < ClONIVElllAull < vVl + C, 6] Aul. (3.36)
Reemplazando (3.36) en (3.35), se tiene
d - s
—=lIo1” < Cllo*| Aul’. (3.37)
Integrando (3.37) entre t y s € (0, 7], se obtiene
lo)II* < C/ 6(r) 12| Au(7)|[*dr. (3.38)
t
Aplicando el Lema (1.19) y observando (2.16), se tiene
le@I* < 0. (3.39)
Por lo tanto, se deduce que ¢(t) = 0, de donde se sigue que ¢y(t) = ¢o(t).

53



Lema 3.1. La solucion ¢ del problema (3.31) satisface la siguiente reqularidad:

sup Vo) +v [ (14) + Vo0 e < € [ ool

S
0<r<s 0
para todo s € (0,T%].

Demostracion. Tomando v = ¢(t) en (3.31) y observando (1.5), se tiene

y entonces se sigue que

1d

50+ VIVOIP < 1(8,9)] + 16 Vu, )]

(3.40)

(3.41)

Luego, para los términos del lado derecho de (3.41), usando (1.23) y las desigualdades de Hélder

y Poincaré se tiene

14
(6.9l < llolllgll < CIVelllgl < Collgll® + 71V eI,

(¢ Vu, )| = [(¢- Vo, u)|

IN

2Vl

IN

Reemplazando (3.42) y (3.43) en (3.41), se obtiene
—%Hsﬁﬂz +v[[Vo|* < Cllgll* + Cllg|*| Aul*.

Integrando entre r y s, y teniendo en cuenta que ¢(s) = 0, resulta

o +v [ IvetlFar < [ lglde [ owlFlau|Pd
Usando Lema 1.19 y (2.16), se tiene

o+ [ IVotiPa < (€ [ laola)exp (€ [ autt|Pa)
c [ lato)ar
¢ [(latolra,

IN

IN

para todo 0 <r < sdonde 0 < s <T™.
Por otro lado, tomando v = A¢(t) en (3.31), se obtiene
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14
CliglIvellllAull < CollglPllAull® + ZIVEIP. (3.43)

(3.44)

(3.45)



y observando (1.6), se tiene

———HV¢|!2 v|Ad|* — (Ag - Vo,u) — (u- Vo, Ap) = —(Ag, g),

2dt
y entonces

———||V¢||2 v Adl* < (A - Vo, u)| +[(u- Vo, Ad)| + |(Ad, g)|.

(3.46)

(3.47)

2dt
Para los términos del lado derecho de (3.46), usando (1.23) y desigualdades de Holder y Young,
se tiene
((A¢ - Vo, u)| +|(u- Vo, Ad)| < 2] Ag]|[[V|l[|ull
< CllAgl[[Volll| Aull
v
< 14617 + CollAulP (Vo]
v
(A9, 9)l < [[Adlllgll < 71 A8]° + Cullgl™

Reemplazando (3.47) y (3.48) en (3.46), se obtiene
d
—= IVl + v Ad|* < CllAuPIVEI* + Cllgl|*.

Integrando (3.49) entre r y s, y teniendo en cuenta que V¢(s) = 0, resulta

HVMMW+V/WMMMWHSc/ﬂmwmmwwwww+c/Wmm&w

Usando Lema 1.19 y (2.16) en la tdltima desigualdad, se tiene

nv¢wnﬁ+11/7vw@m%u < «{/Wmunﬁﬁ»mp«;/ﬁvmaﬂﬁﬁ)

< c [ loolPa
< [ gt
0

De (3.45) y (3.50) para todo 0 < r < s se obtiene

B 2 ° 2 3 2
u[uvwwuﬁ+v[|mawnwsch|@®nﬁ,

luego para r = 0 se tiene

/IW¢ uﬁ+u/nA¢|ﬁﬁ<c/Wm )2,

y entonces de (3.50) y (3.51), resulta

nvwﬂW+uAvawWﬁ+uA|mmmmﬁsoA|mmWw,

para s € (0, 77|, desde donde se sigue (3.40) y el lema queda demostrado.
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Usando el Lema 3.1, para el segundo término del lado derecho de (3.2) se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 3.4. Con las condiciones del Teorema 3.1 y el Teorema 3.2, para t € (0,T*] la funcidn
em(t) definida en (3.1) satisface la siguiente estimacion:

T()llem(t)]” +/0 (lem(s)I* +v7(s)[[Vem(s)[|*)ds < CAL2. (3.52)

Demostracion. Tomando v = e,,(t) y g(t) = e, (t) en (3.31), se tiene
(€m; 0c) — v(em, Ap) — (em - Vu, ¢) — (u- Ven, ¢) = |leml|”. (3.53)
También, con ¢(t) = e,,(t) desde (3.40), se tiene
sup ||V¢(t)||2+V/ 1AG(t)]|*dt < C/ lem (t)]|*dt. (3.54)
0<t<s 0 0

Por otro lado, tomando v = ¢(t) € H,, en (3.12), y recordando que A es un operador autoadjunto,
se tiene

(Grem, @) + v(em, AD) + ((em + Gm) - Vi, &) + (U - V(em + gm), ¢) = 0. (3.55)
Sumando (3.53) y (3.55), se tiene

leml® = (ems 0:0) + (Brems @) + (@ - Vs ) + (u- Vi, @) — (4 = tm) - V(em + ), 9),

y entonces como €, + ¢, = U — Uy, resulta

leml® = %(em>¢)+(qm'vu,¢)—|—(u-qu,¢)—((u—um).V(u_um)’¢>
< %(&n,(ﬁ) + (gm - Vu, @) + [(w - Vam, &) + | (v — um) - V(u — up), d)|. (3.56)

Para los términos del lado derecho de (3.56), usando la desigualdad de Hélder y (1.23), se tiene

|(@m - Vu, @) + (- Vam, 0)] = (gm - Vo, w)| + |(u- V, gm)|

< 2gmllIVollllullce < CligmlllVell|Aull, (3.57)
(= um) - V(u=un), 9) = [Ju=un|[V(u=um)|l|¢]loc

< Cllu = un[[V(w = um)[[[|A¢]- (3.58)

Luego, reemplazando (3.57)-(3.58) en (3.56), se obtiene

d
lenl® < —(em, @) + CIVEll Aulllgmll + CllAGN e = unl[[|Ve = Vel (3.59)
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Integrando (3.59) entre 0 y s = ¢, recordando que e,,(0) = 0y ¢(s) = 0, asi como también usando
(3.26), se tiene

[ entoas

IA

C/O IV@(s)I1 Auls)llgm ()l ds

+C/O [A¢(s)[[[[uls) = um(s)[[[Vuls) = Vum(s)|ds

IN

C/O IVe(s)[l| Auls)llgm(s)llds

+ON 12 /0 | Ap(3)]|[[Vau(s) — Vi (s)||ds. (3.60)

Para los términos del lado derecho de (3.60), usando la desigualdad de Hélder junto con las
desigualdades (2.16) y (3.54), se tiene

/OtHV¢(S)HHAu(S)HHQm(S)Hds < (/ IV (s)]12]| Au(s)] ds) (/ g ()] ds)

1/2

< (s 190017 [ auts |ds)1/2 ([ ||qm<s>||2ds)l/2

< (s 1vs) ([ lamtorpas)

< of /Otnem(s)wds) (f qu<s>||2ds> S ey
[ 1asive—uelas < ([ 1asras) " ([ 196w ras) "

2

<o/ t oo (s) s ) " (/ V- (o)l ) " e

Reemplazando (3.61) y (3.62) en (3.60), se obtiene

[entoias < ¢ ([ eats |ds) ( /Ut||qm<s>||2ds)1/2
rone [ Jen(o)ds) " (/ (- (o)l ) "

1/2

(/Ut ||em(s)||2ds) 2 <C (/Ot ||C]m(8)||2d3) V2 + O\ (/Ot IV (u — um)(s)||2ds) . (3.63)

Elevando al cuadrado (3.63) y aplicando la desigualdad de Young, se obtiene

t t t
/ lem(s)[?ds < C / ()2 + CA) / 19 (= ) (5)]ds,
0 0 0

y luego se deduce
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y entonces, considerando las desigualdades (3.6) y (3.26), se obtiene

t
/wawwaWﬁ (3.64)
0

para t € (0,7%].
Similar como para (3.16), se tiene

d
Zlenll® +vIVenl” < Cllen|*| Aull® + C(llAull + | Awn [)ligm]* (3.65)
Multiplicando (3.65) por 7(t) y observando (2.19), se obtiene
d
Tt leml” +rvrO)IVenl® < Cr@)llen|*|Aull® + Cr(e)([|Aul + || Avm)llgn |

< Clleml® + Cllgml*. (3.66)

Como p J
_ 2y - 2 / 2
S @)llen]) = 7(0) el + 7)) len

con 7'(t) < 1, desde (3.66) se deduce

d

— T @Ollenl®) +vrOIVen]® < 7' @)llenll” + Cllenl® + Cllanll® < Clleml® + Cllanll. (3.67)

Integrando (3.67) entre 0 y ¢ € (0,7*], y recordando que e,,,(0) = 0, se tiene

*WW%@W+{A#WW%@W%SCAH%@W%+04H%@W@

y entonces observando (3.6) y (3.64) se sigue
t
() |lem®)|* + 1// 7(8)||[Vem(s)|[Pds < CN 2 (3.68)
0

Finalmente, (3.64) y (3.68) implican (3.52). O

Con los resultados del Teorema 3.1 y el Teorema 3.4 en la norma L*(0,T*; L*(Q)) se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 3.5. Con las condiciones del Teorema 3.1 y Teorema 3.4, si el m-ésimo valor propio
Am del operador de Stokes A es tal que Ay, > ¢ para algin ¢ > 1, entonces el error u(t) — uy,(t)
satisface la siguiente estimacion:

T()]u(t) — un (1) +/0 lu(s) = um(s)[*ds < CAL?, (3.69)
para todo t € (0,T*].
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Demostracion. Teniendo en cuenta (3.28) se obtiene
t
T(t)u(t) — um(@®)]* + / lu(s) = um(s)|*ds
0

§2T(t)|!qm(t)||2+2/0 qu(S)H2d8+27(t)|!€m(t)\|2+2/0 len(s)[[*ds,  (3.70)

para t € (0,77].
Por lo tanto, observando las estimaciones (3.6) y (3.52), desde (3.70) se sigue (3.69). O

3.2. Estimaciones de error para las aproximaciones de
Galerkin de k-nivel

Para las aproximaciones wu, de Galerkin de k-nivel y la solucién u del Problema 2 dada en Teorema
2.1 y en Teorema 2.2, se define

q(z,t) = u(z, t) — Py u(x,t), ep(x,t) = Py u(x,t) —ug(x,t), (3.71)

con P, dado en (1.12), esto es

P, u(x,t) = Z(u(m,t),wz(x))wl(x)
Entonces,
w(z,t) — ug(x,t) = qr(z,t) + e, t). (3.72)
Observando (2.127),
ex(0) = P, u(0) — ug(0) = Py up — ug(0) = 0. (3.73)

Para obtener las estimaciones para el error u(t) — ux(t), se demuestran resultados previos que
son validos para el caso bidimensional y tridimensional.

Teorema 3.6. Sea Q@ C R"(n = 2,3) un dominio acotado y u la tinica solucion del Problema
2 dado por el Teorema 2.1 o el Teorema 2.2. Para 0 <t < T* (T* =T sin =2, T =T, si
n =3), la funcion q,(t) definido en (3.71) satisface las siguientes estimaciones:

I + v / IVa(s)lPds < CA;l, (3.74)
(1) Vg + / ()| Gugu(s)[Pds < CAZL, (3.75)
Ol + / lau(s)Pds < CA2, (3.76)

donde A, es el my—ésimo valor propio del operador de Stokes A y 7(t) = min{1,t}.

59



Demostracion. Para la demostracion se razona de manera similar a la demostracion del Teorema

3.1. [l

Teorema 3.7. Si el my-ésimo valor propio A, del operador de Stokes A satisface

a) Sik=1, \p, > ¢ para alguna constante ¢ > 1. (3.77)
b) Sik=23,...,K, A, <A, < A\, para alguna constante ¢ > 0. (3.78)

Entonces, bajo las condiciones del Teorema 3.6, la funcion ey (t) definida en (3.71) satisface las
stguientes estimaciones:

t
||ek(t)||2+y/ |Vex(s)|2ds < CAZH2, (3.79)
0
t
VT(t)HVek(t)HQ—i—/O 7(8)||0ser(s)]|?ds < C’)\;jc, (3.80)
t
r(0)llex(®)]? + / lex(s)Pds < OAZ2., (3.81)

para t € (0,T*] y para todo k =1,2,3... K.

Demostracion. La demostracion del teorema se hace por induccion sobre k.

i) Cuando k = 1 se tiene que e; = e,,, donde m; = m, entonces el resultado (3.79)-(3.81) es
garantizado por el Teorema 3.2 y el Teorema 3.4.

ii) Se asume que (3.79)-(3.81) es satisfecho para k =7 —1con 3 <r < K.
iii) Por demostrar que (3.79)-(3.81) es vélido para k =

Aplicando la proyeccién P, en (2.5), observando (1.13) y haciendo el producto interno con
v € H,y,, se tiene

(P Opu(t), v) + (AP, u(t), v) + (u(t) - Vu(t),v) = (f(t),v). (3.82)
Luego, reemplazando w; = v € H,,, en (2.126), se tiene
(Opug(t),v) + v(Augk(t), v) + (ur(t) - Vug—1(t),v) + (ug—1(t) - Vug(t),v)
= (f(t),v) + (urp_1(t) - Vug_1(t),v). (3.83)
Usando la definicién dada en (3.71) y restando (3.83) desde (3.82), se obtiene
(Orer,v) + v(Aeg,v) = —
Ug—1 ° Vuk,?f) - (kal : VUkA,U)
u-V(u—ug_1),v) — ((u—uy) - Vug_1,v)
Up—1 - V(u—ug),v) + (up_1 - V(u —up_1),0)

(u —ug—1) - V(u —ug—1),v) — ((v—ug) - Vug_1,0)
—(ug—1 - V(u — ug),v), (3.84)



y observando que u — uy = q + €x, se obtiene

(Orer,v) +v(Aeg,v) = —((gr—1+ex-1) V(g1 +ex-1),v) — (g + ex) - Vug_1,0)
—(uk_l . V(qk + Gk), U). (385)

Considerando la ecuacién (3.85) se demuestran las estimaciones (3.79)-(3.81).
Estimacién (3.79).
Reemplazando v = ex(t) € H,,, en (3.85) y usando (1.5), se obtiene

1d
——llex? + vIVerll* < (g1 + en1) - V(geo1 +ex_1),ex)| + |(qr - Vur_1, ex)|

2dt
+|(6k . Vuk_l, ek)| + |(uk_1 . qu, Gk)l (386)

Para los términos del lado derecho de (3.86), usando las desigualdades de Hélder y Young, asi
como también las desigualdades (1.23), (1.27) y (2.129), se tiene

|((qk—1 + ex—1) - V(@1 + ex—1),ex)| = [((u—ugp_1) - Ver, g1+ €x_1)|
< lu—wr— oo Verlgr—1 + ex—1 ]
< C|IV(u—up1) ) Alu — )| M2

x| Vellllge-1 + ex—1]

< C(IVull + [ Vur—) )Y (| Aull + | Aug—1 ])) "2
x[|Ver || (llge—11l + llex-1l)

< C(|Aull + | Aug )21V exl|(lge- |l + llex—1]])

< G| Aull + [[Aug ) (llgn-1]1* + lex— )
+< Ve (3.87)

|(ex - Vug_1,er)| = |(ex - Veg, up_1)|

< lexlllVer|lflur—1loo

< Cllelll Ve[| Avwk—|

< C,,Hek||2||Auk,1|]2+gHVekHQ, (3.88)

(@ - Vug—1,ex)| + [(ur-1 - Vg, ex)| = [(qx - Veg, up—1)| + [(ug-1 - Veg, 1)

< 2fgul[[Verllue-1l

< CllallIVerlll Vug—1 | /?]| Aug_ |/

< Cu||¢11~c||2||f4ukz—1||+Z||V€k||2- (3.89)

Reemplazando (3.87)-(3.89) en (3.86), se obtiene

d
leell® +viiVer” < e(lAull + [ Aux ) llgs-* + llex-1ll*)
+ellewl?ll Aur—1 1 + cllgell* [l Aug - (3.90)
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Aplicando el Lema 1.18 en (3.90) y recordando que e, (0) = 0, se obtiene

lex®IP + v / IVex(9)|Pds < (C / (lAu(s)]) + [ Aues () (s ()17 + llewa(s)]P)ds
e / a2(8) 2| At (5) | ds) exp (C / | Ausr ()] 2ds).

y usando (2.129), resulta

lex®I? + v / [Ver(s)|Pds < C / (Au()] + 1 Awer () (ges (I + llewos ()]2)ds
o / () 12l Avtgr (5)] . (3.91)

Usando la desigualdad de Holder, la desigualdad de Young y (2.129), se tiene

/0 ([Au(s)[| + | Awe-1() 1) (g1 () 1* + llex-1(s)]1*)ds
:/0(||AU(S>H+HAUkI(S)H)HQk1(S)H2d5+/ (lAu(s) ] + [[Aug—i(s)])llex—1(s)[*ds

< (2 /Ot<||Au< P+ [ A (s) ) (/ lges(5)] ds) "
(2 [ QAo + v >1/2 ( teston ds) :
§C</ g (s \ds) +o</ lexn \ds) " (3.92)

[l < ([ i) " ([ havcstopras) "
< o[ qu<s>u4ds)l/2. (3.93)
Reemplazando (3.92) v (3.93) en (3.91), se obtiene
et +0 [ 19eolas < ¢ ([ lacatol'as) e ([ espas)
w0 ([ o) " (3.91)

A

1/2
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Usando (3.74) y la induccién sobre (3.79) para k = r — 1, desde (3.94) se obtiene

et r|2+u/ [Vex(s)2ds < c( m/ g (9)] ds)
( mi/Ql/ llew1( |d3)
w0 (5t [

y entonces aplicando (3.76), y la induccién sobre (3.81) para k = r — 1, resulta

/2

/2

t
\Iek(t)!|2+V/ IVer(s)IPds < OOy A )2+ COANE Y2+ OO ALY
0

Mmg—1" "Mk—1 mg—1""Mkg—1 mg” Mg
3/2 7/4 3/2
< COVEE + 0% + 0307, (3.95)

Por (3.77) y (3.78) , se tiene que Ay < Ay < (22X, Asf, (3.95) implica
t
llex(®)|1* + y/o [Ver(s)|Pds < C2(e)2A.8% + A;3%) < C)‘;mi/27

para t € (0,77], lo que demuestra (3.79).

Estimacién (3.80).

Reemplazando v = Osei(t) en (3.85), se tiene

(Orer, Orex) + v(Aey, Oer) = —((qh-1+ex—1) - V(gr—1 + er—1),0rer) — ((qr + ex) - Vug_1, Osey,)
—(uk—1 - V(gr + €x), Orex),

de donde queda

|V€kH2 |((Qk—1 + 6k71) : V(qu + 6k71), 8t€k)’ + ’((Qk + ek) - Vuy_1, atek)\
+|(Uk‘,1 . V(qk + ek), (9tek)|. (396)

a 2
sl + 22|
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Para los términos del lado derecho de (3.96), usando (1.21), (1.23) y (1.24), se tiene

|((v = up—1) - V(qr—1 + ex—1), Osey)]

[l = wp—1 [0 [|V(ge-1 + ex—1)[[[| Orex]|
CllA(u — we—1) [V (g1 + ex—1) [ [| Orex|
CllAu = Aug—1 [*| Vg1 + Ver [

1
+6Hat€kH2a (3.97)

|((qr—1 + €x—1) - V(qe—1 + €x—1), Orex)|

IA AN A

gk + exllslVur—1lls || Oeex|
ClIV gk + ex) || Au-1][|Ocer |

1
ClVar + Ve ||| Aug—1 ||” + 6||at€k||2, (3.98)

[tk lloo [V (g + €x)]] | Oeex |
CllAug 1[IV (gx + ex)[[|Oeex|

1
CllAwe [P Var + Verl* + e, (3.99)

[((qr + ex) - Vug_1, Orer)|

IN

IN

|(ur—1 - V(gr + ex), Orer)|

VANVAN

IN

Reemplazando (3.97)-(3.99) en (3.96), se obtiene

d
|Orerll® +vlIVerl” < CUIAul® + [[Aueal ) (IVarall® + [[Verl®)
+C[| Awe— [P (IV i [I* + [IVer]®). (3.100)
Multiplicando (3.100) por 7(t), resulta
d :
TOloesl® + v (rOIVerl®) < vr' (O] Vexl” + OO AusalP(IVarl* + [ Vex]*)
+OT () (1 Aull® + | Aue1 ) (Vg [I* + | Ver—1]),

y por (2.130) y el hecho que 7'(t) < 1, se deduce
d
TOlex]” +v=( (O Vex[”) < CIVerl* + ClIVa]* + ClIVaea|* + ClIVerall”. (3.101)
Integrando (3.101) entre 0 y t € (0,7™], se tiene

t t t
Vel + [ r@laaPis < ¢ [ IVl [ Vas)ds
0 0 0
t t
—1—0/ Hqul(S)HQdS—l-C/ [Ver—_1(s)|*ds,
0 0
luego, por (3.74) y (3.79), se obtiene

(3.102)

mEg—1 mk—l)'

t
v7(t)|| Ve +/ 7(8)||0ser(s)|*ds < C’()\;iﬂ AL AL+ A 32
0
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Por (3.77) y (3.78), se tiene

mE—1 mg?

t
v7(t)||Ver|? +/ 7(s)[|0rex(s)|Pds < C(N,L + At ) S C(AL 42N, ) SONL
0

para t € (0,77], lo que demuestra (3.80).
Estimacién (3.81).
Reemplazando v = ey (t) y g(t) = ex(t) en (3.31), se tiene
(ex, ex) = (ex, 0rp) — v(ex, Ap) — (ex - Vu, @) — (u - Veg, @). (3.103)
Ademas, reemplazando v = ¢(t) en (3.85), queda
(Orer, @) + vlex, AP) — ((qr—1 + ex—1) - V(gr +ex), @) — ((qr + ex) - V(gr—1 + €x-1), )

+((gr +ex) - Vu, @) + (u- Vige + ex), ¢) + (-1 + er—1) - V(gr-1 + €x-1),¢) = 0. (3.104)

Sumando (3.103) y (3.104), se obtiene

Hek”z = i(eka ¢) — ((qe—1 +ex—1) - V(ge +exr), @) — ((arx +ex) - V(qe—1 + ex-1), 9)

jl-t(Qk Vu,¢) + (u- Var, @) + ((qr—1 + ex—1) - V(gr—1 + €x-1), )

|%(% O)| + [((gr—1 + ex—1) - V(gr +ex), &) + [((gr + €x) - V(gr-1 + €x-1), 9)|
+(qe - Vu, @) + [(u - Vi, 9)| + [((qre—1 + €x-1) - V(gr-1 + €x-1), 0)]- (3.105)
Para los términos del lado derecho de (3.105), usando (1.23) y la desigualdad de Hélder, se tiene

[((gr—1 + ex—1) - V(g +ex), 9|

IN

|((gs—1+ €x-1) - Vo, u — uy)|

g1 + ex—1[[IVOl[lu — uplo

Cllgr-1 + ex—1[[[ VOl A(w — wp)|l,  (3.106)
[((gx +er) - V(g1 +ex-1),0)| = [((u—ug) Vd,qp—1+ er—1)|

[u — uglloo [ VAl gr—1 + ex—1]]
CllA(u — up)[[IVollllge—1 + ex—ll,  (3.107)
[(gk - Vo, u)|[ + [(u- Vo, qi)|

2/ gr IV ollllwlloo

Cllael[I V|| Aul], (3.108)
[((gk—1 + ex—1) - Vo, u — up—1)|

lge—1 + ex—1l[IVOll[lu — up—1oo

Cllgr—1 + ex—1 [l VoIl Alu — up—1)[|.  (3.109)

Reemplazando (3.106)-(3.109) en (3.105), se obtiene

IA A

IA A

[(qx - Vu, @)| + [(u - Var, 9)|

IA A

|((qk—1 + ex—1) - V(qh—1 + ex-1), 0|

IA A

d
leell® < Z(en &) + C(llAull + [ Au DIVl (lge-all + e ])

+CN Vol Aull + Cllge—1ll + llex—1 DIV (|| Aul| + [[Aug-1]]).  (3.110)
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Integrando (3.110) entre 0 y s = ¢, también recordando que ex(0) =0y ¢(s) = 0, se tiene

/0||€k(8)||2d8 < C/O(IIAU(S)II+IIAuk(S)||)||V¢(8)II(||qk—1(S)|I+||€k—1(8)||)d8

+C/0 (lgk-1 ()l + llex—1 () DIV A ()| (| Au(s) | + [ Aug-1(s)[)ds

+C/O g () 1V o (s)[[[| Au(s)]|ds.

(3.111)

Para los términos del lado derecho de (3.111), usando la desigualdad de Hélder y las desigualdades

(2.129) y (3.40) con g = e, se tiene

/0 (lAu(s)[| + | Aue(s) DIV O ()l ge—1 ()] + llex—1(s)[])ds
1/2

<0 sup VOGP [ (JAulo)IP + Ldun(s) s

([ sl + heaas) e

<o/ t (9P " (/ g ()1 + ex-1(5)12)s)

/0 (lgr—1 ()1l + ller—1() DNV ()| (l[Auls) || + || Aur—1(s)])ds

1/2

<o/ e (5)]” + Jen-s(s))s "

1/2

Y (sup VoI [ (Aol + HAuk-l(sW)ds)

0<s<t
2

<o/ s ()1 + Jen-s(o))ds " (/ t Jex(olds) "

/0qu(S)H||V¢(8)||||AU(8)I|dS

<(/ t lan(o)lds) " (sup Iv6s? | t Jus)|ds)

2

<o ( [laorra) b ([ teatorreas) "

1/2
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Reemplazando (3.112)-(3.114) en (3.111), se obtiene

[ecomtas < o[ g leaops) ([ awEs)’

1/2

t 1/2 t
vo ([raoras) ([ eaees)
0 0
y luego, se deduce

(/Ot |Iek(s)||2ds> V2 < C (/Ot(|qu_1(3)||2 n ||€k—1(5)||2)d3)
+C(AWMA$W¢)U3

Elevando al cuadrado (3.115) y aplicando desigualdad de Young, se obtiene

t t t t
[ @i < ¢ [aca@Pds +¢ [ e+ € [ ads)Pds
0 0 0 0

entonces aplicando (3.76) e induccién sobre (3.81) para k = r — 1, se tiene

2

1/2

ME—1 my?

t
[ et < 032, 03
0

y finalmente por (3.78), resulta
t
[ leolias < o2
para t € (0,7%].
Por otro lado, multiplicando (3.90) por 7(t) se tiene

4
dt
+CT()llex ]l Aup—r * + C () il [| Aug [,

luego, como 7(¢)?||Aul|* < 7(t)||Aul|* < C y 7'(t) < 1, se deduce

d
ZTOlel®) +vr@)IVerl® < Cllex]” + Clllgeal” + llexl*) + Cllgel™

Integrando (3.117) entre 0 y t € (0,7*] y recordando que e(0) = 0, se tiene

t t t t
ﬂmmwws0/w%®ww+O/W%A@Ww+0/w%4@ww+c/n%@
0 0 0 0

y entonces, por (3.76), (3.78) y (3.116), de la utima desigualdad se concluye
() |lex(t)]]* < C)‘;zi +er? < C’)\;li.

mE—1

Finalmente, combinando (3.116) y (3.118), se obtiene (3.81).
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(r@Ollexll®) +vr®Verl® < 7' @)llexl® + Cr@) ([ Aull + [ Aup ) (Igr-1]* + llex—1[I)

(3.117)

)|[*ds,

(3.118)
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Resultados para el error de las aproximaciones uy, de Galerkin de k-nivel en las normas L (0, T™;
L*(Q)), L*(0,T*; HY(Q)) y L*(0,T*; L*()) son dadas en el siguiente teorema.

Teorema 3.8. Con las condiciones del Teorema 3.6 y el Teorema 3.7, el error u(t) — uy(t)
satisface las siguientes estimaciones

llw(t) — ug(t)* + 1//0 Vu(s) — Vug(s)|?ds < CA}, (3.119)
v ()| Vu(t) — Vur(t)|)* + I//O 7(s)[|0pu(s) — Opui(s)||Pds < O, (3.120)
() [u(t) — u(®)]* +/0 lu(s) —ur(s)lI*ds < CALL, (3.121)

para todo 0 <t <T™.

Demostracion. Por la definicién dada en (3.72) se tiene que u(t) — ux(t) = qx(t) + ex(t), luego
usando la desigualdad triangular y la desigualdad de Young, se obtiene

lu(t) = ur@®1* < (lae@) + llex()D* < 2llau@)]* + 2llex(®)]1*. (3.122)
Luego, observando (3.122) se sigue
t t
Jut) = wslo)]? + [ IVa(s) = Vuslo)Pds < 2@l +2 [ [Fan(s)Pds
0 0
t
s2en(olf + 20 [ [Ve(s) s,
0
y entonces usando las estimaciones (3.74) y (3.79), se obtiene
t
() — ur(O)||* + 1//0 [Vu(s) = Vug(s)|’ds < CA,} + C’)\;Ii/Q. (3.123)

Como por hipétesis )\;ni < ¢! < 1 entonces se tiene )\T}:Z/ ? < )\;ﬁg

el resultado (3.119).

, por lo tanto de (3.123) se sigue
Similarmente, por la definicién dada en (3.122), se tiene que
vr(t)|[Vu(t) — Vur(t)|* + /Ot 7(s)[|0vuls) — Dyux(s)||*ds
< 20T ()| Var(t)|* + 2 /OtT(S)H@tqk(S)HQdS
r2or OVt + 2 [ r(6)0en(s)ds,

y luego usando las estimaciones (3.75) y (3.80) se sigue (3.120).
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Teniendo en cuenta (3.122), se obtiene
t t
T()|u(?) —Uk(t)||2+/0 lu(s) — ux(s)l*ds < 2T(?f)IIQk:(lﬁ)||2+2/0 g (s) 1 *ds
t
+27(t)lex(t)[|* + 2/ lex(s)1*ds;
0

y entonces observando las estimaciones (3.76) y (3.81), se deduce

() [Jut) — up ()] + /Hu —ug(s)]?ds < CA2 4+ O

my?

lo cual implica (3.121). O

Observacién 3.1.
Desde el Teorema 3.3, Teorema 3.5 y Teorema 3.8, sobre el espacio H,,, se concluye que los
errores

HU - umKHLOO(O,T*;L?(Q))a HU — Umyg ||L2(0,T*;H1(Q)) Yy ||U - umK||L2(O,T*;L2(Q))

tienen tasa de convergencia del mismo orden que los errores

||u — UK||Loo(07T*;L2(Q))7 l|lu — UK||L2(0,T*;H1(Q)) y lu— UKHLQ(O,T*;B(Q))’

respectivamente.
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El éxito se alcanza convirtiendo cada paso
en una meta y cada meta en un paso.

- C. C. Cortez



