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Introduccion

Los problemas de control para el movimiento de un fluido viscoso tiene muchas aplicaciones en
ingenieria y ciencias, ya que la capacidad de manipular un campo de flujo para lograr un cambio
deseado es de importancia tecnologica. Problemas de control que tienen como restricciones las
ecuaciones de Navier-Stokes han sido bastante estudiados, sin embargo existe muy pocos resultados
relacionados a problemas de control restringidos a las ecuaciones de fluidos micropolares. Los
fluidos micropolares son fluidos con microestructura y fisicamente pueden representar fluidos que
contienen particulas rigidas orientadas al azar suspendidas en un medio viscoso, donde se ignora
la deformacion de las particulas. Las ecuaciones de fluidos micropolares fueron obtenidos ante la
necesidad de modelar fluidos con microestructura y debido a que las ecuaciones de Navier-Stokes
no logran modelar éste tipo de fluidos, asi, las ecuaciones de fluidos micropolares involucran a las
ecuaciones de Navier-Stokes y describen el movimiento de un fluido viscoso e incompresible.

Los fluidos micropolares fueron descubierto por Eringen en 1964 ([7]) y plante6 el modelo
matematico que describe el movimiento de estos fluidos en 1966 en su trabajo [8].

La teoria de los fluidos micropolares muestra los efectos de la inercia rotatoria local y se puede
utilizar para analizar el comportamiento de lubricantes exdticos, fluidos coloidales, fluidos poliméri-
cos, cristales liquidos, diversos flujos bioldgicos, flujo con suspensiones de baja concentracién, etc.

Considerando que el flujo ocurre en un dominio acotado € C R? con borde I' regular, durante
un intervalo de tiempo [0,7],7 > 0, las ecuaciones que describen el movimiento de un fluido
micropolar, con condiciones de borde homogéneas, son dadas por el siguiente sistema no lineal (ver

[13]):

u— (u+x)Au+u-Vu+Vp—xrotw = f enQx (0,7),
Jw +YAw + ju - Vw 4+ 2xw — xrotuw = g en Q x (0,7, (1)
divu = 0 enQx(0,7),
u = 0, w = 0 sobreD x (0,7).

En el sistema (1), u es la velocidad del fluido, w es la velocidad microrotacional, p es la presién

hidrostatica, f y g son fuerzas externas. La condicién div = 0 representa la incompresibilidad del

fluido. La constantes p > 0y x > 0 representan la viscosidad cinemadtica y viscosidad cinemética

de microrotacion respectivamente. Las constantes positivas j, v caracterizan propiedades del fluido.
Al sistema (1) se le asocia las siguientes condiciones iniciales

w(0) = 0, w(0) =0 en Q. (2)

Cuando x =0 y w = 0 el sistema (1)-(2) se reduce a las ecuaciones de Navier-Stokes. Un caso
especial, en la teoria de fluidos micropolares, se presenta cuando la velocidad microrotacional w



est’a restringida por w = rot u, desde que cuando se reemplaza w por rot u en el sistema (1)-(2),
éste se transforma en las clésicas ecuaciones de Navier-Stokes.

Sobre el estudio de los modelos de fluidos micropolares existe poca literatura, se pueden men-
cionar los siguientes trabajos [18], [19], [14], [15], [16].

En este trabajo se estudia un problema de control asociado a las soluciones débiles del siste-
ma (1)-(2). Se considera como funcién de control una fuerza externa y el problema consiste en
determinar un control cuya accién transforme un fluido micropolar en un fluido de Navier-Stokes,
esto es, que la velocidad microrotacional w sea lo més cercana posible al rotacional de la velocidad
lineal u. El estudio que se desarrolla es basado en los resultados presentados en [17].

Para la formulacién matemética del problema, se considera los espacios de Hilbert H}(€2)
y V = {v € H}(Q); div = 0sobre I'}, y se define el conjunto B, = {g € L*(0,T;L*(Q)) :
9l 20,;22(0)) < 7} para todo r > 0. Entonces, dada la fuerza externa f € L2(0,T; V') y consi-
derando como control la fuerza externa g del sistema (1), se formula el problema de control:

Problema 1. Hallar un control g € B, tal que minimice el funcional

1

T
Ha) =5 [ lgft) = rotuy (1) P Q

sujeto a que (ugy,wy) € L2(0,T; V) x L2(0,T; H}(Q)) satisfaga el sistema

%(ug(t), V) + (14 X) (Vg (1), Vo) + (uy(t) - Vg (t), v) — x(rot wy(t),v) = (f(t),v),
j%(wg(t), 2) +7(Vwg(t), Vz) + jug(t) - Vwg(t), z) + 2x(wy(t), 2) — x(rot ug(t), z) (4)

= (9(t), 2),
uy(0) = 0, wy(0) = 0,

para todo (v,z) € V x H}(Q) y en el sentido de distribuciones sobre (0, T').

El sistema (4) es una formulacién débil del sistema (1)-(2), y una solucién de (4) es llamada
una solucién débil del sistema (1)-(2). El resultado de este trabajo se puede extender al caso
tridimensional.

El desarrollo del trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, se definen los espacios de funciones y se presentan algunos resultados que son
necesarios para el estudio del problema 1.

En el Capitulo 2, formalmente se deduce una formulacién débil del sistema (1)-(2), la cual es
dada por el sistema (4), y usando el método de Galerkin, se demuestra la existencia y unicidad de
una solucion del sistema (4).

En el Capitulo 3, Seccién 3.1, se establece la formulacién del problema de control. En Seccion
3.2, se demuestra la existencia de una solucién para el problema de control (3)-(4). En Seccién 3.3,
se demuestra que el funcional J es Gateaux diferenciable y se determina su derivada y se deduce
una condicién necesaria para el problema de control. Finalmente, en Seccién 3.4, se demuestra
la existencia y unicidad de solucién de las ecuaciones adjuntas y se deduce una condicién de
optimalidad, obteniendo asi un sistema de optimalidad para el problema de control. Las técnicas
empleadas para la obtencion del sistema de optimalidad se basan en [5].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen algunos espacios de funciones y resultados de anélisis que seran
utilizados para el adecuado desarrollo del trabajo.

1.1. Definiciones y notaciones

Sea 2 C R™, n = 2,3 un dominio acotado con borde I'.

Definicién 1.1 (Espacio C*(Q2))
Se denota por C*(Q) el espacio de todas las funciones vectoriales definidas sobre Q que tienen
derivadas continuas de todos los ordenes.

Definicién 1.2 (Soporte de una funcion)
Se define soporte de f, denotado por Sop f, al conjunto

Sop f = {x € Q: f(x) # 0},

ast el soporte de f es el menor conjunto cerrado relativo en cuyo exterior f es identicamente cero.

Definicién 1.3 (Espacio C5°(Q) y funcion test)
El espacio C5°(S2) se define como el conjunto de todas las funciones vectoriales que pertenecen a
C>(Q) que tienen soporte compacto contenido en Q, esto es,

C(Q2) ={v e C®(Q) : v =0 sobre el borde de Q}.
Una funcion v € C3°(Q) es llamada funcion test.

Definicién 1.4 (Distribucion y espacio de distribuciones)

Una distribucion en 2 es un funcional lineal continuo definido en C3°(2). Al espacio vectorial
de todas las distribuciones en 2 se denomina espacio de distribuciones y se denota por D(2) =
(CE°()), es decir, el espacio de distribuciones es el espacio dual de C5°(€2).

Definicién 1.5 (Densidad)
Sea X un espacio topoldgico. Se dice que un conjunto A C X es denso en X si A = X, es decir,
la clausura topologica del conjunto A es todo el espacio X.



Definicién 1.6 (Espacio normado)
Se dice que X es un espacio normado si X es un espacio vectorial con una norma || - |x definida
en X.

Definicién 1.7 (Sucesiones de Cauchy)
Sea X un espacio normado con norma || - ||x. Se dice que una sucesion {vpy}m>1 en X es de
Cauchy si verifica lo siguiente: Dado € > 0, existe N € N tal que

V'm, n> N, ||[vy, —v,lx <e

Definicién 1.8 (Espacio de Banach)
Se dice que un espacio vectorial B es de Banach, si B es un espacio normado completo en la norma
|- |lB, es decir, toda sucesion de Cauchy en B converge en la métrica inducida por la norma |- ||B.

Definicién 1.9 ( Espacio de Hilbert)
Un espacio vectorial H es de Hilbert, st H es un espacio de Banach con norma inducida por un
producto interno.

Observacion 1.1 Todo espacio de Hilbert es reflexivo, esto es, H" = H donde H" es el espacio
bidual de H.

Notacién 1.1 La dualidad entre un espacio X y su espacio dual X' se denota por (-,-)x/ o sim-
plemente por (-, -).

Definicién 1.10 (Espacio separable)
Un espacio de Hilbert H es separable si admite una base Hilbertiana, es decir, admite una base
ortonormal numerable.

1.2. Espacios de funciones

1.2.1. Espacios L?((2)

Definicién 1.11 (Espacio LP(Q))
Sea p un nimero real tal que 1 < p < co. Se denota por LP(2) el espacio de funciones vectoriales
definido por

LP(Q) = {u: Q — R"; u es medible y / lu(z)Pdr < oo}, (1.1)
Q

fullr = ([ |u<x>|pdx)1/p. (12)

Observacién 1.2 En particular, cuando p = 2 el espacio L%(Q)) es un espacio de Hilbert con
producto interno

con norma definida por

(w.0) = [ utw)vle)do ynorma doda por 1l =l = ( [ \u<x>\2dx)1/2. (13)

4



Observacién 1.3 Si 1 < p < oo el espacio LP(Q) es reflexivo, esto es, (LP(Q2))” = LP(Q).

Definicién 1.12 (Espacio L*>(Q))
El espacio L>°(Q) se define por

L*(Q) = {u: Q= R";, u es medible y |u(x)| < C c.t.p en Q}, (1.4)
con norma
|u||Lee = supess|u(x)| = inf{C;|u(z)| < C c.t.p en Q}. (1.5)
e

Definicion 1.13 Sea p € R tal que 1 < p < co. Se dice que q es el exponente conjugado de p si

1 1 ,
— 4+ —=1. Sip=1 entonces ¢ = 0.
p g

Definicién 1.14 (Espacio dual de LP(2))
Para 1 < p < oo, el espacio dual de LP(Q2) denotado por (LP(2)) es definido por

(LP(Q)) = {¢ : LP(Q) — R™; @ es lineal y continuo},

con norma dada por

Y (AT

welr(Q)uzo |wllLe

Identificacién:
Sea p € R tal que 1 < p < 0o y ¢ el exponente conjugado de p, entonces (LP(2))" = L%(Q2). En
particular, (L?(2))" = L2(Q) y (L'(2))" = L*°(9).

1.2.2. Espacios de Sobolev

Sea 2 C R™ un dominio acotado, x = (z1,22,...,2,) € Q y la funcién u : @ — R", u(z) =
(Ul(l‘),uz(l‘),...,un(ﬂj‘)).

Definicién 1.15 Sea o = (a1,a2,...,an) € N* U {0} y |a] = a1 + a2 + ... + ap. El operador
diferencial D se define como

Hlal
D% = D" Dy?Dg3... Do =
Lz " 9x(1 0252 0xR . . 0x

a;

donde D" =

= —=
x;

. Sia;=0= DY = Id.

Definicién 1.16 (Espacio H™())
Sea m € N, el espacio de Sobolev de orden m se define como

H™(Q) = {u € L*(Q); D € L3(Q), o] < m}, (1.6)



con producto interno
(w,v)am = Y / Du(z)D%v(x)dz, (1.7)
jal<m 7 ¢
y norma asociada

1/2
foafszm = (ut, )42 = ( ) ||Dau|2> | (1.8

laf<m

Observacién 1.4 (Ver [1])
i) Los espacios H™ () son espacios de Hilbert, por lo tanto son reflexivos.
ii) El espacio H™(Q) es denso en L2(2), ya que C(2) es denso en L%(Q) y C°(Q) C H™(Q).

En particular, cuando m = 1 se tiene la siguiente definicion:

Definicién 1.17 (Espacio HY(Q))
El espacio de Sobolev de orden 1, se define como

H'(Q) = {u € L*(Q) ; Vu € L}(Q)}, (1.9)
con producto interno
(u,v) = (u,v) + (Vu, Vo) = /Qu(x)v(m)dm +/QVu(m) : Vo(z)de, (1.10)
y norma asociada
1/2
e = (u,w)t = </Q|u(x)l2dw+/QIVU(w)l2dx> = (lull® + [[Vu]?)'/2. (1.11)

Definicién 1.18 (Espacio H}(Q))
El espacio H§(Q) es la clausura de C3°() en la norma || - || y es caracterizado como

H)(Q) = {ucHY(Q) ; u=0 sobre '},
donde T' es el borde de €.
Observacién 1.5 El espacio H(IJ(Q) es un espacio de Hilbert separable.

Definicién 1.19 (Espacio dual de H}())
El espacio dual de H}(SY), denotado por H™(Q), es definido como

"L O
-1 _ 00 Do v ) 2
H (Q2) = {v € (Cr() ; v=1v9+ ;_l 0z, v, v; € L (Q)},
con norma dada por

u, v)g-1
|lu|lg-1 = sup w: sup  [(w,v)g-1]. (1.12)
verlvz0 IVl ol <1

Ademds, se tiene la siguiente regla de inclusion H(Q) C L%(Q) c H™1(Q).



1.2.3. Espacios L?(0,T; X)

Definicién 1.20 (Espacios LP(0,7;X))
Sean X es un espacio de Banach, T un nimero real (0 < T < o0), p € R tal que 1 < p < o0. El
espacio de Banach LP(0,T; X) se define por

LP(0,7;X) ={u: (0,7) = X ; wu es medible ,t — |u(t)||x € L(0,T)}, (1.13)

dotado con la norma

T 1/p
luliorx = ( / ||u<t>r§dt) 1<p<oo (1.14)
lulimorx = sup lul®lx. (1.15)
o<t<T

Ver [9], pag. 148.

Observacién 1.6 En particular, sip = 2 y X es un espacio de Hilbert, entonces L2(0,T;X) es
un espacio de Hilbert.

Los siguientes resultados pueden ser vistos en [12].

Observacion 1.7 Sea p € R tal que 1 < p < 00, q el exponente conjugado de p y X un espacio
de Hilbert. Entonces, el espacio dual de LP(0,T;X) es dado por

(LP(0,T; X)) = L0, T; X')

donde X' es el espacio dual de X.

1.3. Desigualdades, operadores diferenciales y propiedades

Lema 1.1 (Desigualdad de Young)
1 1
Sean a y b nimeros reales no negativos. Si p y q son niumeros reales positivos tal que — + — = 1,
p q

entonces se tiene la desigualdad

ab < — 4 —. (1.16)
p

Ver en [3], pag. 56.

1 1
Teorema 1.1 (Desigualdad de Hélder) Sea 1l <p < oco. Si f € LP(Q) y g € L1(Q) con ’ +; =1.

Entonces, fg € L'(Q) y
1fgller < [|flleellgllLe- (1.17)

La demostracién puede ser vista en [3], pag. 56.



Observacioén 1.8 En particular, si p = q = 2 la desigualdad (1.17) es llamada desigualdad de
Cauchy-Schwartz.

Corolario 1.1 (Desigualdad de Poincaré)
Sea 2 € R™ un conjunto abierto acotado. Entonces, existe una constante C' > 0 dependiendo de Q)
tal que

|u|| < C||Vul|, Yu € HL(Q). (1.18)

Ver en [3], pag. 174.

Observacion 1.9 Para que la desigualdad de Poincaré sea vdlida es suficiente que la funcion u
se anule solo en una region de medida positiva del borde de Q.

Usando la desigualdad de Poincaré, en el espacio de Hilbert H(l) (Q) se verifica la siguiente equiva-
lencia de normas

[ellgy = [[Vul, (1.19)
y el producto interno es dado por
(u,v)py = (Vu, Vo) = Z(Vui,Vvi). (1.20)
i=1

Debido a las inclusiones en espacios de Sobolev, se tiene la siguiente desigualdad, la cual serd usada
en el desarrollo de los capitulos posteriores.

Lema 1.2 Sin = 2, para cualquier conjunto abierto €,

lolles < 24V Vo2, Vo € H(Q). (1.21)

La demostracién puede ser vista en [20], pag. 291.

A continuacion, se definen algunos operadores diferenciales que seran utilizados en el analisis de
las ecuaciones de fluidos micropolares.

Sea Q dominio acotado de R? y w € H}(Q),u : Q@ — R? tal que u(z) = (u1(),uz(x)) con

x = (z1,2).
El operador gradiente se denota por V y el gradiente de u es definido como la matriz

Ou;  Ouy
Vu = Ox1 Oxa _ Vuy
T Ouz dur | T\ vy, :
8901 812 2

El operador Laplaciano se denota por A y el Laplaciano de u se define como el vector

0*u 82u_<82u1 0*uy Puy  0%us

Au = —
v ox?  Ox2 Ox? 0x2’ Ox? Ox2

) = (Aup, Aus).

El operador divergente se denota por div y el divergente de u se define por

divu = % Ous

0z, " 91y’ (1.22)

8



Observacioén 1.10 El producto interno (Vu, Vv) se define por

2

2
(Vu,Vv) = /QVU(ZL’) : Vo(z)de = /QZ Vu(x) - Voi(z) de = Z(Vui, Vu;).
i=1

i=1
El operador rotacional es denotado por rot y se tiene:

» Sigp:QCR?2—=R,elrote¢ es definido por el vector

0 0
rot ¢(z) = ( ga(cj)’_ gi?) (1.23)
= Siu:QCR?— R? el rotu es definido por
rotu(z) = 22 dul@) (1.24)

8.%'1 81’2

Considerando un dominio acotado 2 C R? con borde I' de clase C2 y n el vector normal unitario
exterior al borde de 2, se tienen los siguientes resultados.

Lema 1.3 (Lema de Gauss)
Sean las funciones u,v € H'(Q), entonces

/u(x)av(w>dx: du(z) (:U)da:—l—/u(x)v(x)nidx, (1.25)
Q r

o0x; o O0x;

donde n; es la i-ésima componente del vector normal n.
Ver [9], pag. 5.

Lema 1.4 (Férmula de Green para funciones vectoriales)
Para w € H2(Q), v € HY(Q), por integracién por partes, se obtiene la férmula de Green:

ou(x)

. on v(x)dz, (1.26)

(Au,v) / Vu(x (x)dx +

donde por definicion % =Vu-n=(Vu-n,Vus -n,...,Vu, -n).

Demostracién: Sea u : R? — R? y sean Au = (Aug, Aug) € L2(Q) y v = (v1,v2) € L2(Q),
entonces tomando el producto interno, se tiene

(Au,v) = /Au dx—/zaul x)dx +/282u2 x)dx

Puy (z 2ug(x
- Z/ 8@;; )”1(:””””2/ 8555 () (1.27)




Usando el Lema 1.3 para los términos del lado derecho de (1.27), se tiene

2

0%u; u v wi(x
Z/ i@, (@yde = g_;( [ QD08 o Faaﬂ;)m)mdm)
_ / Y, (2)Vo; (2)dz + algi) v()da. (1.28)
Q T

Reemplazando (1.28) en (1.27), se obtiene

0 0
(Au,v) = /(Vul( YVui(x )+Vuz(:c)Vv2(x))daz+/ ul(m)vl(x)—i- u2<m)vg(:v) dx
r on on
= / Vu(z (x)dx + g agff)v(x) dzx.
[ |
Lema 1.5 Si la funcién p € H'(Q) y v € HY(Q), se tiene
(Vp,v) = —/p(x)divv(:c)d:z+/p(:z)'v(x) -ndz. (1.29)
Q r
. dp Ip 2 2
Demostracién: Sean Vp = . Do € L“(Q) y v = (v1,v2) € L*(Q), entonces tomando el
1 072
producto interno, se tiene
Ip(x) Op(x)
= . 1.
(Vp,v / Vp(z x)dr =  or v1(z) dx + O vo(z) dx (1.30)
Usando el Lema 1.3 para los términos del lado derecho de (1.30), se obtiene
Ip(x) dvi(x)
i = - i idx. L.
o vi(x) dz o p(x) dx+/rv (x)p(z) n; dz (1.31)
Reemplazando (1.31) en (1.30), se tiene
B ovy (z avg(ﬁﬂ
(Vp,v) = /ﬂ < 3561 e p(z) dx —|— ( )(v1(x)n1 + va(x)ng) da
= —/ p(z) divo(z dx—i—/p -ndz.
Q T
|

Lema 1.6 Sea Q C R? un dominio acotado. Sean u : Q@ C R? — R? un campo wvectorial y
w:Q CR? = R una funcion tales que uw € HY(Q) y w € HE(Q), entonces se verifica que

(rot w, u) = (rot u, w). (1.32)
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Demostracién: Para u € H}(Q) y w € H} (), se tiene

wotw.w) = [ rotule)uw)ds = [ (8w<x),—ag”gff>)-<u1<x>,u2<x>>dx

81‘2
B ow(x) [ Ow(z)
= | om ui(z) dz S

ug(x) dx (1.33)

Usando el Lema 1.3 para los términos del lado derecho de (1.33), se obtiene

ow(x) B Ou;(x) ‘ o Ou;(x)
A Tx]uz(m) dx = — o 9z, w(x) dr + /F ui(x) w(x)n;de = o O,

w(z) dx

y reemplazando en (1.33), se obtiene

= — Lul(x)wx o Lw(x)wx i
(rotw,u) = o (z)dx + o om (x)d

= Oua(z) — Ous (z) w(z) dxr = (rot w, w

N /ﬂ( 31'1 8562 > ()d _( b, )

Lema 1.7 Sea Q C R? un dominio acotado y u : Q C R? — R? un campo vectorial. Si divu = 0,

entonces se verifica que
rot(rotu) = —Auw. (1.34)

Demostracién: Por definicién de rotacional dado en (1.24), tenemos que
N 8931 6902 N 8562 81‘1 8132 ’ 8ZE1 8561 8952
(0 (0w Pu Pu 0 (0w
N 8.%'1 (9.1‘2 8.7}% ’ 695% 8:62 61’1 '

Como divu = 0, de la definicién dada en (1.22), se tiene que g—g + g—;z = 0, luego de la ultima
igualdad se sigue que

ot(otu) = = (O (Qm) _Pwm Dux 0 (Dus
TObE - 0z \ 011 0x2’  0x2  Oxo \ Oz

. _ 62’&1 _ 82u1 _82u2 _ 82’11,2
B Ox? ox2’  Ox? Ox2
= (*Aul, *AUQ) = —Au.

Lema 1.8 Sea Q@ C R" (n = 2,3) un dominio acotado. Si el campo vectorial u : Q@ C R" — R"
pertenece a H'(Q), entonces se verifica la desigualdad

[rot u|| < V2||Vul. (1.35)
Si la funcion w : Q C R? — R pertenece a H*(RY), entonces satisface la igualdad

rot w| = ||Vaw]|. (1.36)
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La demostracién de (1.35)-(1.36) puede ser vista en [16], pag. 15.

Se introducen las formas trilineales,

b:HY Q) x H(Q) x H'(Q) = R, b:HY(Q) x H{(Q) x H'(Q) — R,

definidas por

b(u,v,w) = (u-Vo,w), blu,r,s)=(u-Vr,s).

Propiedades de las formas trilineales b y b son dadas en el siguiente lema.

(1.37)

Lema 1.9 Sea 2 un dominio acotado de R™ (n = 2,3). Entonces, la forma trilineal b satisface

bu,v,w) = —blu,w,v), Yu < V,Vv,wc H(Q),
blu,v,v) = 0, VueV,VvecH)Q),
bu,v,w) = —((Vw)l-v,u), YucV,Vv,wec H}(Q),

y la forma trilineal b satisface

B(u,r, s) = —i)(u, s,r), Vue V,Vr,s € H&(Q),
b(u,r,r) = 0, YuecV,Vre H}Q),
b(u,r,s) = —((Vs)T -ru), YueV,¥rsc Hy Q).

La demostracién puede ser vista en [20] 6 en [16] pag. 15.

Lema 1.10 (Desigualdad de Gronwall genralizado)
Sean h,v : [0,T] - RTU{0} y ¢:[0,T] = R funciones continuas.

1. Si ¢ satisface .
6(t) + (1) < C + / h(s) d(s)ds, Vi € [0,T,
0

entonces, se cumple la siguiente desigualdad

d(t) +v(t) < C + c/ot h(s) exp </t h(x)dx) ds, Vt € [0,T).

2. Si ¢ satisface .
o) +y(t) <C +/ h(s) ¢(s)ds, ¥t € [0,T],
t

entonces, se cumple la siguiente desigualdad

o(t)+y(t) <C+ C/tT h(s) exp </ts h(:c)dx) ds, Vt €10, 7).

Demostracion:

12
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(1.41)
(1.42)
(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)



1. Sea r(t) = /0 h(s) ¢(s)ds, entonces r'(t) = h(t) ¢(t). Luego

r'(t) = h(t)r(t) = h(t)(6(t) — r(t)). (1.47)
Como 1 (t) > 0, entonces de (1.44) y la definicién de r(t), se tiene ¢(t) < ¢(t) 4+ r(t), lo cual
implica
o(t) —r(t) < (1),

y entonces multiplicando ambos lados la desigualdad anterior por h(t) > 0, se obtiene

h(t)(o(t) —r(t)) < h(t)e(t). (1.48)
De (1.47) y (1.48), se deduce

r'(t) = h(t)r(t) < h(t)e(t).

Multiplicando por el factor integrante exp(— fg h(z)dx) ambos lados de la iltima desigualdad,
se sigue que

d t t
i (cor= [ 1@aa)ro)) < gt [ najas),
0 0
e integrando de 0 a ¢, se obtiene

eweAhmmwwsAh@amw@Ahmww&

lo cual implica

r(t)

IN

exp(/ot h(z)dx) /Ot h(s)e(s)exp(— /OS h(zx)dx)ds
/Ot h(s)gp(s)ea;p(/ot h(z)dx — /OS h(z)dz)ds
< [ nretstenn( [ niyins

IN

y teniendo en cuenta la definicién de 7(t) se tiene la desigualdad

t t t
/Oh(s)¢(s)ds§/0 h(s)cp(s)exp(/s h(z)dz)ds. (1.49)

Finalmente, reemplazando (1.49) en (1.44) se obtiene (1.45).

2. La desigualdad (1.46) se demuestra de manera analoga a la desigualdad (1.45).
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1.4. Resultados de Analisis funcional

Definicién 1.21 (Convergencia débil y fuerte)
Sea X un espacio de Banach y {vp }m>1 una sucesion en X.

1. Se dice que {vm}m>1 converge débilmente a v € X cuando m — oo, si
<.f7 vm>X’ — <.f7 U>X’7 v.f € X',
2. Se dice que {vp}m>1 converge fuertemente (o en norma) a v € X cuando m — oo, si
|lvm —v|lx — 0.
En particular, se tiene
. 1 1 s -
i)ParapeR, 1<p< ooy -+- =1, que u, — u débil en LP(Q) cuando m — oo, significa que
p q

(v,um) — (v,u), Vv e L{(Q). (1.50)

ii) Teniendo en cuenta Observacién 1.7, si X es un espacio de Hilbert, u,, — w débil en L2(0,T; X)
cuando m — oo, significa que

T
/ (V(t), U () X/dt—>/ ))xdt, Yo e L2(0,T;X)). (1.51)
0

Definicién 1.22 (Convergencia débil-x)
Sea { f 1 }m>1 una sucesion en X', se dice que { f,, }m>1 converge débil-x a f en X' cuando m — oo,
St

(fmsv)x = (f,v)x, VoeX.

En particular, se tiene que

Si X es un espacio de Hilbert, u,, — u débil-x en L*°(0,7T; X) cuando m — oo, significa que

/ (um(t), dt—>/ Ndt Yo e LY0,T;X). (1.52)
0

Para la forma trilinear b definida en (1.37) se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.11 (/20], pdg. 289) Si w, converge a u débilmente en L*(0,T;V) y fuertemente en
L2(0,T; H), entonces para cualquier funcion vectorial w con componentes en C*(Q x [0,T7]),

T T
| b)) w®)ie > [ (o), ule), wi)at (1.53)
0 0

Proposicién 1.1 Sea X un espacio de Banach y {Vm}m>1 una sucesion débilmente convergente
a v € X. Entonces, ||v,|x es acotada en X y

lv[[x < lim inf||v,|x. (1.54)
mM—00
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La demostracion puede ser vista en [3].

Lema 1.12 Sea {zy, }m>1 una sucesion en R tal que x,, > 0 para todo m. Entonces, se verifica la
stguiente itgualdad
(lim infz,)” = lim mfa?, (1.55)
m—0o0 m—00

La demostracion puede ser vista en [16], pag. 9.
Definicion 1.23 Sean X e Y dos espacios de Banach, U un subconjunto abierto no vacio de X

y una aplicacion F : X — Y. Se define el diferencial de Gateaur F'(u)h de F en u € U en la
direccion h € X como

F/(u)h = lim F(u+7h) — F(u)
T—0 T ’

(1.56)

Si el limite existe para todo h € X, entonces se dice que F' es Gateauz diferenciable en u.

En las siguientes definiciones y teoremas se dan algunos resultados de inmersién de los espacio de
Sobolev.

Definicién 1.24 (Operador inclusion o inmersion)
Sean By y By dos espacios de Banach sobre R™ con By C Ba. El operador inclusion (inmersion)
i: B1 — Ba es definido por i(u) = u para todo u € By.

Definicién 1.25 (Inmersion continua)

Sean By y Bs dos espacios de Banach tal que B1 C Bo. Se dice que el espacio By estd inmerso
continuamente en el espacio Bo si el operador inclusion i : By — Bo es continuo, es decir, existe
C >0 tal que ||ul|B, < CllulB;-

Definicién 1.26 (Inmersion compacta)

Sean By y By dos espacios de Banach tal que B1 C By. Se dice que el espacio B1 estd inmerso
compactamente en el espacio Bs, si el operador inclusion i : By — Bgy es compacto, es decir, cada
sucesion acotada {Wm }m>1 € B1 posee una subsucesion {um, tm,>1 la cual es convergente en Ba.

Proposicién 1.2 Sea Q un dominio acotado de R™ (n = 2,3). Si 1 < ¢ < p < oo entonces
LP(Q) C LY(Q) con inmersion continua.

Teorema 1.2 Sea X un espacio de Hilbert, entonces la bola unitaria cerrada
Bx ={xeX: |z <1}
es débilmente compacta.

La demostracién puede ser vista en [3], pag. 44.

Observacién 1.11 Del Teorema 1.2 se deduce que toda sucesion acotada es débilmente conver-
gente.
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Proposicién 1.3 Sea Q un dominio acotado de R™ (n = 2,3), de clase C*. Para m > 1 un entero
se tienen las siguientes inmersiones continuas:

2n
n—2m’

a. Sin>2m = H"(Q) — LY(Q) Yq € [1,p*], donde p* =

b. Sin=2m=H"(Q) — LI(Q), Vq € [1,00].
¢. Sin < 2m = H™(Q) — L®(Q).

La demostracién puede ser vista en [1], pag. 97.

Observacién 1.12 En particular, para m = 1 se tiene:

2n
n—2

i). Sin>2=H(Q) = LYQ) Yq € [L,p*], donde p* =

ii). Sin=2= HY(Q) — LIQ) Vq € [1,00].
iii). Sin < 2= H'(Q) — L*(Q).

Ver en [3], pag. 168.
Observacién 1.13 Si Q C R™ (n = 2,3) es un dominio acotado, entonces H}(2) C L?(Q) C
H Q) con inmersiones continuas y densas.

Teorema 1.3 Sean Xg, X, X1, espacios de Banach tal que Xg C X C X1, donde las inmersiones
son continuas, X, X1 reflexivos y la inmersion Xo C X es compacta. Sea T > 0 un numero finito
fijado, y sean oy, a1 dos numeros finitos tales que ag, q > 1.

Consideremos el espacio

0
Y = {u S LQO(O’T; X()) ; U = aill: S LOél(O’T; Xl)}:
con la norma definida por
[ullz = [lullLooorx0) + [[wellLe 0.rx,)-
Entonces, la inmersion % < LY (0,T;X) es compacta.
La demostracién puede ser vista en [20], pag. 271.

Teorema 1.4 (Representacion de Riesz).
Sea X un espacio de Hilbert con producto interno (-,-)x, X' su espacio dual y T € X'. Entonces,
existe una unica uw € X tal que

(T, v)x = (u,v)x, Vv € X,
y [lullx = [T
La demostracién del Teorema 1.4 puede ser vista en [3], pag. 81.

Teorema 1.5 Sea X un espacio métrico separable e Y un subespacio de X. Entonces, Y es un
espacio separable.

La demostracién puede ser vista en [3], pag. 47.
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1.5. Caracterizacion de algunos espacios
Sea 2 C R™(n = 2,3) un dominio acotado, se definen los espacios
712 — !l
V={weCP Q) ;divw=0enQ}, H=V", Vv=y", (1.57)

los cuales son espacios béasicos en el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes y en particular, en
el estudio de las ecuaciones de Stokes.

Caracterizacion de los espacios Hy V

La caracterizacién de los espacios H y H* (el complemento ortogonal de H en el espacio L2(Q2)),
es dada en el siguiente teorema.

Teorema 1.6 Sea ) un dominio acotado en R™ con borde I'. Entonces

H = {ucLl?Q);divu=0en Qu-n=0sobre I}, (1.58)
HY = {wecL}Q); w=Vp para algin p € H(Q)}. (1.59)

La demostracién de este teorema puede ser vista en [20], pag. 11.
La caracterizacion del espacio V es dada en el siguiente teorema.
Teorema 1.7 Sea Q € R™ un dominio acotado de clase C*. Entonces,
V = {uc H}(Q); div u =0 en Q}, (1.60)

con norma ||u|lv = ||Vul|.

La demostracién puede ser vista en [20], pdg. 13.

Observacion 1.14 De (1.57) y (1.60), se tiene que el espacio de Hilbert V es un subespacio
cerrado de H(l)(Q) Ademds, por el Teorema 1.5, el espacio V es separable como un subespacio
cerrado del espacio separable H(€2).

Observacién 1.15 El espacio V estd contenido en el espacio H, V es denso en H, la inmersion
de V en H es continua.

El siguiente resultado es importante en el desarrollo de los capitulos posteriores.

Lema 1.13 Sean V, H espacios de Hilbert, V.C H = H' C V' con inclusiones continuas y
densas, siendo V' y H' el espacio dual de V y H respectivamente. Si una funcién u € L2(0,T;V)

u
y su derivada uy = En € L2(O,T; V'), entonces u es igual en casi todo punto a una funcién

continua de [0,T] en H (u € C([0,T]; H)) y se tiene la siguiente igualdad

d
ﬁllu(t)ll2 = 2(uy(t), u(t))v, (1.61)

en el sentido de distribuciones sobre (0,T).

La demostracién puede ser vista en [20], pag. 261.
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1.6. Fluidos micropolares

Fluidos micropolares son fluidos con microestructura, fisicamente pueden representar fluidos
que contienen pequenas particulas rigidas orientadas al azar y suspendidas en un medio viscoso,
donde se ignora la deformacién de las particulas. Las ecuaciones de fluidos micropolares fueron
obtenidas debido a que las ecuaciones de Navier-Stokes no logran modelar fluidos con particulas
que pueden rotar independientemente de la rotacién y del movimiento del fluido. Asi, el modelo de
fluidos micropolares es una generalizacién de las clésicas ecuaciones de Navier-Stokes, solamente
es introducido el campo vectorial de la velocidad angular de rotacién de particulas.

La teoria de los fluidos micropolares muestra los efectos de la inercia rotatoria local y se puede
utilizar para analizar el comportamiento de lubricantes exéticos, fluidos coloidales, fluidos poliméri-
cos, cristales liquidos, diversos flujos bioldgicos, flujo con suspensiones de baja concentracién, etc.
En general, como parte del momento angular se pierde en la rotaciéon de particulas, el flujo es
menos propenso a la inestabilidad que un fluido clasico.

Considerando que el flujo ocurre en un dominio acotado 2 C R? con borde I' regular, durante
un intervalo de tiempo [0,7](T" > 0), las ecuaciones que describen el movimiento de un fluido
micropolar con condiciones de borde homogéneas son dadas por:

u— (p+x)Au+u-Vu+Vp = yrotw+ fen Qx(0,7), (1.62)
Jjwy — YAw + ju - Vw + 2yw = xrotu+gen Q x (0,7), (1.63)
divu = 0enQx(0,7), (1.64)

u = 0, w = OsobreI x (0,7, (1.65)

(1.66)

u(-,0) = 0, w(-,0) = OenQ,

donde u es la velocidad del fluido, w es la velocidad microrotacional, p es la prsién hidrostatica
del fluido, f y g son fuerzas externas actuando sobre el fluido. Las constantes positivas u, x, j, 7y
caracterizan propiedades isotréopicas del fluido, p es la viscosidad cinematica, x es la viscosidad
cinemética de microrotacién. La ecuacién (1.64) es la condicién de incompresibilidad del fluido.
Los operadores A, V,div y rot son los definidos en Seccién 1.3.

La deduccién del modelo (1.62)-(1.66) y algunos resultados conocidos pueden ser vistos en [13].
Considerando los espacios definidos en Seccién 1.2 y Seccién 1.5, una formulacién variacional (o
débil) del sistema (1.62)-(1.62) es: Hallar (u,w) € L2(0,T; V) x L*(0,T; H}(Q)) tal que

(wi(t),v) + (1 +x)(Vu(t), Vo) + (u(t) - Vu(t),v) = x(rotw(t),v)+ (f(t),v), (1.67)
J(we(t), z) +y(Vw(t), Vz) + j(u(t) - Vw(t), 2) + 2x(w(t), z) = x(rotu(t), z) + (9(t),z), (1.68)
u(0) = 0, w(0) = 0enQ, (1.69)

para todo (v,z) € V x H}(Q) y en el sentido de distribuciones sobre (0, T').
Una solucién del sistema (1.67)-(1.69) es llamada solucion débil del sistema (1.62)-(1.66).
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Capitulo 2

Fluidos micropolares: existencia y
unicidad de soluciones débiles

En este capitulo estudiamos la existencia y unicidad de soluciones débiles de las ecuaciones de
fluidos micropolares con condiciones de borde homogéneas.

Considerando © C R? un dominio acotado con borde I' de clase C2, reescribimos los espacios de
funciones que serdn utilizados en este capitulo:

L*(Q) = {g:Q—=R; gesmedibley / l9(z)|*dx < o0},
Q

HY}(Q) = {z€ HY(Q); z =0 sobre I'},

H = {ucL?Q);divu=0 enQ, u-n =0 sobre I'},

V = {ucH}(Q);divu=0 en Q},

w {u € L?(0,T;V); u; € L2(0,T;V')},

W = {we L*0,T;Hy(?); we € L*(0,T; H ()}
El espacio H}(2) es equipado con el producto interno (u, U)Hé = (Vu, Vv) y norma ||uHH3 = [|Vu]l.
El espacio de Hilbert H es equipado con el producto interno (-,-) inducido por L?(Q2) y norma
|lu||lir = ||u||. El espacio V es un espacio de Hilbert con producto interno (u,v)v = (Vu, Vo) y
norma ||u|v = ||Vul|. La dualidad entre un espacio X y su dual X’ serd denotado por (-,-)xs o

simplemente (-, -).
También, se tienen las siguientes inmersiones continuas y densas

HY Q) c L2(Q) = (L*(Q) cHY(Q), VcH=H cV. (2.1)
Como consecuencia de las inmersiones anteriores, se tiene
(9.2)u—1 = (9,2), Vg € L*(Q), Vz € Hy(Q), (2:2)
(f,uyvv = (f,u), VfeH, Vue V.

Para T > 0 fijo, se utilizarén los espacios LP(0,T; X), con X = H, V, V' y los espacios LP(0,T;Y)
con Y = L3(Q), H}(Q), H1(Q).

Mayor detalles sobre las notaciones anteriores ver Capitulo 1. De aqui en adelante, la constante
C > 0 representara una constante genérica que podra tomar diferentes valores.
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2.1. Ecuaciones de fluidos micropolares

Sea 2 C R? un un dominio acotado con borde I' de clase C2, y un intervalo de tiempo [0, T] con
T > 0 fijo. Denotando por Q el cilindro 2 x (0,7, las ecuaciones de fluidos micropolares con
condiciones de borde homogéneas son dadas por el siguiente sistema acoplado (ver Seccién 1.6):

—(p+x)Au+u-Vu+Vp—xrotw = f en Q, (2.4)
jwit+ju-Vw—~yAw+2xw — xrotu = g en Q, (2.5)
dive = 0 en Q, (2.6)

u =0, w = 0 sobrel x (0,7), (2.7)

u(-,0) = 0, w(-,0) = 0 en (2.8)

donde p, x, j,y son constantes positivas dadas asociadas a las propiedades del material, f y g son
campos externos dados actuando sobre el fluido; w, w y p son las variables desconocidas del pro-
blema las cuales representan la velocidad, la microrotacion y la presion del fluido respectivamente.
Las ecuaciones (2.7) y (2.8) son las condiciones de borde e inicial respectivamente.

Para estudiar la existencia de soluciones débiles del problema de valor de borde-inicial (2.4)-(2.8),
es necesario obtener una formulacién variacional (o débil) del problema.

2.2. Formulacion variacional del problema

Si u,w,p, son funciones que satisfacen (2.4)-(2.8) con f € L2(0,T;V’') y g € L*(0,T; H1()),
tomando el producto interno de (2.4) y de (2.5) con funciones test v € V y z € H} () respectiva-
mente, se tiene

(ue(t), v) = (4 x)(Au(t), v) + (u(t) - Vu(t), v) + (Vp(t), v) = x(rotw(t),v) = (f(1),v), (2.9)
J{wi(t), 2) = v(Aw(t), 2) + j(u(t) - Vw(t), 2) + 2x(w(t), 2) — x(rot u(t), z) = (g(t), 2). (2.10)

Para el segundo término de (2.9) y (2.10), usando la férmula de Green dada en Lema 1.4 y
observando que v € V y z € H}(2), se obtiene

~0ut, o) = (0T, o) - [ B Wiz = (4 0(Tu(t), Vo), (210
A2y = AV, V2 — [ 2D g - (), ). (2.12)

F@n

Aplicando el Lema 1.5 y observando que v € V, se obtiene

(Vp(t),v) = —(p(t),dive) + /Fp(t)'vndm =0. (2.13)
También, observar que
(we(t),v) = = ?;:( d:c—/ 5 u(z, t)v(z))dz (Z/Qu(a;,t)v(x)dm,
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por lo tanto,

(a(),0) = 2 (u(0),0). (2.14)
De manera andloga, se obtiene que
(wn(t),2) = S w(t), 2). (215)

Asi, reemplazando (2.11), (2.13)-(2.14) en (2.9) y (2.12), (2.15) en (2.10), se obtiene

%(u(t), v) + (14 x)(Vu(t), Vo) + (u(t) - Vu(t), v) = x(rotw(t),v) = (f(t),v),
j%(w(t), 2) + 9 (Vw(t), Vz) +j(u(t) - Vw(t), z) + 2x(w(t), z) — x(rotu(t),z) = (g(t),2),

para todo (v,z) € V x H}(Q).

Luego, una formulacion variacional (formulacién débil) del problema (2.4)-(2.8) es: Dado f €
L2(0,T; V') y g € L*(0,T; H Y(Q)), hallar w € L2(0,T; V), w € L*(0,T; H}(Q)) satisfaciendo

%(u(t}, v) + (14 x)(Vu(t), Vo) + (u(t) - Vu(t), v) — x(rot w(t), v) = (f(t),v), (2.16)

j%(w(t)a z) +7(Vw(t), V) + j(u(t) - Vw(t), z) + 2x(w(t), 2) — x(rot u(t), 2) = (9(t), 2), (2.17)
u(0) = 0, w(0) =0, (2.18)
para todo (v,z) € V x H}(Q) y en el sentido de distribuciones sobre (0, T').
Observacion 2.1 Se dice que (2.16)-(2.17) es satisfecho en el sentido de distribuciones sobre
(0,T) si para todo v € C§°((0,T)) se verifica
T T T
|ttt + 0 [ (Fute), oy + [ vuto. ot
T T
—x [ (rotw(. vy = [ (£, w0

i [t ea o [

T

T
(Vw(t), Vz)(t)dt + j/o (u(t) - Vw(t), z)(t)dt

T T T
12y /O (w(t), =)(t)dt — X /0 (ot u(z), =) (t)dt = /0 (9(2), 2)(t)dt.

A continuacién es dada la definicién de solucién débil.

Definicién 2.1 (Solucién débil)

Dadas f € L2(0,T;V') y g € L?>(0,T; H~1(Q)), una solucion débil del problema (2.4)-(2.8) es un
par de funciones (u,w) € L%(0,T; V) x L*(0,T; H}(2)) satisfaciendo la formulacién variacional
(2.16)-(2.18).
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2.2.1. Existencia y unicidad de soluciones débiles

A continuacién se enuncia el resultado de existencia y unicidad de soluciones débiles del problema
(2.4)-(2.8).

Teorema 2.1 (Ezistencia y unicidad de soluciones débiles)

Sea Q C R? un dominio acotado con borde T' de clase C? y sean las funciones f € L?(0,T;V')
y g € L2(0,T; H-Y(Q)). Entonces, existe una tinica solucion débil (u,w) € W x W del problema
(2.4)-(2.8).

Demostracién: Demostrar la existencia de una unica solucién débil del problema (2.4)-(2.8), por
la Definicién 2.1, es equivalente a demostrar que el problema variacional (2.16)-(2.18) tiene una
Unica solucién, para lo cual se usara el método de Faedo-Galerkin.

FExistencia:

Por Observacién 1.14, los espacios V y H&(Q) son espacios de Hilbert separables, entonces exis-
ten sucesiones de elementos linealmente independientes {¢, @s, ..., @, ...+ de V y {é1,¢9,...,
Gm, - - - } de HE(Q) que forman una base hilbertiana para V y HE(Q) respectivamente.

Sean V,,, C V y W,,, C H}(£) los espacios finitos dimensionales generados por {¢1, @, ..., @m} ¥
{¢1,02,...,bm} respectivamente. Para cada nimero entero m fijo, se definen funciones u™ € V,,
y w™ € W, como

u(,t) = Y aim(D)i(x), W@, ) =Y Bn(t)di(x), (2.19)
i=1 =1

donde @, (t), Bim(t) son funciones diferenciables, tales que (u™,w™) sean soluciones aproximadas
del sistema (2.16)-(2.18), esto es, (u™, w™) satisfacen el siguiente sistema

%(um(t),v) + (pu+ x)(Vu™(t), Vo) + (u™(t) - Vu'"(t),v) — x(rot w™(t),v)
= (f(t),v), Yv € Vy, (2.20)
i %W(t% 2) + (V™ (t), V) + j(u™ (1) - Vw™ (1), 2) + 2x(w™ (t), 2)
—x(rotu™(t),2z) = (g(t), 2), Vz € Wy, (2.21)
u™(0) =0, w™(0) =0. (2.22)

Se demostrara que existe una solucién (u™,w™) de (2.20)-(2.21).

Las ecuaciones (2.20)-(2.21) son equivalentes al conjunto de 2m ecuaciones

(u"(t), ;) + (p+ ) (VU™ (1), Vi) + (w™(t) - Vu™(t), ;) — x(rot w™ (), ¢;)

= (f(t), ), j=1,...m, (2.23)
J{wi™(£), 5) +v(Vw™(t),V;) + j(u(t) - Vw™ (1), d;) + 2x(w™ (1), ¢;)
_X(IOt um(t)7¢j) = <g(t)7¢j>) Jj=1..,m. (224)
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Reemplazando (2.19) en (2.23)-(2.24), se obtiene

i}(%%)a’- + (1 +x) il Vi, Vo, )ain(t) + él @i+ Vepr, @;) i (L) g (1)
—xf}(mt i) Bim(t) = (F(t). ), G =1,....m, (2.25)

ji(qﬁi,@)ﬁ- +7§; Vi, Vé;)Bim(t) + lil(% VBp, &) tim (£) B (¢)
+2X§(¢i>¢j)ﬁim(t) - xi(rot @i 0j)cuim(t) = (g(t), ¢5), 5 =1,....m, (2.26)

los cuales forman un sistema de ecuaciones no lineales de primer orden para las m componentes
im (t) de u™(x,t) y las m componentes S, (t) de w™(x,t) con 1 <i<myte0,T].

Como los elementos {1, @a, ..., @m}s {61, P2,...,Pm}, son linealmente independientes, entonces
las matrices con entradas aj; = (¥;, ;) ¥ bji = (¢4, ¢;j) son no singulares, entonces invirtiendo las
matrices (aj;) y (bji), el sistema (2.25)-(2.26) puede ser reescrito en la forma

m m
t) + Z Cijajm + Z dz]é ajm aﬁm + Z 61]5]771 = Z hij <f(t)a (pj>7 (227)
Jj=1 jl=1 j=1 j=1
m m m
t) + Z éijﬁjm + Z dzgﬂ ajm Bﬁm + Z élja]m = Z hij <g(t)’ ¢j>a (228)
7=1 =1 j=1 j=1
para i =1,...,m, donde Cij, dijg, €ij, hl‘j, é,‘j, Czijg, éij, iLij € R.

Teniendo en cuenta (2.19), la condicién (2.22) es equivalente a 2m ecuaciones

Qim(0) = (u™(0), ;) = 0, Bim(0) = (W™(0), ;) =0, ¥i=1,...,m. (2.29)

Por lo tanto, el sistema diferencial no lineal (2.27)-(2.29) tiene una solucién maximal definida sobre
algun intervalo [0, t,,]. Si t,, < T, entonces ||u"(t)|| deberia a tender a 400 cuando t — t,,, pero
més adelante serd probado que {u"} es una sucesién acotada en L>°(0.7; H), por lo tanto, t,, = T.
Asi, las soluciones (aim, - - -, @mm) ¥ (Bim, - - -, Bmm) €xiste sobre [0, T, lo cual implica que existe
(u™, w™) satisfaciendo el sistema (2.20)-(2.22).

La solucién débil de (2.4)-(2.8) sera determinada como el limite de la sucesién de soluciones apro-
ximadas {(u™,w™)} del sistema (2.20)-(2.22).

Para poder pasar al limite en (2.23)-(2.24), para las funciones u", w™ hallaremos estimaciones a
priori independientes de m.

Estimaciones a priori:
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Multiplicando la ecuacién (2.23) por la funcién o, (t) v la ecuacién (2.24) por la funcién S, (t)

v luego sumando estas ecuaciones para j = 1,--- ,m, obtenemos
m m
(" (1), > ajm(t)e;) + (1 + X)( Zajm WVeps) + (™ () - V™ (1), Y ajm(t)p;)
j=1 j=1

j<wt<>Zﬁgm< )¢;) + v (Vu™ Zﬁgm (V) + (w™(t) - V™ (1), > Bim(t)d;)
j=1 7=1 J=1

+2x(w Z Bim (%) (rot u™ Z Bim(t) = (g(t), Z Bim()95),

y teniendo en cuenta la definicién dada en (2.19), se obtiene

(" (), w™ () + (p + ) (V™ (t), Vu (1)) — x(rot w™ (£), u™ (1)) = (f(
J{wi™ (t), w™ (t)) + y(Vw™ (t), Vw™ () + 2x(w™(t), w™(t)) — x(rot u™ (t), w™
(

Debido a (1.61), de (2.30) y (2.31), se deduce que

SO + (4 0w OF = xrobw™ (1), w™(5) + (F(1),w™ (D), (2.52)
Lm0 + ol ()3 + 2xw™ P = xCrotaw™ (1), w™ (1)) + {g(0), w™ (1) (2:33)

Sumando (2.32)-(2.33) y observando (1.32), esto es, (rot w™,u"™) = (rot u™,w™), se obtiene

5 7 " @1 + 7llw™ 1) + (1 + 0™ O + ™ @)l + 2x[w™ @)1

= 2x(rot w™ (1), w™(t)) + (f(t), w™ (1)) + (9(t), w™ (1)),
lo cual implica

d

@1 + 3llw™ OF) + 201 + 0 [w™ Ol + 2v]w™ @) + Dellw™ @]

< dx|(rot w™ (8), w™ (8))| + 2| (F (), w™ (£)) + (g(t), w™(2))]. (2.34)

A seguir se acotan los términos del lado derecho de (2.34). Teniendo en cuenta (1.35), aplicando
la desigualdad de Holder (1.17) y la desigualdad de Young (1.16), se tiene

4x|(rot u™ (1), w™(t))] 4x[rot w™ ()| w™ ()] < xV2/[Vu™ (@) w™ (1)]

4x[lu™ (O v V2l O < 2xu™ O + 4xllw™ O] (2.35)

VARV
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Por otro lado, usando la desigualdad de Holder y Young, se obtiene

2[(f (), w™ (1)) + (g(t), w™(1))] 2([1 £ @) v ™ @) llv + gl -1 lw™ ()] 1)
1 m 1
ﬁHf(t)H%n +pllu™ (@)Y + 5\\9(0\\%71

+llw™ @)1, - (2.36)

IN

IN

Por lo tanto, reemplazando (2.35)-(2.36) en (2.34), se tiene
(@1 + 3™ OF) + plu™ O + vllw™ @l < ;Hf(t)\l%/f + ;llg(t)lﬁrl- (2.37)

Integrando (2.37) con respecto a t € (0,T) y observando (2.22), se obtiene
' 2 ! 2
[a™ ()17 + jllw™ (#)]]* + M/O [ (s)l[vds + 7/0 [[w™ ()| g2 ds
I 2 I 2
< = | NFGlvds + = [ Nlg(s)lz-ds. (2.38)
H Jo Y Jo

Como Hf(t)H%,, >0y Hg(t)H%,_1 > 0, se tiene que

1 [t ) 1 [t ) 1 [T ) 1 (T )
1 / 1£(5)ll3ds + / lg()|1%rds < — / 1 £(5)l3ds + / l(8)[2,ds < C.
HJo Y Jo H Jo Y Jo

luego, (2.38) implica

t t
lu™ @)1 + jllw™ @)1 +M/O lu™ (s)[13ds +'y/0 lw™ (s)[|Fpds < C. (2.39)
Asi, de (2.39), se deduce que sup [Ju™(#)||> < C, sup [w™(t)|* < C, esto es,
te[0,7) t€[0,77]
™l ra < Cs w™ | e r02(0)) < C-
Por lo tanto,
la sucesién {u™},,>1 es acotada en el espacio L>°(0,7; H), (2.40)
la sucesién {w™},,>1 es acotada en el espacio L>(0,T; L*(Q)). (2.41)

Ahora, integrando (2.37) con respecto a t de 0 a T', se obtiene

T T
Hum(T)H2+J‘me(T)HZ+u/O Hum(S)H%fder’Y/o ™ ()17, ds

1 [T ) 1 [T )
< - 1 F(s)llvds + — 19(s)Iz7-1ds < C, (2.42)
mJo Y Jo
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de donde se deduce que

T T
o[ @lRds sy [ un@)lds < o
0 0
lo que demuestra que

la sucesién {u™},,>1 es acotada en el espacio L2(0,7;V), (2.43)

la sucesién {w™},,>1 es acotada en el espacio L?(0,T; H} (). (2.44)

En lo que sigue se demostrara que:

{ul};,>1 es acotada en L2(0,T; V') y {wl*}m>1 es acotada en L?(0,T; H1(2)), para lo cual se
procede como sigue.

De las ecuaciones (2.20)-(2.21), se tiene

(w'(t),v) = —(p+x)(Vu™(t), Vo) — (u™(t) - Vu™(t),v) + x(rot w™ (t),v)
HF(),v), (2.45)
Jwi"(t),z) = —y(Vw™(t), Vz) — ju™(t) - Vw™(t), z) — 2x(w™ (1), 2)
+x(rot u™(t), z) + (g(t), 2), (2.46)

Observando (1.38) y aplicando la desigualdad triangular, (2.45)-(2.46) implican

(i (1),0)] < (p+X)|(Vu™ (), Vo)l + |(u™(t) - Vo, u™(1))] + x|(rot w™(t), v)]

+[(f (1), v), (2.47)
Jw (@), 2)| < A(Vw™ (), V2)| 4+ 4|(u™ () - V2, w™(#))] + 2x|(w™(2), 2)]|
+x|(rot w™ (), 2)[ + [(g(t), 2)]- (2.48)

A continuacién se acotan los términos del lado derecho de (2.47). Aplicando la desigualdad de
Holder (1.17), (1.36) y la desigualdad de Poincaré (1.18), se tiene

[(ui* (), )] < (u+)u™OlvIvlv + ™ @)1avlv + Cllw™ Ol g llvllv
HF Ol v llvllv. (2.49)

Considerando (1.21) de Lema 1.2, la desigualdad de Young (1.16) y (2.40), observar que
lw™(@)|Fallvllv - < V2[u™ O™ @®)]v]vlv < Clu™@)lvlvllv. (2.50)
Reemplazando (2.50) en (2.49), se tiene
[(ui*(t), )] < Cllu™@)[lv]lvllv + Cllw™ @)l g lvllv + 1 £ @) lv lvllv. (2.51)

Aplicando la definicién de norma en V', de (2.51) se obtiene

[ui*(O)lv = sup [(w"(t), v)] < Cllu™(B)llv + Cllw™ Ol gy + [1F (©)][v- (2.52)

lvllv<t
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Luego, aplicando la desigualdad de Young (1.16) al lado derecho de (2.52), se tiene
lui* @1 < CUu™OIF + lw™ Ol + 1FO1R). (2.53)

Integrando (2.53) con respecto a t de 0 a Ty teniendo en cuenta (2.43)-(2.44), se obtiene

T T T T
| s SC{AIWWﬂ&®+AHW%M%%+AHNMW%>SG

lo que demuestra que
la sucesién {uf"},,>1 es acotada en el espacio L%(0,T;V’). (2.54)

Andlogamente, se acotan los términos del lado derecho de (2.48). Aplicando la desigualdad de
Holder (1.17), (1.21), (1.35) y la desigualdad de Poincaré (1.18), se tiene
[(wi® (), )] < Cllw™ Ol 20y + ™ Ollws 2]l g o™ @)l s + Clw™ @ 215
O™ @)Vl g + Cllg@) [ a—11l2]l g
Cllw™ @)l g + ™ OlV)l2l g + ™ @Olles 2] g llw™ (@)]] s
+ClgOl 1121z - (2.55)

IN

Considerando (1.21), la desigualdad de Young (1.16), (2.40) y (2.41), observar que

la™ @)l ll2l] g o™ @) ls - < V2O IVU™ 12 2] g 0™ O™ (0]

< V2| O 2l ™ 011
< C(lum®llv + o™ @) ) 12l - (2.56)

Reemplazando (2.56) en (2.55), se tiene
[(wi*(t),2)] < CUlw™ Oy + lu™OlV)Izlmg + Clg@Ol -1z - (2.57)
Aplicando la definicién de norma en H (), de (2.57) se obtiene

lw" )1 = sup  [(wi"(t), 2)] < C([[w™ )l gy + ™ @)lv + g z-1),

21l 7y <1
y aplicando la desigualdad de Young (1.16), se tiene
lw"@)lF— < CUw™ @)l + [u™OIF + lg@®lF-)- (2.58)

Integrando (2.58) con respecto a t de 0 a T' y teniendo en cuenta (2.43)-(2.44), se obtiene

T T T T
[ <o [ ureiyas+ [ e+ [ lgsi-as) <o
lo que demuestra que

la sucesién {w(™},>1 es acotada en el espacio L2(0,T; H™(Q)). (2.59)
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Por lo tanto, de (2.43)-(2.44) y (2.54), (2.59), se tiene que

la sucesién {u"},,>1 es acotada en el espacio W, (2.60)

la sucesién {w™},,>1 es acotada en el espacio W. (2.61)

Paso al limite:

De (2.40)-(2.41), (2.43)-(2.44) y teniendo en cuenta Observacién 1.11, se deduce la existencia de
un elemento u € L*°(0,7; H) NL2(0,7; V), un elemento w € L*°(0,T; L*(Q)) N L?(0, T; HY () v
subsucesiones {u™ }>1 de {u™}s1, {W™ st de {w™} st tales que cuando m’ — oo,

u™  —  wu débil-x en L(0,7; H), (2.62)
w™  —  w débil-x en L=(0,T; L*(9)), (2.63)
™ = w débil en L%(0,T; V), (2.64)
w™  —  w débil en L*(0,T; H} (). (2.65)

Por el Teorema 1.3 se tiene que las inmersiones W — L2(0, T; H), W — L?(0,T; L*(f)) son cam-
pactas, entonces observando (2.61)-(2.61), cuando m’ — oo, se tiene las siguientes convergencias

u™ - u fuerte en L%(0,T;H), (2.66)

’

w™  — w fuerte en L*(0,T; L*(Q)). (2.67)
También, de (2.54) y (2.59), cuando m’ — oo se obtiene que

ul’  —  uy débil en L2(0,T; V'), (2.68)
w™ = w débil en L*(0,T; HH(Q)). (2.69)

Para poder pasar al limite en las ecuaciones (2.23)-(2.24), se consideran las funciones escalares ¢ €
C>°([0,T]). Entonces, multiplicando (2.23)-(2.24) por (t) e integrando con respecto a t € [0, 7],
se tiene

T T T
/ (" (1), @, ()t + (1 + ) / (V™ (), Vi, )ob(t)dt + / (u™(t) - V™ (1), ;) () dt
0 0 0
T T
—x [ otwm e utde = [ (50000t (2.70)

T

T T
J/O <w?(t)7¢j>w(t)dt+v/0 (Vwm(t),Véj)w(t)dtﬂ/o (w™(t) - Vw™(t), ¢5)¢(t)dt

T T T
+2X/0 (wm(t)7¢j)¢(t)dt—x/(J (rotum(t),cﬁj)w(t)dt:/o {9(t), pj)ib(t)dt. (2.71)

Las convergencias (2.68) y (2.69), significan que

/( (), v(t))dt — / wg(t), v())dt, Yo € L2(0,T; V), (2.72)
0

/0< (1), 2()dt — / wi(t), 2())dt, V= € L2(0,T; HL(Q). (2.73)

28



Como ¢; € V, ¢; € Hy() y 1 € C°([0,T]) se tiene que p,4(t) € V.C Hy ¢jip(t) € Hy(Q) C
L?(2). Entonces, reemplazando v = pjby 2 = ¢ en (2.72) y (2.73) respectivamente, para
m = m/ — oo, se obtiene

T T
/ (W (), @) (E)dt - / (ur(), ) (8)d, (2.74)
0 0
T T
/ (Wl (1), ;)0 (0)dt / (wr(t), dy)o(t)dt. (2.75)
0 0

De (2.64)-(2.65), se deduce que Vu™ — Vu y Vw™ — Vw en la topologia débil de L2(0,T; H)
y L2(0,T; L%(Q)) respectivamente, lo cual por (1.51), para m = m’ — oo implican que

T
/(Vu (t),v(t))dt — / (Vau(t),v(t))dt, Yo € L?(0,T; H), (2.76)
0

T
/(Vw (t),z(t)dt — / (Vw(t), z(t))dt, Yz € L*(0,T; L*(Q)). (2.77)
0

Como Vep; € H, V¢; € L2(Q) y ¢ € C*([0,T]) se tiene que V() € Hy Voj(t) € L2(9).
Entonces, reemplazando v = V¢ y 2 = V¢;1p en (2.76)-(2.77), para m = m’ — oo se deduce
que

T T
/0 (Vu™(t), Ve, )o(t)dt — /0 (Vu(t), Vi, )i(t)dt, (2.78)
T T
/0 (Vw™(t),Vo;)p(t)dt — / (Vw(t), Vo) (t)dt. (2.79)
Por Lema 1.11 y las convergencias (2.64)-(2.67), para m = m’ — oo se obtiene
/T< () Ve (8), o()dt — / w(B)dt, Yo € LX0,T: V), (2.80)
0

T /7
j/o (W™ () - V™ (), 2(6))dt — g/o (w(t) - Vw(t), =(t))dt, W= € L2(0, T; HA(9). (2.81)

Como @; € V, ¢; € Hy() y 1 € C>([0,T)) se tiene que p,4(t) € V.C Hy ¢;1p(t) € Hj(Q) C
L?(€2). Entonces, reemplazando v = ¢, y z = ¢;1 en (2.80) y (2.81) respectivamente, para
m =m’ — 0o, se obtiene

T
| - vura.epuni - / 1), @b, (282)
T
i [ @ e o0~ /0 (u(t) - Vut), 6 (1)t (2.83)
De (2.64)-(2.65), se deduce que rotu™ — rotw y rotw™ — rotw en la topologfa débil de
L?(0,T; H) y L%(0,T; L%(9)), lo cual por (1.51), para m = m' — oo implica que
T
/ (rot w™ (t),v(t))dt — / (rot w(t), v(t))dt, Yv € L*(0,T;H). (2.84)
0
T
/ (ot w™ (), z(t))dt — / (rot w(t ))dt, Vz € L*(0,T; L*(Q)), (2.85)
0

29



Como ¢; € V, ¢; € Hy() y 1 € C°([0,T]) se tiene que p,4(t) € V.C Hy ¢jip(t) € Hy(Q) C
L?(2). Entonces, reemplazando v = pjby 2 = ¢ en (2.84) y (2.85) respectivamente, para
m = m/ — oo, se obtiene

T T
| Gotwmnepuar [ ol o) i (2:86)
0 0

T T
| Govumo.6u0a [ otute) o (2.87)
0 0

Por la convergencia (2.67) para m = m’ — oo, se sigue inmediatamente que

/0( " (), tydt — / (2.88)

Teniendo en cuenta las convergencias (2.74)-(2.75), (2.78)-(2.79), (2.82)-(2.83) y (2.86)-(2.88), el
paso al limite en (2.70)-(2.71) cuando m — oo, proporcionan las siguientes igualdades

T T T
/ (ue(t), @) (B)dE + (1 + ) / (Vau(t), Voo, yt)di + / (u(t) - Vu(t), ;)i ()dt
0 0 0

T T
X /0 (rot w(t), ;)i (£)dt = /0 (F(8), ) b)dt, (2.89)
T

T T
j / (wn(t), &) ()dt + / (Vw(t), Vo, )(t)dt + j / (ult) - Veo(t), 6;)(t)dt
0 0 0

T T T
12y / (w(t), 6;)b(t)dt — x / (ot w(t), )b t)dt = / (9t), o)t (2.90)

Las igualdades (2.89)-(2.90) se mantienen para cada j, lo cual permite escribir por un argumento
de linealidad:

T T T
/ (e (£), ) (B)dE + (1 + ) / (Vu(t), Voyb(t)d + / (u(t) - Vult), o) (t)dt
0 0 0
T T
y /0 (rot w(t), v)(t)dt = /0 (1), v} (2) dt, (2.91)

T

T T
j /0 (wn(t), 290(t)dt + /0 (Vu(t), V=) (t)dt + j /0 (u(t) - Tw(t), 2)(t)dt

T T T
+2y /O (w(t), 2)b(t)dt — /0 (rob w(t), 2)(t)dt — /0 (g8, )bt (2.92)

para cada v y z que son combinaciones lineales finitas de los ¢;, ¢; respectivamente (esto es,
v € Vi v z € Wy, para algun k). Ademds, como cada término de (2.91)-(2.92) dependen lineal y
continuamente de v y z para la norma de V y Hg(Q) respectivamente, por continuidad se sigue
que (2.91)-(2.92) son validas para todo (v,2) € V x H}(Q).
En particular, considerando ¢ = ¥ € C5°((0,7")), de (2.91)-(2.92) se deduce que
d
2 (w(0), ) + (u+X)(Vu(?), Vo) + (u(?) - Vu(t), v) = x(rot w(t),v) = (f(t), v), (2.93)
d .
I (w(t), 2) +7(Vw(?), Vz) + j(u(t) - Vw(?), 2) + 2x(w(?), 2) — x(rotu(t), 2) = (9(t), ), (2.94)
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para todo (v, z) € V x H}(Q2), vélidas en el sentido de distribuciones sobre (0,7, lo que demuestra
(2.16)-(2.17).

Finalmente, como 0 = u™(0) — «(0) y 0 = w™(0) — w(0), cuando m — oo, entonces u(0) =0y
w(0) = 0.

Unicidad:

Sean (u!(t),w!(t)) y (u?(t),w?(t)) dos soluciones de (2.16)-(2.18), entonces se tiene
(u (8),v) + (n+X) (V' (1), Vo) + (u' (t) - Vu' (1), v) — x(otw' (t),v) = (f(t),v),  (2.95)
(ui(t),v) + (n+x)(Vu?(t), Vo) + (u?(t) - Vu?(t),v) — x(rotw?(t),v) = (f(t),v),  (2.96)

para todo v € V, u!(0) = 0 y u?(0) = 0.

Jwi (8), 2) +y(Vw' (1), Vo) +5(u' (1) V' (1), 2) +2x(w' (2), 2) = x(vot ' (t), 2) = (g(t), 2), (2.97)

J{wi (), 2) + (Vw?(t), Vo) +5(w?(t) - Vw?(t), 2) +2x (w?(t), 2) = x(rot w?(t), 2) = (g(t), 2), (2.98)
2

para todo z € H}(2), w'(0) = 0 y w?(0) = 0.

Denotando @(t) = u'(t) — u?(t) y w(t) = w'(t) — w?(t) y haciendo la diferencia de (2.95)-(2.96) y
la diferencia de (2.97)—(2.98) se obtiene

(i(t),v) + (1 + x)(Va(t), Vo) — x(rot w(t), v)

= (u’(t) - Vu*(t),v) — (u'(t) - Vu' (1), v), (2.99)
J(@i(t), 2) +v(Vo(t), Vz) + 2x(w(t), 2) — x(rot u(t), 2)

= j(u?(t) - Vui(t), 2) — j(u'(t) - Vw'(?), 2), (2.100)

para todo (v,z) € V x H}().
Observar que

(u®(t) - VU2 (t),v) — (u'(t) - Vul(t),v) = —(u'(t)-

J(u?(t) - V' (), 2) — j(u' () - Vw' (1), 2)

I
|
<
—~
—~
g
=
—~
~
~—
|
g
[\
—~
~
~—
—_ —
<
g
[\
~
~—
N
~—

= —j(@t) - Vu?(t),2) - j(u'(t) -
Reemplazando (2.101) en (2.99) y (2.102) en (2.100), se tiene

(@(t),v) + (1 + x)(Va(t), Vo) — x(rot w(t),v) = —(a(t) - Vu?(t),v)
—(u'(t) - Va(t), v), (2.103)
Jwe(t), 2) + (Vo (t), Vz) + 2x(0(t), 2) — x(vot a(t), z) = —j(a(t) - Vw?(t), z)
—j(ul(t) - Va(t), 2), (2.104)
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para todo (v,z) € V x H}(Q).
Haciendo v = u(t) y z = w(t) en (2.103) y (2.104) respectivamente, observando (1.39) y (1.61), se
obtiene

%%HM )2+ (u+x)a)3 — xrotw(t), at)) = —(a(t) - Vul(t), at), (2.105)
;dt“w( 1> +~llw(t )||H1 + 2x||w(t)||> = x(rot @w(t), w(t)) = —j(@(t) - Vw?(t),w(t)). (2.106)

Sumando (2.105)-(2.106) y observando (1.32), esto es, (rot w(t), w(t)) = (rot u(t),w(t)), se obtiene

S S+ SO + (4 a0 + B0 + 20 0)]?

= 2x(rot a(t), w(t)) — (u(t) - V' (), u(t) — j(a(t) - Vw?(t), o (t)),

y aplicando la desigualdad triangular, se sigue

L (o) + 10O + 20+ )OI + 211000 3+ dxllo(1)
< 4x(rot a(t), w())] + 2|(a(t) - Ve2(t), a())] + 2j](a(t) - Va2 (t), (1) (2.107)

A seguir se acotan los términos del lado derecho de (2.107). Teniendo en cuenta (1.35), aplicando
la desigualdad de Holder (1.17) y la desigualdad de Young (1.16), se tiene

dx|lrot a(t)|||@(t)]| < 4xV2|[Vat)|l|a ()]
Axlla(t)lv V2] < 2xllat)|R + dxllo)]*. (2.108)

4x|(rotu(t), w(t))] <
<

Aplicando la desigualdad de Holder (1.17), (1.21) y la desigualdad de Young (1.16), se tiene

2(a(t) - Vi (), u®)| < 20a@)lilu*®)lv < 2v2lla@)lla@)lviiv?@)|v
< plla®)|y + Culla@®)|?llu @)1, (2.109)

por otro lado,

2j|(a(t) - Vw?(t), w(t))| 2j1@(t) s w? (@)l @ (1) e

< 2V2jl|la()2 )y Ol o1l
< V2w g (la® @)l + @@ @) )
<

plla®% + Culla® w17 + 2v1@ )17,
+5 5w ()| w? ()17, - (2.110)

Reemplazando (2.108)-(2.110) en (2.107), se tiene

CZ(IIU( WP +illw@)?) < Culla@®)P(lu® @R + 1w (@)l17,) + 50 1@ [lw? @)1,
< Cua(l?O1% + [ Ol (@l + jllw@)]),

N
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y denotando ®(t) = C,,([|[u?(t)|3 + sz(t)leﬁll)’ se obtiene
0

%(\Iﬁ(t)llerjllw(t)\\Q) < e (la@®)| + jllw@)|?),

y entonces,
%(Ilﬁ(t)ll2 +ila®)|)?) - e@)(la®)|? + jllo@?) < o. (2.111)

Un factor integrante para el lado izquierdo de (2.111) es h(t) = e~ Jo @(s)ds , asi, multiplicando
ambos lados de (2.111) por h(t), se obtiene que

4

i (820 aP + i) <o (2.112)

Integrando la desigualdad (2.112) con respecto a t, para t € (0,7") y observando que u#(0) =0y
w(0) = 0, resulta

e B (@) + 5 [ a(t)?) < 0. (2.113)
Puesto que la funcién exponencial siempre es positiva, de (2.113) se deduce
la@®)|? +j @@ <0 = [a@®] =0y o) =0,

lo cual implica w(t) = 0 y w(t) = 0, esto es, ul(t) = u?(t) y wl(t) = w?(t) para todo t € (0,T), lo

que demuestra la unicidad de soluciones.
|
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Capitulo 3

Problema de control para ecuaciones
de fluidos micropolares

En este capitulo se estudia un problema de control asociado a las ecuaciones de fluidos micropolares
no estacionarias con condiciones de borde Dirichlet homogéneas.

En la teoria de fluidos micropolares, un caso especial se presenta cuando la microrotacién w esta
restringida por w = rot w. Si en el sistema (2.4)-(2.8) se reemplaza w por rot u, el sistema se reduce
a las ecuaciones de Navier-Stokes.

Considerando un control de tipo distribuido representado por un campo externo, el objetivo del
problema a estudiar, es controlar un campo externo cuya accién transforme el fluido micropolar
en un fluido de Navier-Stokes.

Como en Capitulo 2, se consideran los espacios de funciones

L*(Q) = {g:Q—=R; gesmedibley / l9(z)|?dx < o0},
Q

Hy(Q) = {z€ H'Y(Q); z =0 sobre I'},
H = {ucLl?Q);divu=0 enQyu-n=0sobreI'},
V = {ucHQ);divu=0 en Q},

W = {ucL?0,T;V); u; € L*0,T;V')},

w

= {we L*0,T; H}(Q)); wy € L*(0,T; H1(Q))}.

De aqui en adelante, la constante C' > 0 representara una constante genérica que podra tomar
diferentes valores.

3.1. Formulacién del problema de control

Con el prop6sito de estudiar un problema de control, para el caso especial cuando la velocidad
microrotacional w sea lo mas préxima posible al rot u, se define el funcional .J : L2(0, T; L?(Q2)) — R
como

T
J(g) = 2/0 llwg (t) — rot uy ()] 2dt,
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donde (ug, wy) es una solucién débil del sistema (2.4)-(2.8).

Ademads, se considera

(i) Los campos externos f € L2(0,T; V') y g € L?(0,T; L?(f2)), donde g es un control de tipo
distribuido.

(i1) El conjunto B, = {g € L*(0,T; L*(Q)); |lgll1207:12(0)) < 7}, para todo 7 > 0.
Entonces, con las consideraciones (i) — (ii), se formula el siguiente problema de control éptimo.

Problema 1. Hallar un campo externo g € B, tal que minimice el funcional

1

T
Ho) =5 [ lwgft) = rotuy (1) P (31)

sujeto a que (ug,wy) € L%(0,T;V) x L?(0,T; H}(2)) sea una solucién del sistema (2.16)-(2.18)
correspondiente a g, esto es, (ug, wy) satisface

& aag(1), 0) + (1 ) (Vatg (1), V) + (g (1) - g (1), 0) — x(rot (1), 0)

= (f(t),v), Vv eV, (3.2)
2y (1), 2) 41V (1), V2) + oty () - Faug(8) 2) + 2x(uy (1), 2) — x{rotaug (1) 2

= (g(t), 2), Vz € Hy(%), (3.3)
1,(0) = 0, w,(0) = 0, (34

en el sentido de distribuciones sobre (0,7).

3.2. Existencia de una solucion optima
Para el Problema 1, se define el conjunto de soluciones admisibles como sigue:

Sad ={9 € Br; J(g) <00y (ug,wy, g) satisface el sistema (3.2)-(3.4)}.
Definicién 3.1 Se dice que g* € Suq es una solucion dptima del sistema (3.1)-(3.4) si

J(g7) = min J(g). (3.5)

El siguiente resultado establece que el problema de control (3.1)-(3.4) tiene al menos una solucién.

Teorema 3.1 Bajo las hipdtesis del Teorema 2.1 el problema de control (3.1)-(3.4) tiene al menos
una solucion g* € Suq.

Demostracion:
Por el Teorema 2.1, para g € L?(0,T;L%*(2)) existe (ug,wy) € L2(0,T;V) x L*(0,T; H}(Q))
satisfaciendo (3.2)-(3.4), lo cual implica que el conjunto S,4 es no vacio. Ademds, dado que el
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funcional J es acotado inferiormente, entonces existe una sucesién minimizante {¢™ }y>1 C Sad
tal que

Jlim J(g"™) = ,of 7 (9); (3.6)
y (u), wy', g™) € L?(0,T; V) x L*(0,T; Hy () x L*(0,T; L*(2)) satisface (3.2)-(3.4), esto es,
g (1),) + (- ) (Vg (1), Vo) + (g (1) - Vg (1), v) — x(rot (1), v)
= (f(t),v), Vv eV, (3.7)
j%(w;n(t), 2) +v(Vwg'(t), Vz) + j(ug'(t) - Vwg'(t), 2) + 2x(wy' (t), 2) — x(rot uy'(t), 2)
= (gm(t)v z)v Vz e H& (), (3'8)
uy'(0) = 0, wg'(0) =0, (3.9)

en el sentido de distribuciones sobre (0,7).

Observando (3.7)-(3.9), analogamente como en la demostracién del Teorema 2.1 (ver (2.20)-(2.22),
(2.64)-(2.69)), se puede demostrar que existe (u*,w*) € L2(0,T; V) x L2(0,T; H}(Q)) tal que

u) —  u* débil en L*(0,7; V), (3.10)
wy* — w* débil en L*(0,T; Hy (1)), (3.11)
uy" — u” fuerte en L2(0,T; H), (3.12)
wy* — w* fuerte en L*(0,T; L*(9)), (3.13)
uli — uj débil en L*(0,7; V'), (3.14)
wpt — w; débil en L*(0,T; H~'()). (3.15)

Ademads, como {¢g"}m>1 C By, entonces {¢g" }m>1 es acotada, luego existe una funcién ¢g* € B, C
L%(0,T; L?(2)) tal que cuando m — oo, se tiene

g™ — g* débil en L*(0,T; L*(Q)). (3.16)

Usando las convergencias (3.10)-(3.16) y pasando al limite en (3.7)-(3.9), como en el Teorema 2.1,
cuando m — oo se obtiene que

d

dt
j%(W*(t), 2) +y(Vw*(t),Vz) + j(u*(t) - Vw*(t), z) + 2x(w*(t), z) — x(rot u*(t), z) = (¢*(¢), 2),
u*(0) =0, w*(0) =0,

(w(1),v) + (n+ x) (VU (1), Vo) + (u'(t) - Vu' (), v) = x(rot w'(t), v) = (f(t),v),

para todo (v,2) € V x H}(2) y en el sentido de distribuciones sobre (0,T). Asf, (u*, w*,g*)
satisface el sistema (3.2)-(3.4).
Por la definicién del funcional .J,

1

T
o) =+ / ™ () — rotu* (1) 2dt <

T
* " 2
5 / ()] + rot w(§)])2dt,

N
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usando la desigualdad de Young y que (u*,w*) € L2(0,T;V) x L*(0,T; H}(2)), se sigue que

T
J(g7) < /0(Ilw*(t)||2+||r0tU*(t)||2)dt§C-

Por lo tanto, se ha demostrado que existe g* € B, tal que (u*,w*,¢*) satisface (3.2)-(3.4) y
J(g*) < o0, lo cual implica que g* € S,q y se concluye

mf J(g) < J(g"). (3.17)
9€Sad

De (3.10) se tiene que
rotuy” — rotwu® débil en L*(0,T; L*(Q)),
lo cual junto con (3.13), implican

wy' —rotuy” — w* —rotu” débil en L*(0,T; L*(Q)).

Asi, de Proposicién 1.1, se tiene

Hw* —rotu* ”L2(O,T;L2(Q)) < 77}1/—I>noo inf ||wgl — rot U;nHLZ (0,T;L2()) (318)

Luego, elevando al cuadrado (3.18) y aplicando (1.55), se obtiene

P 2
||lw* — rot u* H%Q(QT;LQ(Q)) < (n%gnoo f |lwy" — rot u;”\|L2(07T;L2(Q)))

’ ; 2
< M inf [Jwg® —rot wg'|[72(0 1,020

y teniendo en cuenta la definicién del funcional J, resulta

J(g*) < h’_r}n inf J(g™). (3.19)
De (3.19) y (3.6), se obtiene
N < lim {nfJ(@g™) < I ™) = inf 2
J(g7) < lim infJ(g™) < lim J(g™) ggggadJ(g), (3.20)
y se concluye que
J(g*) < inf J(g). (3.21)
gESad

Asi, de (3.17) y (3.21) se sigue que

J(g") = mf J(g).

Por lo tanto, g* € S,q es una solucién éptima para el problema de control (3.1)-(3.4).
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3.3. Condicion necesaria de optimalidad de primer orden

En esta seccién se procede a derivar la condicion necesaria de primer orden para el problema de
control (3.1)-(3.4). Previamente, se demostrard el siguiente resultado.

*

Proposicién 3.1 Sean f € L2(0,T;V'), g* € L*(0,T;L?(Q)) y (u*,w*) la tinica solucion del
sistema (2.16)-(2.18) correspondiente a g*. Dado g € L2(0 T; LQ(Q ), existe una unica (w,w) €
W X W satisfaciendo el sistema

(we(t), v) + (14 x)(Vu(t), Vo) + (u*(t) - V(a(t) — u’(t),v) + (u(t) - Vu'(t),v)
—x(rotw(t),v) = (f(t),v), Vv € V, (3.22)

JE(2), 2) + AV (t), V2) + §(@(t) - Vo' (£), 2) + j(u* (1) - V(@ (t) — w' (1)), 2)
+2x(w(t), z) — x(rot a(t), 2) = (g(t),2), Vz € H}(Q), (3.23)

u(0) =0, w(0) =0, 24

en el sentido de distribuciones sobre (0,T).

Demostracion:
Sea (u*, w*) € W x W la tnica solucién del sistema (2.16)-(2.18) cuando g = g*, esto es, (u*, w*)
satisface el sistema

(ug (1), v) + (p+X)(Vu' (1), Vo) + (u'(t) - Vu' (1), v)

—x(rotw*(t),v) = (f(¢),v), Vo € V, (3.25)
J(wi (1), 2) + 7 (Vw™(t), Vz) 4+ j(u’(t) - Vw' (), 2) + 2x(w(t), 2)

—Xx(rotu(t), z) = ( “(t),2), V2 € Hy(Q), (3.26)
u*(0) = 0, w*(0) = (3.27)

Se denota por (a4, w*) € W x W la tnica solucién del sistema (2.16)-(2.18) cuando g = ¢* +
alg — g%), esto es,

(g (1), ) + (p+ ) (VA (1), Vo) + (a%(t) - Va©(t), v) — x(rot v (t),v)

= (f(t),v), Vv eV, (3.28)
J(@g (1), 2) + (Vo (1), Vz2) + §(a%(t) - Vo (1), 2) + 2x (0 (1), 2) — x(rot a®(t), 2)

= (9 ( ) +alg(t) = g" (1), 2), Vz € Hy (), (3.29)
u*(0) =0, w*(0) = 0. (3.30)

Haciendo la diferencia entre los sistemas (3.28)-(3.30) y (3.25)-(3.27), se obtiene

(af (t) = ug (), v) + (1 +x)(V(@*(t) — u’(t), Vo) + (a%(t) - Va () — u*(t) - Vu'(t), v)
—x(rot(w*(t) — w*(t)),v) =0, Vv € V, (3.31)
J{g (8) = wi (1), 2) + 7 (V(@%(t) —w*(t)), Vz) + j(a(t) - Vi (t) — uw*(t) - Vw*(t), 2)
+2x (0% (t) — w*(t), 2) — x(vot (a(t) — u* (1)), 2) = alg(t) — g"(t), 2), ¥z € Hy(), (3.32)
4*(0) —u*(0) =0, w*(0) — w*(0) = 0. (3.33)
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Para cualquier a € (0, 1), se definen las funciones

w =2 " +u”, wr =2 Y + w*, (3.34)
e «
las cuales implican
a(u® —u*) =a% —u*, o(w*—w*)=u*—w". (3.35)
Observar que
(@ -Va®* —u*-Vu'v) = (((@* —u")+u") - V((@* —u") +u*) —u* - Vu*,v)
= ((a® —u*) - V(a® —u*),v) + ((@* — u*) - Vu*,v)

+(u* - V(@* —u*),v)

= o*((u®* —u*) V(u* —u*),v) +a(u* —u*) - Vu*,v)
+a(u* - V(u* —u*),v)

= o?((u* —u*) V(u® —u*),v) + a(u® - Vu*,v)
—a(u” - Vu*,v) + a(u” - V(u® —u*),v), (3.36)

(B —u*) +u*) - V(0" — w*) + w*) —u* - Vu*, 2)
(@ —u*) - V(@ —w*), z) + j((@% — u*) - Vu*, 2)

(
taj(u - V(w® —w), 2)
= a2j((ua —u*) - V(w® —w"),z) + aj(u® - Vu*, 2)
—aj(u” - Vw*, z) + aj(u” - V(w* —w*), 2) (3.37)

Reemplazando (3.35)-(3.37) en el sistema (3.31)-(3.33) y teniendo en cuenta que (u*, w*) satisface el
sistema (3.25)-(3.27), se obtiene que (u®, w®) € L(0,T; V) x L?(0,T; H} (Q)) satisface el siguiente
sistema

(uf(t),v) + (1 +x)(Vu(t), Vo) + (u®(t) - Vu'(t),v) + (u'(t) - V(u(t) — u*(t)),v)
+a((u?(t) —u'(t) - V(u(t) —u(t),v) - (rotwa(t),’v) (f
Wi (t), 2) + 7 (Vw?(t), Vz) + j(u®(t) - Vw*(t), 2) + 5 (u"(t) - V(w? () — w*(
+ag((u(t) —u™(t) - V(w(t) —w'(t)), 2) + 2x(w(t), 2) — x(rot u(t), 2) = (g(t), 2), (3.39)
u*(0) =0, w*(0) =0, (3.40)

~
N
S—
N
N

para todo (v,z) € V x H}().

Estimaciones a priori:
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Tomando v = u®(t) y z = w*(t) en (3.38)-(3.39), y teniendo en cuenta (1.61), se obtiene

%%Ilua(t)\l2 + (10w O + (1= a)((u® () —u(t)) - Vau' (), u®(?))

- x(rotw?(t), w (1)) = (£(1), (1), (3.41)

%%Ilwa(t)ll2 +llw @1 + 2xw O +5(1 = a)((u(t) = u*()) - Vo' (t), w (1))
—x(rot u®(t), w*(t)) = (9(t), w*(t)). (3.42)

Sumando (3.41)-(3.42) y observando (1.32), se obtiene

5 2 Ul @17 + 5w O1) + (1 + 0 luOIR + w1 + 2x @)
—(1 =) ((u®(t) —u™(t) - V' (), u®(t)) — j(1 — ) ((w®(t) — u*(t)) - V™ (£), w" (¢))
+2x(rot u®(t), w® (1)) + (f(£), u () + (9(£), w (£))- (3.43)

Observando que (1 — «) < 1 para « € (0,1) y aplicando la desigualdad triangular, (3.43) implica

jt(llu O + 31w @) + 20 + ) [ O3 + 271w )17 + 4x (O]

< 2[(u(t) - V' (), w®(0))] + 2| (w” () - Va© (1), u(8)] + 23] (u(t) - V' (1), w(1))]
+27[(u (1) - V™ (1), w* (1)) + 4x|(rot w®(¢), w* ()] + 2|(f (1), u () + (9(t), w(2))]-(3.44)

A continuacién, se acotan los términos del lado derecho de (3.44). Teniendo en cuenta (1.38) y
aplicando la desigualdad de Holder (1.17), se tiene

i(llu O + 31w @) + 20 + x) [ O + 2v][w® )7 + 4x (O]
< 2[u @)l gallw @)llv + 2w’ @l lu® @)llv + 2illw (@)l llw* ()] g 1w (#)l] 0
+2j [ (@) [ [lw® (O] g 1w ()] s + 4xl[rot w® @) [ [[w* @)
F2([FOllve lw* @O llv + [lg@ Hlw® (@)l )- (3.45)

Aplicando (1.21) y la desigualdad de Young (1.16), se tiene

20u Ol lu@®)lv < 2v2[u @] |u O viv @)y
< %Huo‘(t)H%z+Cu||u*(t)\l%\|ua(t)\\2- (3.46)

Teniendo en cuenta que u* € L*°(0,7; H) y aplicando la desigualdad de Young (1.16), se tiene

2w OBl v < 2v2]u Ol Ollviu@©)llv < 2V2Cllu Ollv [u*©)llv
< But @l + Cullw )13 (3.47)

Considerando que u* € L*>(0,T;H), w* € L*(0,T; L*(f2)) y aplicando la desigualdad de Young
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(1.16), se tiene

2j [l ()]l lw® ()| g lw™ (8) | 24

ININ N

IN

23] s (]2 o (1) 372 1) g o ()12 (1) 117
R @l + ol 0l @) v w0l ()]

"Y « * *
Sl Ol + Cllw @ lvlw® (Ol

’Y (e * *
Sl Ol + Cllw @)% + Gy llw™ @)1z (3.48)

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Young (1.16), se tiene

2j [l ()| llw™ () g [0 (8) | s

VAR VAN

IN

2V3j [ (O] (0w ()] o (12 ()]

V2w ()] (@l @) v + o @Ol (8)]127)
@R + Cpugll” ©) 3 I O + 1w )13
5 ol ()3 e @)1 (3.49)

Teniendo en cuenta (1.35) y aplicando la desigualdad de Young (1.16), se tiene

Ax|[rot u® (@) [[lw (#)]]

<
<

V2|Vt @)l [w ()] < 4x]lu® (@) v V2w ()]
2x[|lu ()15 + dx v (B (3.50)

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Young (1.16), se tiene

2(1Lf Ollve lu* @Ol + g Hlw ()] 2) < ;Ilf(t)l%/ +pllu ()R

1 «
+ gllg(t)ll2 + w0 ()17 (3.51)

Por lo tanto, reemplazando (3.46)-(3.51) en (3.45), se tiene

dt

L @1 + 3l O1) + S0 + Lo (01

< Clu* @I + lw* Ol F) w11 + 5 Cllw* ()1 lw® @)
+C ([ OIR + w7 + I £ O + 9@ (3.52)

Usando la desigualdad (ab+ cd) < (a4 ¢)(b+ d) en (3.52), se obtiene

dt

L @) + 3w O + B0 + Lo 01

4

< C(lu* IR + w117 (w1 + sllw™®)]%)
+C ([ O + lw* @)1 + 1FOIR + 9@ (3.53)
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Integrando (3.53) de 0 a ¢ y teniendo en cuenta (3.40), se tiene
O + 1 O +4 [ a6 s+ 7 [ o) ds
< 0 [t R+ 107 6) g (I + 51 () iy s
+C /Ot(Hu*(S)H%/ + W ()7 + 1F () IRds + llg(s)I*)ds
< C/Ot(HU*(S)H%f + () 7)1 ($)]* + jllw ()17 ds + C.
y denotando h(t) = C(|lu*(t)||3 + ||w*(t)|]§{é), se deduce
@ + @O + 4 [ @R+ 7 [ o6
< [ H) G+l ) s + €
Luego, aplicando la desigualdad de Gronwall (1.45) en (3.55), se tiene
@ + 3l O + & [ @)ds + 3 [ w6l
<C+C/ efhx)dxds
Puesto que u* € L?(0,T; V) y w* € L*(0,T; H}(2)), se tiene

T * *
S hde < S @I @ o

Luego de (3.56) y (3.57), se tiene que

I ()12 + (@) + / (3|3 ds + / e (5)] % s

§c+c/ h(s)ds§C+C/ h(s)ds < C.
0 0

Por lo tanto, de (3.58) se deduce que sup |[u®(t)]|> < C, sup |[w*(t)||* < C, esto es,

t€[0,7] t€[0,7]

{u®}o<a<1 es acotada en el espacio L>*(0,T; H),
{w*}o<a<1 es acotada en el espacio L°°(0,T; L2(£2)).

Tomando t =T en (3.58), se tiene que

pof" o 0 [ 2
UL o ) [ ol <c.
0 0
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lo cual implica

{u*Yg<a<1 es acotada en el espacio L2(0,7;V), (3.62)
{w*}o<a<1 es acotada en el espacio L2(0,T; HE(Q)). (3.63)

En lo que sigue se demostrara que:

{u@}o<ca<1 es acotada en L2(0,T; V') y {wf}o<a<1 es acotada en L?(0,T; H~1(f2)), para lo cual
se procede como sigue.

De las ecuaciones (3.38)-(3.39), se tiene

(uf'(t),v) = —(p+x)(Vu(t), Vo) -
—(1 — a)(u™(t) - Vu*(t
(

+x(rot w*(t),v) + (f(t),v), (3.64)
Jwg(t),z) = —y(Vw(t),Vz)— ja(ua(t) Vw*(t),z) — j(1 — a)(u*(t) - Vw*(t), 2)

—j(1 = @) (u®(t) - Vw*(t),2) + (1 — o) (u*(t) - Vw*(t), 2)

—2X(wa(t),2)+x(r0t (1), 2) + (9(t), 2), (3.65)

Observando que (1 — «) < 1 para a € (0,1), aplicando (1.38) y la desigualdad triangular, de
(3.64)-(3.65) se obtiene

(Wit v) < (et 0N (Vu(0), Vo) 4 |(u? (1) - Vo, u® (0) + [(u”(1) - Vo, u® (1)
(1) - Vo, ()] + | (u* (1) - T, u* (1))
Tl (rotw (1), v)] + (£ (). v)]. (3.66)
()2 = AT (1). V)| + ] (u (1) ww D)+ 31 (w (1) - V2w (1))
il (u(0) - Tz, (0)] + ] (uf ww (1)
2x(w” (1), )] + x](rotu? (1), >\+\<< )l (3.67)

A seguir se acotan los términos del lado derecho de (3.66). Teniendo en cuenta la desigualdad de
Holder (1.17), (1.36) y la desigualdad de Poincaré (1.18), se tiene

(i), v)] < (u+ )l Olviviv + lu@lLsllvllv + 2]u® @) lallvllviie (¢l
Hu* ()| Fallvllv + Clw* Ol gz lvllv + 1 @) v llvllv. (3.68)

Considerando (1.21), la desigualdad de Young (1.16), u* € L*°(0,7;H) y (3.59), observar que

lu®lEsllvllv - < V20lu@Ollu@lviviv < Clu@)vilvllv, (3.69)
2w @l ollvii @l < 2v2[u@) 2 u @)y [ollv lw @12 @)1
< Clllv ([l @lllu®@®)llv + llu* @)l lu”#)]lv)
< Clu@)vllvllv + Cllu*(@®)llvvllv, (3.70)
lw* @ Eallvllv - < V2lu*@)lllu Olviviv < Cllu*@)llviv]v. (3.71)
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Reemplazando (3.69)-(3.71) en (3.68), se tiene
(ui' @), )] < C(lu*@)lv + v Olv + [[w* Ol z)lvlv + [ FOllvlvllv.  (3.72)
Aplicando la definicién de norma en V', de (3.72) se obtiene

[ ()]lv = S [{wi (1), v)| < C([w®(Ollv + v @) llv + [w* Ol gg) + [ FO v (3.73)

Luego, aplicando la desigualdad de Young (1.16) al lado derecho de (3.73), se tiene
lug (O[3 < CUu O + lu*OIR + w17 + 1£O1R)- (3.74)
Integrando (3.74) con respecto a t de 0 a T y teniendo en cuenta (3.62)-(3.63), u* € L2(0,7;V) y

f € L2(0,T;L%(Q)), se obtiene

T T
lug ($)I3ds < C [ (Ju*($)IR + [ ()7 + 1w () F: + £ ($)I3)ds < C,
0 0 0
lo que demuestra que
{u$}o<a<1 es acotada en el espacio L?(0,T; V). (3.75)

Andlogamente, se acotan los términos del lado derecho de (3.67). Aplicando la desigualdad de
Holder (1.17), (1.35) y la desigualdad de Poincaré (1.18), se tiene

[(wi'(®), )] < Cllw* Ol ggllzllmg + lw® @O llwallzll g lw® @l + [l @ llwalll g 1w (] s
Fllw (Ol 1zl 1w @Ol e + 1”@l |21 g 1w (1] s + Cllw* @Ol g 2]
FCl[u* @OV Izl g + Cllg@OIlll2]l ;- (3.76)

Considerando (1.21), la desigualdad de Young (1.16) y (3.59)-(3.60), observar que

[l (@)l |2 g [0 (B)]] 4 V2w () @112l Hw‘“(t)Hl/z\lwa(?f)\lzé2

<
< Cllzll gy Hle*@Olllw*@Ollv + [ @O lw* (@)l )
< Cllu*®lvlizllmg + Cllw @l 12l g - (3.77)

Similarmente como en (3.77), dado que uw* € L°°(0,T; H) y w* € L>(0,T; L*(2)), se obtiene

la Ollallzllm lo* @Ol < Clu@livlzlas + Cllw Ol 1l (3.78)
lwr )zl lo® e < Cllu*@lvlizll + Clw @l 1=l (3.79)
lw* sl e Ol < Clas @ vllzlmy + Cllw* (013 120 13- (3.80)

Reemplazando (3.77)-(3.80) en (3.76), se tiene

[(wi'(®), 2)] < C([u*@)llv + [0 Ol gg + 1w @Ollv + [0 Ol g + 9@ DIzl g (3.81)
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Aplicando la definicién de norma en H~1(€2), de (3.81) se obtiene

lwf @llg-r = sup  [wi(t),2)]

ll2ll 3 <1
< Cllu*®lv + WOl gy + e Ollv + 1w Ol + 9@ (3.82)

Luego, aplicando la desigualdad de Young (1.16) al lado derecho de (3.82), se tiene

lwf ()11 < CUu @R + Ol + 1O + Ol + la@®I). (3.83)
Integrando (3.83) con respecto a ¢t de 0 a Ty teniendo en cuenta (3.62)-(3.63), u* € L2(0,7T;V),
wk € L2(0,T; HY(Q)) y g € L?(0,T; L*(Q)), se obtiene

g 2 g 2 2 2 2
/O [wi (s)][r-1ds < C/O (lu($)lv + [0 (s)[[ga + lw* (s)lIv + [[w*(s) 572 ds

T
c / lg(s)|%ds < C,
0

lo que demuestra que
{w}o<a<1 es acotada en el espacio L?(0,T; H '(Q)). (3.84)
Por lo tanto, de (3.62)-(3.63), (3.75) y (3.84), se tiene que

{u®}o<a<1 es acotada en el espacio W, (3.85)

{w*}o<a<1 es acotada en el espacio W. (3.86)

Paso al limite:

De (3.59)-(3.60), (3.62)-(3.63), (3.75) y (3.84), se deduce que existe un elemento u € L2(0,T; V)N
L>°(0,T; H), un elemento @ € L*(0,T; H(Q)) N L>®(0,T; L*(Q)) y subsucesiones {u®'} de {u®},
{w™'} de {w*} tales que cuando o/ — 0,

u® — @ débil en L2(0,T;V), (3.87)
w® = @ débil en L*(0,T; H} (). (3.88)
u® = @y débil en L2(0,T; V'), (3.89)
w®  — @, débil en L2(0,T; H~'(Q)). (3.90)

Ademsds, las convergencias anteriores implican

u® - @ débilen W, (3.91)
w® — @ débil en W, (3.92)

y como las inmersiones W — L2(0,T;H), W < L?(0,T; L?>(Q2)) son campactas, se deduce que
cuando o — 0,

u® — @ fuerte en L2(0,T; H), (3.93)
w®  — w fuerte en L(0,T; L*(Q)). (3.94)
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Para poder pasar al limite en las ecuaciones (3.38)-(3.40), se consideran las funciones escalares ¢ €
C>(]0,T1). Entonces, multiplicando (3.38)-(3.39) por (¢) e integrando con respecto a t € [0,77,
se tiene

T T

(Vu® (t), Vo) (t)dt + / (W®(t) - V' (t), ) (t)dt

0

T
/ (g (), o) (1)t + (1 + X) /
0 0
T

T
T / (w (1) - V(1) — u*(8), 0)(0)dt + a / (W™ (t) — u*(8)) - T (u?(t) — (1)), 0)¥(t)dt
0 0
T T
y /0 (ot w® (1), v)p(t)dt = /O (1), )i (t)dt, (3.95)

T T T
J/O <w?(t),Z>”L/J(t)dt+'y/o (Vwo‘(t),Vz)z/J(t)dt+]/0 (u®(t) - Vw(t), 2)y(t)dt
T

T
+j/0 (uw*(t) - V(w*(t) — w*(t)), 2)¥(t)dt + aj/o ((u(t) — u*(t) - V(w*(t) — w*(t)), z)w(t)dt
T T T
—1—2)(/0 (w(t), z)(t)dt — X/o (rot u®(t), z)1(t)dt = /0 (g(t), z)(t)dt. (3.96)

La convergencia (3.87), significa que

/ ))dt —>/ ))dt, Y € L0, T; V). (3.97)
0
Por otro lado, para el tercer término de (3.95), usando (1.40) se tiene

(W(t) - Vu(t),v) = —(Vo)l u*(t),u’(t)). (3.98)

Como (Vo) € L2(Q) y u*(t) € V C L5(Q), se tiene que (Vo)T -u*(t) € L3/2(Q) = (L3(Q)) c V/,
y se deduce que (V)T - u*(t))y(t) € V'. Entonces, reemplazando ¢ = ((Vv)T - u*)y en (3.97),
cuando o — 0 se obtiene

T T
- /0 (V)T - (), us (1) ()t — — /0 (Vo) - u* (1), a(t))(t)dt,

lo cual junto con (3.98), cuando a — 0 implican

/0 T(ua(t) - Vu'(t), v)(t)dt — /O T(ﬁ(t) - Vu'(t), v)y(t)dt. (3.99)
Ahora, para el cuarto término de (3.95), usando (1.38) se tiene que

(u'(t) - V(u?(t) — (1), v) = —(u"(t) - Vo, u(t) — u'(t)). (3.100)
Puesto que u*(t) € L8(Q) y Vo € L2(Q), se tiene u*(t) - Vo € L¥2(Q) = (L3(Q)) € V' y se

deduce que (u*(t) - Vo)i(t) € V'. Entonces, reemplazando ¢ = (u* - Vv)y en (3.97), cuando
a — 0 se obtiene

T
- / (w*(t) - Vo, u®(t) — t)dt — — / Vo, a(t) — u*(t))h(t)dt,
0
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lo cual junto con (3.100), cuando o« — 0 implican

T T
/0 (W (t) - V(u®(t) — u* (1), v)(t)dt — /0 (w*(t) - V(a(t) — u*(t),v)¥(t)dt. (3.101)

Para el quinto término de (3.95), V¢p € C*([0,T]) y v € V, se tiene
[((u(t) —u™(t) - V(u(t) —u™(1),0)0(#)] < Cl((u®(t) —u'(t) - Vo,u®(t) — u’ ()]
< COfl(u(t) = w* (1) |fallvllv
< COfl(u(t) —w ()R
< Ol @y + [u@t)[[v)%
luego usando la desigualdad de Young y observando (3.62), se obtiene

T
/ ((u®(t) —u™(1)) - V(u(t) — u'(t)), v)y(t)dt

< c/ (@13 + @) )dt < C,
por lo tanto, cuando a — 0 se tiene
o f (@)~ 6) - V() — (1), 0)(e)d 0, (3.102)
Similarmente, como en (3.99), (3.101) y (3.102), cuando o — 0 se tiene
/ L) Vur ), s - OT<u<t> Y (8), (), (3.103)
/ @ 0)- V() - (0), (O 0T<u*<t> V((E) - w(6), Je(t)dt, (3.104)
o | (@) — w7 (6) - T 6) — (1), 0)(0)dt - 0 (3.105)

Por lo tanto, similar como en la demostracion del Teorema 2.1, teniendo en cuenta (3.99), (3.101)-
(3.105) y las convergencias (3.87)-(3.94), pasando al limite en (3.95)-(3.96) cuando o — 0 y se
obtiene que (u,w) es la dnica solucién del sistema (3.22)-(3.24).
|
La siguiente propiedad de J, permitird obtener una condicién necesaria de optimalidad.

Proposicién 3.2 El funcional J es Gateaur diferenciable en L?(0,T;L?()) y la derivada de J
en el punto g* € L2(0,T; L*(2)) en la direccion (g — g*) € L*(0,T; L?(2)) es dada por

T
J(g)(g—g") = /0 (rot (w(t) — uw*(t)) — (@(t) — w*(t)), rot w*(t) — w*(t))dt, (3.106)

donde (u*,w*) es la inica solucidén del sistema (2.16)-(2.18) correspondiente a g* y (u, w) € WxW
es la unica solucion del sistema (3.22)-(3.24).
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Demostracién: De la definicién del funcional J dada en (3.1), se tiene

1

T
(g +alg—g) —J(") =5 /0 (% (£) — rot @ (1)]]” — [l (t) — rot w(B)|2)dt,  (3.107)

donde (u*,w*) es la tnica solucién del sistema (3.25)-(3.27) y (u,w®) es la dnica solucién del
sistema (3.28)-(3.30).
Observar que

[0 (t) — rot &()|[> = (G*(t) — rot @ (t), 0 (t) — rot 4 (t))
= [l ()[|* — 2(@*(t), rot @ (1)) + [lrot @ (¢)|1?,

y teniendo en cuenta (3.35), se tiene

[0 () = rot a*(t)|]> = [w*(t) + c(w®(t) — w*(t))|”
—2(w*(t) + a(w®(t) — w*(t)), rot (u*(t) + a(u(t) — u*(t))))
+rot(w* () + a(u®(t) — w* (1))

= [w*()|? + 20(w* (t), w* () — w*(t)) + a®[Jw (t) — w* (1)
—2(w"(t), rot u* (1)) — 2a(w*(t), rot(u®(t) — w*(t)))
—2a(w(t) — w*(t),rot u*(t)) — 20° ( ( ) — w*(t), rot(u®(t) — u*(t)))
+|[rot w* ()]|* + 2c(rot w*(t), rot(u®(t) — u*(t)))
+a?||rot(u(t) — u*(1))|?
= Jw* () + 2a(rot(u(t) — w*(t)) — (w(t) — w* (1)), rot w*(t) — w*(t))

+a?[w (1) — w* (1)]|* — 2(w ( ) rot u*(t))
—2a? (w®(t) — w*(t), rot(u® u*(t))) + |[rot w* (¢ )|1?
+a?rot(u? (t) — u (¢ >>||2 (3.108)

Por otro lado,
lw*(8) = rotu()[* = [lw*(#)]* — 2(w" (1), rotu*(¢)) + [|rot w* (¢)[|*. (3.109)
Reemplazando (3.108)-(3.109) en (3.107), se obtiene

J(g* +alg—g*) — J(g*)

T
- /0 (rot(u®(t) — u*(t)) — (w®(t) — w*(t)), rot w* (t) — w*(t))dt

a T
45 [ et - P+ § / Jrot (u (1))t
0

T
—a/ (w®(t) — w*(t), rot(uw®(t) — u*(t)))dt. (3.110)

0

De (3.87), se tiene que
rot u® — rot @ débil en L?(0,T; L*(Q2)),
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y como rotu* € L?(0,T; L?(Q)), se obtiene
rot(u® — u*) — rot(a — u*) débil en L*(0,T; L*(Q)),
esto es,
T T
/0 (rot(u®(t) — u*(t)), 4(t))dt — /0 (rot(w(t) — u*(t)), ¢(t))dt, V¢ € L*(0,T; L*()). (3.111)

Como (u*,w*) € L2(0,T;V) x L?(0,T; H}(Q)), entonces rotu* — w* € L*(0,T; L*()), luego
reemplazando ¢ = rot u* — w* en (3.111), se obtiene

T T
/0 (rob(ue(£) — w* (£)), Tot w(£) — w* (£))dt — /0 (rot(@(t) — u* (£)), rot w* (£) — w* ())dt. (3.112)
Por otro lado, de (3.88) y el hecho que w* € L?(0,T; L?(f2)), se tiene
w® — w* — w — w* débil en L?(0,T; L*(Q)),
esto es,
T T
/0 (w*(t) — w*(t), d(t))dt — /0 (w(t) — w*(t), p(t))dt, Vo € L*(0,T; L*(Q)). (3.113)

Como rotu* — w* € L%(0,T; L?(f2)), luego reemplazando ¢ = rot u* — w* en (3.113), se obtiene

T T
/ (w*(t) — w*(t), rot u*(t) — w*(t))dt — / (w(t) — w*(t), rot u*(t) — w*(t))dt. (3.114)
0 0
Teniendo en cuenta (3.112), (3.114) y tomando el limite en (3.110) cuando o — 0, se tiene

* a e _ * T
o T I =) (rot(u®(t) — w* () — (w™(£) — w*(£)), rot w* (£) — w* (¢))dt

a—0 [e% a—0 0

- /0 (rot(m(t) — u*(t)) — ((t) — w*(£)), rot w’ (£) — w* (t))dt. (3.115)

Por lo tanto, de la definicién (1.56) y (3.115) se concluye que el funcional J es Gateaux diferenciable y su
derivada viene dada por

T

J'(g")g—g") = / (rot (@(t) — w"(t)) — (w(t) — w(t)), rot u™(t) — w"(¢))dt.

0

|
Teniendo en cuenta la Proposicién 3.2, se puede derivar una condicién necesaria de optimalidad.

Lema 3.1 Si g* es solucion del problema de control (3.1)-(3.4), entonces la condicion necesaria
para g* que minimiza J(g*) sobre Suq es dada por

J,(g*)(g - g*) Z O,Vg € Br7

esto es,

T
/0 (rot (w(t) — u*(t)) — (w(t) — w*(t)), rot w*(t) — w*(t))dt > 0. (3.116)
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Demostracién:
Sea ¢g* solucién del problema de control (3.1)-(3.4), entonces

J(g*) < J(9), Vg € B

Puesto que B, es un conjunto convexo, para cada 0 < a < 1, la funcién § = ag + (1 — a)g* € By,
para todo g € B;. Entonces

J(9) = J(ag+ (1 —a)g") = J(g"). (3.117)
Como ag + (1 —a)g* = g" + a(g — g*), (3.117) implica
J(g*+alg—g")) = J(g"),

entonces

J(g"+alg—9g") - J(g") = 0. (3.118)

Por lo tanto, dividiendo (3.118) por o y tomando limite cuando o — 0, se obtiene

a—0 (6

>0, Vg €B,. (3.119)

3.4. Sistema de optimalidad

Las técnicas empleadas para la obtencién del sistema de optimalidad se basan en [5].

En esta seccién, se reemplazard la desigualdad restringida (3.119) por una no restringida dada
por el sistema de optimalidad. Con éste propésito, se introducen las variables adjuntas (£*, p*) €
L2(0,T;V) x L*(0,T; H}(Q)). Entonces, para ¢g* un punto de minimo para el funcional J, se
considera el siguiente sistema adjunto

—(&: (1), v) + (n+x)(VE (), Vv) — (u'(t) - V& (1), v) + (v - Vu' (1), £7(1))
+j(v - Vw*(t), p*(t)) — x(rot p*(t),v) = (rot u*(t) — w*(¢t),rot v),Vv € V, (3.120)
—J(pi (1), 2) + (V' (1), Vz) — j(u™(t) - Vo' (1), 2) + 2x(p" (1), 2)
—x(rot £*(t), 2) = —(rot u*(t) — w*(t), 2),Vz € HL(), (3.121)
£(T) =0, p*(T) =0, (3.122)

donde (u*,w*) es la tnica solucién del sistema (2.16)-(2.18) correspondiente a g = g*.
La existencia y unicidad de soluciones del sistema (3.120)-(3.122) se demuestra en el siguiente

lema.

Lema 3.2 Sea g* un control dptimo del problema de control (3.1)-(3.4) y (u*, w*) la unica solucion
de (2.16)-(2.18) correspondiente a g = g*. Entonces, existe una tnica (£*,p*) € L?(0,T;V) x
L%(0,T; HE(Q)) solucidn del sistema (3.120)-(3.122), en el sentido de distribuciones sobre (0,T).
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Demostracién:
La existencia y unicidad de (£, p*) satisfaciendo (3.120)-(3.122), se demuestra usando el método
de Faedo-Galerkin.

Sean las bases hilbertianas {¢1, @9, ..., @y, --- de V. y {d1,02,..., ¢m,...} de HI(Q) con-
sideradas en al demostracion del Teorema 2.1 y sean V,,, C Vy W,, C H&(Q) los espacios fini-
tos dimensionales generados por {¢;, Y9, ..., @} v {b1, P2, ..., ¢m} respectivamente. Para cada
numero entero m fijo, se definen funciones (§™, p™) € V,,, x W,,, por

en(@,t) = Y anOpi(), o) = 3 Bun(D)ei(a), (3.123)
=1 i=1

satisfaciendo el sistema
& 1))+ (-4 ) (VE™ (1), Vo) — (' (1) V€™ (1)) + (v V' (1), €7 (1)
+j(v - Vw*(t), p™(t)) — x(rot p™(t),v) = (rot u™(t) — w*(t),rot v), Yv € V,,,, (3.124)
—J(pi"(8), 2) £ (Vp™ (1), Vz) = j(u™(t) - V™ (1), 2) + 2x(p™ (1), 2)
—x(rot £€™(t), z) = —(rot u™(t) — w*(t), 2), Vz € W, (3.125)
E(T)=0, p™(T) = 0. (3.126)
Las funciones (£*, p*) serdn determinadas como el limite de las sucesiones {£™}>1y {p™ }m>1-
Estimaciones a priori:
Haciendo v = £™(t), z = p™(t) en (3.124)-(3.125), observando (1.61), (1.39) y (1.42), se obtiene
1d

—5 GIET DI + (e )NE™ DR = (rotus (1) = w (1), rot €7 (1)) — (€7 (1) - Var' (1), € (1))
—3(E" (1) V' (8), " (1)) + x(rot o (1), €™ (1)), (3.127)
‘%%HM)HQ + 7l O + 2xllo™ (0] = —(rot w () — w (1), ™ (#))
Fx(rot € (1), ™ (1)). (8.128)

Sumando (3.127)-(3.128) y observando (1.32) ((rot p™, &™) = (rot £™, p™)), se obtiene

—%(Hé’m(tw + 1™ @O + 2+ )NE™ BIR + 290" @70 + 4xllP™ O]
< 2|(rot w™(t) — w*(¢),rot £ (1)) + 2[(rot w™(t) — w*(t), p™ (1)) + 2[(€™(2) - V' (1), €™ (1))
+251(€7 (1) - V™ (£), p™ (8))] + 4x| (rot £™(2), p™ (£))]- (3.129)

A seguir se acotan los términos del lado derecho de (3.129).
Aplicando la desigualdad de Holder (1.17), (1.35) y la desigualdad de Poincaré (1.18), se tiene

2|(rot u™(t) — w” (), rot £™(¢))] 2(|lrot (@) + [lw* (@) [ [Irot £™ (#)]]
Cllw*@®llv + lw* @Ol g)1€™ () lv
Culluw* ®llv + Cllw* (@)l g2)* + %Hém(t)!\%

Cullw O)IR + ™ Ol3) + SIE™ DR (3.130)

IAIA

IN

IN
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Por otro lado,

2|(rot u*(t) — w*(2), p™(1))] 2([[rot w* @) + [lw &) D 1I2™ @]

20(V2|lu (t)llv + lw* @)l ) o™ ()] g
C(V2lu )l + l[w* () g2)? + gllpm(t)!ﬁ;é

Clllw O3 + o OllF) + %Ilpm(t)llfqg- (3.131)

IN A

IN

IN

Aplicando la desigualdad de Holder (1.17), (1.21) y la desigualdad de Young (1.16), se tiene
2/(€™(1) - V' (1), €" (1) < 20€mOFallu* @®)lv < 2v2[€MOIE™ @) lIvllu*()llv

< CulEmIPI @ 1% + lem @)1 (3.132)
Por otro lado,
2167 (1) - Vu (6, ™) < 2 €™ (Ollelle* ()] gl ™ (0) .
< CIEm DIV IEm DIV 1w )l o™ 12 1o™ 0117
< Gl Oll g IEmONIE™ Ol + 15" O™ (Bl

IN

* m H m
Cuj ™ O 1€™ O + S 1™ )%
45y ) 1™ 12 + 217 (1), (3.133)
Teniendo en cuenta (1.35) y aplicando la desigualdad de Young (1.16), se tiene

ax|(rot €™ (8), ()] < xlrot €™ O™l < 4xVEIEm DIV o™ (1)
< 2€ (O3 + 4xlle™ (W) (3.134)

Reemplazando (3.130)-(3.134) en (3.129), se obtiene
d
== (€™ O + 3llp™ ®IF) + %Hﬁm(t)ll% +le" Ol
< C(lu*@)IR + lw (O)l17) + C (Il O + lw Ol ) €™ @)
+5 C w1 o™ )11 (3.135)
Aplicando la desigualdad (ab + ¢d) < (a + ¢)(b+ d) en (3.135), se obtiene
d
== (€™ O + jll™ ON) + %Hﬁm(t)\\%r +7llo™ Oz
< Clu*@)IR + lw* @)l1F) + C (e O1% + lw Ol 7) €™ @I + llo™ O)11%)-

y denotando h(t) = C(|lu*(t)[]3, + lw*(£)]13,1), se tiene
0

%(Hém(t)l\2 +ille™@)%) + %Ilém(t)!\%f + 0l Oz
< () + R IE™ O + dllp™ B)I). (3.136)
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Integrando (3.136) con respecto a t de t a T y teniendo en cuenta (3.126), se obtiene
2 o b [T 2 g 2
€™ @I+ jllo™ @)l +2/t Ilﬁm(S)llvds+7/t o™ (8) 772 ds

T T
é/t h(S)d8+/t h(s)(I€ ()1 + jll™ (s)[1*)ds

IN

T T
/°fw$ds+3/ h(s) (€™ + 3107 ()]12)ds.
0 0

T
Como u* € L?(0,T; V) y w* € L*(0,T; H}(9)), se tiene que / h(s)ds < C, luego la desigualdad
0

anterior implica
2 2 M r 2 r 2
€™ @I+ glle™ @)l +2/t ”Em(S)HVdS—F’Y/t o™ (3) 772 ds
T
<C +/0 h(s)(IE™ ()1 + llp™ (s)]1)ds (3.137)
Aplicando la desigualdad de Gronwall (1.46) en (3.137), se tiene

T T
€@+l @1 +5 [l Rds+ [ 176 s

T / h(zx)dx T
<C+ c/ h(s) e/t ds < C + c/ h(s)e%ds < C. (3.138)
t t

Asi, de (3.138) se deduce que

la sucesién {€™},,>1 es acotada en el espacio L*°(0,7;H), (3.139)
la sucesién {p™},,>1 es acotada en el espacio L°°(0,T; L?(12)). (3.140)

Por otro lado, tomando ¢ = 0 en (3.138), se deduce que

pof" 2 T )
2/0 1€ (s)l[vds + ’Y/O o™ () ds < C,
lo cual implica

la sucesién {€™},,>1 es acotada en el espacio L?(0,T;V), (3.141)
la sucesion {p™},,>1 es acotada en el espacio L?(0,T; H}()). (3.142)

Paso al limite:
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De (3.139)-(3.142) se deduce la existencia de un elemento &* € L2(0,7; V) N L>®(0,T; H), un ele-
mento p* € L2(0,T; HY ()N L>®(0,T; L*(Q)) y subsucesiones {£€™ },i>1 de {€™ ns1, {0™ b1
de {p"}m>1 tales que cuando m' — oo,
" — £ débil en L2(0,T; V), (3.143)
P = p* débil en L*(0,T; H} (). (3.144)
Para poder pasar al limite en las ecuaciones (3.124)-(3.126), se consideran las funciones escalares

P € C*([0,T]) tal que ¥(0) = 0. Entonces, multiplicando (3.124)-(3.125) por % (t) e integrando
con respecto a t € [0, 7], se tiene

T T T

- / (€ (), )0t + (1 + ) / (VE™ (1), Voy(t)dt — / (u* (1) - VE™ (1), v) (1)t

0 0 0
T T T

+ / (v - Ve (t), €™ () (0)dt + / (v - Vs (1), ™ () b(0)dt — x / (rot p™ (1), v} (2)dt
0 0 0

= /T(rot u*(t) — w*(t),rot v)(t)dt, (3.145)
0
T

T T
—]/0 <Pl"(t)72>"¢(t)dt+7/0 (me(t)aVZ)w(t)dt—J/o (w*(t) - Vo™ (t), 2)i(t)dt

T T
12y /0 (7™ (1), 2)p()dt — /O (ot €7 (2), 2)u(t)dt

T
_ /0 (vt (£) — w* (t), =)o (t)dt. (3.146)

Para el primer término de (3.145), haciendo integracién por partes y observando (3.126), se obtiene

T

T T
- / Er@, vt = —(E™@), 00| + / (€™ (1), 0)' (1)t

0
T
= /0 (E™(t), v)Y' (t)d. (3.147)

Como v € VCV'yy' € C>®(0,T)]), se tiene que v’ (t) € V', entonces vy’ € L?(0,T;V'), luego
por la convergencia (3.143), cuando m — oo se deduce que

T T
| @ @i [ € woon
0 0
lo cual junto con (3.147), cuando m — oo implican
T T
- [ - [ E@nmna (3.148)
Similarmente, cuando m — oo se obtiene

T T
j / (O (L), 2 (t)dt — —j / (7 (), 2)(t)dt. (3.149)
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Andlogamente como en (3.101), cuando m — oo se obtienen las convergencias
T T
- [[ww-vermopma » - [ o veo.ouo (3.150)

T T
. / (w (1) - V™ (1), )bt — —j / (u(t) - Vo (8), )(t)dt.  (3.151)
0 0

Como v € V C L5(Q) y Vu*(t) € L2(), se deduce que (v - Vu*(t))y(t) € V'. Entonces, teniendo
en cuenta la convergencia (3.143), para el cuarto término de (3.145), cuando m — oo se tiene

T T
/U (v- V' (t), ™)) w(t)dt — /0 (v - Vaur (t), £ (£)) (t)dt. (3.152)

Andlogamente a (3.152), para el quinto término de (3.145), cuando m — oo se tiene

T T
/0 (v - Vw*(t), () (t)dt — /0 (v - Vw* (t), p* (£))(t)dt. (3.153)

Por lo tanto, similar como en la demostracién del Teorema 2.1, teniendo en cuenta (3.148)-(3.153)
y las convergencias (3.143)-(3.144), pasando al limite en (3.145)-(3.146) cuando m — oo, se obtiene
que (&%, p*) satisface el sistema (3.120)-(3.121) en el sentido de distribuciones sobre (0, 7).

Finalmente, se demostrara que £™(T) =0y p"(T) = 0.

De las definiciones en (3.123), se tiene que
0=£"(,7) = aim(Dgr(e), 0= p"(e,T) =3 Bim(T)1(x), (3.154)
i=1 i=1

y como las funciones {;}i>1 y {¢i}i>1 son linealmente independientes, entonces para todo m > 1
se tiene que o (1) =0y Bim(T) = 0.

Tomando el limite en (3.154) cuando m — oo, se obtiene
0=¢"(T) — Y aT)w; =& (T), 0=p"T) = Y Bi(T)z=p"(T),
i=1 1=1

lo cual implica que

§(T)=0yp"(T)=0.
Por lo tanto, se ha demostrado la existencia de soluciones del sistema (3.120)-(3.122) en el sentido
de distribuciones sobre (0, 7).

Unicidad:

Sean (&(t),&2(t)) y (p'(t), p?(t)) dos soluciones del sistema (3.120)-(3.122), entonces haciendo la
diferencia entre las ecuaciones y denotando &(t) = &1(t) — &€2(t) y p(t) = p*(t) — p?(t), se obtiene
— (&), v) + (n+ x)(VE(), Vo) — (u*(t) - VE(1), v) + (v - Vu' (1), £(1))
+j(v - Vw'(t), p(t)) — x(rot p(t),v) =0, (3.155)
—jpr(8), )+ AV plt), V=) — (1) - Vplt), 2) + 2x(p(t), 2) — x(1ot (), =) = 0, (3.156)
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Haciendo v = £€(t) y z = p(t) en (3.155) y (3.156) respectivamente, observando (1.39), (1.42) y
(1.61), se tiene

1d

— 5 IEDIP + (1 + IEDI = x(rot p(t), £2)) — ED) - Voo (), (1))
—(6() - V(1) £(1)). (3.157)
L0 4+ p(0) 2+ 2100 = x(rot (1) p(1)). (3.158)

Sumando (3.157)-(3.158) y observando (1.32), esto es, (rot p(t),&(t)) = (rot &(t), p(t)), se obtiene

—%(Ilﬁ(lﬁ)ll2 + 24 p)11%) + 20+ X)IEDF + 2v1lpB) 177 + Axllp ()]
< Ax|[(rot &£(2), p(1))| + 24[(£() - Vw™ (), p(t))| + 2[(£(t) - Vu™(£),£(1))].  (3.159)

A continuacién se acotan los términos del lado derecho de (3.159).
Aplicando la desigualdad de Holder (1.17), la desigualdad de Young (1.16) y teniendo en cuenta
(1.35), se obtiene

(ot &0, p())] < AVEXED IV @I < 2xE@)IR + 4xllo®I®. (3.160)
25(£(t) - Vo (£), p) < 246 s |w” (1)L sy | o8|
< 2V I1E@) vl ()L eI (@)l 3
< V2jllw @l IEDTIEDIv + @12 1z3)
<

pIED T + Cus IED I lw™ )7 + 291p() 17
+5 Coj Lo lw* ()7 (3.161)

20|€(0) 1L llu () v
2v2[lED 1€ v [lu(t) v
pIEDR + Cull€®Pllu* @) (3.162)

Luego, reemplazando (3.160)-(3.162) en (3.159), se obtiene

2/(&(t) - V' (1), £(1))]

IAN A IA

—%(Ilﬁ(t)ll2+jllp(t)ll2) < (Cullw’ IR + Cusllw O 7)€
+5 Caj Lo [w* )7

y aplicando la desigualdad (ab+ cd) < (a + ¢)(b+ d), se deduce que

—%(HE(tW +ille®I?) < C @R + lw* @Ol AEDOT* + 5lp®)11),

e integrando de t a T'y dado que &(T") = 0, p(T") = 0, se obtiene
T
lEDI* +ille@®)* < © /t (1 ()R + llw* (sl7) €SI + dllp(s)I*)ds - (3.163)
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Aplicando la desigualdad de Gronwall (1.46) en (3.163), con C = 0, se tiene

€@ +dlloI* < 0

lo cual implica que HE(t)H =01y |p(t)]| =0, de donde se deduce que &£(t) = 0 y p(t) = 0, esto es,
EL(t) = &%(t) y p*(t) = p?(t). Por lo tanto, se ha demostrado la unicidad de soluciones.
|

Teorema 3.2 (Sistema de optimalidad)

Sea g* un control dptimo del problema de control (3.1)-(3.4). Entonces, existen unicos elementos
(u*,w*) € L2(0,T; V) x L?(0,T; H} () solucion de (2.16)-(2.18) correspondiente a g = g* y
(€*,p%) € L2(0,T; V) x L2(0, T; H} (2)) solucion de (3.120)-(3.122), tales que satisfacen el siguiente
sistema de optimalidad:

FEcuaciones de estado:

(i (1), v) + (u+x)(Vu' (1), Vo) + (u*(t) - Vu' (t),v) — x(rot w*(t), v)
= (f(t)a'v>7 (3'164)
J{wi (t), 2) + 7 (Vw* (1), Vz) + j(u*(t) - Vw' (1), z) + 2x(w(t), 2)
—x(rotu*(t),z) = (¢*(t), 2), (3.165)
u*(0) = 0, w*(0) = 0. (3.166)

Ecuaciones adjuntas:

— (& (), v) + (1 +x)(VE (1), Vo) + (v - Vu'(1),£7(1)) — (u'(t) - VE (1), v)
+j(v - Vw*(t), p*(t)) — x(rot p*(t),v) = (rot u*(t) — w*(t), rot v), (3.167)
—j{pi (1), 2) + v (Vp*(t), Vz) — j(u’(t) - Vp* (1), 2) + 2x(p" (1), 2)
—x(rot &*(t), z) = —(rot u*(t) — w*(t), 2), (3.168)
§(T)=0, p"(T) =0, (3.169)

para todo (v,z) € V x H} ().

Condicion de optimalidad:

/T(p*(t),g(t) —g*(t))dt >0, Vg € B,. (3.170)
0

Demostracion:

La existencia y unicidad de (w*, w*) satisfaciendo (3.164)-(3.166) fue demostrada en Teorema 2.1.
La existencia y unicidad de (£, p*) satisfaciendo (3.167)-(3.169) fue demostrada en Lema 3.2.
En lo que sigue, se probard la condicién de optimalidad (3.170).

Tomando (v, z) = (€%, p*) en (3.22)-(3.23) y (3.164)-(3.165), y (v, z) = (u* —u, w* —w) en (3.167)-
(3.168), se tiene

(u (t),E*( )+ () (Va(t), VE (1)) + (u' (1) - V(a(t) — uw' (1)), £ (1))
u(t) - Vu'(t), € (1)) — x(rot w(t),€°(t)) = (f(1), € (1)), (3.171)
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J{@i(t), p* (1)) + 7 (Vw(t), Vp (1) + j(u(t) - Vw'(t)
+2x(w(t), p* (1)) — x(rot a(t), p*(t)) = (g(t), p(¢

~— -

(g (1), (1)) + (u+ x)(Vu' (1), VE (1) + (u'(t) - Vu' (1), §7 (1))
—x(rot w*(t),£7(t)) = (F(1), €7 (1)), (3.173)

J(wi (t), p*(£)) + 7 (Vw* (t), Vo' (1)) + j(u* (1) - Vw* (1), p" (1)) + 2x(w" (£), p" (1))

—x(rot u*(t), p*(t)) = (g"(t), p"(t)), (3.174)
(€ (1), u(t) —u™(t) — (p+x)(VE(t), V(a(t) —u™(t)) — ((a(t) —u'(t) - Vu'(t),£°(t)
+(u(t) - VE (1), u(t) —u™(t) — j((a(t) —u(t)) - Vw'(t), p*(1))
Fx(rot p* (1), @(t) — w (1)) + (rot w*(t) — w*(t), rot(@(t) — u*(t))) = 0, (3.175)

Jpi (1), w(t) — w(t)) —v(Vp' (1), V(w0 (t) — w*(?))) + j(u"(t) - V™ (t), w(t) — w*(t))
=2x(p*(t), w(t) — w*(t)) + x(rot £ (¢), w(t) — w(¢))
—(rot w*(t) — w*(t), @(t) — w*(t)) = 0. (3.176)

Haciendo la diferencia entre (3.171)-(3.172) y (3.173)-(3.174) respectivamente, se obtiene

(w(t) = w™ (), € (1)) + (p +x)(V(u(t) —u’(t), VE (1)) + (u'(t) - V(u(t) —u’()),£7(1))
+((@(t) —u' (1) - V' (1), £°(1)) — x(rot(w(t) — w*(1)), & (¢)) = 0 (3.177)
J(w(t) —w(®))e p* (1) + 2 (V(@(t) —w(t)), Vo™ (1)) + j((a(t) — u’(?)) - Vw' (1), p*(1))
+j(u (1) - V(w(t) —w* (1)), p* (1) + 2x(@(t) — w*(£), p" ()
—x(rot(u(t) —u*(t)), p*(t)) = (9(t) — g"(t), p*(1))- (3.178)
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Sumando las ecuaciones (3.179) y 80), y observando

(3.1
x(rot p*(t), u(t) — u’(t)) = x(rot(u(t) — u’(t)), p*(t)),
X(rot € (1), w(t) — w*(t)) = x(rot(w(t) — w*(t)), &*(

~+
SN—r
S—

se obtiene

(wi(t) —ug (£), £°(1) + (&5 (1), w(t) — w™ (1)) + j(wi(t) — wi (1), p*) + jp; (t), w(t) — w™ (1))
+(rot u™(t) — w* (), rot( () —u'(t) = (w(t) — w*(¥)) = (9(t) — g* (1), p* (1)),

lo cual implica

(
pr(t), 9(t) — g7 (1)) — (we(t) — uy (1), €7(1))
—(& (1), u(t) —u'(t)) — j(w:(t) — wi (1)), p"(t))

Integrando (3.181) con respecto a ¢t de 0 a T, se tiene

T T
/ (rot (@ (t) — u*(t)) — (@(t) — w*(t)), rot u( / (0*(1) ))dt
0 0
T T
- /0 (@(t) — u*(8))r, € (8))dt — / & (t).a )t — j /0 P (6))dt
T
j /0 (pr(8). o (t) — w (1) dt. (3.182)

Usando el Teorema de Fubini, integraciéon por partes y dado que w(0) = 0, w(0) = 0, u*(0) =
0, w*(0) =0,&"(T) =0y p*(T) =0, se deduce

- [ 1 - wone [ [ £)dat
——/Q(/Om(t) <>>ts<>)
- - [ (e 0o - t>>0— [ et - o)
= [ [ & - v o
= [ [ &) - w o

T
_ /0 (€ (1), a(t) — w*(t))dt. (3.183)

De manera andloga, se sigue que
T T
i [ @O —w s = i [ eien - (3.18)
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Luego, reemplazando (3.183)-(3.184) en (3.182), se obtiene

T T
/O (vot(a(t) — u'(£)) — (@(t) — w* (), rot u’ (£) — w (£))dt = /0 (6" (£),(t) — g*(1))dt. (3.185)

Teniendo en cuenta (3.116) y (3.106), se tiene que

T
/0 (rot (w(t) — u*(t)) — (w(t) — w*(t)), rot w*(t) — w*(t))dt > 0.

lo cual junto con (3.185) implica (3.170). Por lo tanto, el lema ha sido probado.
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