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Chile.



A mi Madre Susana Delgado y
mi Amado Carlos Yañez
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ayudar a financiar este trabajo.

A mi mamita Susana Delgado, la mujer que ha sido el pilar fundamental en mi vida, le agradezco
su constante apoyo en esta decisión de seguir estudiando, por su amor incondicional, por siempre
confiar en mis capacidades y alentarme en los momentos más dif́ıciles, espero se sientas orgullosa
de la hija que tiene.
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Introducción

Los problemas de control para el movimiento de un fluido viscoso tiene muchas aplicaciones en
ingenieŕıa y ciencias, ya que la capacidad de manipular un campo de flujo para lograr un cambio
deseado es de importancia tecnológica. Problemas de control que tienen como restricciones las
ecuaciones de Navier-Stokes han sido bastante estudiados, sin embargo existe muy pocos resultados
relacionados a problemas de control restringidos a las ecuaciones de fluidos micropolares. Los
fluidos micropolares son fluidos con microestructura y f́ısicamente pueden representar fluidos que
contienen part́ıculas ŕıgidas orientadas al azar suspendidas en un medio viscoso, donde se ignora
la deformación de las part́ıculas. Las ecuaciones de fluidos micropolares fueron obtenidos ante la
necesidad de modelar fluidos con microestructura y debido a que las ecuaciones de Navier-Stokes
no logran modelar éste tipo de fluidos, aśı, las ecuaciones de fluidos micropolares involucran a las
ecuaciones de Navier-Stokes y describen el movimiento de un fluido viscoso e incompresible.

Los fluidos micropolares fueron descubierto por Eringen en 1964 ([7]) y planteó el modelo
matemático que describe el movimiento de estos fluidos en 1966 en su trabajo [8].

La teoŕıa de los fluidos micropolares muestra los efectos de la inercia rotatoria local y se puede
utilizar para analizar el comportamiento de lubricantes exóticos, fluidos coloidales, fluidos poliméri-
cos, cristales ĺıquidos, diversos flujos biológicos, flujo con suspensiones de baja concentración, etc.

Considerando que el flujo ocurre en un dominio acotado Ω ⊂ R2 con borde Γ regular, durante
un intervalo de tiempo [0, T ], T > 0, las ecuaciones que describen el movimiento de un fluido
micropolar, con condiciones de borde homogéneas, son dadas por el siguiente sistema no lineal (ver
[13]):

ut − (µ+ χ)∆u+ u · ∇u+∇p− χrotw = f en Ω× (0, T ),
jwt + γ∆w + ju · ∇w + 2χw − χrotu = g en Ω× (0, T ),

divu = 0 en Ω× (0, T ),
u = 0, w = 0 sobre Γ× (0, T ).

 (1)

En el sistema (1), u es la velocidad del fluido, w es la velocidad microrotacional, p es la presión
hidrostática, f y g son fuerzas externas. La condición div = 0 representa la incompresibilidad del
fluido. La constantes µ > 0 y χ > 0 representan la viscosidad cinemática y viscosidad cinemática
de microrotación respectivamente. Las constantes positivas j, γ caracterizan propiedades del fluido.

Al sistema (1) se le asocia las siguientes condiciones iniciales

u(0) = 0, w(0) = 0 en Ω. (2)

Cuando χ = 0 y w = 0 el sistema (1)-(2) se reduce a las ecuaciones de Navier-Stokes. Un caso
especial, en la teoŕıa de fluidos micropolares, se presenta cuando la velocidad microrotacional w

1



est’a restringida por w = rotu, desde que cuando se reemplaza w por rotu en el sistema (1)-(2),
éste se transforma en las clásicas ecuaciones de Navier-Stokes.

Sobre el estudio de los modelos de fluidos micropolares existe poca literatura, se pueden men-
cionar los siguientes trabajos [18], [19], [14], [15], [16].

En este trabajo se estudia un problema de control asociado a las soluciones débiles del siste-
ma (1)-(2). Se considera como función de control una fuerza externa y el problema consiste en
determinar un control cuya acción transforme un fluido micropolar en un fluido de Navier-Stokes,
esto es, que la velocidad microrotacional w sea lo más cercana posible al rotacional de la velocidad
lineal u. El estudio que se desarrolla es basado en los resultados presentados en [17].

Para la formulación matemática del problema, se considera los espacios de Hilbert H1
0 (Ω)

y V = {v ∈ H1
0(Ω) ; div = 0 sobre Γ}, y se define el conjunto Br = {g ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) :

‖g‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ r} para todo r > 0. Entonces, dada la fuerza externa f ∈ L2(0, T ; V′) y consi-
derando como control la fuerza externa g del sistema (1), se formula el problema de control:

Problema 1. Hallar un control g ∈ Br tal que minimice el funcional

J(g) =
1

2

∫ T

0
‖wg(t)− rotug(t)‖2dt, (3)

sujeto a que (ug, wg) ∈ L2(0, T ; V)× L2(0, T ;H1
0 (Ω)) satisfaga el sistema

d

dt
(ug(t),v) + (µ+ χ)(∇ug(t),∇v) + (ug(t) · ∇ug(t),v)− χ(rotwg(t),v) = 〈f(t),v〉,

j
d

dt
(wg(t), z) + γ(∇wg(t),∇z) + j(ug(t) · ∇wg(t), z) + 2χ(wg(t), z)− χ(rotug(t), z)

= (g(t), z),
ug(0) = 0, wg(0) = 0,


(4)

para todo (v, z) ∈ V ×H1
0 (Ω) y en el sentido de distribuciones sobre (0, T ).

El sistema (4) es una formulación débil del sistema (1)-(2), y una solución de (4) es llamada
una solución débil del sistema (1)-(2). El resultado de este trabajo se puede extender al caso
tridimensional.
El desarrollo del trabajo está organizado de la siguiente manera:

En el Caṕıtulo 1, se definen los espacios de funciones y se presentan algunos resultados que son
necesarios para el estudio del problema 1.

En el Caṕıtulo 2, formalmente se deduce una formulación débil del sistema (1)-(2), la cual es
dada por el sistema (4), y usando el método de Galerkin, se demuestra la existencia y unicidad de
una solución del sistema (4).

En el Caṕıtulo 3, Sección 3.1, se establece la formulación del problema de control. En Sección
3.2, se demuestra la existencia de una solución para el problema de control (3)-(4). En Sección 3.3,
se demuestra que el funcional J es Gateaux diferenciable y se determina su derivada y se deduce
una condición necesaria para el problema de control. Finalmente, en Sección 3.4, se demuestra
la existencia y unicidad de solución de las ecuaciones adjuntas y se deduce una condición de
optimalidad, obteniendo aśı un sistema de optimalidad para el problema de control. Las técnicas
empleadas para la obtención del sistema de optimalidad se basan en [5].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se introducen algunos espacios de funciones y resultados de análisis que serán
utilizados para el adecuado desarrollo del trabajo.

1.1. Definiciones y notaciones

Sea Ω ⊂ Rn, n = 2, 3 un dominio acotado con borde Γ.

Definición 1.1 (Espacio C∞(Ω))
Se denota por C∞(Ω) el espacio de todas las funciones vectoriales definidas sobre Ω que tienen
derivadas continuas de todos los ordenes.

Definición 1.2 (Soporte de una función)
Se define soporte de f , denotado por Sopf , al conjunto

Sopf = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0},

aśı el soporte de f es el menor conjunto cerrado relativo en cuyo exterior f es identicamente cero.

Definición 1.3 (Espacio C∞0 (Ω) y función test)
El espacio C∞0 (Ω) se define como el conjunto de todas las funciones vectoriales que pertenecen a
C∞(Ω) que tienen soporte compacto contenido en Ω, esto es,

C∞0 (Ω) = {v ∈ C∞(Ω) : v = 0 sobre el borde de Ω}.

Una función v ∈ C∞0 (Ω) es llamada función test.

Definición 1.4 (Distribución y espacio de distribuciones)
Una distribución en Ω es un funcional lineal continuo definido en C∞0 (Ω). Al espacio vectorial
de todas las distribuciones en Ω se denomina espacio de distribuciones y se denota por D(Ω) =
(C∞0 (Ω))′, es decir, el espacio de distribuciones es el espacio dual de C∞0 (Ω).

Definición 1.5 (Densidad)
Sea X un espacio topológico. Se dice que un conjunto A ⊂ X es denso en X si A = X, es decir,
la clausura topológica del conjunto A es todo el espacio X.
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Definición 1.6 (Espacio normado)
Se dice que X es un espacio normado si X es un espacio vectorial con una norma ‖ · ‖X definida
en X.

Definición 1.7 (Sucesiones de Cauchy)
Sea X un espacio normado con norma ‖ · ‖X. Se dice que una sucesión {vm}m≥1 en X es de
Cauchy si verifica lo siguiente: Dado ε > 0, existe N ∈ N tal que

∀ m, n > N, ‖vm − vn‖X < ε.

Definición 1.8 (Espacio de Banach)
Se dice que un espacio vectorial B es de Banach, si B es un espacio normado completo en la norma
‖ · ‖B, es decir, toda sucesión de Cauchy en B converge en la métrica inducida por la norma ‖ · ‖B.

Definición 1.9 ( Espacio de Hilbert)
Un espacio vectorial H es de Hilbert, si H es un espacio de Banach con norma inducida por un
producto interno.

Observación 1.1 Todo espacio de Hilbert es reflexivo, esto es, H′′= H donde H′′ es el espacio
bidual de H.

Notación 1.1 La dualidad entre un espacio X y su espacio dual X′ se denota por 〈·, ·〉X′ o sim-
plemente por 〈·, ·〉.

Definición 1.10 (Espacio separable)
Un espacio de Hilbert H es separable si admite una base Hilbertiana, es decir, admite una base
ortonormal numerable.

1.2. Espacios de funciones

1.2.1. Espacios Lp(Ω)

Definición 1.11 (Espacio Lp(Ω))
Sea p un número real tal que 1 ≤ p <∞. Se denota por Lp(Ω) el espacio de funciones vectoriales
definido por

Lp(Ω) = {u : Ω→ Rn; u es medible y

∫
Ω
|u(x)|pdx <∞}, (1.1)

con norma definida por

‖u‖Lp =

(∫
Ω
|u(x)|pdx

)1/p

. (1.2)

Observación 1.2 En particular, cuando p = 2 el espacio L2(Ω) es un espacio de Hilbert con
producto interno

(u,v) =

∫
Ω
u(x)v(x) dx y norma dada por ‖u‖ = ‖u‖L2 =

(∫
Ω
|u(x)|2dx

)1/2

. (1.3)
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Observación 1.3 Si 1 < p <∞ el espacio Lp(Ω) es reflexivo, esto es, (Lp(Ω))′′ = Lp(Ω).

Definición 1.12 (Espacio L∞(Ω))
El espacio L∞(Ω) se define por

L∞(Ω) = {u : Ω→ Rn; u es medible y |u(x)| ≤ C c.t.p en Ω}, (1.4)

con norma
‖u‖L∞ = sup ess

x∈Ω
|u(x)| = inf{C; |u(x)| ≤ C c.t.p en Ω}. (1.5)

Definición 1.13 Sea p ∈ R tal que 1 ≤ p < ∞. Se dice que q es el exponente conjugado de p si
1

p
+

1

q
= 1. Si p = 1 entonces q =∞.

Definición 1.14 (Espacio dual de Lp(Ω))
Para 1 < p <∞, el espacio dual de Lp(Ω) denotado por (Lp(Ω))′ es definido por

(Lp(Ω))′ = {φ : Lp(Ω)→ Rn; φ es lineal y continuo},

con norma dada por

‖φ‖(Lp)′ = sup
u∈Lp(Ω),u 6=0

|〈φ,u〉|
‖u‖Lp

.

Identificación:
Sea p ∈ R tal que 1 ≤ p < ∞ y q el exponente conjugado de p, entonces (Lp(Ω))′ = Lq(Ω). En
particular, (L2(Ω))′ = L2(Ω) y (L1(Ω))′ = L∞(Ω).

1.2.2. Espacios de Sobolev

Sea Ω ⊂ Rn un dominio acotado, x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Ω y la función u : Ω → Rn, u(x) =
(u1(x), u2(x), ..., un(x)).

Definición 1.15 Sea α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn ∪ {0} y |α| = α1 + α2 + ... + αn. El operador
diferencial Dα se define como

Dα = Dα1
1 Dα2

2 Dα3
3 ...Dαn

n =
∂|α|

∂xα1
1 ∂xα2

2 ∂xα3
3 ...∂xαnn

,

donde Dαi
i =

∂αi

∂xαii
. Si αi = 0⇒ Dαi

i = Id.

Definición 1.16 (Espacio Hm(Ω))
Sea m ∈ N, el espacio de Sobolev de orden m se define como

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω);Dαu ∈ L2(Ω), |α| ≤ m}, (1.6)
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con producto interno

(u,v)Hm =
∑
|α|≤m

∫
Ω
Dαu(x)Dαv(x)dx, (1.7)

y norma asociada

‖u‖Hm = (u,u)
1/2
Hm =

( ∑
|α|≤m

‖Dαu‖2
)1/2

. (1.8)

Observación 1.4 (Ver [1])
i) Los espacios Hm(Ω) son espacios de Hilbert, por lo tanto son reflexivos.
ii) El espacio Hm(Ω) es denso en L2(Ω), ya que C∞0 (Ω) es denso en L2(Ω) y C∞0 (Ω) ⊂ Hm(Ω).

En particular, cuando m = 1 se tiene la siguiente definición:

Definición 1.17 (Espacio H1(Ω))
El espacio de Sobolev de orden 1, se define como

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) ;∇u ∈ L2(Ω)}, (1.9)

con producto interno

(u,v)H1 = (u,v) + (∇u,∇v) =

∫
Ω
u(x)v(x)dx+

∫
Ω
∇u(x) : ∇v(x)dx, (1.10)

y norma asociada

‖u‖H1 = (u,u)
1/2
H1 =

(∫
Ω
|u(x)|2dx+

∫
Ω
|∇u(x)|2dx

)1/2

= (‖u‖2 + ‖∇u‖2)1/2. (1.11)

Definición 1.18 (Espacio H1
0(Ω))

El espacio H1
0(Ω) es la clausura de C∞0 (Ω) en la norma ‖ · ‖H1 y es caracterizado como

H1
0(Ω) = {u ∈ H1(Ω) ; u = 0 sobre Γ},

donde Γ es el borde de Ω.

Observación 1.5 El espacio H1
0(Ω) es un espacio de Hilbert separable.

Definición 1.19 (Espacio dual de H1
0(Ω))

El espacio dual de H1
0(Ω), denotado por H−1(Ω), es definido como

H−1(Ω) =

{
v ∈ (C∞0 (Ω))′ ; v = v0 +

n∑
i=1

∂vi
∂xi

, v0, vi ∈ L2(Ω)

}
,

con norma dada por

‖u‖H−1 = sup
v∈H1

0,v 6=0

|〈u,v〉H−1 |
‖v‖H1

0

= sup
‖v‖

H1
0
≤1
|〈u,v〉H−1 |. (1.12)

Además, se tiene la siguiente regla de inclusión H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω).

6



1.2.3. Espacios Lp(0, T ; X)

Definición 1.20 (Espacios Lp(0, T ; X))
Sean X es un espacio de Banach, T un número real (0 < T < ∞), p ∈ R tal que 1 ≤ p ≤ ∞. El
espacio de Banach Lp(0, T ;X) se define por

Lp(0, T ; X) = {u : (0, T )→ X ; u es medible , t 7→ ‖u(t)‖X ∈ Lp(0, T )}, (1.13)

dotado con la norma

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0
‖u(t)‖pXdt

)1/p

1 ≤ p <∞, (1.14)

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup
0<t<T

‖u(t)‖X. (1.15)

Ver [9], pág. 148.

Observación 1.6 En particular, si p = 2 y X es un espacio de Hilbert, entonces L2(0, T ; X) es
un espacio de Hilbert.

Los siguientes resultados pueden ser vistos en [12].

Observación 1.7 Sea p ∈ R tal que 1 ≤ p < ∞, q el exponente conjugado de p y X un espacio
de Hilbert. Entonces, el espacio dual de Lp(0, T ; X) es dado por

(Lp(0, T ; X))′ = Lq(0, T ; X′)

donde X′ es el espacio dual de X.

1.3. Desigualdades, operadores diferenciales y propiedades

Lema 1.1 (Desigualdad de Young)

Sean a y b números reales no negativos. Si p y q son números reales positivos tal que
1

p
+

1

q
= 1,

entonces se tiene la desigualdad

ab ≤ ap

p
+
bq

q
. (1.16)

Ver en [3], pág. 56.

Teorema 1.1 (Desigualdad de Hölder) Sea 1 ≤ p ≤ ∞. Si f ∈ Lp(Ω) y g ∈ Lq(Ω) con
1

p
+

1

q
= 1.

Entonces, fg ∈ L1(Ω) y
‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq . (1.17)

La demostración puede ser vista en [3], pág. 56.
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Observación 1.8 En particular, si p = q = 2 la desigualdad (1.17) es llamada desigualdad de
Cauchy-Schwartz.

Corolario 1.1 (Desigualdad de Poincaré)
Sea Ω ∈ Rn un conjunto abierto acotado. Entonces, existe una constante C > 0 dependiendo de Ω
tal que

‖u‖ ≤ C‖∇u‖, ∀u ∈ H1
0(Ω). (1.18)

Ver en [3], pág. 174.

Observación 1.9 Para que la desigualdad de Poincaré sea válida es suficiente que la función u
se anule solo en una región de medida positiva del borde de Ω.

Usando la desigualdad de Poincaré, en el espacio de Hilbert H1
0(Ω) se verifica la siguiente equiva-

lencia de normas
‖u‖H1

0
= ‖∇u‖, (1.19)

y el producto interno es dado por

(u,v)H1
0

= (∇u,∇v) =

n∑
i=1

(∇ui,∇vi). (1.20)

Debido a las inclusiones en espacios de Sobolev, se tiene la siguiente desigualdad, la cual será usada
en el desarrollo de los caṕıtulos posteriores.

Lema 1.2 Si n = 2, para cualquier conjunto abierto Ω,

‖v‖L4 ≤ 21/4‖v‖1/2‖∇v‖1/2, ∀v ∈ H1
0(Ω). (1.21)

La demostración puede ser vista en [20], pág. 291.

A continuación, se definen algunos operadores diferenciales que serán utilizados en el análisis de
las ecuaciones de fluidos micropolares.

Sea Ω dominio acotado de R2 y u ∈ H1(Ω),u : Ω → R2 tal que u(x) = (u1(x), u2(x)) con
x = (x1, x2).

El operador gradiente se denota por ∇ y el gradiente de u es definido como la matriz

∇u =

(
∂u1
∂x1

∂u1
∂x2

∂u2
∂x1

∂u2
∂x2

)
=

(
∇u1

∇u2

)
.

El operador Laplaciano se denota por ∆ y el Laplaciano de u se define como el vector

∆u =
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

=

(
∂2u1

∂x2
1

+
∂2u1

∂x2
2

,
∂2u2

∂x2
1

+
∂2u2

∂x2
2

)
= (∆u1,∆u2) .

El operador divergente se denota por div y el divergente de u se define por

divu =
∂u1

∂x1
+
∂u2

∂x2
. (1.22)
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Observación 1.10 El producto interno (∇u,∇v) se define por

(∇u,∇v) =

∫
Ω
∇u(x) : ∇v(x) dx =

∫
Ω

2∑
i=1

∇ui(x) · ∇vi(x) dx =

2∑
i=1

(∇ui,∇vi).

El operador rotacional es denotado por rot y se tiene:

Si φ : Ω ⊂ R2 → R, el rotφ es definido por el vector

rotφ(x) =

(
∂φ(x)

∂x2
,−∂φ(x)

∂x1

)
. (1.23)

Si u : Ω ⊂ R2 → R2, el rotu es definido por

rotu(x) =
∂u2(x)

∂x1
− ∂u1(x)

∂x2
. (1.24)

Considerando un dominio acotado Ω ⊂ R2 con borde Γ de clase C2 y n el vector normal unitario
exterior al borde de Ω, se tienen los siguientes resultados.

Lema 1.3 (Lema de Gauss)
Sean las funciones u, v ∈ H1(Ω), entonces∫

Ω
u(x)

∂v(x)

∂xi
dx = −

∫
Ω

∂u(x)

∂xi
v(x)dx+

∫
Γ
u(x)v(x)nidx, (1.25)

donde ni es la i-ésima componente del vector normal n.

Ver [9], pág. 5.

Lema 1.4 (Fórmula de Green para funciones vectoriales)
Para u ∈ H2(Ω), v ∈ H1(Ω), por integración por partes, se obtiene la fórmula de Green:

(∆u,v) = −
∫

Ω
∇u(x) : ∇v(x)dx+

∫
Γ

∂u(x)

∂n
v(x)dx, (1.26)

donde por definición
∂u

∂n
= ∇u · n = (∇u1 · n,∇u2 · n, ...,∇un · n).

Demostración: Sea u : R2 → R2 y sean ∆u = (∆u1,∆u2) ∈ L2(Ω) y v = (v1, v2) ∈ L2(Ω),
entonces tomando el producto interno, se tiene

(∆u,v) =

∫
Ω

∆u(x) · v(x) dx =

∫
Ω

2∑
i=1

∂2u1(x)

∂x2
i

v1(x) dx+

∫
Ω

2∑
i=1

∂2u2(x)

∂x2
i

v2(x) dx

=
2∑
i=1

∫
Ω

∂2u1(x)

∂x2
i

v1(x) dx+

2∑
i=1

∫
Ω

∂2u2(x)

∂x2
i

v2(x) dx. (1.27)
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Usando el Lema 1.3 para los términos del lado derecho de (1.27), se tiene

2∑
i=1

∫
Ω

∂2uj(x)

∂x2
i

vj(x) dx =
2∑
i=1

(
−
∫

Ω

∂uj(x)

∂xi

∂vj(x)

∂xi
dx+

∫
Γ

∂uj(x)

∂xi
vj(x)ni dx

)
= −

∫
Ω
∇uj(x)∇vj(x)dx+

∫
Γ

∂uj(x)

∂n
vj(x)dx. (1.28)

Reemplazando (1.28) en (1.27), se obtiene

(∆u,v) = −
∫

Ω
(∇u1(x)∇v1(x) +∇u2(x)∇v2(x))dx+

∫
Γ

(
∂u1(x)

∂n
v1(x) +

∂u2(x)

∂n
v2(x)

)
dx

= −
∫

Ω
∇u(x) : ∇v(x) dx+

∫
Γ

∂u(x)

∂n
v(x) dx.

�

Lema 1.5 Si la función p ∈ H1(Ω) y v ∈ H1(Ω), se tiene

(∇p,v) = −
∫

Ω
p(x)div v(x)dx+

∫
Γ
p(x)v(x) · n dx. (1.29)

Demostración: Sean ∇p =

(
∂p

∂x1
,
∂p

∂x2

)
∈ L2(Ω) y v = (v1, v2) ∈ L2(Ω), entonces tomando el

producto interno, se tiene

(∇p,v) =

∫
Ω
∇p(x) · v(x) dx =

∫
Ω

∂p(x)

∂x1
v1(x) dx+

∫
Ω

∂p(x)

∂x2
v2(x) dx. (1.30)

Usando el Lema 1.3 para los términos del lado derecho de (1.30), se obtiene∫
Ω

∂p(x)

∂xi
vi(x) dx = −

∫
Ω

∂vi(x)

∂xi
p(x) dx+

∫
Γ
vi(x)p(x)ni dx. (1.31)

Reemplazando (1.31) en (1.30), se tiene

(∇p,v) = −
∫

Ω

(
∂v1(x)

∂x1
+
∂v2(x)

∂x2

)
p(x) dx+

∫
Γ
p(x)(v1(x)n1 + v2(x)n2) dx

= −
∫

Ω
p(x) div v(x) dx+

∫
Γ
p(x)v(x) · n dx.

�

Lema 1.6 Sea Ω ⊂ R2 un dominio acotado. Sean u : Ω ⊂ R2 → R2 un campo vectorial y
w : Ω ⊂ R2 → R una función tales que u ∈ H1

0(Ω) y w ∈ H1
0 (Ω), entonces se verifica que

(rotw,u) = (rotu, w). (1.32)
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Demostración: Para u ∈ H1
0(Ω) y w ∈ H1

0 (Ω), se tiene

(rotw,u) =

∫
Ω

rotw(x) · u(x) dx =

∫
Ω

(
∂w(x)

∂x2
,−∂w(x)

∂x1

)
· (u1(x), u2(x)) dx

=

∫
Ω

∂w(x)

∂x2
u1(x) dx−

∫
Ω

∂w(x)

∂x1
u2(x) dx (1.33)

Usando el Lema 1.3 para los términos del lado derecho de (1.33), se obtiene∫
Ω

∂w(x)

∂xj
ui(x) dx = −

∫
Ω

∂ui(x)

∂xj
w(x) dx+

∫
Γ
ui(x)w(x)nj dx = −

∫
Ω

∂ui(x)

∂xj
w(x) dx

y reemplazando en (1.33), se obtiene

(rotw,u) = −
∫

Ω

∂u1(x)

∂x2
w(x) dx+

∫
Ω

∂u2(x)

∂x1
w(x) dx

=

∫
Ω

(
∂u2(x)

∂x1
− ∂u1(x)

∂x2

)
w(x) dx = (rotu, w).

�

Lema 1.7 Sea Ω ⊂ R2 un dominio acotado y u : Ω ⊂ R2 → R2 un campo vectorial. Si divu = 0,
entonces se verifica que

rot(rotu) = −∆u. (1.34)

Demostración: Por definición de rotacional dado en (1.24), tenemos que

rot(rotu) = rot

(
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2

)
=

(
∂

∂x2

(
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2

)
,− ∂

∂x1

(
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2

))
=

(
∂

∂x1

(
∂u2

∂x2

)
− ∂2u1

∂x2
2

,−∂
2u2

∂x2
1

+
∂

∂x2

(
∂u1

∂x1

))
.

Como divu = 0, de la definición dada en (1.22), se tiene que ∂u1
∂x1

+ ∂u2
∂x2

= 0, luego de la última
igualdad se sigue que

rot(rotu) = =

(
− ∂

∂x1

(
∂u1

∂x1

)
− ∂2u1

∂x2
2

,−∂
2u2

∂x2
1

− ∂

∂x2

(
∂u2

∂x2

))
=

(
− ∂2u1

∂x2
1

− ∂2u1

∂x2
2

,−∂
2u2

∂x2
1

− ∂2u2

∂x2
2

)
= (−∆u1,−∆u2) = −∆u.

�

Lema 1.8 Sea Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) un dominio acotado. Si el campo vectorial u : Ω ⊂ Rn → Rn
pertenece a H1(Ω), entonces se verifica la desigualdad

‖rotu‖ ≤
√

2‖∇u‖. (1.35)

Si la función w : Ω ⊂ R2 → R pertenece a H1(Ω), entonces satisface la igualdad

‖rotw‖ = ‖∇w‖. (1.36)
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La demostración de (1.35)-(1.36) puede ser vista en [16], pág. 15.

Se introducen las formas trilineales,

b : H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω)→ R, b̃ : H1(Ω)×H1(Ω)×H1(Ω)→ R,

definidas por
b(u,v,w) = (u · ∇v,w), b̃(u, r, s) = (u · ∇r, s). (1.37)

Propiedades de las formas trilineales b y b̃ son dadas en el siguiente lema.

Lema 1.9 Sea Ω un dominio acotado de Rn (n = 2, 3). Entonces, la forma trilineal b satisface

b(u,v,w) = −b(u,w,v), ∀u ∈ V,∀v,w ∈ H1
0(Ω), (1.38)

b(u,v,v) = 0, ∀u ∈ V,∀v ∈ H1
0(Ω), (1.39)

b(u,v,w) = −((∇w)T · v,u), ∀u ∈ V, ∀v,w ∈ H1
0(Ω), (1.40)

y la forma trilineal b̃ satisface

b̃(u, r, s) = −b̃(u, s, r), ∀u ∈ V, ∀ r, s ∈ H1
0 (Ω), (1.41)

b̃(u, r, r) = 0, ∀u ∈ V,∀ r ∈ H1
0 (Ω), (1.42)

b̃(u, r, s) = −((∇s)T · r,u), ∀u ∈ V, ∀ r, s ∈ H1
0 (Ω). (1.43)

La demostración puede ser vista en [20] ó en [16] pág. 15.

Lema 1.10 (Desigualdad de Gronwall genralizado)
Sean h, ψ : [0, T ]→ R+ ∪ {0} y φ : [0, T ]→ R funciones continuas.

1. Si φ satisface

φ(t) + ψ(t) ≤ C +

∫ t

0
h(s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ], (1.44)

entonces, se cumple la siguiente desigualdad

φ(t) + ψ(t) ≤ C + C

∫ t

0
h(s) exp

(∫ t

s
h(x)dx

)
ds, ∀t ∈ [0, T ]. (1.45)

2. Si φ satisface

φ(t) + ψ(t) ≤ C +

∫ T

t
h(s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

entonces, se cumple la siguiente desigualdad

φ(t) + ψ(t) ≤ C + C

∫ T

t
h(s) exp

(∫ s

t
h(x)dx

)
ds, ∀t ∈ [0, T ]. (1.46)

Demostración:
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1. Sea r(t) =

∫ t

0
h(s)φ(s)ds, entonces r′(t) = h(t)φ(t). Luego

r′(t)− h(t)r(t) = h(t)(φ(t)− r(t)). (1.47)

Como ψ(t) ≥ 0, entonces de (1.44) y la definición de r(t), se tiene φ(t) ≤ ϕ(t) + r(t), lo cual
implica

φ(t)− r(t) ≤ ϕ(t),

y entonces multiplicando ambos lados la desigualdad anterior por h(t) ≥ 0, se obtiene

h(t)(φ(t)− r(t)) ≤ h(t)ϕ(t). (1.48)

De (1.47) y (1.48), se deduce

r′(t)− h(t)r(t) ≤ h(t)ϕ(t).

Multiplicando por el factor integrante exp(−
∫ t

0 h(x)dx) ambos lados de la última desigualdad,
se sigue que

d

dt

(
exp(−

∫ t

0
h(x)dx)r(t)

)
≤ h(t)ϕ(t)exp(−

∫ t

0
h(x)dx),

e integrando de 0 a t, se obtiene

exp(−
∫ t

0
h(x)dx)r(t) ≤

∫ t

0
h(s)ϕ(s)exp(−

∫ s

0
h(x)dx)ds,

lo cual implica

r(t) ≤ exp(

∫ t

0
h(x)dx)

∫ t

0
h(s)ϕ(s)exp(−

∫ s

0
h(x)dx)ds

≤
∫ t

0
h(s)ϕ(s)exp(

∫ t

0
h(x)dx−

∫ s

0
h(x)dx)ds

≤
∫ t

0
h(s)ϕ(s)exp(

∫ t

s
h(x)dx)ds,

y teniendo en cuenta la definición de r(t) se tiene la desigualdad∫ t

0
h(s)φ(s)ds ≤

∫ t

0
h(s)ϕ(s)exp(

∫ t

s
h(x)dx)ds. (1.49)

Finalmente, reemplazando (1.49) en (1.44) se obtiene (1.45).

2. La desigualdad (1.46) se demuestra de manera análoga a la desigualdad (1.45).
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1.4. Resultados de Análisis funcional

Definición 1.21 (Convergencia débil y fuerte)
Sea X un espacio de Banach y {vm}m≥1 una sucesión en X.

1. Se dice que {vm}m≥1 converge débilmente a v ∈ X cuando m→∞, si

〈f ,vm〉X′ → 〈f ,v〉X′ , ∀f ∈ X′.

2. Se dice que {vm}m≥1 converge fuertemente (o en norma) a v ∈ X cuando m→∞, si

‖vm − v‖X → 0.

En particular, se tiene

i) Para p ∈ R, 1 ≤ p <∞ y
1

p
+

1

q
= 1, que um → u débil en Lp(Ω) cuando m→∞, significa que

〈v,um〉 → 〈v,u〉, ∀v ∈ Lq(Ω). (1.50)

ii) Teniendo en cuenta Observación 1.7, si X es un espacio de Hilbert, um → u débil en L2(0, T ; X)
cuando m→∞, significa que∫ T

0
〈v(t),um(t)〉X′dt→

∫ T

0
〈v(t),u(t)〉X′dt, ∀v ∈ L2(0, T ; X′). (1.51)

Definición 1.22 (Convergencia débil-?)
Sea {fm}m≥1 una sucesión en X′, se dice que {fm}m≥1 converge débil-? a f en X′ cuando m→∞,
si

〈fm,v〉X′ → 〈f ,v〉X′ , ∀v ∈ X.

En particular, se tiene que

Si X es un espacio de Hilbert, um → u débil-? en L∞(0, T ; X) cuando m→∞, significa que∫ T

0
〈um(t),v(t)〉dt→

∫ T

0
〈u(t),v(t)〉dt ∀v ∈ L1(0, T ; X′). (1.52)

Para la forma trilinear b definida en (1.37) se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.11 ([20], pág. 289) Si uµ converge a u débilmente en L2(0, T ; V) y fuertemente en
L2(0, T ; H), entonces para cualquier función vectorial w con componentes en C1(Ω× [0, T ]),∫ T

0
b(uµ(t),uµ(t),w(t))dt→

∫ T

0
b(u(t),u(t),w(t))dt. (1.53)

Proposición 1.1 Sea X un espacio de Banach y {vm}m≥1 una sucesión débilmente convergente
a v ∈ X. Entonces, ‖vm‖X es acotada en X y

‖v‖X ≤ ĺım
m→∞

ı́nf ‖vm‖X. (1.54)
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La demostracion puede ser vista en [3].

Lema 1.12 Sea {xm}m≥1 una sucesión en R tal que xm ≥ 0 para todo m. Entonces, se verifica la
siguiente igualdad (

ĺım
m→∞

ı́nf xm
)2

= ĺım
m→∞

ı́nf x2
m. (1.55)

La demostracion puede ser vista en [16], pág. 9.

Definición 1.23 Sean X e Y dos espacios de Banach, U un subconjunto abierto no vaćıo de X
y una aplicación F : X → Y. Se define el diferencial de Gateaux F ′(u)h de F en u ∈ U en la
dirección h ∈ X como

F ′(u)h = ĺım
τ→0

F (u+ τh)− F (u)

τ
. (1.56)

Si el ĺımite existe para todo h ∈ X, entonces se dice que F es Gateaux diferenciable en u.

En las siguientes definiciones y teoremas se dan algunos resultados de inmersión de los espacio de
Sobolev.

Definición 1.24 (Operador inclusión o inmersión)
Sean B1 y B2 dos espacios de Banach sobre Rn con B1 ⊂ B2. El operador inclusión (inmersión)
i : B1 → B2 es definido por i(u) = u para todo u ∈ B1.

Definición 1.25 (Inmersión continua)
Sean B1 y B2 dos espacios de Banach tal que B1 ⊂ B2. Se dice que el espacio B1 está inmerso
continuamente en el espacio B2 si el operador inclusión i : B1 → B2 es continuo, es decir, existe
C > 0 tal que ‖u‖B2 ≤ C‖u‖B1.

Definición 1.26 (Inmersión compacta)
Sean B1 y B1 dos espacios de Banach tal que B1 ⊂ B2. Se dice que el espacio B1 está inmerso
compactamente en el espacio B2, si el operador inclusión i : B1 → B2 es compacto, es decir, cada
sucesión acotada {um}m≥1 ∈ B1 posee una subsucesión {umk}mk≥1 la cual es convergente en B2.

Proposición 1.2 Sea Ω un dominio acotado de Rn (n = 2, 3). Si 1 ≤ q < p ≤ ∞ entonces
Lp(Ω) ⊂ Lq(Ω) con inmersión continua.

Teorema 1.2 Sea X un espacio de Hilbert, entonces la bola unitaria cerrada

BX = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}

es débilmente compacta.

La demostración puede ser vista en [3], pág. 44.

Observación 1.11 Del Teorema 1.2 se deduce que toda sucesión acotada es débilmente conver-
gente.
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Proposición 1.3 Sea Ω un dominio acotado de Rn (n = 2, 3), de clase C1. Para m ≥ 1 un entero
se tienen las siguientes inmersiones continuas:

a. Si n > 2m⇒ Hm(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀ q ∈ [1, p∗], donde p∗ =
2n

n− 2m
.

b. Si n = 2m⇒ Hm(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1,∞].

c. Si n < 2m⇒ Hm(Ω) ↪→ L∞(Ω).

La demostración puede ser vista en [1], pág. 97.

Observación 1.12 En particular, para m = 1 se tiene:

i). Si n > 2⇒ H1(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀ q ∈ [1, p∗], donde p∗ =
2n

n− 2
.

ii). Si n = 2⇒ H1(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀ q ∈ [1,∞].

iii). Si n < 2⇒ H1(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Ver en [3], pág. 168.

Observación 1.13 Si Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) es un dominio acotado, entonces H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂

H−1(Ω) con inmersiones continuas y densas.

Teorema 1.3 Sean X0, X, X1, espacios de Banach tal que X0 ⊂ X ⊂ X1, donde las inmersiones
son continuas, X0, X1 reflexivos y la inmersión X0 ⊂ X es compacta. Sea T > 0 un número finito
fijado, y sean α0, α1 dos números finitos tales que α0, α1 > 1.
Consideremos el espacio

Y =

{
u ∈ Lα0(0, T ; X0) ; ut =

∂u

∂t
∈ Lα1(0, T ; X1)

}
,

con la norma definida por

‖u‖Y = ‖u‖Lα0 (0,T ;X0) + ‖ut‖Lα1 (0,T ;X1).

Entonces, la inmersión Y ↪→ Lα0(0, T ; X) es compacta.

La demostración puede ser vista en [20], pág. 271.

Teorema 1.4 (Representación de Riesz).
Sea X un espacio de Hilbert con producto interno (·, ·)X, X′ su espacio dual y T ∈ X′. Entonces,
existe una única u ∈ X tal que

〈T,v〉X′ = (u,v)X, ∀v ∈ X,

y ‖u‖X = ‖T‖X′.
La demostración del Teorema 1.4 puede ser vista en [3], pág. 81.

Teorema 1.5 Sea X un espacio métrico separable e Y un subespacio de X. Entonces, Y es un
espacio separable.

La demostración puede ser vista en [3], pág. 47.
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1.5. Caracterización de algunos espacios

Sea Ω ⊂ Rn(n = 2, 3) un dominio acotado, se definen los espacios

V = {w ∈ C∞0 (Ω) ; div w = 0 en Ω}, H = VL2

, V = VH1
0 , (1.57)

los cuales son espacios básicos en el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes y en particular, en
el estudio de las ecuaciones de Stokes.

Caracterización de los espacios H y V

La caracterización de los espacios H y H⊥ (el complemento ortogonal de H en el espacio L2(Ω)),
es dada en el siguiente teorema.

Teorema 1.6 Sea Ω un dominio acotado en Rn con borde Γ. Entonces

H = {u ∈ L2(Ω) ; div u = 0 en Ω,u · n = 0 sobre Γ}, (1.58)

H⊥ = {w ∈ L2(Ω) ; w = ∇p para algún p ∈ H1(Ω)}. (1.59)

La demostración de este teorema puede ser vista en [20], pág. 11.

La caracterización del espacio V es dada en el siguiente teorema.

Teorema 1.7 Sea Ω ∈ Rn un dominio acotado de clase C1. Entonces,

V = {u ∈ H1
0(Ω) ; div u = 0 en Ω}, (1.60)

con norma ‖u‖V = ‖∇u‖.

La demostración puede ser vista en [20], pág. 13.

Observación 1.14 De (1.57) y (1.60), se tiene que el espacio de Hilbert V es un subespacio
cerrado de H1

0(Ω). Además, por el Teorema 1.5, el espacio V es separable como un subespacio
cerrado del espacio separable H1

0(Ω).

Observación 1.15 El espacio V está contenido en el espacio H, V es denso en H, la inmersión
de V en H es continua.

El siguiente resultado es importante en el desarrollo de los caṕıtulos posteriores.

Lema 1.13 Sean V, H espacios de Hilbert, V ⊂ H ≡ H′ ⊂ V′ con inclusiones continuas y
densas, siendo V′ y H′ el espacio dual de V y H respectivamente. Si una función u ∈ L2(0, T ; V)

y su derivada ut =
∂u

∂t
∈ L2(0, T ; V′), entonces u es igual en casi todo punto a una función

continua de [0, T ] en H (u ∈ C([0, T ]; H)) y se tiene la siguiente igualdad

d

dt
‖u(t)‖2 = 2〈ut(t),u(t)〉V′ , (1.61)

en el sentido de distribuciones sobre (0, T ).

La demostración puede ser vista en [20], pág. 261.
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1.6. Fluidos micropolares

Fluidos micropolares son fluidos con microestructura, f́ısicamente pueden representar fluidos
que contienen pequeñas part́ıculas ŕıgidas orientadas al azar y suspendidas en un medio viscoso,
donde se ignora la deformación de las part́ıculas. Las ecuaciones de fluidos micropolares fueron
obtenidas debido a que las ecuaciones de Navier-Stokes no logran modelar fluidos con part́ıculas
que pueden rotar independientemente de la rotación y del movimiento del fluido. Aśı, el modelo de
fluidos micropolares es una generalización de las clásicas ecuaciones de Navier-Stokes, solamente
es introducido el campo vectorial de la velocidad angular de rotación de part́ıculas.

La teoŕıa de los fluidos micropolares muestra los efectos de la inercia rotatoria local y se puede
utilizar para analizar el comportamiento de lubricantes exóticos, fluidos coloidales, fluidos poliméri-
cos, cristales ĺıquidos, diversos flujos biológicos, flujo con suspensiones de baja concentración, etc.
En general, como parte del momento angular se pierde en la rotación de part́ıculas, el flujo es
menos propenso a la inestabilidad que un fluido clásico.

Considerando que el flujo ocurre en un dominio acotado Ω ⊂ R2 con borde Γ regular, durante
un intervalo de tiempo [0, T ](T > 0), las ecuaciones que describen el movimiento de un fluido
micropolar con condiciones de borde homogéneas son dadas por:

ut − (µ+ χ)∆u+ u · ∇u+∇p = χrotw + f en Ω× (0, T ), (1.62)

jwt − γ∆w + ju · ∇w + 2χw = χrotu+ g en Ω× (0, T ), (1.63)

divu = 0 en Ω× (0, T ), (1.64)

u = 0, w = 0 sobre Γ× (0, T ), (1.65)

u(·, 0) = 0, w(·, 0) = 0 en Ω, (1.66)

donde u es la velocidad del fluido, w es la velocidad microrotacional, p es la prsión hidrostática
del fluido, f y g son fuerzas externas actuando sobre el fluido. Las constantes positivas µ, χ, j, γ
caracterizan propiedades isotrópicas del fluido, µ es la viscosidad cinemática, χ es la viscosidad
cinemática de microrotación. La ecuación (1.64) es la condición de incompresibilidad del fluido.
Los operadores ∆,∇,div y rot son los definidos en Sección 1.3.
La deducción del modelo (1.62)-(1.66) y algunos resultados conocidos pueden ser vistos en [13].
Considerando los espacios definidos en Sección 1.2 y Sección 1.5, una formulación variacional (o
débil) del sistema (1.62)-(1.62) es: Hallar (u, w) ∈ L2(0, T ; V)× L2(0, T ;H1

0 (Ω)) tal que

(ut(t),v) + (µ+ χ)(∇u(t),∇v) + (u(t) · ∇u(t),v) = χ(rotw(t),v) + (f(t),v), (1.67)

j(wt(t), z) + γ(∇w(t),∇z) + j(u(t) · ∇w(t), z) + 2χ(w(t), z) = χ(rotu(t), z) + (g(t), z), (1.68)

u(0) = 0, w(0) = 0 en Ω, (1.69)

para todo (v, z) ∈ V ×H1
0 (Ω) y en el sentido de distribuciones sobre (0, T ).

Una solución del sistema (1.67)-(1.69) es llamada solución débil del sistema (1.62)-(1.66).
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Caṕıtulo 2

Fluidos micropolares: existencia y
unicidad de soluciones débiles

En este caṕıtulo estudiamos la existencia y unicidad de soluciones débiles de las ecuaciones de
fluidos micropolares con condiciones de borde homogéneas.
Considerando Ω ⊂ R2 un dominio acotado con borde Γ de clase C2, reescribimos los espacios de
funciones que serán utilizados en este caṕıtulo:

L2(Ω) = {g : Ω→ R; g es medible y

∫
Ω
|g(x)|2dx <∞},

H1
0 (Ω) = {z ∈ H1(Ω) ; z = 0 sobre Γ},

H = {u ∈ L2(Ω) ; divu = 0 en Ω, u · n = 0 sobre Γ},
V = {u ∈ H1

0(Ω) ; divu = 0 en Ω},
W = {u ∈ L2(0, T ; V) ; ut ∈ L2(0, T ; V′)},
W = {w ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ; wt ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))}.

El espacio H1
0 (Ω) es equipado con el producto interno (u, v)H1

0
= (∇u,∇v) y norma ‖u‖H1

0
= ‖∇u‖.

El espacio de Hilbert H es equipado con el producto interno (·, ·) inducido por L2(Ω) y norma
‖u‖H = ‖u‖. El espacio V es un espacio de Hilbert con producto interno (u,v)V = (∇u,∇v) y
norma ‖u‖V = ‖∇u‖. La dualidad entre un espacio X y su dual X ′ será denotado por 〈·, ·〉X′ o
simplemente 〈·, ·〉.
También, se tienen las siguientes inmersiones continuas y densas

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ≡ (L2(Ω))′ ⊂ H−1(Ω), V ⊂ H ≡ H′ ⊂ V′. (2.1)

Como consecuencia de las inmersiones anteriores, se tiene

〈g, z〉H−1 = (g, z), ∀g ∈ L2(Ω), ∀z ∈ H1
0 (Ω), (2.2)

〈f ,u〉V′ = (f ,u), ∀f ∈ H, ∀u ∈ V. (2.3)

Para T > 0 fijo, se utilizarán los espacios Lp(0, T ; X), con X = H,V,V′, y los espacios Lp(0, T ;Y )
con Y = L2(Ω), H1

0 (Ω), H−1(Ω).
Mayor detalles sobre las notaciones anteriores ver Caṕıtulo 1. De aqúı en adelante, la constante
C > 0 representará una constante genérica que podrá tomar diferentes valores.
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2.1. Ecuaciones de fluidos micropolares

Sea Ω ⊂ R2 un un dominio acotado con borde Γ de clase C2, y un intervalo de tiempo [0, T ] con
T > 0 fijo. Denotando por Q el cilindro Ω × (0, T ), las ecuaciones de fluidos micropolares con
condiciones de borde homogéneas son dadas por el siguiente sistema acoplado (ver Sección 1.6):

ut − (µ+ χ)∆u+ u · ∇u+∇p− χ rotw = f en Q, (2.4)

j wt + j u · ∇w − γ∆w + 2χw − χ rotu = g en Q, (2.5)

divu = 0 en Q, (2.6)

u = 0, w = 0 sobre Γ× (0, T ), (2.7)

u(·, 0) = 0, w(·, 0) = 0 en Ω, (2.8)

donde µ, χ, j, γ son constantes positivas dadas asociadas a las propiedades del material, f y g son
campos externos dados actuando sobre el fluido; u, w y p son las variables desconocidas del pro-
blema las cuales representan la velocidad, la microrotación y la presión del fluido respectivamente.
Las ecuaciones (2.7) y (2.8) son las condiciones de borde e inicial respectivamente.

Para estudiar la existencia de soluciones débiles del problema de valor de borde-inicial (2.4)-(2.8),
es necesario obtener una formulación variacional (o débil) del problema.

2.2. Formulación variacional del problema

Si u, w, p, son funciones que satisfacen (2.4)-(2.8) con f ∈ L2(0, T ; V′) y g ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)),
tomando el producto interno de (2.4) y de (2.5) con funciones test v ∈ V y z ∈ H1

0 (Ω) respectiva-
mente, se tiene

〈ut(t),v〉 − (µ+ χ)〈∆u(t),v〉+ (u(t) · ∇u(t),v) + 〈∇p(t),v〉 − χ(rotw(t),v) = 〈f(t),v〉, (2.9)

j〈wt(t), z〉 − γ〈∆w(t), z〉+ j(u(t) · ∇w(t), z) + 2χ(w(t), z)− χ(rotu(t), z) = 〈g(t), z〉. (2.10)

Para el segundo término de (2.9) y (2.10), usando la fórmula de Green dada en Lema 1.4 y
observando que v ∈ V y z ∈ H1

0 (Ω), se obtiene

−(µ+ χ)〈∆u(t),v〉 = (µ+ χ)(∇u(t),∇v)−
∫

Γ

∂u(t)

∂n
vdx = (µ+ χ)(∇u(t),∇v), (2.11)

−γ〈∆w(t), z〉 = γ(∇w(t),∇z)−
∫

Γ

∂w(t)

∂n
zdx = γ(∇w(t),∇z). (2.12)

Aplicando el Lema 1.5 y observando que v ∈ V, se obtiene

〈∇p(t),v〉 = −(p(t), div v) +

∫
Γ
p(t)vndx = 0. (2.13)

También, observar que

〈ut(t),v〉 = =

∫
Ω

∂u

∂t
(x, t)v(x) dx =

∫
Ω

∂

∂t
(u(x, t)v(x))dx =

d

dt

∫
Ω
u(x, t)v(x)dx,
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por lo tanto,

〈ut(t),v〉 =
d

dt
(u(t),v). (2.14)

De manera análoga, se obtiene que

〈wt(t), z〉 =
d

dt
(w(t), z). (2.15)

Aśı, reemplazando (2.11), (2.13)-(2.14) en (2.9) y (2.12), (2.15) en (2.10), se obtiene

d

dt
(u(t),v) + (µ+ χ)(∇u(t),∇v) + (u(t) · ∇u(t),v)− χ(rotw(t),v) = 〈f(t),v〉,

j
d

dt
(w(t), z) + γ(∇w(t),∇z) + j(u(t) · ∇w(t), z) + 2χ(w(t), z)− χ(rotu(t), z) = 〈g(t), z〉,

para todo (v, z) ∈ V ×H1
0 (Ω).

Luego, una formulación variacional (formulación débil) del problema (2.4)-(2.8) es: Dado f ∈
L2(0, T ; V′) y g ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), hallar u ∈ L2(0, T ; V), w ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) satisfaciendo

d

dt
(u(t),v) + (µ+ χ)(∇u(t),∇v) + (u(t) · ∇u(t),v)− χ(rotw(t),v) = 〈f(t),v〉, (2.16)

j
d

dt
(w(t), z) + γ(∇w(t),∇z) + j(u(t) · ∇w(t), z) + 2χ(w(t), z)− χ(rotu(t), z) = 〈g(t), z〉, (2.17)

u(0) = 0, w(0) = 0, (2.18)

para todo (v, z) ∈ V ×H1
0 (Ω) y en el sentido de distribuciones sobre (0, T ).

Observación 2.1 Se dice que (2.16)-(2.17) es satisfecho en el sentido de distribuciones sobre
(0, T ) si para todo ψ ∈ C∞0 ((0, T )) se verifica∫ T

0
〈ut(t),v〉ψ(t)dt+ (µ+ χ)

∫ T

0
(∇u(t),∇v)ψ(t)dt+

∫ T

0
(u(t) · ∇u(t),v)ψ(t)dt

−χ
∫ T

0
(rotw(t),v)ψ(t)dt =

∫ T

0
〈f(t),v〉ψ(t)dt,

j

∫ T

0
〈wt(t), z〉ψ(t)dt+ γ

∫ T

0
(∇w(t),∇z)ψ(t)dt+ j

∫ T

0
(u(t) · ∇w(t), z)ψ(t)dt

+2χ

∫ T

0
(w(t), z)ψ(t)dt− χ

∫ T

0
(rotu(t), z)ψ(t)dt =

∫ T

0
〈g(t), z〉ψ(t)dt.

A continuación es dada la definición de solución débil.

Definición 2.1 (Solución débil)
Dadas f ∈ L2(0, T ; V′) y g ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), una solución débil del problema (2.4)-(2.8) es un
par de funciones (u, w) ∈ L2(0, T ; V) × L2(0, T ;H1

0 (Ω)) satisfaciendo la formulación variacional
(2.16)-(2.18).
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2.2.1. Existencia y unicidad de soluciones débiles

A continuación se enuncia el resultado de existencia y unicidad de soluciones débiles del problema
(2.4)-(2.8).

Teorema 2.1 (Existencia y unicidad de soluciones débiles)
Sea Ω ⊂ R2 un dominio acotado con borde Γ de clase C2 y sean las funciones f ∈ L2(0, T ; V′)
y g ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)). Entonces, existe una única solución débil (u, w) ∈W ×W del problema
(2.4)-(2.8).

Demostración: Demostrar la existencia de una única solución débil del problema (2.4)-(2.8), por
la Definición 2.1, es equivalente a demostrar que el problema variacional (2.16)-(2.18) tiene una
única solución, para lo cual se usará el método de Faedo-Galerkin.

Existencia :

Por Observación 1.14, los espacios V y H1
0 (Ω) son espacios de Hilbert separables, entonces exis-

ten sucesiones de elementos linealmente independientes {ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕm, . . . } de V y {φ1, φ2, . . . ,
φm, . . . } de H1

0 (Ω) que forman una base hilbertiana para V y H1
0 (Ω) respectivamente.

Sean Vm ⊂ V y Wm ⊂ H1
0 (Ω) los espacios finitos dimensionales generados por {ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕm} y

{φ1, φ2, . . . , φm} respectivamente. Para cada número entero m fijo, se definen funciones um ∈ Vm

y wm ∈Wm como

um(x, t) =

m∑
i=1

αim(t)ϕi(x), wm(x, t) =

m∑
i=1

βim(t)φi(x), (2.19)

donde αim(t), βim(t) son funciones diferenciables, tales que (um, wm) sean soluciones aproximadas
del sistema (2.16)-(2.18), esto es, (um, wm) satisfacen el siguiente sistema

d

dt
(um(t),v) + (µ+ χ)(∇um(t),∇v) + (um(t) · ∇um(t),v)− χ(rotwm(t),v)

= 〈f(t),v〉, ∀v ∈ Vm, (2.20)

j
d

dt
(wm(t), z) + γ(∇wm(t),∇z) + j(um(t) · ∇wm(t), z) + 2χ(wm(t), z)

−χ(rotum(t), z) = 〈g(t), z〉, ∀z ∈Wm, (2.21)

um(0) = 0, wm(0) = 0. (2.22)

Se demostrará que existe una solución (um, wm) de (2.20)-(2.21).

Las ecuaciones (2.20)-(2.21) son equivalentes al conjunto de 2m ecuaciones

〈umt (t),ϕj〉+ (µ+ χ)(∇um(t),∇ϕj) + (um(t) · ∇um(t),ϕj)− χ(rotwm(t),ϕj)

= 〈f(t),ϕj〉, j = 1, ...,m, (2.23)

j〈wmt (t), φj〉+ γ(∇wm(t),∇φj) + j(um(t) · ∇wm(t), φj) + 2χ(wm(t), φj)

−χ(rotum(t), φj) = 〈g(t), φj〉, j = 1, ...,m. (2.24)
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Reemplazando (2.19) en (2.23)-(2.24), se obtiene

m∑
i=1

(ϕi,ϕj)α
′
im(t) + (µ+ χ)

m∑
i=1

(∇ϕi,∇ϕj)αim(t) +

m∑
i,k=1

(ϕi · ∇ϕk,ϕj)αim(t)αkm(t)

−χ
m∑
i=1

(rotφi,ϕj)βim(t) = 〈f(t),ϕj〉, j = 1, ...,m, (2.25)

j
m∑
i=1

(φi, φj)β
′
im(t) + γ

m∑
i=1

(∇φi,∇φj)βim(t) + j
m∑

i,k=1

(ϕi · ∇φk, φj)αim(t)βkm(t)

+2χ
m∑
i=1

(φi, φj)βim(t)− χ
m∑
i=1

(rotϕi, φj)αim(t) = 〈g(t), φj〉, j = 1, ...,m, (2.26)

los cuales forman un sistema de ecuaciones no lineales de primer orden para las m componentes
αim(t) de um(x, t) y las m componentes βim(t) de wm(x, t) con 1 ≤ i ≤ m y t ∈ [0, T ].

Como los elementos {ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕm}, {φ1, φ2, . . . , φm}, son linealmente independientes, entonces
las matrices con entradas aji = (ϕi,ϕj) y bji = (φi, φj) son no singulares, entonces invirtiendo las
matrices (aji) y (bji), el sistema (2.25)-(2.26) puede ser reescrito en la forma

α′im(t) +
m∑
j=1

cijαjm(t) +
m∑

j,`=1

dij` αjm(t)α`m(t) +
m∑
j=1

eijβjm(t) =
m∑
j=1

hij〈f(t),ϕj〉, (2.27)

β′im(t) +

m∑
j=1

ĉijβjm(t) +

m∑
j,`=1

d̂ij` αjm(t)β`m(t) +

m∑
j=1

êijαjm(t) =

m∑
j=1

ĥij〈g(t), φj〉, (2.28)

para i = 1, . . . ,m, donde cij , dij`, eij , hij , ĉij , d̂ij`, êij , ĥij ∈ R.

Teniendo en cuenta (2.19), la condición (2.22) es equivalente a 2m ecuaciones

αim(0) = (um(0),ϕi) = 0, βim(0) = (wm(0), φi) = 0, ∀ i = 1, . . . ,m. (2.29)

Por lo tanto, el sistema diferencial no lineal (2.27)-(2.29) tiene una solución maximal definida sobre
algún intervalo [0, tm]. Si tm < T , entonces ‖um(t)‖ debeŕıa a tender a +∞ cuando t → tm, pero
más adelante será probado que {um} es una sucesión acotada en L∞(0.T ; H), por lo tanto, tm = T .
Aśı, las soluciones (α1m, . . . , αmm) y (β1m, . . . , βmm) existe sobre [0, T ], lo cual implica que existe
(um, wm) satisfaciendo el sistema (2.20)-(2.22).

La solución débil de (2.4)-(2.8) será determinada como el ĺımite de la sucesión de soluciones apro-
ximadas {(um, wm)} del sistema (2.20)-(2.22).

Para poder pasar al ĺımite en (2.23)-(2.24), para las funciones um, wm hallaremos estimaciones a
priori independientes de m.

Estimaciones a priori :
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Multiplicando la ecuación (2.23) por la función αjm(t) y la ecuación (2.24) por la función βjm(t)
y luego sumando estas ecuaciones para j = 1, · · · ,m, obtenemos

〈umt (t),
m∑
j=1

αjm(t)ϕj〉+ (µ+ χ)(∇um(t),
m∑
j=1

αjm(t)∇ϕj) + (um(t) · ∇um(t),
m∑
j=1

αjm(t)ϕj)

−χ(rotwm(t),

m∑
j=1

αjm(t)ϕj) = 〈f(t),

m∑
j=1

αjm(t)ϕj〉,

j〈wmt (t),

m∑
j=1

βjm(t)φj〉+ γ(∇wm(t),

m∑
j=1

βjm(t)∇φj) + j(um(t) · ∇wm(t),

m∑
j=1

βjm(t)φj)

+2χ(wm(t),
m∑
j=1

βjm(t)φj)− (rotum(t),
m∑
j=1

βjm(t)φj) = 〈g(t),
m∑
j=1

βjm(t)φj〉,

y teniendo en cuenta la definición dada en (2.19), se obtiene

〈umt (t),um(t)〉+ (µ+ χ)(∇um(t),∇um(t))− χ(rotwm(t),um(t)) = 〈f(t),um(t)〉, (2.30)

j〈wmt (t), wm(t)〉+ γ(∇wm(t),∇wm(t)) + 2χ(wm(t), wm(t))− χ(rotum(t), wm(t))

= 〈g(t), wm(t)〉. (2.31)

Debido a (1.61), de (2.30) y (2.31), se deduce que

1

2

d

dt
‖um(t)‖2 + (µ+ χ)‖um(t)‖2V = χ(rotwm(t),um(t)) + 〈f(t),um(t)〉, (2.32)

j

2

d

dt
‖wm(t)‖2 + γ‖wm(t)‖2H1

0
+ 2χ‖wm(t)‖2 = χ(rotum(t), wm(t)) + 〈g(t), wm(t)〉. (2.33)

Sumando (2.32)-(2.33) y observando (1.32), esto es, (rotwm,um) = (rotum, wm), se obtiene

1

2

d

dt
(‖um(t)‖2 + j‖wm(t)‖2) + (µ+ χ)‖um(t)‖2V + γ‖wm(t)‖2H1

0
+ 2χ‖wm(t)‖2

= 2χ(rotum(t), wm(t)) + 〈f(t),um(t)〉+ 〈g(t), wm(t)〉,

lo cual implica

d

dt
(‖um(t)‖2 + j‖wm(t)‖2) + 2(µ+ χ)‖um(t)‖2V + 2γ‖wm(t)‖2H1

0
+ 4χ‖wm(t)‖2

≤ 4χ|(rotum(t), wm(t))|+ 2|〈f(t),um(t)〉+ 〈g(t), wm(t)〉|. (2.34)

A seguir se acotan los términos del lado derecho de (2.34). Teniendo en cuenta (1.35), aplicando
la desigualdad de Hölder (1.17) y la desigualdad de Young (1.16), se tiene

4χ|(rotum(t), wm(t))| ≤ 4χ‖rotum(t)‖‖wm(t)‖ ≤ 4χ
√

2‖∇um(t)‖‖wm(t)‖
≤ 4χ‖um(t)‖V

√
2‖wm(t)‖ ≤ 2χ‖um(t)‖2V + 4χ‖wm(t)‖2. (2.35)
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Por otro lado, usando la desigualdad de Hölder y Young, se obtiene

2|〈f(t),um(t)〉+ 〈g(t), wm(t)〉| ≤ 2(‖f(t)‖V′‖um(t)‖V + ‖g(t)‖H−1‖wm(t)‖H1
0
)

≤ 1

µ
‖f(t)‖2V′ + µ‖um(t)‖2V +

1

γ
‖g(t)‖2H−1

+γ‖wm(t)‖2H1
0
. (2.36)

Por lo tanto, reemplazando (2.35)-(2.36) en (2.34), se tiene

d

dt
(‖um(t)‖2 + j‖wm(t)‖2) + µ‖um(t)‖2V + γ‖wm(t)‖2H1

0
≤ 1

µ
‖f(t)‖2V′ +

1

γ
‖g(t)‖2H−1 . (2.37)

Integrando (2.37) con respecto a t ∈ (0, T ) y observando (2.22), se obtiene

‖um(t)‖2 + j‖wm(t)‖2 + µ

∫ t

0
‖um(s)‖2Vds+ γ

∫ t

0
‖wm(s)‖2H1

0
ds

≤ 1

µ

∫ t

0
‖f(s)‖2V′ds+

1

γ

∫ t

0
‖g(s)‖2H−1ds. (2.38)

Como ‖f(t)‖2V′ ≥ 0 y ‖g(t)‖2H−1 ≥ 0, se tiene que

1

µ

∫ t

0
‖f(s)‖2V′ds+

1

γ

∫ t

0
‖g(s)‖2H−1ds ≤

1

µ

∫ T

0
‖f(s)‖2V′ds+

1

γ

∫ T

0
‖g(s)‖2H−1ds ≤ C,

luego, (2.38) implica

‖um(t)‖2 + j‖wm(t)‖2 + µ

∫ t

0
‖um(s)‖2Vds+ γ

∫ t

0
‖wm(s)‖2H1

0
ds ≤ C. (2.39)

Aśı, de (2.39), se deduce que sup
t∈[0,T ]

‖um(t)‖2 ≤ C, sup
t∈[0,T ]

‖wm(t)‖2 ≤ C, esto es,

‖um‖L∞(0,T ;H) ≤ C, ‖wm‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C.

Por lo tanto,

la sucesión {um}m≥1 es acotada en el espacio L∞(0, T ; H), (2.40)

la sucesión {wm}m≥1 es acotada en el espacio L∞(0, T ;L2(Ω)). (2.41)

Ahora, integrando (2.37) con respecto a t de 0 a T , se obtiene

‖um(T )‖2 + j‖wm(T )‖2 + µ

∫ T

0
‖um(s)‖2Vds+ γ

∫ T

0
‖wm(s)‖2H1

0
ds

≤ 1

µ

∫ T

0
‖f(s)‖2V′ds+

1

γ

∫ T

0
‖g(s)‖2H−1ds ≤ C, (2.42)
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de donde se deduce que

µ

∫ T

0
‖um(s)‖2Vds+ γ

∫ T

0
‖wm(s)‖2H1

0
ds ≤ C,

lo que demuestra que

la sucesión {um}m≥1 es acotada en el espacio L2(0, T ; V), (2.43)

la sucesión {wm}m≥1 es acotada en el espacio L2(0, T ;H1
0 (Ω)). (2.44)

En lo que sigue se demostrará que:

{umt }m≥1 es acotada en L2(0, T ; V′) y {wmt }m≥1 es acotada en L2(0, T ;H−1(Ω)), para lo cual se
procede como sigue.

De las ecuaciones (2.20)-(2.21), se tiene

〈umt (t),v〉 = −(µ+ χ)(∇um(t),∇v)− (um(t) · ∇um(t),v) + χ(rotwm(t),v)

+〈f(t),v〉, (2.45)

j〈wmt (t), z〉 = −γ(∇wm(t),∇z)− j(um(t) · ∇wm(t), z)− 2χ(wm(t), z)

+χ(rotum(t), z) + 〈g(t), z〉, (2.46)

Observando (1.38) y aplicando la desigualdad triangular, (2.45)-(2.46) implican

|〈umt (t),v〉| ≤ (µ+ χ)|(∇um(t),∇v)|+ |(um(t) · ∇v,um(t))|+ χ|(rotwm(t),v)|
+|〈f(t),v〉|, (2.47)

j|〈wmt (t), z〉| ≤ γ|(∇wm(t),∇z)|+ j|(um(t) · ∇z, wm(t))|+ 2χ|(wm(t), z)|
+χ|(rotum(t), z)|+ |〈g(t), z〉|. (2.48)

A continuación se acotan los términos del lado derecho de (2.47). Aplicando la desigualdad de
Hölder (1.17), (1.36) y la desigualdad de Poincaré (1.18), se tiene

|〈umt (t),v〉| ≤ (µ+ χ)‖um(t)‖V‖v‖V + ‖um(t)‖2L4‖v‖V + C‖wm(t)‖H1
0
‖v‖V

+‖f(t)‖V′‖v‖V. (2.49)

Considerando (1.21) de Lema 1.2, la desigualdad de Young (1.16) y (2.40), observar que

‖um(t)‖2L4‖v‖V ≤
√

2‖um(t)‖‖um(t)‖V‖v‖V ≤ C‖um(t)‖V‖v‖V. (2.50)

Reemplazando (2.50) en (2.49), se tiene

|〈umt (t),v〉| ≤ C‖um(t)‖V‖v‖V + C‖wm(t)‖H1
0
‖v‖V + ‖f(t)‖V′‖v‖V. (2.51)

Aplicando la definición de norma en V′, de (2.51) se obtiene

‖umt (t)‖V′ = sup
‖v‖V≤1

|〈umt (t),v〉| ≤ C‖um(t)‖V + C‖wm(t)‖H1
0

+ ‖f(t)‖V′ . (2.52)
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Luego, aplicando la desigualdad de Young (1.16) al lado derecho de (2.52), se tiene

‖umt (t)‖2V′ ≤ C(‖um(t)‖2V + ‖wm(t)‖2H1
0

+ ‖f(t)‖2V′). (2.53)

Integrando (2.53) con respecto a t de 0 a T y teniendo en cuenta (2.43)-(2.44), se obtiene∫ T

0
‖umt (s)‖2V′ds ≤ C

(∫ T

0
‖um(s)‖2Vds+

∫ T

0
‖wm(s)‖2H1

0
ds+

∫ T

0
‖f(s)‖2V′ds

)
≤ C,

lo que demuestra que

la sucesión {umt }m≥1 es acotada en el espacio L2(0, T ; V′). (2.54)

Análogamente, se acotan los términos del lado derecho de (2.48). Aplicando la desigualdad de
Hölder (1.17), (1.21), (1.35) y la desigualdad de Poincaré (1.18), se tiene

|〈wmt (t), z〉| ≤ C‖wm(t)‖H1
0
‖z‖H1

0
+ ‖um(t)‖L4‖z‖H1

0
‖wm(t)‖L4 + C‖wm(t)‖H1

0
‖z‖H1

0

+C‖um(t)‖V‖z‖H1
0

+ C‖g(t)‖H−1‖z‖H1
0

≤ C(‖wm(t)‖H1
0

+ ‖um(t)‖V)‖z‖H1
0

+ ‖um(t)‖L4‖z‖H1
0
‖wm(t)‖L4

+C‖g(t)‖H−1‖z‖H1
0
. (2.55)

Considerando (1.21), la desigualdad de Young (1.16), (2.40) y (2.41), observar que

‖um(t)‖L4‖z‖H1
0
‖wm(t)‖L4 ≤

√
2‖um(t)‖1/2‖∇um(t)‖1/2‖z‖H1

0
‖wm(t)‖1/2‖∇wm(t)‖1/2

≤
√

2C‖um(t)‖1/2V ‖z‖H1
0
‖wm(t)‖1/2

H1
0

≤ C(‖um(t)‖V + ‖wm(t)‖H1
0
)‖z‖H1

0
. (2.56)

Reemplazando (2.56) en (2.55), se tiene

|〈wmt (t), z〉| ≤ C(‖wm(t)‖H1
0

+ ‖um(t)‖V)‖z‖H1
0

+ C‖g(t)‖H−1‖z‖H1
0
. (2.57)

Aplicando la definición de norma en H−1(Ω), de (2.57) se obtiene

‖wmt (t)‖H−1 = sup
‖z‖

H1
0
≤1
|〈wmt (t), z〉| ≤ C(‖wm(t)‖H1

0
+ ‖um(t)‖V + ‖g(t)‖H−1),

y aplicando la desigualdad de Young (1.16), se tiene

‖wmt (t)‖2H−1 ≤ C(‖wm(t)‖2H1
0

+ ‖um(t)‖2V + ‖g(t)‖2H−1). (2.58)

Integrando (2.58) con respecto a t de 0 a T y teniendo en cuenta (2.43)-(2.44), se obtiene∫ T

0
‖wmt (t)‖2H−1 ≤ C

(∫ T

0
‖wm(s)‖2H1

0
ds+

∫ T

0
‖um(s)‖2Vds+

∫ T

0
‖g(s)‖2H−1ds

)
≤ C,

lo que demuestra que

la sucesión {wmt }m≥1 es acotada en el espacio L2(0, T ;H−1(Ω)). (2.59)
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Por lo tanto, de (2.43)-(2.44) y (2.54), (2.59), se tiene que

la sucesión {um}m≥1 es acotada en el espacio W , (2.60)

la sucesión {wm}m≥1 es acotada en el espacio W. (2.61)

Paso al ĺımite :

De (2.40)-(2.41), (2.43)-(2.44) y teniendo en cuenta Observación 1.11, se deduce la existencia de
un elemento u ∈ L∞(0, T ; H)∩L2(0, T ; V), un elemento w ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))∩L2(0, T ;H1

0 (Ω)) y
subsucesiones {um′}m′≥1 de {um}m≥1, {wm′}m′≥1 de {wm}m≥1 tales que cuando m′ →∞,

um
′ → u débil-? en L∞(0, T ; H), (2.62)

wm
′ → w débil-? en L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.63)

um
′ → u débil en L2(0, T ; V), (2.64)

wm
′ → w débil en L2(0, T ;H1

0 (Ω)). (2.65)

Por el Teorema 1.3 se tiene que las inmersiones W ↪→ L2(0, T ; H), W ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)) son cam-
pactas, entonces observando (2.61)-(2.61), cuando m′ →∞, se tiene las siguientes convergencias

um
′ → u fuerte en L2(0, T ; H), (2.66)

wm
′ → w fuerte en L2(0, T ;L2(Ω)). (2.67)

También, de (2.54) y (2.59), cuando m′ →∞ se obtiene que

um
′

t → ut débil en L2(0, T ; V′), (2.68)

wm
′

t → wt débil en L2(0, T ;H−1(Ω)). (2.69)

Para poder pasar al ĺımite en las ecuaciones (2.23)-(2.24), se consideran las funciones escalares ψ ∈
C∞([0, T ]). Entonces, multiplicando (2.23)-(2.24) por ψ(t) e integrando con respecto a t ∈ [0, T ],
se tiene∫ T

0
〈umt (t),ϕj〉ψ(t)dt+ (µ+ χ)

∫ T

0
(∇um(t),∇ϕj)ψ(t)dt+

∫ T

0
(um(t) · ∇um(t),ϕj)ψ(t)dt

−χ
∫ T

0
(rotwm(t),ϕj)ψ(t)dt =

∫ T

0
〈f(t),ϕj〉ψ(t)dt, (2.70)

j

∫ T

0
〈wmt (t), φj〉ψ(t)dt+ γ

∫ T

0
(∇wm(t),∇φj)ψ(t)dt+ j

∫ T

0
(um(t) · ∇wm(t), φj)ψ(t)dt

+2χ

∫ T

0
(wm(t), φj)ψ(t)dt− χ

∫ T

0
(rotum(t), φj)ψ(t)dt =

∫ T

0
〈g(t), φj〉ψ(t)dt. (2.71)

Las convergencias (2.68) y (2.69), significan que∫ T

0
〈um′t (t),v(t)〉dt →

∫ T

0
〈ut(t),v(t)〉dt, ∀v ∈ L2(0, T ; V), (2.72)∫ T

0
〈wm′t (t), z(t)〉dt →

∫ T

0
〈wt(t), z(t)〉dt, ∀z ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)). (2.73)
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Como ϕj ∈ V, φj ∈ H1
0 (Ω) y ψ ∈ C∞([0, T ]) se tiene que ϕjψ(t) ∈ V ⊂ H y φjψ(t) ∈ H1

0 (Ω) ⊂
L2(Ω). Entonces, reemplazando v = ϕjψ y z = φjψ en (2.72) y (2.73) respectivamente, para
m = m′ →∞, se obtiene∫ T

0
〈umt (t),ϕj〉ψ(t)dt →

∫ T

0
〈ut(t),ϕj〉ψ(t)dt, (2.74)∫ T

0
〈wmt (t), φj〉ψ(t)dt →

∫ T

0
〈wt(t), φj〉ψ(t)dt. (2.75)

De (2.64)-(2.65), se deduce que ∇um′ → ∇u y ∇wm′ → ∇w en la topoloǵıa débil de L2(0, T ; H)
y L2(0, T ; L2(Ω)) respectivamente, lo cual por (1.51), para m = m′ →∞ implican que∫ T

0
(∇um′(t),v(t))dt →

∫ T

0
(∇u(t),v(t))dt, ∀v ∈ L2(0, T ; H), (2.76)∫ T

0
(∇wm′(t), z(t))dt →

∫ T

0
(∇w(t), z(t))dt, ∀z ∈ L2(0, T ; L2(Ω)). (2.77)

Como ∇ϕj ∈ H, ∇φj ∈ L2(Ω) y ψ ∈ C∞([0, T ]) se tiene que ∇ϕjψ(t) ∈ H y ∇φjψ(t) ∈ L2(Ω).
Entonces, reemplazando v = ∇ϕjψ y z = ∇φjψ en (2.76)-(2.77), para m = m′ → ∞ se deduce
que ∫ T

0
(∇um(t),∇ϕj)ψ(t)dt →

∫ T

0
(∇u(t),∇ϕj)ψ(t)dt, (2.78)∫ T

0
(∇wm(t),∇φj)ψ(t)dt →

∫ T

0
(∇w(t),∇φj)ψ(t)dt. (2.79)

Por Lema 1.11 y las convergencias (2.64)-(2.67), para m = m′ →∞ se obtiene∫ T

0
〈um′(t) · ∇um′(t),v(t)〉dt →

∫ T

0
〈u(t) · ∇u(t),v(t)〉dt, ∀v ∈ L2(0, T ; V), (2.80)

j

∫ T

0
〈um′(t) · ∇wm′(t), z(t)〉dt → j

∫ T

0
〈u(t) · ∇w(t), z(t)〉dt, ∀z ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)). (2.81)

Como ϕj ∈ V, φj ∈ H1
0 (Ω) y ψ ∈ C∞([0, T ]) se tiene que ϕjψ(t) ∈ V ⊂ H y φjψ(t) ∈ H1

0 (Ω) ⊂
L2(Ω). Entonces, reemplazando v = ϕjψ y z = φjψ en (2.80) y (2.81) respectivamente, para
m = m′ →∞, se obtiene∫ T

0
(um(t) · ∇um(t),ϕj)ψ(t)dt →

∫ T

0
(u(t) · ∇u(t),ϕj)ψ(t)dt, (2.82)

j

∫ T

0
(um(t) · ∇wm(t), φj)ψ(t)dt → j

∫ T

0
(u(t) · ∇w(t), φj)ψ(t)dt. (2.83)

De (2.64)-(2.65), se deduce que rotum
′ → rotu y rotwm

′ → rotw en la topoloǵıa débil de
L2(0, T ;H) y L2(0, T ; L2(Ω)), lo cual por (1.51), para m = m′ →∞ implica que∫ T

0
(rotwm

′
(t),v(t))dt →

∫ T

0
(rotw(t),v(t))dt, ∀v ∈ L2(0, T ; H). (2.84)∫ T

0
(rotum

′
(t), z(t))dt →

∫ T

0
(rotu(t), z(t))dt, ∀z ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), (2.85)
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Como ϕj ∈ V, φj ∈ H1
0 (Ω) y ψ ∈ C∞([0, T ]) se tiene que ϕjψ(t) ∈ V ⊂ H y φjψ(t) ∈ H1

0 (Ω) ⊂
L2(Ω). Entonces, reemplazando v = ϕjψ y z = φjψ en (2.84) y (2.85) respectivamente, para
m = m′ →∞, se obtiene∫ T

0
(rotwm(t),ϕj)ψ(t)dt →

∫ T

0
(rotw(t),ϕj)ψ(t)dt, (2.86)∫ T

0
(rotum(t), φj)ψ(t)dt →

∫ T

0
(rotu(t), φj)ψ(t)dt. (2.87)

Por la convergencia (2.67) para m = m′ →∞, se sigue inmediatamente que∫ T

0
(wm(t), φj)ψ(t)dt →

∫ T

0
(w(t), φj)ψ(t)dt. (2.88)

Teniendo en cuenta las convergencias (2.74)-(2.75), (2.78)-(2.79), (2.82)-(2.83) y (2.86)-(2.88), el
paso al ĺımite en (2.70)-(2.71) cuando m→∞, proporcionan las siguientes igualdades∫ T

0
〈ut(t),ϕj〉ψ(t)dt+ (µ+ χ)

∫ T

0
(∇u(t),∇ϕj)ψ(t)dt+

∫ T

0
(u(t) · ∇u(t),ϕj)ψ(t)dt

−χ
∫ T

0
(rotw(t),ϕj)ψ(t)dt =

∫ T

0
〈f(t),ϕj〉ψ(t)dt, (2.89)

j

∫ T

0
〈wt(t), φj〉ψ(t)dt+ γ

∫ T

0
(∇w(t),∇φj)ψ(t)dt+ j

∫ T

0
(u(t) · ∇w(t), φj)ψ(t)dt

+2χ

∫ T

0
(w(t), φj)ψ(t)dt− χ

∫ T

0
(rotu(t), φj)ψ(t)dt =

∫ T

0
〈g(t), φj〉ψ(t)dt. (2.90)

Las igualdades (2.89)-(2.90) se mantienen para cada j, lo cual permite escribir por un argumento
de linealidad:∫ T

0
〈ut(t),v〉ψ(t)dt+ (µ+ χ)

∫ T

0
(∇u(t),∇v)ψ(t)dt+

∫ T

0
(u(t) · ∇u(t),v)ψ(t)dt

−χ
∫ T

0
(rotw(t),v)ψ(t)dt =

∫ T

0
〈f(t),v〉ψ(t) dt, (2.91)

j

∫ T

0
〈wt(t), z〉ψ(t)dt+ γ

∫ T

0
(∇w(t),∇z)ψ(t)dt+ j

∫ T

0
(u(t) · ∇w(t), z)ψ(t)dt

+2χ

∫ T

0
(w(t), z)ψ(t)dt− χ

∫ T

0
(rotu(t), z)ψ(t)dt =

∫ T

0
〈g(t), z〉ψ(t)dt, (2.92)

para cada v y z que son combinaciones lineales finitas de los ϕj , φj respectivamente (esto es,
v ∈ Vk y z ∈ Wk para algún k). Además, como cada término de (2.91)-(2.92) dependen lineal y
continuamente de v y z para la norma de V y H1

0 (Ω) respectivamente, por continuidad se sigue
que (2.91)-(2.92) son válidas para todo (v, z) ∈ V ×H1

0 (Ω).

En particular, considerando ψ = Ψ ∈ C∞0 ((0, T )), de (2.91)-(2.92) se deduce que

d

dt
(u(t),v) + (µ+ χ)(∇u(t),∇v) + (u(t) · ∇u(t),v)− χ(rotw(t),v) = 〈f(t),v〉, (2.93)

j
d

dt
(w(t), z) + γ(∇w(t),∇z) + j(u(t) · ∇w(t), z) + 2χ(w(t), z)− χ(rotu(t), z) = 〈g(t), z〉, (2.94)
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para todo (v, z) ∈ V×H1
0 (Ω), válidas en el sentido de distribuciones sobre (0, T ), lo que demuestra

(2.16)-(2.17).

Finalmente, como 0 = um(0)→ u(0) y 0 = wm(0)→ w(0), cuando m→∞, entonces u(0) = 0 y
w(0) = 0.

Unicidad :

Sean (u1(t), w1(t)) y (u2(t), w2(t)) dos soluciones de (2.16)-(2.18), entonces se tiene

〈u1
t (t),v〉+ (µ+ χ)(∇u1(t),∇v) + (u1(t) · ∇u1(t),v)− χ(rotw1(t),v) = 〈f(t),v〉, (2.95)

〈u2
t (t),v〉+ (µ+ χ)(∇u2(t),∇v) + (u2(t) · ∇u2(t),v)− χ(rotw2(t),v) = 〈f(t),v〉, (2.96)

para todo v ∈ V, u1(0) = 0 y u2(0) = 0.

j〈w1
t (t), z〉+γ(∇w1(t),∇z)+j(u1(t) ·∇w1(t), z)+2χ(w1(t), z)−χ(rotu1(t), z) = 〈g(t), z〉, (2.97)

j〈w2
t (t), z〉+γ(∇w2(t),∇z)+j(u2(t) ·∇w2(t), z)+2χ(w2(t), z)−χ(rotu2(t), z) = 〈g(t), z〉, (2.98)

para todo z ∈ H1
0 (Ω), w1(0) = 0 y w2(0) = 0.

Denotando ū(t) = u1(t)−u2(t) y w̄(t) = w1(t)−w2(t) y haciendo la diferencia de (2.95)-(2.96) y
la diferencia de (2.97)-(2.98), se obtiene

〈ūt(t),v〉+ (µ+ χ)(∇ū(t),∇v)− χ(rot w̄(t),v)

= (u2(t) · ∇u2(t),v)− (u1(t) · ∇u1(t),v), (2.99)

j〈w̄t(t), z〉+ γ(∇w̄(t),∇z) + 2χ(w̄(t), z)− χ(rot ū(t), z)

= j(u2(t) · ∇w2(t), z)− j(u1(t) · ∇w1(t), z), (2.100)

para todo (v, z) ∈ V ×H1
0 (Ω).

Observar que

(u2(t) · ∇u2(t),v)− (u1(t) · ∇u1(t),v) = −(u1(t) · ∇u2(t),v) + (u2(t) · ∇u2(t),v)

+(u1(t) · ∇u2(t),v)− (u1(t) · ∇u1(t),v)

= −((u1(t)− u2(t)) · ∇u2(t),v)

−(u1(t) · ∇(u1(t)− u2(t)),v)

= −(ū(t) · ∇u2(t),v)− (u1(t) · ∇ū(t),v), (2.101)

j(u2(t) · ∇w2(t), z)− j(u1(t) · ∇w1(t), z) = −j((u1(t)− u2(t)) · ∇w2(t), z)

−j(u1(t) · ∇(w1(t)− w2(t)), z)

= −j(ū(t) · ∇w2(t), z)− j(u1(t) · ∇W (t), z).(2.102)

Reemplazando (2.101) en (2.99) y (2.102) en (2.100), se tiene

〈ūt(t),v〉+ (µ+ χ)(∇ū(t),∇v)− χ(rot w̄(t),v) = −(ū(t) · ∇u2(t),v)

−(u1(t) · ∇ū(t),v), (2.103)

j〈w̄t(t), z〉+ γ(∇w̄(t),∇z) + 2χ(w̄(t), z)− χ(rot ū(t), z) = −j(ū(t) · ∇w2(t), z)

−j(u1(t) · ∇w̄(t), z), (2.104)
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para todo (v, z) ∈ V ×H1
0 (Ω).

Haciendo v = ū(t) y z = w̄(t) en (2.103) y (2.104) respectivamente, observando (1.39) y (1.61), se
obtiene

1

2

d

dt
‖ū(t)‖2 + (µ+ χ)‖ū(t)‖2V − χ(rot w̄(t), ū(t)) = −(ū(t) · ∇u2(t), ū(t)), (2.105)

j

2

d

dt
‖w̄(t)‖2 + γ‖w̄(t)‖2H1

0
+ 2χ‖w̄(t)‖2 − χ(rot ū(t), w̄(t)) = −j(ū(t) · ∇w2(t), w̄(t)). (2.106)

Sumando (2.105)-(2.106) y observando (1.32), esto es, (rot w̄(t), ū(t)) = (rot ū(t), w̄(t)), se obtiene

1

2

d

dt
(‖ū(t)‖2 + j‖w̄(t)‖2) + (µ+ χ)‖ū(t)‖2V + γ‖w̄(t)‖2H1

0
+ 2χ‖w̄(t)‖2

= 2χ(rot ū(t), w̄(t))− (ū(t) · ∇u2(t), ū(t))− j(ū(t) · ∇w2(t), w̄(t)),

y aplicando la desigualdad triangular, se sigue

d

dt
(‖ū(t)‖2 + j‖w̄(t)‖2) + 2(µ+ χ)‖ū(t)‖2V + 2γ‖w̄(t)‖2H1

0
+ 4χ‖w̄(t)‖2

≤ 4χ|(rot ū(t), w̄(t))|+ 2|(ū(t) · ∇u2(t), ū(t))|+ 2j|(ū(t) · ∇w2(t), w̄(t))|. (2.107)

A seguir se acotan los términos del lado derecho de (2.107). Teniendo en cuenta (1.35), aplicando
la desigualdad de Hölder (1.17) y la desigualdad de Young (1.16), se tiene

4χ|(rot ū(t), w̄(t))| ≤ 4χ‖rot ū(t)‖‖w̄(t)‖ ≤ 4χ
√

2‖∇ū(t)‖‖w̄(t)‖
≤ 4χ‖ū(t)‖V

√
2‖w̄(t)‖ ≤ 2χ‖ū(t)‖2V + 4χ‖w̄(t)‖2. (2.108)

Aplicando la desigualdad de Hölder (1.17), (1.21) y la desigualdad de Young (1.16), se tiene

2|(ū(t) · ∇u2(t), ū(t))| ≤ 2‖ū(t)‖2L4‖u2(t)‖V ≤ 2
√

2‖ū(t)‖‖ū(t)‖V‖u2(t)‖V
≤ µ‖ū(t)‖2V + Cµ‖ū(t)‖2‖u2(t)‖2V, (2.109)

por otro lado,

2j|(ū(t) · ∇w2(t), w̄(t))| ≤ 2j‖ū(t)‖L4‖w2(t)‖H1
0
‖w̄(t)‖L4

≤ 2
√

2j‖ū(t)‖1/2‖ū(t)‖1/2V ‖w
2(t)‖H1

0
‖w̄(t)‖1/2‖w̄(t)‖1/2

H1
0

≤
√

2j‖w2(t)‖H1
0
(‖ū(t)‖‖ū(t)‖V + ‖w̄(t)‖‖w̄(t)‖H1

0
)

≤ µ‖ū(t)‖2V + Cµ‖ū(t)‖2‖w2(t)‖2H1
0

+ 2γ‖w̄(t)‖2H1
0

+jCγ‖w̄(t)‖2‖w2(t)‖2H1
0
. (2.110)

Reemplazando (2.108)-(2.110) en (2.107), se tiene

d

dt
(‖ū(t)‖2 + j‖w̄(t)‖2) ≤ Cµ‖ū(t)‖2(‖u2(t)‖2V + ‖w2(t)‖2H1

0
) + jCγ‖w̄(t)‖2‖w2(t)‖2H1

0

≤ Cµ,γ(‖u2(t)‖2V + ‖w2(t)‖2H1
0
)(‖ū(t)‖2 + j‖w̄(t)‖2),
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y denotando Φ(t) = Cµ,γ(‖u2(t)‖2V + ‖w2(t)‖2
H1

0
), se obtiene

d

dt
(‖ū(t)‖2 + j‖w̄(t)‖2) ≤ Φ(t)(‖ū(t)‖2 + j‖w̄(t)‖2),

y entonces,

d

dt
(‖ū(t)‖2 + j‖w̄(t)‖2)− Φ(t)(‖ū(t)‖2 + j‖w̄(t)‖2) ≤ 0. (2.111)

Un factor integrante para el lado izquierdo de (2.111) es h(t) = e−
∫ t
0 Φ(s)ds, aśı, multiplicando

ambos lados de (2.111) por h(t), se obtiene que

d

dt

(
e−

∫ t
0 Φ(s)ds (‖ū(t)‖2 + j‖w̄‖2)

)
≤ 0. (2.112)

Integrando la desigualdad (2.112) con respecto a t, para t ∈ (0, T ) y observando que ū(0) = 0 y
w̄(0) = 0, resulta

e−
∫ t
0 Φ(s)ds (‖ū(t)‖2 + j ‖w̄(t)‖2) ≤ 0. (2.113)

Puesto que la función exponencial siempre es positiva, de (2.113) se deduce

‖ū(t)‖2 + j ‖w̄(t)‖2 ≤ 0 ⇒ ‖ū(t)‖ = 0 y ‖w̄(t)‖ = 0,

lo cual implica ū(t) = 0 y w̄(t) = 0, esto es, u1(t) = u2(t) y w1(t) = w2(t) para todo t ∈ (0, T ), lo
que demuestra la unicidad de soluciones.

�
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Caṕıtulo 3

Problema de control para ecuaciones
de fluidos micropolares

En este caṕıtulo se estudia un problema de control asociado a las ecuaciones de fluidos micropolares
no estacionarias con condiciones de borde Dirichlet homogéneas.
En la teoŕıa de fluidos micropolares, un caso especial se presenta cuando la microrotación w está
restringida por w = rotu. Si en el sistema (2.4)-(2.8) se reemplaza w por rotu, el sistema se reduce
a las ecuaciones de Navier-Stokes.
Considerando un control de tipo distribuido representado por un campo externo, el objetivo del
problema a estudiar, es controlar un campo externo cuya acción transforme el fluido micropolar
en un fluido de Navier-Stokes.
Como en Caṕıtulo 2, se consideran los espacios de funciones

L2(Ω) = {g : Ω→ R ; g es medible y

∫
Ω
|g(x)|2dx <∞},

H1
0 (Ω) = {z ∈ H1(Ω) ; z = 0 sobre Γ},

H = {u ∈ L2(Ω) ; divu = 0 en Ω y u · n = 0 sobre Γ},
V = {u ∈ H1

0(Ω) ; divu = 0 en Ω},
W = {u ∈ L2(0, T ; V) ; ut ∈ L2(0, T ; V′)},
W = {w ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ; wt ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))}.

De aqúı en adelante, la constante C > 0 representará una constante genérica que podrá tomar
diferentes valores.

3.1. Formulación del problema de control

Con el propósito de estudiar un problema de control, para el caso especial cuando la velocidad
microrotacional w sea lo más próxima posible al rotu, se define el funcional J : L2(0, T ;L2(Ω))→ R
como

J(g) =
1

2

∫ T

0
‖wg(t)− rotug(t)‖2dt,
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donde (ug, wg) es una solución débil del sistema (2.4)-(2.8).

Además, se considera

(i) Los campos externos f ∈ L2(0, T ; V′) y g ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), donde g es un control de tipo
distribuido.

(ii) El conjunto Br = {g ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) ; ‖g‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ r}, para todo r > 0.

Entonces, con las consideraciones (i)− (ii), se formula el siguiente problema de control óptimo.

Problema 1. Hallar un campo externo g ∈ Br tal que minimice el funcional

J(g) =
1

2

∫ T

0
‖wg(t)− rotug(t)‖2dt, (3.1)

sujeto a que (ug, wg) ∈ L2(0, T ; V) × L2(0, T ;H1
0 (Ω)) sea una solución del sistema (2.16)-(2.18)

correspondiente a g, esto es, (ug, wg) satisface

d

dt
(ug(t),v) + (µ+ χ)(∇ug(t),∇v) + (ug(t) · ∇ug(t),v)− χ(rotwg(t),v)

= 〈f(t),v〉, ∀v ∈ V, (3.2)

j
d

dt
(wg(t), z) + γ(∇wg(t),∇z) + j(ug(t) · ∇wg(t), z) + 2χ(wg(t), z)− χ(rotug(t), z)

= (g(t), z), ∀z ∈ H1
0 (Ω), (3.3)

ug(0) = 0, wg(0) = 0, (3.4)

en el sentido de distribuciones sobre (0, T ).

3.2. Existencia de una solución óptima

Para el Problema 1 , se define el conjunto de soluciones admisibles como sigue:

Sad = {g ∈ Br ; J(g) <∞ y (ug, wg, g) satisface el sistema (3.2)-(3.4)}.

Definición 3.1 Se dice que g∗ ∈ Sad es una solución óptima del sistema (3.1)-(3.4) si

J(g∗) = mı́n
g∈Sad

J(g). (3.5)

El siguiente resultado establece que el problema de control (3.1)-(3.4) tiene al menos una solución.

Teorema 3.1 Bajo las hipótesis del Teorema 2.1 el problema de control (3.1)-(3.4) tiene al menos
una solución g∗ ∈ Sad.

Demostración:
Por el Teorema 2.1, para g ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) existe (ug, wg) ∈ L2(0, T ; V) × L2(0, T ;H1

0 (Ω))
satisfaciendo (3.2)-(3.4), lo cual implica que el conjunto Sad es no vaćıo. Además, dado que el
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funcional J es acotado inferiormente, entonces existe una sucesión minimizante {gm}m≥1 ⊂ Sad
tal que

ĺım
m→∞

J(gm) = ı́nf
g∈Sad

J(g), (3.6)

y (umg , w
m
g , g

m) ∈ L2(0, T ; V)× L2(0, T ;H1
0 (Ω))× L2(0, T ;L2(Ω)) satisface (3.2)-(3.4), esto es,

d

dt
(umg (t),v) + (µ+ χ)(∇umg (t),∇v) + (umg (t) · ∇umg (t),v)− χ(rotwmg (t),v)

= 〈f(t),v〉, ∀v ∈ V, (3.7)

j
d

dt
(wmg (t), z) + γ(∇wmg (t),∇z) + j(umg (t) · ∇wmg (t), z) + 2χ(wmg (t), z)− χ(rotumg (t), z)

= (gm(t), z), ∀z ∈ H1
0 (Ω), (3.8)

umg (0) = 0, wmg (0) = 0, (3.9)

en el sentido de distribuciones sobre (0, T ).

Observando (3.7)-(3.9), análogamente como en la demostración del Teorema 2.1 (ver (2.20)-(2.22),
(2.64)-(2.69)), se puede demostrar que existe (u∗, w∗) ∈ L2(0, T ; V)× L2(0, T ;H1

0 (Ω)) tal que

umg → u∗ débil en L2(0, T ; V), (3.10)

wmg → w∗ débil en L2(0, T ;H1
0 (Ω)), (3.11)

umg → u∗ fuerte en L2(0, T ; H), (3.12)

wmg → w∗ fuerte en L2(0, T ;L2(Ω)), (3.13)

umgt → u∗t débil en L2(0, T ; V′), (3.14)

wmgt → w∗t débil en L2(0, T ;H−1(Ω)). (3.15)

Además, como {gm}m≥1 ⊂ Br, entonces {gm}m≥1 es acotada, luego existe una función g∗ ∈ Br ⊂
L2(0, T ;L2(Ω)) tal que cuando m→∞, se tiene

gm → g∗ débil en L2(0, T ;L2(Ω)). (3.16)

Usando las convergencias (3.10)-(3.16) y pasando al ĺımite en (3.7)-(3.9), como en el Teorema 2.1,
cuando m→∞ se obtiene que

d

dt
(u∗(t),v) + (µ+ χ)(∇u∗(t),∇v) + (u∗(t) · ∇u∗(t),v)− χ(rotw∗(t),v) = 〈f(t),v〉,

j
d

dt
(w∗(t), z) + γ(∇w∗(t),∇z) + j(u∗(t) · ∇w∗(t), z) + 2χ(w∗(t), z)− χ(rotu∗(t), z) = (g∗(t), z),

u∗(0) = 0, w∗(0) = 0,

para todo (v, z) ∈ V × H1
0 (Ω) y en el sentido de distribuciones sobre (0, T ). Aśı, (u∗, w∗, g∗)

satisface el sistema (3.2)-(3.4).
Por la definición del funcional J ,

J(g∗) =
1

2

∫ T

0
‖w∗(t)− rotu∗(t)‖2dt ≤ 1

2

∫ T

0
(‖w∗(t)‖+ ‖rotu∗(t)‖)2dt,
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usando la desigualdad de Young y que (u∗, w∗) ∈ L2(0, T ; V)× L2(0, T ;H1
0 (Ω)), se sigue que

J(g∗) ≤
∫ T

0
(‖w∗(t)‖2 + ‖rotu∗(t)‖2)dt ≤ C.

Por lo tanto, se ha demostrado que existe g∗ ∈ Br tal que (u∗, w∗, g∗) satisface (3.2)-(3.4) y
J(g∗) <∞, lo cual implica que g∗ ∈ Sad y se concluye

ı́nf
g∈Sad

J(g) ≤ J(g∗). (3.17)

De (3.10) se tiene que

rotumg → rotu∗ débil en L2(0, T ;L2(Ω)),

lo cual junto con (3.13), implican

wmg − rotumg → w∗ − rotu∗ débil en L2(0, T ;L2(Ω)).

Aśı, de Proposición 1.1, se tiene

‖w∗ − rotu∗‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ ĺım
m→∞

ı́nf ‖wmg − rotumg ‖L2(0,T ;L2(Ω)). (3.18)

Luego, elevando al cuadrado (3.18) y aplicando (1.55), se obtiene

‖w∗ − rotu∗‖2L2(0,T ;L2(Ω)) ≤
(

ĺım
m→∞

ı́nf ‖wmg − rotumg ‖L2(0,T ;L2(Ω))

)2
≤ ĺım

m→∞
ı́nf ‖wmg − rotumg ‖2L2(0,T ;L2(Ω)),

y teniendo en cuenta la definición del funcional J , resulta

J(g∗) ≤ ĺım
m→∞

ı́nf J(gm). (3.19)

De (3.19) y (3.6), se obtiene

J(g∗) ≤ ĺım
m→∞

ı́nf J(gm) ≤ ĺım
m→∞

J(gm) = ı́nf
g∈Sad

J(g), (3.20)

y se concluye que
J(g∗) ≤ ı́nf

g∈Sad
J(g). (3.21)

Aśı, de (3.17) y (3.21) se sigue que

J(g∗) = ı́nf
g∈Sad

J(g).

Por lo tanto, g∗ ∈ Sad es una solución óptima para el problema de control (3.1)-(3.4).
�
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3.3. Condición necesaria de optimalidad de primer orden

En esta sección se procede a derivar la condición necesaria de primer orden para el problema de
control (3.1)-(3.4). Previamente, se demostrará el siguiente resultado.

Proposición 3.1 Sean f ∈ L2(0, T ; V′), g∗ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) y (u∗, w∗) la única solución del
sistema (2.16)-(2.18) correspondiente a g∗. Dado g ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), existe una única (ū, w̄) ∈
W ×W satisfaciendo el sistema

〈ūt(t),v〉+ (µ+ χ)(∇ū(t),∇v) + (u∗(t) · ∇(ū(t)− u∗(t)),v) + (ū(t) · ∇u∗(t),v)

−χ(rot w̄(t),v) = 〈f(t),v〉, ∀v ∈ V, (3.22)

j〈w̄t(t), z〉+ γ(∇w̄(t),∇z) + j(ū(t) · ∇w∗(t), z) + j(u∗(t) · ∇(w̄(t)− w∗(t)), z)
+2χ(w̄(t), z)− χ(rot ū(t), z) = (g(t), z), ∀z ∈ H1

0 (Ω), (3.23)

ū(0) = 0, w̄(0) = 0, (3.24)

en el sentido de distribuciones sobre (0, T ).

Demostración:
Sea (u∗, w∗) ∈W ×W la única solución del sistema (2.16)-(2.18) cuando g = g∗, esto es, (u∗, w∗)
satisface el sistema

〈u∗t (t),v〉+ (µ+ χ)(∇u∗(t),∇v) + (u∗(t) · ∇u∗(t),v)

−χ(rotw∗(t),v) = 〈f(t),v〉, ∀v ∈ V, (3.25)

j〈w∗t (t), z〉+ γ(∇w∗(t),∇z) + j(u∗(t) · ∇w∗(t), z) + 2χ(w∗(t), z)

−χ(rotu∗(t), z) = (g∗(t), z), ∀z ∈ H1
0 (Ω), (3.26)

u∗(0) = 0, w∗(0) = 0. (3.27)

Se denota por (ûα, ŵα) ∈ W × W la única solución del sistema (2.16)-(2.18) cuando g = g∗ +
α(g − g∗), esto es,

〈ûαt (t),v〉+ (µ+ χ)(∇ûα(t),∇v) + (ûα(t) · ∇ûα(t),v)− χ(rot ŵα(t),v)

= 〈f(t),v〉, ∀v ∈ V, (3.28)

j〈ŵαt (t), z〉+ γ(∇ŵα(t),∇z) + j(ûα(t) · ∇ŵα(t), z) + 2χ(ŵα(t), z)− χ(rot ûα(t), z)

= (g∗(t) + α(g(t)− g∗(t)), z), ∀z ∈ H1
0 (Ω), (3.29)

ûα(0) = 0, ŵα(0) = 0. (3.30)

Haciendo la diferencia entre los sistemas (3.28)-(3.30) y (3.25)-(3.27), se obtiene

〈ûαt (t)− u∗t (t),v〉+ (µ+ χ)(∇(ûα(t)− u∗(t)),∇v) + (ûα(t) · ∇ûα(t)− u∗(t) · ∇u∗(t),v)

−χ(rot(ŵα(t)− w∗(t)),v) = 0, ∀v ∈ V, (3.31)

j〈ŵαt (t)− w∗t (t), z〉+ γ(∇(ŵα(t)− w∗(t)),∇z) + j(ûα(t) · ∇ŵα(t)− u∗(t) · ∇w∗(t), z)
+2χ(ŵα(t)− w∗(t), z)− χ(rot (ûα(t)− u∗(t)), z) = α(g(t)− g∗(t), z), ∀z ∈ H1

0 (Ω), (3.32)

ûα(0)− u∗(0) = 0, ŵα(0)− w∗(0) = 0. (3.33)
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Para cualquier α ∈ (0, 1), se definen las funciones

uα =
ûα − u∗

α
+ u∗, wα =

ŵα − w∗

α
+ w∗, (3.34)

las cuales implican
α(uα − u∗) = ûα − u∗, α(wα − w∗) = ŵα − w∗. (3.35)

Observar que

(ûα · ∇ûα − u∗ · ∇u∗,v) =
(
((ûα − u∗) + u∗) · ∇

(
(ûα − u∗) + u∗

)
− u∗ · ∇u∗,v

)
=

(
(ûα − u∗) · ∇(ûα − u∗),v

)
+
(
(ûα − u∗) · ∇u∗,v

)
+
(
u∗ · ∇(ûα − u∗),v

)
= α2

(
(uα − u∗) · ∇(uα − u∗),v

)
+ α

(
(uα − u∗) · ∇u∗,v

)
+α
(
u∗ · ∇(uα − u∗),v

)
= α2

(
(uα − u∗) · ∇(uα − u∗),v

)
+ α

(
uα · ∇u∗,v

)
−α(u∗ · ∇u∗,v) + α(u∗ · ∇(uα − u∗),v), (3.36)

j(ûα · ∇ŵα − u∗ · ∇w∗, z) = j
(
((ûα − u∗) + u∗) · ∇((ŵα − w∗) + w∗)− u∗ · ∇w∗, z

)
= j

(
(ûα − u∗) · ∇(ŵα − w∗), z

)
+ j
(
(ûα − u∗) · ∇w∗, z

)
+j
(
u∗ · ∇(ŵα − w∗), z

)
= α2j

(
(uα − u∗) · ∇(wα − w∗), z

)
+ αj

(
(uα − u∗) · ∇w∗, z

)
+αj

(
u∗ · ∇(wα − w∗), z

)
= α2j

(
(uα − u∗) · ∇(wα − w∗), z

)
+ αj

(
uα · ∇w∗, z

)
−αj(u∗ · ∇w∗, z) + αj(u∗ · ∇(wα − w∗), z) (3.37)

Reemplazando (3.35)-(3.37) en el sistema (3.31)-(3.33) y teniendo en cuenta que (u∗, w∗) satisface el
sistema (3.25)-(3.27), se obtiene que (uα, wα) ∈ L2(0, T ; V)×L2(0, T ;H1

0 (Ω)) satisface el siguiente
sistema

〈uαt (t),v〉+ (µ+ χ)(∇uα(t),∇v) + (uα(t) · ∇u∗(t),v) +
(
u∗(t) · ∇(uα(t)− u∗(t)),v

)
+α
(
(uα(t)− u∗(t)) · ∇(uα(t)− u∗(t)),v

)
− χ(rotwα(t),v) = 〈f(t),v〉, (3.38)

j〈wαt (t), z〉+ γ(∇wα(t),∇z) + j(uα(t) · ∇w∗(t), z) + j
(
u∗(t) · ∇(wα(t)− w∗(t)), z

)
+αj

(
(uα(t)− u∗(t)) · ∇(wα(t)− w∗(t)), z

)
+ 2χ(wα(t), z)− χ(rotuα(t), z) = (g(t), z), (3.39)

uα(0) = 0, wα(0) = 0, (3.40)

para todo (v, z) ∈ V ×H1
0 (Ω).

Estimaciones a priori :
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Tomando v = uα(t) y z = wα(t) en (3.38)-(3.39), y teniendo en cuenta (1.61), se obtiene

1

2

d

dt
‖uα(t)‖2 + (µ+ χ)‖uα(t)‖2V + (1− α)((uα(t)− u∗(t)) · ∇u∗(t),uα(t))

−χ(rotwα(t),uα(t)) = 〈f(t),uα(t)〉, (3.41)

j

2

d

dt
‖wα(t)‖2 + γ‖wα(t)‖2H1

0
+ 2χ‖wα(t)‖2 + j(1− α)((uα(t)− u∗(t)) · ∇w∗(t), wα(t))

−χ(rotuα(t), wα(t)) = (g(t), wα(t)). (3.42)

Sumando (3.41)-(3.42) y observando (1.32), se obtiene

1

2

d

dt
(‖uα(t)‖2 + j‖wα(t)‖2) + (µ+ χ)‖uα(t)‖2V + γ‖wα(t)‖2H1

0
+ 2χ‖wα(t)‖2

= −(1− α)((uα(t)− u∗(t)) · ∇u∗(t),uα(t))− j(1− α)((uα(t)− u∗(t)) · ∇w∗(t), wα(t))

+2χ(rotuα(t), wα(t)) + 〈f(t),uα(t)〉+ (g(t), wα(t)). (3.43)

Observando que (1− α) < 1 para α ∈ (0, 1) y aplicando la desigualdad triangular, (3.43) implica

d

dt
(‖uα(t)‖2 + j‖wα(t)‖2) + 2(µ+ χ)‖uα(t)‖2V + 2γ‖wα(t)‖2H1

0
+ 4χ‖wα(t)‖2

≤ 2|(uα(t) · ∇u∗(t),uα(t))|+ 2|(u∗(t) · ∇u∗(t),uα(t))|+ 2j|(uα(t) · ∇w∗(t), wα(t))|
+2j|(u∗(t) · ∇w∗(t), wα(t))|+ 4χ|(rotuα(t), wα(t))|+ 2|〈f(t),uα(t)〉+ (g(t), wα(t))|.(3.44)

A continuación, se acotan los términos del lado derecho de (3.44). Teniendo en cuenta (1.38) y
aplicando la desigualdad de Hölder (1.17), se tiene

d

dt
(‖uα(t)‖2 + j‖wα(t)‖2) + 2(µ+ χ)‖uα(t)‖2V + 2γ‖wα(t)‖2H1

0
+ 4χ‖wα(t)‖2

≤ 2‖uα(t)‖2L4‖u∗(t)‖V + 2‖u∗(t)‖2L4‖uα(t)‖V + 2j‖uα(t)‖L4‖w∗(t)‖H1
0
‖wα(t)‖L4

+2j‖u∗(t)‖L4‖wα(t)‖H1
0
‖w∗(t)‖L4 + 4χ‖rotuα(t)‖‖wα(t)‖

+2(‖f(t)‖V′‖uα(t)‖V + ‖g(t)‖‖wα(t)‖H1
0
). (3.45)

Aplicando (1.21) y la desigualdad de Young (1.16), se tiene

2‖uα(t)‖2L4‖u∗(t)‖V ≤ 2
√

2‖uα(t)‖‖uα(t)‖V‖u∗(t)‖V
≤ µ

4
‖uα(t)‖2V + Cµ‖u∗(t)‖2V‖uα(t)‖2. (3.46)

Teniendo en cuenta que u∗ ∈ L∞(0, T ; H) y aplicando la desigualdad de Young (1.16), se tiene

2‖u∗(t)‖2L4‖uα(t)‖V ≤ 2
√

2‖u∗(t)‖‖u∗(t)‖V‖uα(t)‖V ≤ 2
√

2C‖u∗(t)‖V‖uα(t)‖V
≤ µ

4
‖uα(t)‖2V + Cµ‖u∗(t)‖2V. (3.47)

Considerando que u∗ ∈ L∞(0, T ; H), w∗ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) y aplicando la desigualdad de Young
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(1.16), se tiene

2j‖u∗(t)‖L4‖wα(t)‖H1
0
‖w∗(t)‖L4 ≤ 2

√
2j‖u∗(t)‖1/2‖u∗(t)‖1/2V ‖w

α(t)‖H1
0
‖w∗(t)‖1/2‖w∗(t)‖1/2

H1
0

≤ γ

4
‖wα(t)‖2H1

0
+ Cγ‖u∗(t)‖‖u∗(t)‖V‖w∗(t)‖‖w∗(t)‖H1

0

≤ γ

4
‖wα(t)‖2H1

0
+ Cγ‖u∗(t)‖V‖w∗(t)‖H1

0

≤ γ

4
‖wα(t)‖2H1

0
+ Cγ‖u∗(t)‖2V + Cγ‖w∗(t)‖2H1

0
. (3.48)

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Young (1.16), se tiene

2j‖uα(t)‖L4‖w∗(t)‖H1
0
‖wα(t)‖L4 ≤ 2

√
2j‖uα(t)‖1/2‖uα(t)‖1/2V ‖w

∗(t)‖H1
0
‖wα(t)‖1/2‖wα(t)‖1/2

H1
0

≤
√

2j‖w∗(t)‖H1
0
(‖uα(t)‖‖uα(t)‖V + ‖wα(t)‖‖wα(t)‖H1

0
)

≤ µ

4
‖uα(t)‖2V + Cµ,j‖w∗(t)‖2H1

0
‖uα(t)‖2 +

γ

4
‖wα(t)‖2H1

0

+j Cγ,j‖w∗(t)‖2H1
0
‖wα(t)‖2. (3.49)

Teniendo en cuenta (1.35) y aplicando la desigualdad de Young (1.16), se tiene

4χ‖rotuα(t)‖‖wα(t)‖ ≤ 4χ
√

2‖∇uα(t)‖‖wα(t)‖ ≤ 4χ‖uα(t)‖V
√

2‖wα(t)‖
≤ 2χ‖uα(t)‖2V + 4χ‖wα(t)‖2. (3.50)

Por otro lado, aplicando la desigualdad de Young (1.16), se tiene

2(‖f(t)‖V′‖uα(t)‖V + ‖g(t)‖‖wα(t)‖H1
0
) ≤ 1

µ
‖f(t)‖2V′ + µ‖uα(t)‖2V

+
1

γ
‖g(t)‖2 + γ‖wα(t)‖2H1

0
. (3.51)

Por lo tanto, reemplazando (3.46)-(3.51) en (3.45), se tiene

d

dt
(‖uα(t)‖2 + j‖wα(t)‖2) +

µ

4
‖uα(t)‖2V +

γ

2
‖wα(t)‖2H1

0

≤ C(‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2H1
0
)‖uα(t)‖2 + j C‖w∗(t)‖2H1

0
‖wα(t)‖2

+C(‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2H1
0

+ ‖f(t)‖2V′ + ‖g(t)‖2). (3.52)

Usando la desigualdad (ab+ cd) ≤ (a+ c)(b+ d) en (3.52), se obtiene

d

dt
(‖uα(t)‖2 + j‖wα(t)‖2) +

µ

4
‖uα(t)‖2V +

γ

2
‖wα(t)‖2H1

0

≤ C(‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2H1
0
)(‖uα(t)‖2 + j‖wα(t)‖2)

+C(‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2H1
0

+ ‖f(t)‖2V′ + ‖g(t)‖2). (3.53)
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Integrando (3.53) de 0 a t y teniendo en cuenta (3.40), se tiene

‖uα(t)‖2 + j‖wα(t)‖2 +
µ

4

∫ t

0
‖uα(s)‖2Vds+

γ

2

∫ t

0
‖wα(s)‖2H1

0
ds

≤ C
∫ t

0
(‖u∗(s)‖2V + ‖w∗(s)‖2H1

0
)(‖uα(s)‖2 + j‖wα(s)‖2H1

0
)ds

+C

∫ t

0
(‖u∗(s)‖2V + ‖w∗(s)‖2H1

0
+ ‖f(s)‖2V′ds+ ‖g(s)‖2)ds

≤ C
∫ t

0
(‖u∗(s)‖2V + ‖w∗(s)‖2H1

0
)(‖uα(s)‖2 + j‖wα(s)‖2H1

0
)ds+ C, (3.54)

y denotando h(t) = C(‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2
H1

0
), se deduce

‖uα(t)‖2 + j‖wα(t)‖2 +
µ

4

∫ t

0
‖uα(s)‖2Vds+

γ

2

∫ t

0
‖wα(s)‖2H1

0
ds

≤
∫ t

0
h(s)(‖uα(s)‖2 + j‖wα(s)‖2H1

0
)ds+ C. (3.55)

Luego, aplicando la desigualdad de Gronwall (1.45) en (3.55), se tiene

‖uα(t)‖2 + j‖wα(t)‖2 +
µ

4

∫ t

0
‖uα(s)‖2Vds+

γ

2

∫ t

0
‖wα(s)‖2H1

0
ds

≤ C + C

∫ t

0
h(s)e

∫ t
s h(x)dxds. (3.56)

Puesto que u∗ ∈ L2(0, T ; V) y w∗ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), se tiene

e
∫ t
s h(x)dx ≤ e

C
∫ T
0 (‖u∗(x)‖2V+‖w∗(x)‖2

H1
0

)dx
≤ eC ≤ C. (3.57)

Luego de (3.56) y (3.57), se tiene que

‖uα(t)‖2 + j‖wα(t)‖2 +
µ

4

∫ t

0
‖uα(s)‖2Vds+

γ

2

∫ t

0
‖wα(s)‖2H1

0
ds

≤ C + C

∫ t

0
h(s)ds ≤ C + C

∫ T

0
h(s)ds ≤ C. (3.58)

Por lo tanto, de (3.58) se deduce que sup
t∈[0,T ]

‖uα(t)‖2 ≤ C, sup
t∈[0,T ]

‖wα(t)‖2 ≤ C, esto es,

{uα}0<α<1 es acotada en el espacio L∞(0, T ; H), (3.59)

{wα}0<α<1 es acotada en el espacio L∞(0, T ;L2(Ω)). (3.60)

Tomando t = T en (3.58), se tiene que

µ

4

∫ T

0
‖uα(t)‖2Vdt+

γ

2

∫ T

0
‖wα(t)‖2H1

0
dt ≤ C, (3.61)
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lo cual implica

{uα}0<α<1 es acotada en el espacio L2(0, T ; V), (3.62)

{wα}0<α<1 es acotada en el espacio L2(0, T ;H1
0 (Ω)). (3.63)

En lo que sigue se demostrará que:

{uαt }0<α<1 es acotada en L2(0, T ; V′) y {wαt }0<α<1 es acotada en L2(0, T ;H−1(Ω)), para lo cual
se procede como sigue.

De las ecuaciones (3.38)-(3.39), se tiene

〈uαt (t),v〉 = −(µ+ χ)(∇uα(t),∇v)− α
(
uα(t) · ∇uα(t),v

)
− (1− α)(u∗(t) · ∇uα(t),v)

−(1− α)
(
uα(t) · ∇u∗(t),v

)
+ (1− α)

(
u∗(t) · ∇u∗(t),v

)
+χ(rotwα(t),v) + 〈f(t),v〉, (3.64)

j〈wαt (t), z〉 = −γ(∇wα(t),∇z)− jα
(
uα(t) · ∇wα(t), z

)
− j(1− α)

(
u∗(t) · ∇wα(t), z

)
−j(1− α)

(
uα(t) · ∇w∗(t), z

)
+ j(1− α)

(
u∗(t) · ∇w∗(t), z

)
−2χ(wα(t), z) + χ(rotuα(t), z) + (g(t), z), (3.65)

Observando que (1 − α) < 1 para α ∈ (0, 1), aplicando (1.38) y la desigualdad triangular, de
(3.64)-(3.65) se obtiene

〈uαt (t),v〉 ≤ (µ+ χ)|(∇uα(t),∇v)|+ |
(
uα(t) · ∇v,uα(t)

)
|+ |(u∗(t) · ∇v,uα(t))|

+|
(
uα(t) · ∇v,u∗(t)

)
|+ |

(
u∗(t) · ∇v,u∗(t)

)
|

+χ|(rotwα(t),v)|+ |〈f(t),v〉|, (3.66)

j〈wαt (t), z〉 = γ|(∇wα(t),∇z)|+ j|
(
uα(t) · ∇z, wα(t)

)
|+ j|

(
u∗(t) · ∇z, wα(t)

)
|

+j|
(
uα(t) · ∇z, w∗(t)

)
|+ j|

(
u∗(t) · ∇z, w∗(t)

)
|

+2χ|(wα(t), z)|+ χ|(rotuα(t), z)|+ |(g(t), z)|, (3.67)

A seguir se acotan los términos del lado derecho de (3.66). Teniendo en cuenta la desigualdad de
Hölder (1.17), (1.36) y la desigualdad de Poincaré (1.18), se tiene

|〈uαt (t),v〉| ≤ (µ+ χ)‖uα(t)‖V‖v‖V + ‖uα(t)‖2L4‖v‖V + 2‖uα(t)‖L4‖v‖V‖u∗(t)‖L4

+‖u∗(t)‖2L4‖v‖V + C‖wα(t)‖H1
0
‖v‖V + ‖f(t)‖V′‖v‖V. (3.68)

Considerando (1.21), la desigualdad de Young (1.16), u∗ ∈ L∞(0, T ; H) y (3.59), observar que

‖uα(t)‖2L4‖v‖V ≤
√

2‖uα(t)‖‖uα(t)‖V‖v‖V ≤ C‖uα(t)‖V‖v‖V, (3.69)

2‖uα(t)‖L4‖v‖V‖u∗(t)‖L4 ≤ 2
√

2‖uα(t)‖1/2‖uα(t)‖1/2V ‖v‖V‖u
∗(t)‖1/2‖u∗(t)‖1/2V

≤ C‖v‖V(‖uα(t)‖‖uα(t)‖V + ‖u∗(t)‖‖u∗(t)‖V)

≤ C‖uα(t)‖V‖v‖V + C‖u∗(t)‖V‖v‖V, (3.70)

‖u∗(t)‖2L4‖v‖V ≤
√

2‖u∗(t)‖‖u∗(t)‖V‖v‖V ≤ C‖u∗(t)‖V‖v‖V. (3.71)
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Reemplazando (3.69)-(3.71) en (3.68), se tiene

|〈uαt (t),v〉| ≤ C(‖uα(t)‖V + ‖u∗(t)‖V + ‖wα(t)‖H1
0
)‖v‖V + ‖f(t)‖V′‖v‖V. (3.72)

Aplicando la definición de norma en V′, de (3.72) se obtiene

‖uαt (t)‖V′ = sup
‖v‖V≤1

|〈uαt (t),v〉| ≤ C(‖uα(t)‖V + ‖u∗(t)‖V + ‖wα(t)‖H1
0
) + ‖f(t)‖V′ . (3.73)

Luego, aplicando la desigualdad de Young (1.16) al lado derecho de (3.73), se tiene

‖uαt (t)‖2V′ ≤ C(‖uα(t)‖2V + ‖u∗(t)‖2V + ‖wα(t)‖2H1
0

+ ‖f(t)‖2V′). (3.74)

Integrando (3.74) con respecto a t de 0 a T y teniendo en cuenta (3.62)-(3.63), u∗ ∈ L2(0, T ; V) y
f ∈ L2(0, T ; L2(Ω)), se obtiene∫ T

0
‖uαt (s)‖2V′ds ≤ C

∫ T

0
(‖uα(s)‖2V + ‖u∗(s)‖2V + ‖wα(s)‖2H1

0
+ ‖f(s)‖2V′)ds ≤ C,

lo que demuestra que

{uαt }0<α<1 es acotada en el espacio L2(0, T ; V′). (3.75)

Análogamente, se acotan los términos del lado derecho de (3.67). Aplicando la desigualdad de
Hölder (1.17), (1.35) y la desigualdad de Poincaré (1.18), se tiene

|〈wαt (t), z〉| ≤ C‖wα(t)‖H1
0
‖z‖H1

0
+ ‖uα(t)‖L4‖z‖H1

0
‖wα(t)‖L4 + ‖uα(t)‖L4‖z‖H1

0
‖w∗(t)‖L4

+‖u∗(t)‖L4‖z‖H1
0
‖wα(t)‖L4 + ‖u∗(t)‖L4‖z‖H1

0
‖w∗(t)‖L4 + C‖wα(t)‖H1

0
‖z‖H1

0

+C‖uα(t)‖V‖z‖H1
0

+ C‖g(t)‖‖z‖H1
0
. (3.76)

Considerando (1.21), la desigualdad de Young (1.16) y (3.59)-(3.60), observar que

‖uα(t)‖L4‖z‖H1
0
‖wα(t)‖L4 ≤

√
2‖uα(t)‖1/2‖uα(t)‖1/2V ‖z‖H1

0
‖wα(t)‖1/2‖wα(t)‖1/2

H1
0

≤ C‖z‖H1
0
(‖uα(t)‖‖uα(t)‖V + ‖wα(t)‖‖wα(t)‖H1

0
)

≤ C‖uα(t)‖V‖z‖H1
0

+ C‖wα(t)‖H1
0
‖z‖H1

0
. (3.77)

Similarmente como en (3.77), dado que u∗ ∈ L∞(0, T ; H) y w∗ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), se obtiene

‖uα(t)‖L4‖z‖H1
0
‖w∗(t)‖L4 ≤ C‖uα(t)‖V‖z‖H1

0
+ C‖w∗(t)‖H1

0
‖z‖H1

0
, (3.78)

‖u∗(t)‖L4‖z‖H1
0
‖wα(t)‖L4 ≤ C‖u∗(t)‖V‖z‖H1

0
+ C‖wα(t)‖H1

0
‖z‖H1

0
, (3.79)

‖u∗(t)‖L4‖z‖H1
0
‖w∗(t)‖L4 ≤ C‖u∗(t)‖V‖z‖H1

0
+ C‖w∗(t)‖H1

0
‖z‖H1

0
. (3.80)

Reemplazando (3.77)-(3.80) en (3.76), se tiene

|〈wαt (t), z〉| ≤ C(‖uα(t)‖V + ‖wα(t)‖H1
0

+ ‖u∗(t)‖V + ‖w∗(t)‖H1
0

+ ‖g(t)‖)‖z‖H1
0
. (3.81)
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Aplicando la definición de norma en H−1(Ω), de (3.81) se obtiene

‖wαt (t)‖H−1 = sup
‖z‖

H1
0
≤1
|〈wαt (t), z〉|

≤ C(‖uα(t)‖V + ‖wα(t)‖H1
0

+ ‖u∗(t)‖V + ‖w∗(t)‖H1
0

+ ‖g(t)‖). (3.82)

Luego, aplicando la desigualdad de Young (1.16) al lado derecho de (3.82), se tiene

‖wαt (t)‖2H−1 ≤ C(‖uα(t)‖2V + ‖wα(t)‖2H1
0

+ ‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2H1
0

+ ‖g(t)‖2). (3.83)

Integrando (3.83) con respecto a t de 0 a T y teniendo en cuenta (3.62)-(3.63), u∗ ∈ L2(0, T ; V),
w∗ ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) y g ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), se obtiene∫ T

0
‖wαt (s)‖2H−1ds ≤ C

∫ T

0
(‖uα(s)‖2V + ‖wα(s)‖2H1

0
+ ‖u∗(s)‖2V + ‖w∗(s)‖2H1

0
)ds

+C

∫ T

0
‖g(s)‖2ds ≤ C,

lo que demuestra que

{wαt }0<α<1 es acotada en el espacio L2(0, T ;H−1(Ω)). (3.84)

Por lo tanto, de (3.62)-(3.63), (3.75) y (3.84), se tiene que

{uα}0<α<1 es acotada en el espacio W , (3.85)

{wα}0<α<1 es acotada en el espacio W. (3.86)

Paso al ĺımite :

De (3.59)-(3.60), (3.62)-(3.63), (3.75) y (3.84), se deduce que existe un elemento ū ∈ L2(0, T ; V)∩
L∞(0, T ; H), un elemento w̄ ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)) y subsucesiones {uα′} de {uα},
{wα′} de {wα} tales que cuando α′ → 0,

uα
′ → ū débil en L2(0, T ; V), (3.87)

wα
′ → w̄ débil en L2(0, T ;H1

0 (Ω)). (3.88)

uα
′
t → ūt débil en L2(0, T ; V′), (3.89)

wα
′

t → w̄t débil en L2(0, T ;H−1(Ω)). (3.90)

Además, las convergencias anteriores implican

uα
′ → ū débil en W , (3.91)

wα
′ → w̄ débil en W, (3.92)

y como las inmersiones W ↪→ L2(0, T ; H), W ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)) son campactas, se deduce que
cuando α′ → 0,

uα
′ → ū fuerte en L2(0, T ; H), (3.93)

wα
′ → w̄ fuerte en L2(0, T ;L2(Ω)). (3.94)
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Para poder pasar al ĺımite en las ecuaciones (3.38)-(3.40), se consideran las funciones escalares ψ ∈
C∞([0, T ]). Entonces, multiplicando (3.38)-(3.39) por ψ(t) e integrando con respecto a t ∈ [0, T ],
se tiene∫ T

0
〈uαt (t),v〉ψ(t)dt+ (µ+ χ)

∫ T

0
(∇uα(t),∇v)ψ(t)dt+

∫ T

0
(uα(t) · ∇u∗(t),v)ψ(t)dt

+

∫ T

0

(
u∗(t) · ∇(uα(t)− u∗(t)),v

)
ψ(t)dt+ α

∫ T

0

(
(uα(t)− u∗(t)) · ∇(uα(t)− u∗(t)),v

)
ψ(t)dt

−χ
∫ T

0
(rotwα(t),v)ψ(t)dt =

∫ T

0
〈f(t),v〉ψ(t)dt, (3.95)

j

∫ T

0
〈wαt (t), z〉ψ(t)dt+ γ

∫ T

0
(∇wα(t),∇z)ψ(t)dt+ j

∫ T

0
(uα(t) · ∇w∗(t), z)ψ(t)dt

+j

∫ T

0

(
u∗(t) · ∇(wα(t)− w∗(t)), z

)
ψ(t)dt+ αj

∫ T

0

(
(uα(t)− u∗(t)) · ∇(wα(t)− w∗(t)), z

)
ψ(t)dt

+2χ

∫ T

0
(wα(t), z)ψ(t)dt− χ

∫ T

0
(rotuα(t), z)ψ(t)dt =

∫ T

0
(g(t), z)ψ(t)dt. (3.96)

La convergencia (3.87), significa que∫ T

0
(ϕ(t),uα(t))dt→

∫ T

0
(ϕ(t), ū(t))dt, ∀ϕ ∈ L2(0, T ; V′). (3.97)

Por otro lado, para el tercer término de (3.95), usando (1.40) se tiene

(uα(t) · ∇u∗(t),v) = −((∇v)T · u∗(t),uα(t)). (3.98)

Como (∇v)T ∈ L2(Ω) y u∗(t) ∈ V ⊂ L6(Ω), se tiene que (∇v)T ·u∗(t) ∈ L3/2(Ω) = (L3(Ω))′ ⊂ V′,
y se deduce que (∇v)T · u∗(t))ψ(t) ∈ V′. Entonces, reemplazando ϕ = ((∇v)T · u∗)ψ en (3.97),
cuando α→ 0 se obtiene

−
∫ T

0
((∇v)T · u∗(t),uα(t))ψ(t)dt→ −

∫ T

0
((∇v)T · u∗(t), ū(t))ψ(t)dt,

lo cual junto con (3.98), cuando α→ 0 implican∫ T

0
(uα(t) · ∇u∗(t),v)ψ(t)dt→

∫ T

0
(ū(t) · ∇u∗(t),v)ψ(t)dt. (3.99)

Ahora, para el cuarto término de (3.95), usando (1.38) se tiene que

(u∗(t) · ∇(uα(t)− u∗(t)),v
)

= −(u∗(t) · ∇v,uα(t)− u∗(t)
)
. (3.100)

Puesto que u∗(t) ∈ L6(Ω) y ∇v ∈ L2(Ω), se tiene u∗(t) · ∇v ∈ L3/2(Ω) = (L3(Ω))′ ⊂ V′ y se
deduce que (u∗(t) · ∇v)ψ(t) ∈ V′. Entonces, reemplazando ϕ = (u∗ · ∇v)ψ en (3.97), cuando
α→ 0 se obtiene

−
∫ T

0
(u∗(t) · ∇v,uα(t)− u∗(t)

)
ψ(t)dt→ −

∫ T

0
(u∗(t) · ∇v, ū(t)− u∗(t)

)
ψ(t)dt,
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lo cual junto con (3.100), cuando α→ 0 implican∫ T

0
(u∗(t) · ∇(uα(t)− u∗(t)),v)ψ(t)dt →

∫ T

0
(u∗(t) · ∇(ū(t)− u∗(t)),v)ψ(t)dt. (3.101)

Para el quinto término de (3.95), ∀ψ ∈ C∞([0, T ]) y v ∈ V, se tiene

|((uα(t)− u∗(t)) · ∇(uα(t)− u∗(t)),v)ψ(t)| ≤ C|((uα(t)− u∗(t)) · ∇v,uα(t)− u∗(t))|
≤ C‖(uα(t)− u∗(t)‖2L4‖v‖V
≤ C‖(uα(t)− u∗(t)‖2V
≤ C(‖(uα(t)‖V + ‖u∗(t)‖V)2,

luego usando la desigualdad de Young y observando (3.62), se obtiene∫ T

0
((uα(t)− u∗(t)) · ∇(uα(t)− u∗(t)),v)ψ(t)dt

≤ C
∫ T

0
(‖(uα(t)‖2V + ‖u∗(t)‖2V)dt ≤ C,

por lo tanto, cuando α→ 0 se tiene

α

∫ T

0
((uα(t)− u∗(t)) · ∇(uα(t)− u∗(t)),v)ψ(t)dt→ 0. (3.102)

Similarmente, como en (3.99), (3.101) y (3.102), cuando α→ 0 se tiene∫ T

0
(uα(t) · ∇w∗(t), z)ψ(t)dt →

∫ T

0
(ū(t) · ∇w∗(t), z)ψ(t)dt, (3.103)∫ T

0
(u∗(t) · ∇(wα(t)− w∗(t)), z)ψ(t)dt →

∫ T

0
(u∗(t) · ∇(w̄(t)− w∗(t)), z)ψ(t)dt, (3.104)

α

∫ T

0
((uα(t)− u∗(t)) · ∇(wα(t)− w∗(t)),v)ψ(t)dt→ 0. (3.105)

Por lo tanto, similar como en la demostración del Teorema 2.1, teniendo en cuenta (3.99), (3.101)-
(3.105) y las convergencias (3.87)-(3.94), pasando al ĺımite en (3.95)-(3.96) cuando α → 0 y se
obtiene que (ū, w̄) es la única solución del sistema (3.22)-(3.24).

�
La siguiente propiedad de J , permitirá obtener una condición necesaria de optimalidad.

Proposición 3.2 El funcional J es Gateaux diferenciable en L2(0, T ;L2(Ω)) y la derivada de J
en el punto g∗ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) en la dirección (g − g∗) ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) es dada por

J ′(g∗)(g − g∗) =

∫ T

0

(
rot (ū(t)− u∗(t))− (w̄(t)− w∗(t)), rotu∗(t)− w∗(t))dt, (3.106)

donde (u∗, w∗) es la única solución del sistema (2.16)-(2.18) correspondiente a g∗ y (ū, w̄) ∈W×W
es la única solución del sistema (3.22)-(3.24).

47



Demostración: De la definición del funcional J dada en (3.1), se tiene

J
(
g∗ + α(g − g∗)

)
− J(g∗) =

1

2

∫ T

0

(
‖ŵα(t)− rot ûα(t)‖2 − ‖w∗(t)− rotu∗(t)‖2

)
dt, (3.107)

donde (u∗, w∗) es la única solución del sistema (3.25)-(3.27) y (ûα, ŵα) es la única solución del
sistema (3.28)-(3.30).

Observar que

‖ŵα(t)− rot ûα(t)‖2 = (ŵα(t)− rot ûα(t), ŵα(t)− rot ûα(t))

= ‖ŵα(t)‖2 − 2(ŵα(t), rot ûα(t)) + ‖rot ûα(t)‖2,

y teniendo en cuenta (3.35), se tiene

‖ŵα(t)− rot ûα(t)‖2 = ‖w∗(t) + α(wα(t)− w∗(t))‖2

−2
(
w∗(t) + α(wα(t)− w∗(t)), rot(u∗(t) + α(uα(t)− u∗(t)))

)
+‖rot(u∗(t) + α(uα(t)− u∗(t)))‖2

= ‖w∗(t)‖2 + 2α(w∗(t), wα(t)− w∗(t)) + α2‖wα(t)− w∗(t)‖2

−2(w∗(t), rotu∗(t))− 2α(w∗(t), rot(uα(t)− u∗(t)))
−2α(wα(t)− w∗(t), rotu∗(t))− 2α2(wα(t)− w∗(t), rot(uα(t)− u∗(t)))
+‖rotu∗(t)‖2 + 2α

(
rotu∗(t), rot(uα(t)− u∗(t))

)
+α2‖rot(uα(t)− u∗(t))‖2

= ‖w∗(t)‖2 + 2α(rot(uα(t)− u∗(t))− (wα(t)− w∗(t)), rotu∗(t)− w∗(t))
+α2‖wα(t)− w∗(t)‖2 − 2(w∗(t), rotu∗(t))

−2α2
(
wα(t)− w∗(t), rot(uα(t)− u∗(t))

)
+ ‖rotu∗(t)‖2

+α2‖rot(uα(t)− u∗(t))‖2. (3.108)

Por otro lado,

‖w∗(t)− rotu∗(t)‖2 = ‖w∗(t)‖2 − 2(w∗(t), rotu∗(t)) + ‖rotu∗(t)‖2. (3.109)

Reemplazando (3.108)-(3.109) en (3.107), se obtiene

J
(
g∗ + α(g − g∗)

)
− J(g∗)

α
=

∫ T

0
(rot(uα(t)− u∗(t))− (wα(t)− w∗(t)), rotu∗(t)− w∗(t))dt

+
α

2

∫ T

0
‖wα(t)− w∗(t)‖2dt+

α

2

∫ T

0
‖rot(uα(t)− u∗(t))‖2dt

−α
∫ T

0

(
wα(t)− w∗(t), rot(uα(t)− u∗(t))

)
dt. (3.110)

De (3.87), se tiene que
rotuα → rot ū débil en L2(0, T ;L2(Ω)),
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y como rotu∗ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), se obtiene

rot(uα − u∗)→ rot(ū− u∗) débil en L2(0, T ;L2(Ω)),

esto es,∫ T

0
(rot(uα(t)− u∗(t)), φ(t))dt→

∫ T

0
(rot(ū(t)− u∗(t)), φ(t))dt, ∀φ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). (3.111)

Como (u∗, w∗) ∈ L2(0, T ; V) × L2(0, T ;H1
0 (Ω)), entonces rotu∗ − w∗ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), luego

reemplazando φ = rotu∗ − w∗ en (3.111), se obtiene∫ T

0
(rot(uα(t)−u∗(t)), rotu∗(t)−w∗(t))dt→

∫ T

0
(rot(ū(t)−u∗(t)), rotu∗(t)−w∗(t))dt. (3.112)

Por otro lado, de (3.88) y el hecho que w∗ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), se tiene

wα − w∗ → w̄ − w∗ débil en L2(0, T ;L2(Ω)),

esto es,∫ T

0
(wα(t)− w∗(t), φ(t))dt→

∫ T

0
(w̄(t)− w∗(t), φ(t))dt, ∀φ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). (3.113)

Como rotu∗ − w∗ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), luego reemplazando φ = rotu∗ − w∗ en (3.113), se obtiene∫ T

0
(wα(t)− w∗(t), rotu∗(t)− w∗(t))dt→

∫ T

0
(w̄(t)− w∗(t), rotu∗(t)− w∗(t))dt. (3.114)

Teniendo en cuenta (3.112), (3.114) y tomando el limite en (3.110) cuando α→ 0, se tiene

ĺım
α→0

J
(
g∗ + α(g − g∗)

)
− J(g∗)

α
= ĺım

α→0

∫ T

0

(
rot(uα(t)− u∗(t))− (wα(t)− w∗(t)), rotu∗(t)− w∗(t))dt

=

∫ T

0

(
rot(ū(t)− u∗(t))− (w̄(t)− w∗(t)), rotu∗(t)− w∗(t)

)
dt. (3.115)

Por lo tanto, de la definición (1.56) y (3.115) se concluye que el funcional J es Gateaux diferenciable y su
derivada viene dada por

J ′(g∗)(g − g∗) =

∫ T

0

(
rot (ū(t)− u∗(t))− (w̄(t)− w∗(t)), rotu∗(t)− w∗(t))dt.

�
Teniendo en cuenta la Proposición 3.2, se puede derivar una condición necesaria de optimalidad.

Lema 3.1 Si g∗ es solución del problema de control (3.1)-(3.4), entonces la condición necesaria
para g∗ que minimiza J(g∗) sobre Sad es dada por

J ′(g∗)(g − g∗) ≥ 0,∀g ∈ Br,

esto es, ∫ T

0

(
rot (ū(t)− u∗(t))− (w̄(t)− w∗(t)), rotu∗(t)− w∗(t))dt ≥ 0. (3.116)
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Demostración:
Sea g∗ solución del problema de control (3.1)-(3.4), entonces

J(g∗) ≤ J(g), ∀ g ∈ Br.

Puesto que Br es un conjunto convexo, para cada 0 < α < 1, la función ĝ = αg + (1− α)g∗ ∈ Br,
para todo g ∈ Br. Entonces

J(ĝ) = J(αg + (1− α)g∗) ≥ J(g∗). (3.117)

Como αg + (1− α)g∗ = g∗ + α(g − g∗), (3.117) implica

J(g∗ + α(g − g∗)) ≥ J(g∗),

entonces
J(g∗ + α(g − g∗))− J(g∗) ≥ 0. (3.118)

Por lo tanto, dividiendo (3.118) por α y tomando ĺımite cuando α→ 0, se obtiene

J ′(g∗)(g − g∗) = ĺım
α→0

J(g∗ + α(g − g∗))− J(g∗)

α
≥ 0, ∀ g ∈ Br. (3.119)

�

3.4. Sistema de optimalidad

Las técnicas empleadas para la obtención del sistema de optimalidad se basan en [5].
En esta sección, se reemplazará la desigualdad restringida (3.119) por una no restringida dada
por el sistema de optimalidad. Con éste propósito, se introducen las variables adjuntas (ξ∗, ρ∗) ∈
L2(0, T ; V) × L2(0, T ;H1

0 (Ω)). Entonces, para g∗ un punto de mı́nimo para el funcional J , se
considera el siguiente sistema adjunto

−〈ξ∗t (t),v〉+ (µ+ χ)(∇ξ∗(t),∇v)− (u∗(t) · ∇ξ∗(t),v) + (v · ∇u∗(t), ξ∗(t))
+j(v · ∇w∗(t), ρ∗(t))− χ(rot ρ∗(t),v) = (rotu∗(t)− w∗(t), rotv),∀v ∈ V, (3.120)

−j〈ρ∗t (t), z〉+ γ(∇ρ∗(t),∇z)− j(u∗(t) · ∇ρ∗(t), z) + 2χ(ρ∗(t), z)

−χ(rot ξ∗(t), z) = −(rotu∗(t)− w∗(t), z), ∀z ∈ H1
0 (Ω), (3.121)

ξ∗(T ) = 0, ρ∗(T ) = 0, (3.122)

donde (u∗, w∗) es la única solución del sistema (2.16)-(2.18) correspondiente a g = g∗.

La existencia y unicidad de soluciones del sistema (3.120)-(3.122) se demuestra en el siguiente
lema.

Lema 3.2 Sea g∗ un control óptimo del problema de control (3.1)-(3.4) y (u∗, w∗) la única solución
de (2.16)-(2.18) correspondiente a g = g∗. Entonces, existe una única (ξ∗, ρ∗) ∈ L2(0, T ; V) ×
L2(0, T ;H1

0 (Ω)) solución del sistema (3.120)-(3.122), en el sentido de distribuciones sobre (0, T ).
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Demostración:
La existencia y unicidad de (ξ∗, ρ∗) satisfaciendo (3.120)-(3.122), se demuestra usando el método
de Faedo-Galerkin.

Sean las bases hilbertianas {ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕm, . . . } de V y {φ1, φ2, . . . , φm, . . . } de H1
0 (Ω) con-

sideradas en al demostración del Teorema 2.1 y sean Vm ⊂ V y Wm ⊂ H1
0 (Ω) los espacios fini-

tos dimensionales generados por {ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕm} y {φ1, φ2, . . . , φm} respectivamente. Para cada
número entero m fijo, se definen funciones (ξm, ρm) ∈ Vm ×Wm por

ξm(x, t) =
m∑
i=1

αim(t)ϕi(x), ρm(x, t) =
m∑
i=1

βim(t)φi(x), (3.123)

satisfaciendo el sistema

−〈ξmt (t),v〉+ (µ+ χ)(∇ξm(t),∇v)− (u∗(t) · ∇ξm(t),v) + (v · ∇u∗(t), ξm(t))

+j(v · ∇w∗(t), ρm(t))− χ(rot ρm(t),v) = (rotu∗(t)− w∗(t), rotv), ∀v ∈ Vm, (3.124)

−j〈ρmt (t), z〉+ γ(∇ρm(t),∇z)− j(u∗(t) · ∇ρm(t), z) + 2χ(ρm(t), z)

−χ(rot ξm(t), z) = −(rotu∗(t)− w∗(t), z), ∀z ∈Wm, (3.125)

ξm(T ) = 0, ρm(T ) = 0. (3.126)

Las funciones (ξ∗, ρ∗) serán determinadas como el ĺımite de las sucesiones {ξm}m≥1 y {ρm}m≥1.

Estimaciones a priori :

Haciendo v = ξm(t), z = ρm(t) en (3.124)-(3.125), observando (1.61), (1.39) y (1.42), se obtiene

−1

2

d

dt
‖ξm(t)‖2 + (µ+ χ)‖ξm(t)‖2V = (rotu∗(t)− w∗(t), rot ξm(t))− (ξm(t) · ∇u∗(t), ξm(t))

−j(ξm(t) · ∇w∗(t), ρm(t)) + χ(rot ρm(t), ξm(t)), (3.127)

− j
2

d

dt
‖ρm(t)‖2 + γ‖ρm(t)‖2H1

0
+ 2χ‖ρm(t)‖2 = −(rotu∗(t)− w∗(t), ρm(t))

+χ(rot ξm(t), ρm(t)). (3.128)

Sumando (3.127)-(3.128) y observando (1.32) ((rot ρm, ξm) = (rot ξm, ρm)), se obtiene

− d

dt
(‖ξm(t)‖2 + ‖ρm(t)‖2) + 2(µ+ χ)‖ξm(t)‖2V + 2γ‖ρm(t)‖2H1

0
+ 4χ‖ρm(t)‖2

≤ 2|(rotu∗(t)− w∗(t), rot ξm(t))|+ 2|(rotu∗(t)− w∗(t), ρm(t))|+ 2|(ξm(t) · ∇u∗(t), ξm(t))|
+2j|(ξm(t) · ∇w∗(t), ρm(t))|+ 4χ|(rot ξm(t), ρm(t))|. (3.129)

A seguir se acotan los términos del lado derecho de (3.129).
Aplicando la desigualdad de Hölder (1.17), (1.35) y la desigualdad de Poincaré (1.18), se tiene

2|(rotu∗(t)− w∗(t), rot ξm(t))| ≤ 2(‖rotu∗(t)‖+ ‖w∗(t)‖)‖rot ξm(t)‖
≤ C‖u∗(t)‖V + ‖w∗(t)‖H1

0
)‖ξm(t)‖V

≤ Cµ(‖u∗(t)‖V + C‖w∗(t)‖H1
0
)2 +

µ

2
‖ξm(t)‖2V

≤ Cµ(‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2H1
0
) +

µ

2
‖ξm(t)‖2V. (3.130)
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Por otro lado,

2|(rotu∗(t)− w∗(t), ρm(t))| ≤ 2(‖rotu∗(t)‖+ ‖w∗(t)‖)‖ρm(t)‖
≤ 2C(

√
2‖u∗(t)‖V + ‖w∗(t)‖H1

0
)‖ρm(t)‖H1

0

≤ C(
√

2‖u∗(t)‖V + ‖w∗(t)‖H1
0
)2 +

γ

2
‖ρm(t)‖2H1

0

≤ C(‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2H1
0
) +

γ

2
‖ρm(t)‖2H1

0
. (3.131)

Aplicando la desigualdad de Hölder (1.17), (1.21) y la desigualdad de Young (1.16), se tiene

2|(ξm(t) · ∇u∗(t), ξm(t))| ≤ 2‖ξm(t)‖2L4‖u∗(t)‖V ≤ 2
√

2‖ξm(t)‖‖ξm(t)‖V‖u∗(t)‖V
≤ Cµ‖ξm(t)‖2‖u∗(t)‖2V +

µ

2
‖ξm(t)‖2V. (3.132)

Por otro lado,

2j|(ξm(t) · ∇w∗(t), ρm(t))| ≤ 2j‖ξm(t)‖L4‖w∗(t)‖H1
0
‖ρm(t)‖L4

≤ Cj‖ξm(t)‖1/2‖ξm(t)‖1/2V ‖w
∗(t)‖H1

0
‖ρm(t)‖1/2‖ρm(t)‖1/2

H1
0

≤ Cj‖w∗(t)‖H1
0
(‖ξm(t)‖‖ξm(t)‖V + ‖ρm(t)‖‖ρm(t)‖H1

0
)

≤ Cµj ‖w∗(t)‖2H1
0
‖ξm(t)‖2 +

µ

2
‖ξm(t)‖2V

+j Cγj ‖w∗(t)‖2H1
0
‖ρm‖2 +

γ

2
‖ρm(t)‖2H1

0
. (3.133)

Teniendo en cuenta (1.35) y aplicando la desigualdad de Young (1.16), se tiene

4χ|(rot ξm(t), ρm(t))| ≤ 4χ‖rot ξm(t)‖‖ρm(t)‖ ≤ 4χ
√

2‖ξm(t)‖V‖ρm(t)‖
≤ 2χ‖ξm(t)‖2V + 4χ‖ρm(t)‖2. (3.134)

Reemplazando (3.130)-(3.134) en (3.129), se obtiene

− d

dt
(‖ξm(t)‖2 + j‖ρm(t)‖2) +

µ

2
‖ξm(t)‖2V + γ‖ρm(t)‖2H1

0

≤ C(‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2H1
0
) + C

(
‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2H1

0

)
‖ξm(t)‖2

+j C ‖w∗(t)‖2H1
0
‖ρm(t)‖2. (3.135)

Aplicando la desigualdad (ab+ cd) ≤ (a+ c)(b+ d) en (3.135), se obtiene

− d

dt
(‖ξm(t)‖2 + j‖ρm(t)‖2) +

µ

2
‖ξm(t)‖2V + γ‖ρm(t)‖2H1

0

≤ C(‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2H1
0
) + C

(
‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2H1

0

)
(‖ξm(t)‖2 + j‖ρm(t)‖2).

y denotando h(t) = C(‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2
H1

0
), se tiene

d

dt
(‖ξm(t)‖2 + j‖ρm(t)‖2) +

µ

2
‖ξm(t)‖2V + γ‖ρm(t)‖2H1

0

≤ h(t) + h(t)(‖ξm(t)‖2 + j‖ρm(t)‖2). (3.136)
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Integrando (3.136) con respecto a t de t a T y teniendo en cuenta (3.126), se obtiene

‖ξm(t)‖2 + j‖ρm(t)‖2 +
µ

2

∫ T

t
‖ξm(s)‖2Vds+ γ

∫ T

t
‖ρm(s)‖2H1

0
ds

≤
∫ T

t
h(s)ds+

∫ T

t
h(s)(‖ξm(s)‖2 + j‖ρm(s)‖2)ds

≤
∫ T

0
h(s)ds+

∫ T

0
h(s)(‖ξm(s)‖2 + j‖ρm(s)‖2)ds.

Como u∗ ∈ L2(0, T ; V) y w∗ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)), se tiene que

∫ T

0
h(s)ds ≤ C, luego la desigualdad

anterior implica

‖ξm(t)‖2 + j‖ρm(t)‖2 +
µ

2

∫ T

t
‖ξm(s)‖2Vds+ γ

∫ T

t
‖ρm(s)‖2H1

0
ds

≤ C +

∫ T

0
h(s)(‖ξm(s)‖2 + j‖ρm(s)‖2)ds (3.137)

Aplicando la desigualdad de Gronwall (1.46) en (3.137), se tiene

‖ξm(t)‖2 + j‖ρm(t)‖2 +
µ

2

∫ T

t
‖ξm(s)‖2Vds+ γ

∫ T

t
‖ρm(s)‖2H1

0
ds

≤ C + C

∫ T

t
h(s) e

∫ s

t
h(x)dx

ds ≤ C + C

∫ T

t
h(s) eCds ≤ C. (3.138)

Aśı, de (3.138) se deduce que

la sucesión {ξm}m≥1 es acotada en el espacio L∞(0, T ; H), (3.139)

la sucesión {ρm}m≥1 es acotada en el espacio L∞(0, T ;L2(Ω)). (3.140)

Por otro lado, tomando t = 0 en (3.138), se deduce que

µ

2

∫ T

0
‖ξm(s)‖2Vds+ γ

∫ T

0
‖ρm(s)‖2H1

0
ds ≤ C,

lo cual implica

la sucesión {ξm}m≥1 es acotada en el espacio L2(0, T ; V), (3.141)

la sucesión {ρm}m≥1 es acotada en el espacio L2(0, T ;H1
0 (Ω)). (3.142)

Paso al ĺımite :
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De (3.139)-(3.142) se deduce la existencia de un elemento ξ∗ ∈ L2(0, T ; V) ∩ L∞(0, T ; H), un ele-
mento ρ∗ ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω))∩L∞(0, T ;L2(Ω)) y subsucesiones {ξm′}m′≥1 de {ξm}m≥1, {ρm′}m′≥1

de {ρm}m≥1 tales que cuando m′ →∞,

ξm
′ → ξ∗ débil en L2(0, T ; V), (3.143)

ρm
′ → ρ∗ débil en L2(0, T ;H1

0 (Ω)). (3.144)

Para poder pasar al ĺımite en las ecuaciones (3.124)-(3.126), se consideran las funciones escalares
ψ ∈ C∞([0, T ]) tal que ψ(0) = 0. Entonces, multiplicando (3.124)-(3.125) por ψ(t) e integrando
con respecto a t ∈ [0, T ], se tiene

−
∫ T

0
〈ξmt (t),v〉ψ(t)dt+ (µ+ χ)

∫ T

0
(∇ξm(t),∇v)ψ(t)dt−

∫ T

0
(u∗(t) · ∇ξm(t),v)ψ(t)dt

+

∫ T

0
(v · ∇u∗(t), ξm(t))ψ(t)dt+ j

∫ T

0
(v · ∇w∗(t), ρm(t))ψ(t)dt− χ

∫ T

0
(rot ρm(t),v)ψ(t)dt

=

∫ T

0
(rotu∗(t)− w∗(t), rotv)ψ(t)dt, (3.145)

−j
∫ T

0
〈ρmt (t), z〉ψ(t)dt+ γ

∫ T

0
(∇ρm(t),∇z)ψ(t)dt− j

∫ T

0
(u∗(t) · ∇ρm(t), z)ψ(t)dt

+2χ

∫ T

0
(ρm(t), z)ψ(t)dt− χ

∫ T

0
(rot ξm(t), z)ψ(t)dt

= −
∫ T

0
(rotu∗(t)− w∗(t), z)ψ(t)dt. (3.146)

Para el primer término de (3.145), haciendo integración por partes y observando (3.126), se obtiene

−
∫ T

0
〈ξmt (t),v〉ψ(t)dt = −(ξm(t),v)ψ(t)

∣∣∣∣T
0

+

∫ T

0
(ξm(t),v)ψ′(t)dt

=

∫ T

0
(ξm(t),v)ψ′(t)dt. (3.147)

Como v ∈ V ⊂ V′ y ψ′ ∈ C∞([0, T ]), se tiene que vψ′(t) ∈ V′, entonces vψ′ ∈ L2(0, T ; V′), luego
por la convergencia (3.143), cuando m→∞ se deduce que∫ T

0
(ξm(t),v)ψ′(t)dt→

∫ T

0
(ξ∗(t),v)ψ′(t)dt,

lo cual junto con (3.147), cuando m→∞ implican

−
∫ T

0
〈ξmt (t),v〉ψ(t)dt→ −

∫ T

0
〈ξ∗t (t),v〉ψ(t)dt. (3.148)

Similarmente, cuando m→∞ se obtiene

−j
∫ T

0
〈ρmt (t), z〉ψ(t)dt→ −j

∫ T

0
〈ρ∗t (t), z〉ψ(t)dt. (3.149)
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Análogamente como en (3.101), cuando m→∞ se obtienen las convergencias

−
∫ T

0
(u∗(t) · ∇ξm(t),v)ψ(t)dt → −

∫ T

0
(u∗(t) · ∇ξ∗(t),v)ψ(t)dt, (3.150)

−j
∫ T

0
(u∗(t) · ∇ρm(t), z)ψ(t)dt → −j

∫ T

0
(u∗(t) · ∇ρ∗(t), z)ψ(t)dt. (3.151)

Como v ∈ V ⊂ L6(Ω) y ∇u∗(t) ∈ L2(Ω), se deduce que (v · ∇u∗(t))ψ(t) ∈ V′. Entonces, teniendo
en cuenta la convergencia (3.143), para el cuarto término de (3.145), cuando m→∞ se tiene∫ T

0
(v · ∇u∗(t), ξm(t))ψ(t)dt →

∫ T

0
(v · ∇u∗(t), ξ∗(t))ψ(t)dt. (3.152)

Análogamente a (3.152), para el quinto término de (3.145), cuando m→∞ se tiene∫ T

0
(v · ∇w∗(t), ρm(t))ψ(t)dt →

∫ T

0
(v · ∇w∗(t), ρ∗(t))ψ(t)dt. (3.153)

Por lo tanto, similar como en la demostración del Teorema 2.1, teniendo en cuenta (3.148)-(3.153)
y las convergencias (3.143)-(3.144), pasando al ĺımite en (3.145)-(3.146) cuando m→∞, se obtiene
que (ξ∗, ρ∗) satisface el sistema (3.120)-(3.121) en el sentido de distribuciones sobre (0, T ).

Finalmente, se demostrará que ξm(T ) = 0 y ρm(T ) = 0.

De las definiciones en (3.123), se tiene que

0 = ξm(x, T ) =
m∑
i=1

αim(T )ϕi(x), 0 = ρm(x, T ) =
m∑
i=1

βim(T )φi(x), (3.154)

y como las funciones {ϕi}i≥1 y {φi}i≥1 son linealmente independientes, entonces para todo m ≥ 1
se tiene que αim(T ) = 0 y βim(T ) = 0.

Tomando el ĺımite en (3.154) cuando m→∞, se obtiene

0 = ξm(T ) →
∞∑
i=1

αi(T )vi = ξ∗(T ), 0 = ρm(T ) →
∞∑
i=1

βi(T )zi = ρ∗(T ),

lo cual implica que
ξ∗(T ) = 0 y ρ∗(T ) = 0.

Por lo tanto, se ha demostrado la existencia de soluciones del sistema (3.120)-(3.122) en el sentido
de distribuciones sobre (0, T ).

Unicidad :

Sean (ξ1(t), ξ2(t)) y (ρ1(t), ρ2(t)) dos soluciones del sistema (3.120)-(3.122), entonces haciendo la
diferencia entre las ecuaciones y denotando ξ(t) = ξ1(t)− ξ2(t) y ρ(t) = ρ1(t)− ρ2(t), se obtiene

−〈ξt(t),v〉+ (µ+ χ)(∇ξ(t),∇v)− (u∗(t) · ∇ξ(t),v) + (v · ∇u∗(t), ξ(t))

+j(v · ∇w∗(t), ρ(t))− χ(rot ρ(t),v) = 0, (3.155)

−j〈ρt(t), z〉+ γ(∇ρ(t),∇z)− j(u∗(t) · ∇ρ(t), z) + 2χ(ρ(t), z)− χ(rot ξ(t), z) = 0, (3.156)
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Haciendo v = ξ(t) y z = ρ(t) en (3.155) y (3.156) respectivamente, observando (1.39), (1.42) y
(1.61), se tiene

−1

2

d

dt
‖ξ(t)‖2 + (µ+ χ)‖ξ(t)‖2V = χ(rot ρ(t), ξ(t))− j(ξ(t) · ∇w∗(t), ρ(t))

−(ξ(t) · ∇u∗(t), ξ(t)), (3.157)

− j
2

d

dt
‖ρ(t)‖2 + γ‖ρ(t)‖2H1

0
+ 2χ‖ρ(t)‖2 = χ(rot ξ(t), ρ(t)). (3.158)

Sumando (3.157)-(3.158) y observando (1.32), esto es, (rot ρ(t), ξ(t)) = (rot ξ(t), ρ(t)), se obtiene

− d

dt
(‖ξ(t)‖2 + 2j‖ρ(t)‖2) + 2(µ+ χ)‖ξ(t)‖2V + 2γ‖ρ(t)‖2H1

0
+ 4χ‖ρ(t)‖2

≤ 4χ|(rot ξ(t), ρ(t))|+ 2j|(ξ(t) · ∇w∗(t), ρ(t))|+ 2|(ξ(t) · ∇u∗(t), ξ(t))|. (3.159)

A continuación se acotan los términos del lado derecho de (3.159).
Aplicando la desigualdad de Hölder (1.17), la desigualdad de Young (1.16) y teniendo en cuenta

(1.35), se obtiene

4χ|(rot ξ(t), ρ(t))| ≤ 4
√

2χ‖ξ(t)‖V‖ρ(t)‖ ≤ 2χ‖ξ(t)‖2V + 4χ‖ρ(t)‖2. (3.160)

2j|(ξ(t) · ∇w∗(t), ρ(t))| ≤ 2j‖ξ(t)‖L4‖w∗(t)‖H1
0
‖ρ(t)‖L4

≤ 2
√

2j‖ξ(t)‖1/2‖ξ(t)‖1/2V ‖w
∗(t)‖H1

0
‖ρ(t)‖1/2‖ρ(t)‖1/2

H1
0

≤
√

2j‖w∗(t)‖H1
0
(‖ξ(t)‖‖ξ(t)‖V + ‖ρ(t)‖‖ρ(t)‖H1

0
)

≤ µ‖ξ(t)‖2V + Cµj ‖ξ(t)‖2‖w∗(t)‖2H1
0

+ 2γ‖ρ(t)‖2H1
0

+j Cγj ‖ρ(t)‖2‖w∗(t)‖2H1
0
. (3.161)

2|(ξ(t) · ∇u∗(t), ξ(t))| ≤ 2‖ξ(t)‖2L4‖u∗(t)‖V
≤ 2

√
2‖ξ(t)‖‖ξ(t)‖V‖u∗(t)‖V

≤ µ‖ξ(t)‖2V + Cµ‖ξ(t)‖2‖u∗(t)‖2V. (3.162)

Luego, reemplazando (3.160)-(3.162) en (3.159), se obtiene

− d

dt
(‖ξ(t)‖2 + j‖ρ(t)‖2) ≤ (Cµ‖u∗(t)‖2V + Cµj‖w∗(t)‖2H1

0
)‖ξ(t)‖2

+j Cγj ‖ρ(t)‖2‖w∗(t)‖2H1
0
.

y aplicando la desigualdad (ab+ cd) ≤ (a+ c)(b+ d), se deduce que

− d

dt
(‖ξ(t)‖2 + j‖ρ(t)‖2) ≤ C (‖u∗(t)‖2V + ‖w∗(t)‖2H1

0
)(‖ξ(t)‖2 + j‖ρ(t)‖2),

e integrando de t a T y dado que ξ(T ) = 0, ρ(T ) = 0, se obtiene

‖ξ(t)‖2 + j‖ρ(t)‖2 ≤ C

∫ T

t
(‖u∗(s)‖2V + ‖w∗(s‖2H1

0
)(‖ξ(s)‖2 + j‖ρ(s)‖2)ds (3.163)
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Aplicando la desigualdad de Gronwall (1.46) en (3.163), con C = 0, se tiene

‖ξ(t)‖2 + j‖ρ(t)‖2 ≤ 0

lo cual implica que ‖ξ(t)‖ = 0 y ‖ρ(t)‖ = 0, de donde se deduce que ξ(t) = 0 y ρ(t) = 0, esto es,
ξ1(t) = ξ2(t) y ρ1(t) = ρ2(t). Por lo tanto, se ha demostrado la unicidad de soluciones.

�

Teorema 3.2 (Sistema de optimalidad)
Sea g∗ un control óptimo del problema de control (3.1)-(3.4). Entonces, existen únicos elementos
(u∗, w∗) ∈ L2(0, T ; V) × L2(0, T ;H1

0 (Ω)) solución de (2.16)-(2.18) correspondiente a g = g∗ y
(ξ∗, ρ∗) ∈ L2(0, T ; V)×L2(0, T ;H1

0 (Ω)) solución de (3.120)-(3.122), tales que satisfacen el siguiente
sistema de optimalidad:

Ecuaciones de estado:

〈u∗t (t),v〉+ (µ+ χ)(∇u∗(t),∇v) + (u∗(t) · ∇u∗(t),v)− χ(rotw∗(t),v)

= 〈f(t),v〉, (3.164)

j〈w∗t (t), z〉+ γ(∇w∗(t),∇z) + j(u∗(t) · ∇w∗(t), z) + 2χ(w∗(t), z)

−χ(rotu∗(t), z) = (g∗(t), z), (3.165)

u∗(0) = 0, w∗(0) = 0. (3.166)

Ecuaciones adjuntas:

−〈ξ∗t (t),v〉+ (µ+ χ)(∇ξ∗(t),∇v) + (v · ∇u∗(t), ξ∗(t))− (u∗(t) · ∇ξ∗(t),v)

+j(v · ∇w∗(t), ρ∗(t))− χ(rot ρ∗(t),v) = (rotu∗(t)− w∗(t), rotv), (3.167)

−j〈ρ∗t (t), z〉+ γ(∇ρ∗(t),∇z)− j(u∗(t) · ∇ρ∗(t), z) + 2χ(ρ∗(t), z)

−χ(rot ξ∗(t), z) = −(rotu∗(t)− w∗(t), z), (3.168)

ξ∗(T ) = 0, ρ∗(T ) = 0, (3.169)

para todo (v, z) ∈ V ×H1
0 (Ω).

Condición de optimalidad: ∫ T

0
(ρ∗(t), g(t)− g∗(t))dt ≥ 0, ∀ g ∈ Br. (3.170)

Demostración:
La existencia y unicidad de (u∗, w∗) satisfaciendo (3.164)-(3.166) fue demostrada en Teorema 2.1.
La existencia y unicidad de (ξ∗, ρ∗) satisfaciendo (3.167)-(3.169) fue demostrada en Lema 3.2.
En lo que sigue, se probará la condición de optimalidad (3.170).

Tomando (v, z) = (ξ∗, ρ∗) en (3.22)-(3.23) y (3.164)-(3.165), y (v, z) = (u∗− ū, w∗− w̄) en (3.167)-
(3.168), se tiene

〈ūt(t), ξ∗(t)〉+ (µ+ χ)(∇ū(t),∇ξ∗(t)) + (u∗(t) · ∇(ū(t)− u∗(t)), ξ∗(t))
+(ū(t) · ∇u∗(t), ξ∗(t))− χ(rot w̄(t), ξ∗(t)) = 〈f(t), ξ∗(t)〉, (3.171)
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j〈w̄t(t), ρ∗(t)〉+ γ(∇w̄(t),∇ρ∗(t)) + j(ū(t) · ∇w∗(t), ρ∗(t)) + j(u∗(t) · ∇(w̄(t)− w∗(t)), ρ∗(t))
+2χ(w̄(t), ρ∗(t))− χ(rot ū(t), ρ∗(t)) = (g(t), ρ∗(t)), (3.172)

〈u∗t (t), ξ∗(t)〉+ (µ+ χ)(∇u∗(t),∇ξ∗(t)) + (u∗(t) · ∇u∗(t), ξ∗(t))
−χ(rotw∗(t), ξ∗(t)) = 〈f(t), ξ∗(t)〉, (3.173)

j〈w∗t (t), ρ∗(t)〉+ γ(∇w∗(t),∇ρ∗(t)) + j(u∗(t) · ∇w∗(t), ρ∗(t)) + 2χ(w∗(t), ρ∗(t))

−χ(rotu∗(t), ρ∗(t)) = (g∗(t), ρ∗(t)), (3.174)

〈ξ∗t (t), ū(t)− u∗(t)〉 − (µ+ χ)(∇ξ∗(t),∇(ū(t)− u∗(t)))− ((ū(t)− u∗(t)) · ∇u∗(t), ξ∗(t))
+(u∗(t) · ∇ξ∗(t), ū(t)− u∗(t))− j((ū(t)− u∗(t)) · ∇w∗(t), ρ∗(t))

+χ(rot ρ∗(t), ū(t)− u∗(t)) + (rotu∗(t)− w∗(t), rot(ū(t)− u∗(t))) = 0, (3.175)

j〈ρ∗t (t), w̄(t)− w∗(t)〉 − γ(∇ρ∗(t),∇(w̄(t)− w∗(t))) + j(u∗(t) · ∇ρ∗(t), w̄(t)− w∗(t))
−2χ(ρ∗(t), w̄(t)− w∗(t)) + χ(rot ξ∗(t), w̄(t)− w∗(t))
−(rotu∗(t)− w∗(t), w̄(t)− w∗(t)) = 0. (3.176)

Haciendo la diferencia entre (3.171)-(3.172) y (3.173)-(3.174) respectivamente, se obtiene

〈ūt(t)− u∗(t)t, ξ∗(t)〉+ (µ+ χ)(∇(ū(t)− u∗(t)),∇ξ∗(t)) + (u∗(t) · ∇(ū(t)− u∗(t)), ξ∗(t))
+((ū(t)− u∗(t)) · ∇u∗(t), ξ∗(t))− χ(rot(w̄(t)− w∗(t)), ξ∗(t)) = 0, (3.177)

j((w̄(t)− w∗(t))t, ρ∗(t)) + γ(∇(w̄(t)− w∗(t)),∇ρ∗(t)) + j((ū(t)− u∗(t)) · ∇w∗(t), ρ∗(t))
+j(u∗(t) · ∇( ¯w(t)− w∗(t)), ρ∗(t)) + 2χ(w̄(t)− w∗(t), ρ∗(t))
−χ(rot(ū(t)− u∗(t)), ρ∗(t)) = (g(t)− g∗(t), ρ∗(t)). (3.178)

Sumando (3.175) con (3.177) y (3.176) con (3.178), y observando que

(u∗(t) · ∇ξ∗(t), ū(t)− u∗(t)) = −(u∗(t) · ∇(ū(t)− u∗(t)), ξ∗(t)),

(u∗(t) · ∇ρ∗(t), w̄(t)− w∗(t)) = −(u∗(t) · ∇(w̄(t)− w∗(t)), ρ∗(t)),

se obtiene

〈(ūt(t)− u∗t (t), ξ∗(t)〉+ (ξ∗t (t), ū(t)− u∗(t))− j((ū(t)− u∗(t)) · ∇w∗(t), ρ∗(t))
−χ(rot(w̄(t)− w∗(t)), ξ∗(t)) + χ(rot ρ∗(t), ū(t)− u∗(t))

+(rotu∗(t)− w∗(t), rot(ū(t)− u∗(t))) = 0, (3.179)

j〈w̄t(t)− w∗t (t), ρ∗(t)〉+ j(ρ∗t (t), w̄(t)− w∗(t)) + j((ū(t)− u∗(t)) · ∇w∗(t), ρ∗(t))
−χ(rot(ū(t)− u∗(t)), ρ∗(t)) + χ(rot ξ∗(t), w̄(t)− w∗(t))
−(rotu∗(t)− w∗(t), w̄(t)− w∗(t)) = (g(t)− g∗(t), ρ∗(t)). (3.180)
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Sumando las ecuaciones (3.179) y (3.180), y observando

χ(rot ρ∗(t), ū(t)− u∗(t)) = χ(rot(ū(t)− u∗(t)), ρ∗(t)),

χ(rot ξ∗(t), ¯w(t)− w∗(t)) = χ(rot(w̄(t)− w∗(t)), ξ∗(t)),
se obtiene

〈ūt(t)− u∗t (t), ξ∗(t)〉+ (ξ∗t (t), ū(t)− u∗(t)) + j〈w̄t(t)− w∗t (t), ρ∗〉+ j〈ρ∗t (t), w̄(t)− w∗(t)〉
+(rotu∗(t)− w∗(t), rot(ū(t)− u∗(t))− (w̄(t)− w∗(t))) = (g(t)− g∗(t), ρ∗(t)),

lo cual implica

(rot(ū(t)− u∗(t))− (w̄(t)− w∗(t)), rotu∗(t)− w∗(t))
= (ρ∗(t), g(t)− g∗(t))− 〈ūt(t)− u∗t (t), ξ∗(t)〉
−(ξ∗t (t), ū(t)− u∗(t))− j〈w̄t(t)− w∗t (t)), ρ∗(t)〉
−j(ρ∗t (t), w̄(t)− w∗(t)). (3.181)

Integrando (3.181) con respecto a t de 0 a T , se tiene∫ T

0
(rot(ū(t)− u∗(t))− (w̄(t)− w∗(t)), rotu∗(t)− w∗(t))dt =

∫ T

0
(ρ∗(t), g(t)− g∗(t))dt

−
∫ T

0
((ū(t)− u∗(t))t, ξ∗(t))dt−

∫ T

0
(ξ∗t (t), ū(t)− u∗(t))dt− j

∫ T

0
((w̄(t)− w∗(t))t, ρ∗(t))dt

−j
∫ T

0
(ρ∗t (t), w̄(t)− w∗(t))dt. (3.182)

Usando el Teorema de Fubini, integración por partes y dado que ū(0) = 0, w̄(0) = 0, u∗(0) =
0, w∗(0) = 0, ξ∗(T ) = 0 y ρ∗(T ) = 0, se deduce

−
∫ T

0
〈(ū(t)− u∗(t))t, ξ∗(t)〉dt = −

∫ T

0

∫
Ω

(ū(t)− u∗(t))t ξ∗(t)dxdt

= −
∫

Ω

(∫ T

0
(ū(t)− u∗(t))t ξ∗(t)dt

)
dx

= −
∫

Ω

(
ξ∗(t)(ū(t)− u∗(t))

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0
ξ∗t (t)(ū(t)− u∗(t))dt

)
dx

=

∫
Ω

∫ T

0
ξ∗t (t)(ū(t)− u∗(t))dtdx

=

∫ T

0

∫
Ω
ξ∗t (t)(ū(t)− u∗(t))dxdt

=

∫ T

0
(ξ∗t (t), ū(t)− u∗(t))dt. (3.183)

De manera análoga, se sigue que

−j
∫ T

0
〈(w̄(t)− w∗(t))t, ρ∗(t)〉dt = j

∫ T

0
(ρ∗t (t), w̄(t)− w∗(t))dt. (3.184)
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Luego, reemplazando (3.183)-(3.184) en (3.182), se obtiene∫ T

0
(rot(ū(t)− u∗(t))− (w̄(t)− w∗(t)), rotu∗(t)− w∗(t))dt =

∫ T

0
(ρ∗(t), g(t)− g∗(t))dt. (3.185)

Teniendo en cuenta (3.116) y (3.106), se tiene que∫ T

0

(
rot (ū(t)− u∗(t))− (w̄(t)− w∗(t)), rotu∗(t)− w∗(t))dt ≥ 0.

lo cual junto con (3.185) implica (3.170). Por lo tanto, el lema ha sido probado.
�
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