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Resumen.

Una matriz permutativa es una matriz cuadrada tal que cada fila es una permutacién de su primera
fila. Una matriz circulante es una matriz donde cada fila es una traslacion ciclica, en un lugar hacia
la derecha, de la fila anterior. Una matriz g-circulante es una matriz donde cada fila es una traslacién
ciclica en g lugares, hacia la derecha, de la fila anterior. Las matrices circulantes y las matrices
g-circulantes son matrices permutativas. Una matriz cuadrada A = (a;;) es no negativa (A > 0)
si y solo si a;; > 0 (1 <4,j <n). Este trabajo utiliza herramientas de Teorfa de Nimeros para
construir matrices g-circulantes, no negativas, cuyos espectros tienen conexién con los espectros
de las matrices circulantes. De hecho se muestra que el espectros de las matrices g-circulantes
no es necesariamente el espectro de las matrices circulantes, por lo tanto son una nueva clase de
espectro. Los resultados son particularizados a matrices de tamao p x p, donde p es un entero primo
impar, positivo y g debe ser tomado coprimo con p. Esta falta de generalidad es aliviada cuando
se estudia el caso de matrices g-circulantes por bloques donde se pueden considerar matrices de
orden multiplos de un primo. Para n y g cumpliendo las hipdtesis antes mencionadas, permite
dar condiciones necesarias y suficientes para construir listas, tal que, sean el espectro de matrices
g-circulantes, no negativas. Ademds de construir matrices g-circulantes por bloques, no negativas
con espectro dado. Se caracterizan ademas las matrices de permutacion cuya permutacion asociada
en el grupo de permutacién 5, es una permutacion que se descompone en producto de dos ciclos
disjuntos.
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Introduccion

Una matriz permutativa es una matriz cuadrada tal que cada fila es una permutacién de su primera
fila. Una matriz circulante es una matriz donde cada fila es una traslaciéon ciclica, en un lugar
hacia la derecha, de la fila anterior. Una matriz g-circulante es una matriz donde cada fila es
una traslacion ciclica en g lugares, hacia la derecha, de la fila anterior. Las matrices circulantes y
matrices g-circulantes son matrices permutativas. Una matriz cuadrada A = (a;;) es no negativa
(A>0)siysolosiaj; >0 (1<i,j7<mn).Unalista

Y= 2.0, A) (1)

de niimeros complejos y es realizada por una matriz de n x n no negativa A si sus componentes son
los autovalores de A. El NIEP es el problema de determinar condiciones necesarias y suficientes
para que una lista de n nimeros complejos sea realizada por una matriz no negativa A de n xn. Si
una lista 3 es realizada por una matriz no negativa A, entonces decimos que X es realizable y que
la matriz A realiza ¥ o es realizadora de ¥. Algunos resultados pueden ser vistos en [29, 28, 27,
33, 37, 36]. Este problema ha atraido la atencién de muchos autores en los dltimos 80 anos y fue
considerado primeramente por Suleimanova en 1949. Aunque varios resultados parciales han sido
obtenidos, el NIEP es un problema abierto para n > 5. En [25] este problema fue resuelto para
n = 3y para matrices de orden n = 4 el problema fue resuelto en [19]. Este ha sido estudiado en su
forma general en [28, 27, 18, 32, 2, 34, 25, 35]. Cuando a la matriz realizadora de una lista se le pide
ser simétrica (por supuesto, con autovalores reales) el problema es designado como el problema
inverso, no negativo, simétrico (SNIEP). Este también ha sido un tema con considerable atencién,
ver por ejemplo en [28, 27, 20, 2, 26, 10]. Una variante del problema original es la pregunta sobre
que listas de n ntimeros reales pueden ser listas de autovalores de matrices no negativas de n X n
y este es llamado el problema real inverso no negativo (RNIEP). Algunos resultados pueden ser
vistos en [29, 30, 2].

Dentro de este texto, 3 (A) denota el conjunto de autovalores de una matriz cuadrada A. Como
es lo usual, la matriz identidad de orden n es denotada por I, y si el orden de esta matriz es
facilmente deducido, lo denotaremos por 1.

Como una matriz no negativa es real, su polinomio caracteristico debe poseer coeficientes reales
y Tuego (Moy-.-, A1) = ¥ = X = (Ao,.-., An_1), donde X representa el conjugado complejo
de A € C. A seguir son enumeradas algunas condiciones necesarias sobre una lista de ntimeros
complejos ¥ = (A1, Ag, ..., A,) para que esta sea el espectro de una matriz no negativa.

1. El autovalor de Perron méx {|\| : A € ¥(A)} pertenece a X.

2. La lista X es cerrada bajo conjugacién compleja.
n

3.5, (X)) = A >0.
i=1

4. 8T (X)) < n" Lspy, (T) for kym =1,2,....

La primera condicién en la lista anterior se sigue del teorema de Perron-Frobenius, el cual es un
teorema importante en la teoria de las matrices no negativas [9, 12]|. Para la segunda condicién
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ver [9], para la tercera condicién ver [25] La ultima condicién fue demostrada por Johnson en [5]
e independientemente por Loewy y London [25]. Las condiciones necesarias fueron presentadas
para el NIEP como condiciones suficientes solo cuando la lista 3 tiene a lo mas tres elementos.
La solucién para el NIEP fue también encontrada para listas con 4 elementos, mientras que el
problema para 5 o mas elementos todavia sigue abierto.

Definicién 1 [25] Lalista ¥ en (1) es denominada del tipo Suleimanova si A's son nimeros reales,
)\1>02)\22'~2)\ny31(2)20.

Sulezmanova, [14] establecié que cada uno de tales espectros es realizable. Fiedler [20] prob6 que ca-
da espectro Suleimanova es simétricamente realizable (es decir es realizado por una matriz simétrica
no negativa).

Friedland en [31] y Perfect en [13] probaron resultados sobre espectros Suleimanova via matrices
companeras de ciertos polinomios. Recientemente, Paparella [23] di6 una demostracién constructiva
para la realizabilidad de un espectro Suleimanova. Ademds el defini6 matriz permutativa como
sigue.

Definicién 2 [23] Sea x = (21,...,2,) € C" Sean Py,..., P, matrices de permutacién. Una
matriz permutativa P es una matriz que tiene la forma:

XT

(Px)”

P=|

(Pn—lx)T
(PnX)T

Unas pocas observaciones con respecto a la historia de las matrices permutativas se ordenan como:
1. Rangos de las matrices permutativas fueron estudiados en Hu et al. [39]

2. El autor en [23] propuso el problema si todos los espectros realizables pueden ser realizados
por una matriz permutativa o por sumas directas de matrices permutativas. Un problema
equivalente comunicado por el autor R. Loewy es encontrar una matriz no negativa cuyo
espectro no es realizado por una matriz permutativa, no negativa o por sumas directas
de matrices permutativas. Loewy [24] resolvié este problema mostrando que la lista ¥ =

1, 2% + V51 8 + VBl 4 _ 21

X598 + %55 —%) es realizable pero no puede ser realizado por una matriz

permutativa o por suma directa de matrices permutativas.

El indice de Guo A¢ de una lista, es el radio espectral (raiz de Perron para A > 0) minimo tal que
la lista (excepto por su radio espectral) unida a Ao es realizable.

El siguiente Teorema fue probado en [38], y la nocién de indice de Guo index fue introducida
formalmente.
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Teorema 3 [38, Theorem 2.1] Sea (A1,..., An—1) una lista de n — 1 nimeros complejos cerrados
bajo conjugacion compleja, Entonces existe un umero real Ao (llamado indice de Guo) donde

max |A;] < Ap.
15j§n—1‘ il <o
tal que la lista (A, A1,..., Ap—1) es realizable por una matriz no negativa de n x n A si y solo si
A Z )\0. Mads adn, )\0 S 2n méxlgjgn,l |)‘j|

En este trabajo nos concentramos en determinar condiciones necesarias y suficientes para que cier-
tas listas sean el espectro de matrices g—circulantes especificas. Para ello, pedimos primeramente
que n y g sean coprimos, donde n determina el tamano de la matriz. Bajo estas condiciones encon-
tramos listas que son el espectro de matrices g—circulantes y estas litas no son el espectro de su
matriz circulante asociada, es decir, tienen la primera fila en comun. Estos resultados se obtienen
usando nocines basicas de Teoria de Nuimeros y Teoria de Grupos. En el tercer capitulo definimos
formalmente las matrices g-circulantes y caracterizamos los autovalores de ciertas matrices en es-
te conjunto. Se estudian ciertos casos en que las matrices g-circulantes pueden ser reconstruidas
conociendo sus elementos diagonales. También se estudia el caso en que la matriz g-circulante
no negativa se reconstruye a través de su raiz de Perron y de n — 1 elementos diagonales. En el
capitulo 4 se obtienen condiciones suficientes para que una lista dada sea el espectro de una matriz
g-circulante no negativa. Matrices g-circulantes, no negativas, con espectros dado son obtenidas.
También se definen matrices g circulantes por bloques, se estudian sus espectros y se obtienen
condiciones suficientes para que un conjunto dado sea el espectro de ciertas clases de matrices
g-circulantes por bloques. Matrices g-circulantes por bloque, no negativas, con espectros dado son
obtenidas.

Destacamos ademéds que en 1.963 J. L. Branner en [16] estudia el espectro de matrices g—circulante,
donde dichas matrices tienen entradas en un cuerpo K de caracteristica un n mero primo p. Al-
gunos resultados de Branner son similares a los nuestros. Sin embargo resultados posteriores son
independiente a los de Branner, pues trabajamos sobre el cuerpo C de los nimeros complejos, que
es de caracteristica 0.
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Notacion y Terminologia.

A* Transpuesta conjuda de la matriz A

AP k — ésima potencia de A

Ay Matriz asociada a o, donde o € S,,.

Sn Grupo de permutaciones de n elementos.

<g> Conjunto generado por g, i. e., < g>= {g"|n € Z}.

| x| Mayor entero que no excede a z, donde = € R
alb a divide a b, siendo a, b ntimeros enteros.
atb a no divide a b, siendo a, b niimeros enteros.

A Denota el conjugado complejo de \, para todol € Ay A C C.

a Denota la clase residual médulo n si @ es un nimero entero.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen algunas estructuras algebraicas y resultados de algebra que seran
utilizados para el adecuado desarrollo del trabajo.

1.1. El conjunto U(Z/nZ) y su estructura algebraica.

Definiciéon 4 Si a,b,n € Z y n # 0, decimos que a es congruente con b mddulo n, si n divide
b— a, si esto se tiene escribimos: a =b (méd n).

La siguiente proposicién demuestra que la relaciéon de congruencia médulo m es una relacién de
equivalencia y caracteriza a las clases de equivalencia

Proposicién 5 [15]
1. a=a (méd n).
2. a=0b (méd n) entonces b =a (méd n).
3. Sia=b (méd n) yb=c (méd n), entonces a =b (mdd n).

4. St a € Z, a denota el conjunto de los enteros congruentes con a mddulo n, @ = {m € 7Z
m =a (méd n)}. En otras palabras @ es el conjunto de los enteros de la forma a+ kn, donde
k € Z. En algunos casos omitiremos la barra para a.

Definicion 6 El conjunto @ es llamado la clase de congruencia mddulo n de a .
Proposicién 7 [15]

1.a="bsiyslosia=b (méd n).

2. a#bsiyslosianb es vacio.

3. Hay exactamente n clases de congruencia distintas modulo n.



A continuacién definiremos la funcién ¢ de Euler, la cual jugard un importante papel en el desarrollo
de la presente tesis.

Definicién 8 [15] Sea G un grupo cualquiera. Se dice que G es un grupo ciclico si exsite g € G
tal que g es un generador del grupo, esto es G = (g) .

Definicién 9 [15] La funcién ¢ de Euler es definida para un entero positivo n por ¢p(n) = s sin
posee s numeros enteros positivos menores o iguales a n que son primos relativos con n.

Definicién 10 [15]

1. El conjunto de clases de congruencia mddulo n es denotado por Z/nZ.

2. El conjunto {ay,as,...,an} es un conjunto completo con las n clases de congruencia médu-
lon, esto es Z/nZ = {a,as,...,a,}, donde a; # aj, con i # j. Entonces el conjunto
{a1,a9,...,a,} es llamado un conjunto completo de residuos mddulo n.

3. Denotamos por U(Z/nZ) = {a € Z : ax =1 (méd n), tiene solucion en Z/nZ}. Se deduce
que, U(Z/nZ) es un grupo con la multiplicacion de Z/nZ el cual posee ¢p(n) elementos.

Definicién 11 [15] Un entero a es llamado una raiz primitiva méd n, si a genera el grupo
U(Z/nZ). Equivalentemente, a es una raiz primitiva méd n si ¢(n) es el entero positivo mds
pequeno tal que a®™ =1 (méd n).

Teorema 12 [15] Sea p € Z™, entero primo, entonces, U(Z/pZ) posee raices primitivas, es decir,
es un grupo ciclico que tiene ¢p(p) = p — 1 elementos.

Teorema 13 [15] Si p es un primo impar y | € Z*, entonces U(Z/plZ) es un grupo ciclico de
orden ¢(p') = (p — 1)p'~".

1.2. Matrices de permutacion.

Definicién 14 Una permutacion o del conjunto N = {1,2,...,n}, es una correspondencia bi-
yectiva de N en si mismo. Incluyendo la correspondencia que asocia un elemento con si mismo
(permutacion identidad), hay n! permutaciones, y se designa por S, al conjunto de todas las per-
mutaciones de N. Uno puede indicar una permutacion por

o(l) = i
0'(2) = ’ig
on) = i,

que a menudo se escribe como

(1 2 ... n>
g = . . . .
1 19 ... 1p

La permutacién inversa para o es designada por o~ 1. Asi a7 1(i},) = k.



Definicién 15 Sea E;, designado como el vector (fila) unitario de n componentes que tiene un 1
en la j—ésima componente y 0's en las demds posiciones. Esto es:

E;=(0,...,0,1,0,...,0)

Definicion 16 Una matriz de permutacion de orden n, se entiende como una matriz de la forma

Ea(1)
p, - | Fo®
Eon)
asociada a la permutacion o, es decir,
1, si j=o(i),
Py = (pij) =

0, otro caso.

Notar que la i—ésima fila de Py tiene un 1 en la o(i)—ésima columna y 0's en las otras posiciones.
La j—ésima columna de P, tiene un 1 en la o~ (j)—ésima fila y 0's en las otras posiciones. Asi
cada fila y cada columna posee exactamente un 1.

Ejemplo 17 Sea o dado por

4 l
o | luego

[ )
— oo o =N
O, OO WW
(=R

Definicién 18 [15] Una matriz de premutacion P es una matriz de permutacion primaria si la
permutacion asociada a esta no puede ser descompuesta en producto de ciclos disjuntos.

Teorema 19 [6]

1. Sea P, una matriz de permutacion, de tamano n, asociada a la permutacion o € S,. Sea
ademds A € My, x,(C). Entonces

Py A = Py(aij) = (a5@);) con1<i<n, y 1<j<r
2. Si B € M,,(C), entonces

BPy = (bij) Py = (bjp-1(j)) con1<i<n, y 1<j<r



. Sea 0,7 € Sy, y sea Py, Pr sus matrices de permutaciones asociadas respectivamente. Entonces
P,P, = P,,

Donde el producto de las permutaciones o, T es aplicada de izquierda a derecha.

(Po)t =Py = (Po) ™' = (P)"

. Si A = (a;;) € M, (C), entonces
Py APy = (as(ijas)),

en particular si A = diag(dy,da,. .., d,), entonces

POAPZ = diag(dgu), cee da(n))‘

. Sea v €S, y P, su matriz de permutacion asociada. Sea v = p1 - Pm, la descomposicion de v en

ciclos disjuntos de longitudes €1, {a, . .., Uy, respectivamente, donde £1+4€s+- - -+ Ly, = n. Entonces
existe una matriz de permutacion R tal que, RP,RT = Py, @& Py, donde Py, es una matriz
de permutacion primaria de orden £; X {;, para j =1,2,...,m.

1.3. Matrices No Negativas

Una matriz X = (:Eij)1<ij<n es llamada no negativa si x;; > 0, V1 < 4,5 < n y ha de ser

cogrediente con una matrizY si existe una matriz de permutacion Q tal que X = Q1Y Q.

Definicion 20 [12] Diremos que X = (ij),<; i<y
y si ademds es cogrediente a una matriz de la foma

B C

0 D
donde B y D son submatrices cuadradas. De otra forma A es llamada irreducible (indescomponi-
ble).

es reducible (descomponible) si es no negativa

Teorema 21 [12] Una matriz de permutacion de tamano n, asociada a una permutacion v € Sy,
donde v tiene un solo ciclo, es irreducible.

Demostracion. Sea v = (iy,...,i,) un ciclo de longitud n asociado a Q y suponga que existe una
matriz de permutacion H tal que HQH” sea de la forma en la Definicidn 20. Sea T la permutacion
asociada a H vy sea k la permutacion asociada con HQHT , luego se cumple que

k=rTvr !
ademds existe £ tal que k(i) > € Yi > £ , pero esto ultimo subdivide k en dos ciclos. Lo que
contradice el hecho que el numero de ciclos en el que se subdivide una permutacion se mantiene
por una permutacion conjugada de esta, [15]. ®



Definicion 22 [12] El mayor autovalor de una matriz no negativa A es llamado autovalor maxi-
mal o raiz de Perron de A.

El autovalor mazimal y el autovector asociado a este, de una matriz no negativa es identificado
con el siguiente resultado.

Teorema 23 (Perron— Frobenius)[12] Si A es una matriz no negativa de nxn, entonces A tiene
un autovalor no negativo r que es al menos tan grande como el valor absoluto de cualquier autovalor
de A y un autovector no negativo (es decir con coordenadas no negativas) correspondiendo a r.

Teorema 24 [12] El autovalor mazimal de una matriz no negativa irreducible es una raiz simple
de su polinomio caracteristico.

Definicion 25 [12] Sea A una matriz no negativa irreducible de n X n con autovalor maximal v y
suponga que A tiene h autovalores de modulo r. El numero h es llamado el indice de imprimitividad
de A, o simplemente llamado el indice de A. Si h =1, entonces A es llamada matriz primitiva; de
otra forma es llamada imprimitiva (o ciclica como algunos autores la llaman).

Frobenius descubrio una sobresaliente conexion entre las propiedades espectrales de una matriz
irreducible y su patron de ceros, esto es la distribucion de sus entradas nulas.

Teorema 26 [12] Sea A una matriz irreducible con indice h > 2. Entonces A es cogrediente a una

matriz de la forma

0 Ao O -+ 0 0
0 0 Ay - 0 0
0 .
e 0 0

0o .- An_1h
A1 O 0

donde los bloques nulos en la diagonal principal son submatrices cuadradas.

1.4. Matrices Circulantes

Definicion 27 [6] Una matriz circulante de orden n o, abreviadamente, circulante, es una matriz
cuadrada de la forma

C =cire(cr,ca, ..., ¢p) (1.1)
Cc1 C2 e Cn,
Ch C1 -+ Cp—1
(1.2)
02 C3 “ e 61



Los elementos en cada fila de C son los mismos de la fila previa, pero se presentan trasladados
ciclicamente en una posicion hacia la derecha. Toda matriz circulante es, obviamente, determinada,
por su primera fila.

Observacion 28 Sea C = circ(cy,...,cn) = (Cij)i<; j<p, €NtONCES Cij = Cjit1, tomando los
subindices maodulo n.

Observacion 29 Si A = circ(ay,...,ay) y B =circ(by,...,by,), entonces

A+ B =circ(a; +b1,...,a, + by)

aA = circ(aay,...,aay),

para todo o € C. Ast, las matrices circulantes conforman un subespacio en el espacio vectorial
sobre C de las matrices de n X n con entradas complejas.

Sea n > 3 y consideremos matriz
P =cire(0,1,0,...,0). (1.3)

A continuacion presentamos un importante resultado relacionado con las matrices circulantes y la
matriz P.

Teorema 30 [6] Sea C = circ(ci,...,cp) entonces
CP = PC. (1.4)

Reciprocamente, si C' es una matriz de n x n tal que la propiedad en (1.4) se tiene, entonces C' es
circulante.

Demostracion. Sea C = (c¢;j) una matriz con entradas complejas arbitrarias. Considerar el ciclo
o=(1,2,...,n). Luego

PyCP} = (o) o()) = (Ciatrj41) - (1.5)
El resultado se obtiene de observar que P, = P y que evidentemente, se cumple que A es circulante
sty solo si a;j = a;+1,+1 donde todos los subindices son considerados mddulo n. Luego C es

circulante si y solo si PCP* = C lo que equivale a ( 1.4). =

Observacion 31 Lo anterior, lo podemos expresar como sigue: las matrices circulantes son todas
las matrices cuadradas que conmutan con P o equivalentemente son las matrices que son invarian-
tes por la conjugacion A — PAP™!,

Tomando la transconjugada (o conjugada transpuesta) en (1.4), vemos que se cumple lo siguiente.

Corolario 32 [6] C es circulante si y solo si C* es circulante.



1.4.1. Una segunda representacion para matrices circulantes

Sea P la matriz definida en (1.3). Observemos que para k =1,2,....n—1
P* = cire(0,...,0,1,0,...,0)

donde en la primera fila de P* hay k ceros previos al 1, es decir el 1 ocupa la posicion k + 1. Asi
Pl =P y P" =1, donde I es la matriz identidad de n x n. Si consideramos las potencias de P
también mddulo n entonces P° = P™ = I. Notemos que P°, P',...,P" 1 es un conjunto de n
matrices linealmente independiente pues

AP’ 4+ coP 4+ csP? + -, PP = circ(c1,ca,...,Cn) .
Sea
Q(Z):Cl+022+6322+...+cnzn*1 (16)

Teorema 33 [6] Una matriz C de n X n es circulante si y solo si C = q(P), donde q es un
polinomio como el definido en (1.6) y P es la matriz en (1.3).

Puesto que todos los polinomios en una misma matriz conmutan, de lo anterior se sigue que todas
las matrices circulantes conmutan entre ellas. Mds aun si C' es circulante, entonces C* también lo
serd, lo que unido a lo anterior, dice que si C es circulante entonces C es matriz normal.

Definicion 34 [6] Diremos que una matriz L es izquierda circulante o (—1)-circulante si sus filas
son obtenidas de la primera a través de traslaciones sucesivas a la izquierda en una posicion.

Teorema 35 Una matriz L es (—1).circulante si y solo si L = PLP.

Demostracion. Sea L = (l;j) una matriz con entradas complejas arbitrarias. Considerar el ciclo
o=(1,2,...,n). Luego o' = (1,n,n—1,...,2) y

PyLPy = (Co(3),0-1(j)) = (lit155-1) -

El resultado se obtiene de observar que Py = P y que evidentemente, se cumple que L es (—1)-
circulante si y solo si l;j = l;11j—1 donde todos los subindices son considerados mdédulo n. Luego
L es (—1)-circulante si y solo si PLP =L. m

Proposicion 36 Sean P, la matriz de permutacion en (1.3) y C = circ(cy,ca,...,cpn), entonces
para cualquier entero m se cumple
P"C = circ(Ci—m,Ca—my - -+ Cn—m,) (1.7)

donde los subindices son considerados maodulo n.

Demostracion. Sea P la matriz en (1.3), no es dificil ver que

PC = circ(an,a1,02...,0,-1)
2 .
PC = circ(apn—1,an,a1,...,a,-2)
m )
P"C = circ(an—m+1,On—m+2s-- - 0n-—m) -

pasando los subindices a sus clases de equivalencia mddulo n, obtenemos la igualdad en (1.7). m



Notacion 37 Sea g > 0 y sea (n,g) el maximo comin divisor entre n y g.

Proposicion 38 Sea (n,d) = 1. C' es una matriz circulante si y solo si conmuta con P%. En
particular si y solo si, conmuta con P*.

Demostracion. Si C es circulante por Teorema 30, C' conmuta con P luego conmuta con cualquier
potencia de esta, en particular, conmuta con PL. Solo resta probar que si P*C' = CP?, entonces C
es circulante. Sea m un entero arbitrario, es claro que (Pd)m c=C (Pd)m. Por otro lado existen
enteros m y k tales que md + kn =1, de esto se deduce

pCc = pmitkng
= (r)"c
- o)

= CP

Asi C conmuta con P, ahora usamos el Teorema en 30 para obtener que C es circulante. Por
otro lado observemos que P* = P"~! y claramente (n — 1,n) = 1 por lo que el resultado se tiene
constderando d=n—1. m

1.5. Espectro de matrices circulantes

Notemos que la matriz C = circ(cy, ca, ..., ) en (1.1) estd claramente determinada por su primera
fila. Los siguientes conceptos pueden ser encontrados en [11]. Las entradas de la matriz unitaria
llamada Transformada de Fourier Discreta (DFT) F = (fpq) son dadas por

1
fpg == %w(pfl)(qfl), p=1,...,n, ¢g=1,...,n, (1.8)
donde 5 5
W= CoS — +isin — . (1.9)
n n

Los siguientes resultados caracterizan los espectros de matrices circulantes.
Teorema 39 [11, 22] Sea c = (c1,...,c,)T € C" y C(c) = circ(cy, ..., cn). Entonces
C(c) = FA(c)F™,

con

A(c) = diag(Ai(c), Aa(c), - -, An(c))

Ai(c) = Zcfw(kfl)(efl), k=1,...,n. (1.10)
(=1
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Corolario 40 Sea c definido como en el Teorema 39 y considere

n:= 77(0) = ()‘1 (C>7 /\Q(C)v s 7)‘n(c))T'

Entonces,
1 n
_ = —(k-1)(¢-1) _
ck—nZ)\gw . k=1,...,n. (1.11)

/=1

Observacion 41 Sea c = (cy,...,c,)T € C". Por el Corolario 40

.
c=—=F*(c) con n(c)=+/nFc.

NG
Observacion 42 [22] Si C(c) es una matriz circulante real, entonces A\; € R

- n+1
Antl—k = para k=1,...,[ 5 1,

n+1 n+1
donde |"5~] es el mayor entero que no excede a "5~

Definicion 43 [22] Un vector X = (A, A2,..., )T € C" es llamado vector par conjugado si
MERY

x n+1
)\n+2fk:/\k .7:277L 2 J

Observacion 44 Si X = (A1, A2,..., )T € C" es el vector de autovalores de una matriz circu-

lante real, entonces este es par conjugado.



Capitulo 2

Matrices g-circulantes

En este capitulo discutiremos una generalizacion de la nocion de matriz circulante.

Definicion 45 Una matriz g-circulante de orden n o simplemente un g-circulante es una matriz
de la forma

A = g-—circ(a,ag,...,an) (2.1)
al ag as cee Qp,
ap—g+1  Gp—g+2  Gpn—g+3 an—g
= Gp—2g+1 Gn—-2g+2 Gn—2g+3 An—2g (22)
Gg+1 Qg+2 T Qg

Como es lo usual en matrices circulantes todos los subindices son considerados mddulo n.

Observacion 46 [6] Si0 < g < n, cada fila de A es la fila previa desplazada g lugares ciclicamente
hacia la derecha, o desplazada n— g lugares ciclicamente hacia la izquierda. Si g > n una traslacion
ciclica en g lugares es la misma que una traslacion en g modulo n lugares. Por convencion, si g es
negativo, una traslacion ciclica a la derecha en g lugares serd equivalente a una traslacion ciclica
hacia la izquierda en (—g) lugares. En consecuencia, si g y g’ son equivalentes mddulo n entonces
una matriz g-circulante y otra g'-circulante con la misma primera fila, son iguales.

Ejemplo 47 Una matriz 2-circulante de orden 6 es de la forma.

ay az a3 a4 as ag
as Gag ai az az a4
az a4 as asg ar a2
ap a2 az a4 a5 ag
as ag ai az az a4
az a4 as ag ai ag

Ejemplo 48 Una matriz 1-circulante es una matriz circulante de las ya estudiadas en la seccion
previa. Una matriz (n — 1)- circulante es una matriz (—1)-circulante.

10



Ejemplo 49 Una matriz O-circulante es una matriz que tiene todas sus filas iguales a su primera

fila.

Ejemplo 50 La matriz J = circ(1,1,---,1) es una matriz g-circulante, para todo g € 7.

Ejemplo 51 La matriz K = (—1)—circ(0,0,...,0,1) es la matriz anti-identidad también llamada
contra-identidad.

Observacion 52 Sea A = (aij)lgi,jgn' Entonces, evidentemente, A es g- circulante si y solo si

Qjj = Gi+1,55+g s iaj:172>"'7n
Equivalentemente, si A = (a;;) = g — circ(a1,az,...,a,) entonces
Qi5 = aj_(i_l)g, i,j = 1,2,...,77,.

Lema 53 Seann primo y 1 < g < n. Un matriz de n X n, g-circulante A es simétrica si y solo si
g=n—1.

Demostracién. Si A = (aij) = g — circ(a, ..., a,). Por observacion previa a;j = a;_(;_1)g, Vi, j
luego A es simétrica si y solo si V1 <1i,j <mn,

Aj_(i—1)g = Qi—(j—1)g> St Y solo si
j—(@—-1)g=i—(j—1)g (mdédn) siy solo si
(J—i)(g+1)=0 (médn) siy solo si

g=n—1.
]

Sea g > 0 recordemos que (n, g) es el mdzximo comin divisor entre n y g. Las matrices g-circulantes
de orden n se particionan en dos tipos dependiendo de si (n,g) =1 o de si (n,g) > 1. Los miltiplos
kg, k = 1,2,...,n, conforman un sistema completo residual si y solo si (n,g) = 1, luego todas
las filas de una matriz g-circulantes son distintas si y solo si (n,g) = 1. En este caso las filas
de las g-circulante pueden ser permutadas de forma de reobtener una matriz circulante cldsica.
Similarmente, para columnas. Luego si A es g-circulante, (n,g) = 1, entonces para matrices de
permutacion apropiadas, digamos Py y P

A = PC
A = OP,

en que en ambos casos C' es matriz circulante. En el primer caso C' posee la misma primera fila que
A y en el sequndo caso C posee la misma primera columna que A. Esto dice que una g-circulante
de orden n con (n,g) = 1 es una circulante con una reordenacion. Sin embargo, los detalles de
la diagonalizacion y otros son considerables. Si (n,g) > 1, estamos frente a un caso degenerado
donde naturalmente existen mas complicaciones.

11



Teorema 54 [6] Una matriz de n x n, A= (ai;) es g-circulante si y solo si
PA=APY,
donde P es la matriz definida en (1.3).

Demostracion. Considerar el ciclo o = (1,2,...,n), asociado a P por repetidas aplicaciones de

la igualdad en (1.5) vemos que si
PA(P9)" = (6;;)

entonces
Oij = ao(i),00())
= Qi+lyj+g-
Luego si A es g-circulante, por comparacién de la entrada ij, obtenemos que PA(PY9)" = A.

Reciprocamente, si PA(P9)" = A, resultard que A es g-circulante. ®

Corolario 55 [6] Sea A y B matrices g-circulantes. Entonces AB* es 1-circulante. En particular,
si A es g-circulante, AA* es 1-circulante.

Demostracion. Por Teorema previo A = P*AP9 y B = P*BPY. Luego
AB* = (P*APY)(P*BPY9)"
= P*API(PY9)" B*P
= P*AB*P.
La conclusion se obtiene del Teorema 30. m
Teorema 56 [6] Si A es g-circulante y B es h-circulante entonces AB es gh-circulante.

Demostracién. Por la hipdtesis se tiene que PA = AP9 y PB = BP". Luego

PAB = APIB
= API'PB
= ApP9'BP"
= ApP92Bp?*h
= .= ApBpl—bh
= ABP9

La conclusion se obtiene del Teorema 54. ®

Lema 57 [15] Sean n y g enteros positivos entonces la ecuacion gr =1 (méd n) tiene solucion
st y solo si (n,g) = 1.

Notacion 58 Si(n,g) =1 designaremos la unica solucion de la ecuacion gr =1 (méd n) como
-1
g .

12
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Teorema 59 [6] Sea A no singular g-circulante. Entonces A~! es g~!-circulante.

Demostracion. Puesto que A es no singular, se deduce que (n,g) = 1 (la matriz A no repite
ninguna fila), luego por Lema 57 existe g~ con gz = 1 (mod n). Se tiene que PA = APY . Luego

Altpl=p 94 = A7t =p 947 1P
Luego

PA~Y = pl9g-lp
— plg (A_lP_l) p?
= P9 (PA)P?
= P79 (AP9)! p?
_ pl-294-1p2

Realizando esto s veces obtenemos
PA™' = plmoAlps

1

tomando s = g, obtenemos

1

PA = A"tp9

-1

lo que nos dice que A~! es g~ '-circulante. m

Ahora presentaremos una generalizacion de la representacion en la Proposicion 33. Para esto
consideremos la matriz

Qg =g —cir(1,0,...,0).

Note que Qg es una matriz de permutacion si y solo si (n,g) = 1.

Teorema 60 [6] Si A= g — cir(a1,az,...,a,), entonces

A=) " arQ,PF . (2.3)

k=1

Demostracion. Consideremos la matriz circulante C = Y ;. apP*=1. Al multiplicarla por la
izquierda por Q4 las posiciones en C' se trasladan ciclicamente g posiciones a la derecha formdndose
la matriz g-circulante cuya primera fila coincide con la primera fila de A, de lo que concluimos la
igualdad en (2.3). m

La demostracion del siguiente corolario es clara.

Corolario 61 [6] A es g-circulante si y solo si A es de la forma QuC donde C' es una matriz
circulante cuya primera fila coincide con la primera fila de A.
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Definicion 62 [6] Una matriz monomial es una matriz de la forma
M=P,D (2.4)
donde P, es una matriz de permutacion asociada a v € S, y D es una matriz diagonal
D = diag(dy,da, ..., dy).

Como N
P,D = (P,DPTYP = DP,

donde D = P,DPT y ademds B
D = diag(dy(l)a s 7du(n))>

de lo que inmediatamente se sigue que una matriz P,D es una matriz DP,.

Proposicion 63 Si M es como en (2.4), es posible calcular el polinomio caracteristico asociado
a M.

Demostracion. Seav = p1 - - - py, la descomposicion de v en ciclos disjuntos de longitud (1, 4a, . .., by
yl+4Llo+ ...+ 4y =n, entonces existe una matriz de permutacion R tal que

P, = R*diag(Py,, Pe,,..., Py, )R (2.5)
donde Py, es la matriz de permutacion primaria de {; X {; coni=1,2,...,m.
Ast
P,D = R*diag(Py,, Py,,..., P, )(RDR")R (2.6)

en consecuencia, el polinomio caracteristico de P,D es también el de
S = diag(Py,, Py, ..., P,,)(RDR"). (2.7)
Sea RDR* = dz’ag((fl,cfivg, e ,élvn) = diag(ﬁgl, ... ,ﬁgm), ast que
S = diag(Py, Dy,, ..., P, Dy,).

Denotando N L B
Dﬁk = diag(dk717 dk:,27 ) dk‘,fk)a

obtenemos que N B
S = diag(Pnggl, con ,Pnggm),

esto nos dice que el polinomio caracteristico de S es el producto de los polinomios asociados a
Py, Dy, ..., P, Dy, . Pero el polinomio caracteristico de

Py, 54]-,

es
(=15 (X5 = djdjz - - ;).
Por lo tanto, las raices de P, D, son las {j—ésimas raices complejas.

(d; ...djéj)l/fj, j=1,2,...,m.

14



Observacion 64 De la expresion de P, en (2.5) y la Observacion 21 y el Teorema 2/ es posible
ver que v tiene una descomposicion en m ciclos disjuntos si y solo si la multiplicidad de 1 como
autovalor de P, es igual a m.

Proposicion 65 Sea (n,g) = 1. Entonces A es una matriz g-circulante si y solo si A = F*P!DF
donde D es matriz diagonal y Pr es la matriz de permutacion correspondiente a la permutacion

() =10+ —1)g) (mod n)

y I es la matriz de Furier.

Demostracion. Observar que Pr = Q4. Recordemos que F' = ﬁ (w(i_l)(j_l))1§i,j§n es la matriz

de Fourier, la cual es una matriz unitaria. Luego es suficiente probar que

FA=Q,1DF.
Notemos que
Q). = 1 sij=(1+(i—1)g)(modn)
97 0 otro caso,
B 1 sii=(1+(G—1)g") (modn)
- 0 otro caso,

Si A es g-circulante por Corolario 61, A = Q4C con C matriz circulante. Por Teorema C' = F*DF',
asi A= QgF*DF. Si es posible probar que FQ, = Qg1 F', deduciriamos que

A=F*Q, 1DF

lo que probaria el resultado. Demostraremos que FQq = Q,—1F'. La entrada ij del lado izquierdo
es

(FQg)ij = ZFlk(Qg)kj
k=1
= Fia+g-19-1)

_ \1F (wtz‘—lxj—l)g*l) ‘
n

Por otro lado la entrada ij del lado derecho es

(Qy*lF)ij = Z (Qg*l)ik Fl;
k=1

Lo que demuestra el resultado. ®
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Ejemplo 66 Considerar matrices 2-circulantes, A y Q2 y circulante C. Con
A=2—circ(1,2,3,4,5), Q2 =2 — circ(1,0,0,0,0)

y C = circ(1,2,3,4,5). Las siguientes computaciones son obtenidas utilizando MATLAB vy los
resultados son con una aproximacion de 4 decimales. Por Corolario 61 se tiene que

A= Q.C.
El espectro de A es dado por
Y (A) = {15,43,3437,+3,3437i}

El espectro de C es
¥ (C) ={15,-2,5+ 3,4414, —2,5 + 0,8123i} .

Puesto que en U(Z/5Z) el inverso multiplicativo de 2 es 3 tenemos que
Q' = Qs
Entonces por Proposicion 65 la matriz PD,
S = Qsdiag (15, —2,5 + 3,441i, —2,5 — 3,4414, —2,5 4+ 0,8123i, —2,5 — 0,81234)
tendrad los mismos autovalores de A. Efectivamente, los autovalores de S, son
¥ (S) = {-3,34374,3,3437, —3,3437, 3,3437i, 15} .
Ejemplo 67 Consideremos matrices 3-circulantes A y Q3 y circulante C. Con
A=3-cire(1,2,3,4,5,6,7,8),
Qs =3 — cire(1,0,0,0,0,0,0,0) y C = cire(1,2,3,4,5,6,7,8).

Por Corolario 61
A=Q3C

Ademas sabemos que
C = F*AF

donde F' es la matriz de Fourier y
A= diag()‘la A2, A3y Ad, )\57)‘747)\737)‘72)'

Sean matrices de permutaciones

S

I
SO O = OO
O O OO oo
OO OO oo
OO OO OO
_ o O O o oo
(=N eleleoNBel e
OO = O O OO



1 000O0O00O0
001 0O0O0OO
01 00 O0O0OO
H=|0 000010
000 1O0O0O0
000O0T1O0O0
000 O0O0OT 0?1
Es facil verificar que
1 0
(o )
Y que
01 00O0O0OO
1000000
000 10O0O0
S=HWH*=]0 01 0 0 0 0
00001O0O0
000 O0O0OTO0?1
0000O0OT1FPWO

Consideremos ahora matrices diagonales

T = diag(A2, A3, A, As, A, Az, A2)

(1
A3 0 0 0 0O 0 O

0 X 0 0 0 0 O

0 0 X 0 0 0 O

d=HYH*=|0 0 0 X 0O 0 O

0O 0 0 0 XN O O

0 0 0 0 0 X O

0 0 0 0 0 0 M

Por lo que los autovalores de A son de la forma

1

{)\17 =+ ()\2A4) 2, A57 + (>\3)\73)

M=
N

£ (oh)

b

2.1. Caracterizacion de los autovalores de ciertas matrices
g-circulantes

En esta seccion queremos determinar en forma precisa el espectro de ciertas matrices g-circulantes.
Antes de proseguir es necesario dar la siguiente definicion.
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Definicion 68 Decimos que una matriz de permutacion de n X n es matriz de permutacion pri-
maria st y solo st la permutacion asociada a dicha matriz es compuesta de solo un ciclo de longitud
n.

Teorema 69 Sean n y g tales que (n,g) = 1. Sea W una submatriz de orden n — 1 tal que
1 0
%o w)
Entonces W es una matriz de permutacion primaria si y solo st
nj((g@— Zl) con 0 </t <ly <n-—2, (2.8)

Demostracion. Primero es fdcil observar que la permutacion v que define a Q4 es dada por

L_ (1 2 3 1 5 ... n—1 n
o\l 14+g 1429 1439 1+4g ... 14(n—2)g 1+(n—1)g

Es decir, si k # 1,
k—14+(k—1)g con2<k<n,

luego la submatriz W' es la matriz de una permutacion tal que
2=14¢">1+g—=1+¢> =14+ = - = 144¢"2
Luego v es una permutacion con solo un ciclo si y solo si para €1 # lo:
l—i—ge1 §él+g£2(modn) con 0 </l <lyg<n—2
o equivalentemente, la condicidn en (2.8). m

Teorema 70 Sean n y g tales que n es primo y (n,g) = 1. Sea W una submatriz de orden n — 1

tal que
1 0
2o W)

Entonces W es una matriz de permutacion primaria si y solo st
nf(gé—l) conl</l<n-2 (2.9)

Demostracion. De la condicion en (2.8) W es una matriz de permutacion primaria si y solo si
ntg" (gb_el — 1) con 0 < 01 < ly <n —2. Puesto que n es primo, nt g yn{ (gb—el - 1). Del
hecho que nf (g2~ — 1), la condicién (2.8) es equivalente a la condicién (2.9). m

Corolario 71 Sean n y g tales que (n,g) = 1. Sea W una submatriz de orden n — 1 tal que

Qg—<(1) \?V)

entonces W es una matriz de permutacion primaria st y solo si

g* £1 (modn) conl<{<n-—2. (2.10)
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Demostracion. De (2.8) tenemos que

gf1 §ég£2 (mod n) con 0 </t <ly<n-—2

Puesto que g es invertible en Z/nZ tenemos que ¢' también lo es, por lo tanto al multiplicar por

el inverso de este dltimo, obtenemos

g2 £1 (modn) con0<l; <ly<n—2

la cual es claramente equivalente a la condicion en (2.10) . m

Ejemplo 72 Consideremos (n,g) = (11,7) entonces las congruencias mddulo 11 de las potencias

entre 1 y9(=n—2) de 7 son:

7

72

73

74

75

76

77

78

79

7

5

2

3

10

4

6

9

8

Luego la condicion (2.10) para caso n primo se cumple, lo que

efecto, acd

donde

OO OO oo o oo

Q?Z(l

SO oo+ OO oo

[an}

ol eoBeBoNeoNeoBoN =

o

0
0w
0 00
0 00
0 00
0 01
0 00
0 00
010
0 00
0 00
100

OO OO OO oo

o

O OO OO oo oo

S OO+ OO o Ooo

[an)}

nos dice que W es primitiva. En

O O O oo oo~ OOo

Los autovalores de W obtenidos con MATLAB con 4 decimales de aproximacion son:

S (W) = {+£1,0000, —0,8090 =+ 0,58784, —0,3090 & 0,95114, 0,3090 + 0,9511,0,8090 + 0,5878:}

La multiplicidad del autovalor 1 es 1 en W por lo tanto W es primaria.

Ejemplo 73 Consideremos (n,g) = (7,2) entonces las congruencias mddulo 7 de las potencias

entre 1 y 5(=n—2) de 2 son:

22

23

24

25

4

1

2

4
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Luego la condicion (2.10) para caso n primo no se cumple lo que nos dice que W no es primitiva.
En efecto, acd

O
)
I
OO o oo o
SO = OO oo
[=lelelolal s
O O OO oo
[l ool o]
_ o O O O OO
O OO = O OO

de donde

o= O O O
O O O O
o O O O
o O O = O
O o o oo
O OO = OO

0000

Los autovalores de W obtenidos con MATLAB con 4 decimales de aproximacion son:
¥ (W) = {1,0000, 1,0000, —0,500 + 0,86607, —0,500 + 0,86604 }

La multiplicidad del autovalor 1 es 2 en W por lo tanto W no es definida por una permutacion
primaria.

Corolario 74 Sean n y g enteros tales que, n es primo y (n,g) = 1. Sea W una submatriz de

orden n — 1 tal que
1 0
%o W)

entonces W es una matriz de permutacion primaria si y solo st el subgrupo ciclico generado por g
en U(Z/nZ) posee cardinalidad n — 1, es decir, si y solo si g es un generador ciclico de U(Z/nZ).

Demostracion. Tenemos que W es una matriz de permutacion primaria si y solo si la condicion
en (2.10) se tiene si y solo si las potencias en U (Z/nZ)

ge7 con 0 <l <n—2. (2.11)
son distintas dos a dos y esto es st y solo si la condicion en el enunciado, se tiene. W

Corolario 75 Sean n y g enteros tales que, n es primo, g < n y (n,g) = 1. Sea W una submatriz

de orden n — 1 tal que
1 0
2o W)

entonces W es una matriz de permutacion primaria si y solo si

Vi<d<n-—1, talque d|(n—1) secumple, g®#1 (méd n) (2.12)
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Demostracion. Puesto que la cardinalidad de U(Z/nZ) es n — 1, y la cardinalidad del subgrupo
ciclico generado pory € U(Z/nZ) es un divisor d de n—1, si se cumple (2.12), la unica posibilidad
para el orden subgrupo ciclico generado por g es n — 1 y por Corolario 7/ la matriz W es una
matriz de permutacion primaria. Reciprocamente si W es una matriz de permutacion primaria,
por Corolario 75 se cumple que el subgrupo ciclico generado por g € U(Z/nZ) de orden n — 1,
probando asi lo deseado. W

Ejemplo 76 En el Ejemplo 72 se tiene que n—1 = 10 los divisores positivos de 10, estrictamente
menores que 10 son 1,2,5, recordemos que g = 7 y ahora vemos que

Th=7#1 (méd 11),
7?=5%#1 (méd 11),
7°=10#1 (méd 11).

De esto se concluye que 7 es un generador ciclico de U(Z/11Z).
Teorema 77 Sean n y g enteros, n es primo, g <n y (n,g) = 1.,
1 0
Qg - <0 W> 9

siendo W una submatriz de Qg4, primaria de (n — 1) x (n —1). Sean A y C matrices de n X n,
g-circulante y circulante con entradas reales, respectivamente tales que

A= Qgc;
1 1 1 1
entonces los autovalores de A son de la forma {Al,ﬁﬁ,ﬁﬁw,ﬁﬁapQ, e ,Bﬁapnd}, donde
2
0= cos% + ¢sin %, donde B = (])\2] |Ag|. .. [An=1 ) con A\, A2, ..., An-1 siendo autovalores
2 2

de C

Demostracion. Puesto que W es matriz primaria, es invertible con inversa W1, ademds la

matriz (Qg)~" es dada por
_ 1 0
(Qg) ™ =Qyr = (0 W_1> ’

Luego por Proposiciones 63 y 65 los autovalores son las raices n — 1 del producto de los ultimos
n — 1 autovalores de C. Luego, tomando en cuenta la Observacion 42 para el caso A y C reales,
caso n tmpar, los autovalores se presentan en pares conjugados y luego el producto de los n — 1
autovalores es como el presentado en el enunciado. m

Corolario 78 Sea n un entero primo y sean g1 y go dos generadores ciclicos de U(Z/nZ). Sea
C una matriz circulante de orden n y considere las siguientes dos matrices, A y B, g1-circulante
y go2-circulante de orden n,respectivamente, A = Q4,C y B = Qg4,C. Entonces A y B poseen los
mismos autovalores. En particular, si go = (1)~ ', las matrices QsuCy nglC poseen los mismos
autovalores.
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2.2. Reconstruyendo ciertas matrices g-circulantes a través de sus
elementos diagonales

En esta seccion observamos que para ciertos n y g una matriz g-circulante es determinada com-
pletamente por sus elementos diagonales.

Observacion 79 Observemos que el vector de los elementos diagonales de la matriz en (2.1) es
el vector

T
T (A) = (al, an_g+2, an_29+3, e ,an,(g,l)gM, e ,ag) . (213)
Notemos ademds que
a1 = An—0g+1 Y Qg = An—(n—1)g+n

Teorema 80 Sea n primo y sea 1 < g < n tal que (n,g) =1, definamos
®(A) = (a1,a2,...,an)" (2.14)
el vector primera fila de una matriz g-circulante A. Entonces

T (4) = Quugeny® (4) (2.15)

Demostracion. Para los subindices de los elementos diagonales de A, observemos que
m—(k—=1)g+k)=n—(l—-1)g+ L) (modn) conl <k<l<n

st y solo si
n|l—kon|g—1

Lo primero no ocurre pues
{—k<n-—-1<n

y lo sequndo no ocurre pues g es estrictamente menor que n. Asi los elementos en la diagonal
de la matriz g—circulante A en (2.1) son una permutacion de la primera fila de A. Puesto que
la diferencia mddulo n entre dos subindices consecutivos del vector en (2.13) es 1 — g, obtenemos
(2.15). m

Observacion 81 El teorema previo en esta seccion nos dice que dados n primo y g tal que (n,g) =
1 y con las condicion del Teorema 77 yn nimeros b = (b1, ba, ..., by) podemos construir una matriz
g -circulante A cuya diagonal sean los elementos de b. Mds ain si en b = (by1,ba,...,by), una
de las coordenadas no es conocida pero si lo es el mayor autovalor de A, digamos (1, todavia
podemos construir una matriz g-circulante A cuya primera fila sean los elementos de b y cuyo
mayor autovalor sea By, y esto es solo considerando que si n y g tienen las condiciones descritas,
la traza de A coincide con 1 lo que permite conocer el término desconocido de b.
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Ejemplo 82 Consideremos la matriz A = 3 — cire(1,2,3,4,5,6,7). Se tiene entonces que la dia-
gonal,

T (A) = (1,6,4,2,7,5,3)",

ademds
1000000
000 0O0OT1TFQO
0001 0O0O0
Qiyr—3=Q5=10 1 0 0 0 0 0
000 0O0O0T1
000O0T1O0TO
001 0O0O0O0
Ahora vemos que
1
6
4
QP (A) =12 =T(4)
7
5
3

Lo que comprueba la igualdad en (2.15). Concluimos, en este caso, que dados los elementos dia-
gonales, la primera fila de la matriz g-circulante (y luego toda la matriz g-circulante) puede ser
obtenida via la relacion en (2.15), pues la relacion en (2.15) significa que

®(A) = (Qs)7' T (4).
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Capitulo 3

Un problema inverso para matrices
g-circulantes

En este capitulo nos centramos en encontrar condiciones suficientes para que una lista A sea el
espectro de una matriz g— circulante con entradas no negativas.

Definicion 83 [23] Una matriz cuadrada de orden n con n > 2 es llamada permutativa si todas
sus filas son permutaciones de la primera fila.

Definicion 84 [7]Sea~y = (71,...,7vs) una n-upla cuyos elementos son permutaciones en el grupo
simétrico Sy, con vy, = id. Sea a = (ay,...,a,) € C". Definir el vector fila,

% (8) = (a0,

y considerar la matriz

v (a) = : : (3.1)
Yn-1 ()
Tn (2)

Una matriz de n x n, A, es llamada vy-permutativa si A = 7 (a) para alguna n-upla a.

Definicion 85 [/, Definicion 8/ Si A y B son matrices y-permutativas, donde v es un vector
comun entonces ellas son llamadas permutativamente equivalentes.

Los espectros de ciertas clases de matrices permutativas fueron estudiados en [3, 4, 21]. En par-
ticular, resultados espectrales para matrices particionadas en bloques simétricos de 2 X 2 fueron
presentados, usando estos resultados. Condiciones suficientes para que una lista dada sea la lista
los autovalores de una matriz permutativa fueron obtenidas y las correspondientes matrices per-
mutativas fueron construidas.

Este capitulo estd estructurado en 4 secciones. En la primera seccion se introducen los resultados
principales para matrices en bloques circulantes. En la sequnda seccion obtendremos condiciones
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suficientes para que una lista A sea el espectro de un clase de matrices g-circulantes las cuales son
una clase de matrices permutativas. En la tercera seccion resultados sobre matrices circulantes,
g-circulantes y matrices en bloques son presentados. En la cuarta seccion condiciones suficientes
para que algunas listas sean realizadas por una clase de matrices permutativas son mostradas.

3.1. Matrices particionadas en bloques circulantes

La clase de matrices circulantes y sus propiedades fueron descritas en [6, 11].
Sea a = (aq,az, . .. ,ap)T € CP. Recordemos aqui la definicidn.

Definicion 86 [6, 11] Una matriz circulante real es una matriz de la forma

al a asz ... ap

Gp ar a2 ... QGp-1
circ(a)= | @p-1 Gp G1 -+ dp-2

az az a4 -+ ax

El espectro de matrices circulantes reales estd también caracterizado en [6, 11]. En efecto, para
c=(c1,...,c,)T € C" and C(c) = circ(ey, ..., c,) entonces, C (c) = FD (c) F*, con

D (c) = diag (M (c),A2(c),..., A (c)),

donde las entradas de la Transformada Discreta de Fourier, F' = (fxg) are:

1
fre = 77_(;{71)(271)7 1<k {<p, 53
- (3.3)
con 2 2
T =cos — +isin —. (3.4)
p p

Observacion 87 Note que cy,...,c, son nimeros reales si y solo si Ay € R y A\pyo_ = e, 2<
k <p.

Ademds si, ¢ es definida como anteriormente A = A(c) = (A1 (c),A2(c),..., Ay (c)) entonces,
12
o= - Z)‘ﬂ_(k_l)(e_l)’ 1<k<p-1. (3.5)
(=1

En[7], utilizando un resultado de [17] para matrices particionadas en bloques y en bloques circu-
lantes, fue presentado el siguiente resultado espectral.
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Teorema 88 [7] Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0 y suponga que
C = (C(i,7)) es una matriz de np x np particionada en p? bloques circulantes de orde n, donde
para 1 <1i,j5 <p,

C = (C(,j)<ij<p» Clisj) = cire(e(i, j)), (3.6)
con
C(Zvj) = (Cl(iaj)7 s 7C7L(i7j))7
Ck(Z,])EK, 1<i,j<p, 1<k<n
Entonces,

(€)= =Sk, (3.7)
k=1

donde, si w es como en (1.9), entonces V1 < k < n,

n

Sk = (6(6,0))1<iap>  Sk(ind) =Y _ e (i, ) wDED, (3.8)
/=1

El siguiente resultado es una consecuencia directa de (3.5).

Corolario 89 [7] Sea ¢ = 1,...,n, y la matriz Sy como la definida en (3.8). Sea w la n-ésima
raiz primitiva de la unidad. Considerar c(u,v) = (c1(u,v), ..., cn(u,v))T y C(u,v) = cire(c(u,v)).
Entonces,
ck(1,1) e(1,2) ... c(l,p) -
. : : I R Cl)
@ 1) a®2) ... cxlpp) =
fork=1,... n.

Observacion 90 [7] Como consecuencia de lo anterior, la matriz C en (3.6) es no negativa si y
solo si para k =1,...,n, la matriz

L= %Z Sy~ (k= D(E=1). (3.9)
/=1

donde w es definido como en (1.9) es no negativa y en este caso la matriz S1 es no negativa.
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3.2. Construyendo matrices g-circulantes no negativas dado su
espectro

En esta seccion el siguiente problema es considerado

Problema 91 Sea 51 € R y B3 > 0 numeros reales. Sea p un primo impar y sea g un generador

ciclico de U(Z/pZ). Sea
27 Lisi 27
S :
p— i 1np_1

» = cos (3.10)

Consider la lista

X = (Blaﬂ%ﬁQQDa 528027' : 'aﬁ2§0p_2) . (311)
Encontrar una matriz real, g-circulante A, cuyo conjunto de autovalores sean las componentes de
Y o de X.

La respuesta a este problema es constructiva y es dada en el siguiente resultado.

Teorema 92 Sea p > 2 un entero primor. Suponga que g es un generador ciclico de U(Z/pZ).
Sea ¢ la raiz p— 1 primitiva de la unidad definida en (3.10). Considerar la lista dada en (3.11) y
definamos la lista auziliar

¥ = (ﬂla B2Ta ﬁ27_2> B27-37 s 7/827—1)_1)
2

donde T = exp =, sentonces si C' es una matriz real circulante cuyos autovalores som las com-
ponentes de X' entonces A = Q4C es una matriz real g-circulante cuyos autovalores pueden ser
ordenados como las componentes de ¥ o de ¥ en (3.11).

Demostracion. Observemos primero que i

()\17 )‘27 sy Ap) = (517/8277 /827—27/827—37 o 7627—2771) ) (312)
entonces
Al Dl ] = BiBE = Pl 2y = 85
implica
1
([A2] . [Ap) 7T = Ba.
Sean
C =circ(ay,az,...,ap),

Y

A= Qgca

Luego por Teorema 77, la lista de autovalores de A es la dada en (3.11). m

Observacion 93 Observemos que la lista que se usa para definir la matriz circulante C en (3.12)
es lista par conjugada [22] por lo que la matriz C es matriz con entradas reales. Ahora veremos
como construir matrices g-circulantes no negativas.
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Teorema 94 Sea p un entero primo y considere g como un generador ciclico de U(Z/pZ). Si
p1 = B2 > 0. (3.13)

entonces existe una matriz no negativa, g-circulante A de orden p tal que sus autovalores son los
de la lista en (3.11).

Demostracion. De acuerdo al teorema previo y utilizando las expresiones en (3.5), las entradas
de la primera fila de la matriz circulante C son

1 P .
= <Bl + 2527(“—1%(“—1)(]—1)) V1<j<p,j+#2.

u=2

Puesto que para j # 2,50 _, Borw—DFu=10G-1) = _ 8, se sigue la primera perte del resultado.
Para la seqgunda parte necesitamos observar que

pe2 = P11+ (p—1)fa.

Luego, la condicion (3.13) se cumple para la matriz C' y luego A es no negativa. En consecuencia,
A es una matriz g-circulante no negativa cuyo espectro estd en (3.11). m

Observacion 95 Considerando B1 = B2 en el Teorema 3.13 la matriz g-circulante mencionada,
no negativa, A es la matriz g — circe(0, W, 0,...,0).
Ejemplo 96 Considerar la lista con 7 elementos, (6, 5,50, 502, 503, 552, 5@) , donde

27r+_ .27 7T+. .
= COS — 7S11 — = COS — 7S11n —.
14 6 6 3 3

Queremos determinar una matriz 3-circulante, no negativa A cuyo espectro sea la lista dada. Para
esto debemos considerar la lista

(6,57,57%,57°,57°, 572, 57)

como la lista de autovalores de una matriz circulante C. Con T = cos 27“ +7sin 27“ Obtenemos con
MATLAB que

C = circ(0,1429,0,1429,0,1429, 0,1429, 0,1429, 0,1429, 5,1429) .
Sean a = 0,1429, y b = 5,1429. Nuevamente, usando MATLAB obtenemos la mariz 3 circulante

a a a a a a b
a a b a a a a
a a a a a b a
A=|a b a a a a a
a a a a b a a
b a a a a a a
a a a b a a a

cuyos autovalores son
¥ (A) ={6,£5,2,5+4,33i, —2,5 + 4,33i} .

Observamos que solo el mayor autovalor no tiene modulo 5 y el —5 corresponde al elemento 503
de la lista dada.
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3.3. DMatrices g-ciculantes por bloques

Definicion 97 [7] Una matriz particionada en bloques es llamada matriz permutativa por bloques
cuando sus bloques filas son permutaciones de la primera fila de bloques.

Teorema 98 [7] Sea C' la matriz particionada en bloques definida en (3.6). Para 0 < k < n sea
Sk la clase de matrices relacionadas a C definida en (3.8). La matriz C' es permutativa por bloques
si y solo si las matrices Sy son dos a dos permutativamente equivalentes.

Definicion 99 Diremos que la matriz por bloqgues A = (Aij)lgi,jgp donde cada bloque A;; es de
n X n donde p numero primo impar, es una matriz g-circulante por bloques si V1 < i,j < p, se
cumple

Aij = Ait 15549
donde los doble-sub-indices son todos considerados modulo p. En este caso todos los bloques de A de-
penden de la primera fila de bloques, de modo de que si llamamos a estos bloques por Ay, Ag, ..., A,
tendremos que

Al AQ A3 e Ap

Apgr1 Apgr2  Apgs3 s Apyg

A— Ap—2g+1 Ap—2g+2 Ap—2g43 s Apyg
Agr1 Agr2 Ages e Ay

Denotaremos a A como
A=g—circ(Ay, Az, As,..., Ap).

Supondremos que la primera fila de bloques de A son p matrices circulantes de n X n y escribimos
Ay = circ(ay (k) a2 (k),...,an(k)), 1 <k <p.

En [21] es mostrado que
S(A) == (S
k=1
donde
Sy =g —circ(Ag (A1), A (A2), ..., A (4p)), para 1 <k <n.

Problema 100 Sea p un entero primo e impar y considere a g como un generador ciclico de
U(Z/pZ). Dado el conjunto

E= U {Blkv /32]67 /BQkS07 521#77 s 7/82]6(1017_2} (314)

k=1
donde V1 < k < n,B1r € Ry Bop > 0 con P11 > P21 = 0, esto es la union de n espectros

de matrices, g-circulantes reales, Sy, de orden p, siendo la matriz S1 no negativa, encontrar una
matriz real g-circulante por blogues A tal que

S (A) = E.
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El siguiente resultado presentard condiciones suficientes para obtener una matriz g-circulante por
bloques, no negativa teniendo al conjunto E como su espectro.

Teorema 101 Sea p un entero primo impar y consider g como un generador ciclico de U(Z/pZ).
Para 1 < k <n, considerar

By, = {B1k, Bok, Bokps - - - Borp? 2, }

where V1 < k < n,Bix € R y Bop, > 0 con B11 > P21 > 0. Let B = UB. Sean las matri-
ces S1,59,...,8n, g-circulantes, reales, de orden p, tales que 3(Si) = By, V1 <k <n. Ademds
suponga que

V2<k<n, Bpior=DBy, (3.15)

se cumple y que By verifica las condiciones del Teorema 94, y que

1 n
Lp==) S ® DD >0 vi<k<n, (3.16)
n
(=1

se cumple.
Entondes la union en B es el espectro de una matriz g-circulant por bloques, no negativa.

Demostracion. Usando el Teorema 92, con los conjuntos dados By, se contruyen matrices g-
circulantes, de pxp, St V1 < k < n. Siguiendo el Teorema 88, dichos conjuntos son los espectros de
matrices g-circulantes Sy V1 < k < n. Entonces construir matrices Ly, como en (3.9), observemos
que puesto que las matrices Sy son g-circulantes, ellas son equivalentemente permutativas y por lo
tanto, también la matriz Ly serd g-circulante. Notemos de la Observacion 90 que se debe exigir
que estas matrices Ly sean reales y para esto, se debe cumplir que

Sn+2fk = ?k V2 S k <n.

FEsto dltimo se tiene de la igualdad en (3.15), ademds para que la matriz S1 sea no negativa, el
espectro By debe cumplir la condicion del Teorema 94, lo que se tiene por hipdtesis En el caso de
que todo se cumpla, para que la matriz g-circulante por bloques sea no negativa se debe cumplir
que las matrices Ly en (3.9) sean no negativas. Lo que nos llevaria a obtener la condicion (3.16).

Observacion 102 Tomando en cuenta que V1 <k <n

Sk = g — circ(Bir — Bok, Bk + (p — 1) Bok, Bk — Boks - - - Bk — Pok) -

Si denotamos por
Lk =g — arc (hlk; hgk, ceey hpk) N

por la identidad en (3.16) obtenemos



B — B2 Bi2 — B2z Piz — Bag -

1 511_’_(]3_1)521 512+(p—1)ﬁ22
— Bi1 — B2 Br2 — B2z Pig — B2z -
pn . :
Bi1 — P21 Bia — P22 Bz — P2z -
Denotemos por
Bi1 — B2t Bi2 — B2 Piz — Bag -
Bu+p@—1)pu Pra+(pP—1)p -
M = fi1 — P Bi2 — B2z Piz — Bag -+
B - a1 B2 _ Bao Bis — Bog -

En consecuencia la condicion 1
G=—=MF*>0
pV/n

es equivalente a la condicion (3.16).

31

Bln - 5271 1

Bin+ (p—1) Bon w= (k=)
Bln - 6211 w*Q(kfl)
Bin _ Bon w*(n*‘l)(kfl)

6171 - 5277,
Bln + (p_ 1)52n
Bln - 6271
6171 - BQn



Conclusiones

. FEsta tesis utiliza fuertemente la Teoria de Numeros para construir nuevas matrices reales
tipo matrices circulantes reales y por lo tanto nuevos espectros.

2. Observemos del Teorema 77 que para n un entero primo y g un generador ciclico de U(Z/nZ),
los espectros considerados no se pueden ordenar como listas de autovalores de una matriz
circulante real, esto es, disponerlo como un vector par conjugado. Esto responde a la prequnta
de si existen listas que son el espectro de matrices g— circulantes mds no el espectro de su
matriz circulante asociada.

3. Observar que para n un entero primo y g un generador ciclico de U(Z/nZ) la especial for-
ma de los espectros g-circulantes permite dar condiciones suficientes a ciertas listas para
reconstruir matrices no negativas con espectro dado. Ver por ejemplo, los Teoremas 92 y
101.

4. Para n un entero primo y g un generador ciclico de U(Z/nZ), las matrices g-circulantes,
contrariamente a las matrices circulantes permiten la reconstruccion de toda la matriz a
través de su raiz de Perron y de n — 1 elementos diagonales.

5. La caracterizacion en el Corolario 75 de una submatriz de permutacion primaria es también
un tmportante aporte de la presente Tesis.

6. Los ejemplos con MATLAB ilustran los resultados.
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