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Resumen

Resumen

Encontrar subvariedades Lagrangeanas en variedades simplécticas es un tema
de investigacion de mucho interes y de caracter riguroso, de hecho, este tema encaja
en la llamada teoria de cuantizacion geométrica.

En el siguiente trabajo empezamos mostrando conceptos generales de teoria de Lie y
nos centramos de manera mas precisa en el algebra de Lie asociada a un grupo de Lie
de dimensioén finita. Seguido a esto, definimos el concepto de variedad simpléctica y
fibracion de Lefschetz simpléctica; el primero es un concepto fundamental en nuestro
trabajo, ya que nuestros objetos de estudios viven en variedades de este tipo. En un
tercer momento, definimos algunas métricas en grupos de Lie. Es asi como definimos
la métrica Riemanniana, la métrica Hermitiana y el concepto de variedad de Kahler.
Por tltimo, utilizamos conceptos de la teoria de Lie para mostrar ejemplos concretos
de fibraciones de Lefschetz simpléctica, bajo la escogencia de una forma Hermitiana
adecuada y mas importante aiin, mostramos la existencia de subvariedades Lagran-
genas (dedales) en una variedades simpléctica general; los bordes de estos dedales
resultan ser subvariedades Lagrangeanas de las fibras regulares (de una fibracion de
Lefschetz simpléctica) y estas subvaridades Lagrangenas, vistas como subvariedades
de las fibras regulares resultan ser homeomorfas a esferas. Para terminar, como apli-
cacion de nuestro resultado, logramos describir dedales reales y cicclos evanescentes
reales de las 6rbitas adjuntas de un algebra de Lie semisimple compleja de dimensiéon

finita.

VI



Introduccién

Introduccién

Una variedad n-dimensional es un objeto que se asemeja localmente al espacio eu-
clidiano n-dimensional. Las diferentes categorias de variedades se pueden considerar
simplemente requiriendo diferentes tipos de mapas para realizar estas identificaciones
locales: una variedad puede ser suave (si se requiere que los mapas sean infinitamente
diferenciables), o compleja (si n es par y los mapas son necesariamente holomorfos),
o topologica (si los mapas son simplemente continuos).

Otra categoria dentro de este mundo de las variedades, es la categoria de las varie-
dades simplécticas; a grandes rasgos, una variedad simpléctica es una dupla (M, w)
donde M es una variedad suave y w es una 2-forma cerrada y no degenerada. Este
tipo de variedades son muy interesantes entre otras cosas ya que estas se presentan
naturalmente en la formulaciéon hamiltoniana de la mecanica clasica, que propor-
ciona una de las motivaciones principales para el estudio de ellas. Los ejemplos
fundamentales de variedades simplécticas vienen dados por los fibrados cotangentes
de variedades suaves; estos los encontramos en la mecanica clésica, donde el conjun-
to de todas las configuraciones posibles de un sistema se modela como variedad, y
el fibrado cotangente de esta variedad describe el espacio de fase del sistema. Las
variedades de Kahler son también variedades simplécticas. Ya en los anos 70, los
simplécticos no estaban seguros de si existia alguna variedad simpléctica compacta
no kahleriana, pero muchos ejemplos se han construido desde entonces; en particular,
Robert Gompf ha demostrado que cada grupo finitamente presentado aparece como
el grupo fundamental de alguna 4-variedad simpléctica, en contraste marcado con el
caso kahleriano.

Las variedades simplécticas (M, w) tienen unas subvariedades distinguidas, V, lla-
madas subvariedades Lagrangeanas, que se caracterizan por tener la mitad de la di-
mension total y porque la 2-forma w se anula en V. Las subvariedades Lagrangeanas

se han convertido en una herramienta indispensable para generalizar y comprender



Introduccién

geométricamente resultados y procedimientos en el area de fisica matematica.
Describir subvariedades Lagrangeanas de variedades simpléticas, en general no es un
trabajo sencillo y dada su complegidad, lograr describir alguno de estos objetos es
de por si un gran reto y se convierte en este sentido, en un trabajo novedoso en el
area de la geometria simpléctica.

La idea de considerar una fibraciéon de Lefschetz definida sobre una variedad suave
M, de dimensioén compleja n, sobre C o P!, obedece a que nos gustarfa describir la
variedad total, como una familia de subvariedades de dimensiéon n — 1. Entre otras
cosas, este tipo de fibracion resulta ser muy tutil para nuestro proposito, debido a que
los puntos criticos de una fibracion de Lesfchetz tienen una forma especial (son de
tipo Morse). En nuestro caso consideraremos una fibracion de Lefschetz simpléctica
yva que deseamos describir subvariedadades Lagrangenas de variedades simplécticas.
Lograremos describir Lagrangeanas en las fibras regulares de una fibracion de Lefs-
chetz simpléctica y Lagrangeanas en el espacio total de la fibracion.

Como una aplicacion de lo descrito anteriormente, podremos cococer parte de la geo-
metria de las orbitas adjuntas de un algebra de Lie de dimension finita; de manera
mas precisa uno de los resultados principales de este trabajo es el hecho de que dada
una fibraciéon de Lefchetz definida sobre la 6rbita adjunta de un algebra de Lie, con
valores en C y haciendo constante la parte imaginaria de la funciéon que define la fi-
bracion, para cada punto critico existen ciclos evanescentes reales y correspondientes
dedales reales. Esto, usando un resultado de la Dra. Elizabeth Gasparim en conjunto
con el Dr. Luis San Martin y el Dr. Lino grama, en el que logran dar a las érbitas
adjuntas de un algebra de Lie de dimensién finita estructura de variedad simplectica
y logran describir las érbitas por medio de una fibracion de Lefschetz simpléctica.
Lograr esto es lo novedoso de este trabajo.

En cuanto a antecedentes sobre resultados parecidos poco se tiene, entre otras cosas,

el Teorema fundamental de la teoria de Picard-Lefschetz, dice que para una fibracion



de Lefschetz sobre una variedad compacta, a cada singularidad corresponde un ciclo
evanescente (topologico), pero el teorema no garantiza existencia de ciclos en el caso

no compacto. Y las aplicaciones de nuestro trabajo estan en el caso no compacto.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se definira el concento de Grupo de Lie y algebra de Lie, a su
vez, se establecerd un hecho importante y es el que a cada grupo de Lie de dimencién
finita se le asocia un algebra de Lie que también resulta ser de dimencion finita. Para

tal objetivo usaremos como referencia [SM99| y [Warl3].

1.1. Grupo de Lie y Algebra de Lie.

Definicion 1.1 Un grupo de Lie G, es una variedad diferenciable que tambien
estd dotada de estructura de grupo, tal que la funcion G x G — G definida por

(z,y) — 2y~ es C°.

En lo que sigue, Gy H denotaran grupos de Lie, miestras que e denotaré la identidad

del grupo.

Observacion 1.1 De la anterior definicion se tiene lo siguiente.

Les O ya que es la composicion

» 51 G es un grupo de Lie, la funcion y — y~
de funciones C*, es decir, y — (e,y) — y~ 1. Tambien, la funcion (z,y) — xy

de G x G+ G es C*, ya que es la composicion de (z,y) — (z,y~ ') — xy.
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= Fl elemento identidad de un grupo de Lie G, forma el mismo un grupo de Lie;

las componentes conexas de un grupo de Lie son mutuamente difeomorfas.

Ejemplo 1.1 Los siguientes son algunos ejemplos de grupos de Lie.

(a) C* = C — {0} es un grupo de Lie con la multiplicacion usual de nimeros

complejos.

(b) El circulo unitario, S* C C (pensado como subgrupo cerrado de C*) es un grupo

de Lie con la multiplicacion inducida de C*.

(c) El grupo GL(n,C), de las matrices invertibles de n X n con el producto usual

de matrices sobre C.
(d) El grupo SL(n,C), de matrices complejas de n x n con determinante 1.

(e) El grupo O(n,R), de matrices de n x n ortogonales en R, es decir, A € O(n,R)
si y solo si AAT = 1.

(f) El grupo SO(n,C), de matrices ortogonales con determinante 1, en C.
(9) El grupo U(n) = {A € C™": ATA =TI},
(h) El grupo SU(n) ={A € U(n): det A=1}

0 I,
—I, 0

(i) El grupo SP(n) = {A € C™": ATJA = J}, donde J =

Definicion 1.2 Sea K un cuerpo. Un dlgebra de Lie sobre K es un K-espacio
vectorial g junto con una operacion bilineal [ | ] : g x g — @, llamada corchete de

Lie que satisface:
a) [z,y] = =y, x| para todo x,y € g. (Antisimetria).

b) [z, [y, z]] + [y, [z, 2] + [z, [z, y]] = 0 para todo x,y,z € g. (Identidad de Jacobi).
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En adelante consideraremos algebras de Lie de dimension finita. La importancia del
concepto de algebra de Lie en el contexto de los grupos de Lie, es que hay un algebra
de Lie de dimension finita asociada a cada grupo de Lie de dimension finita, y que las
propiedades del grupo de Lie se reflejan en propiedades de su correspondiente algebra.
Si bien es cierto que la estructura global de un grupo de Lie no esta totalmente
determinada, en general, por su algebra de Lie (varios grupos de Lie comparten la
misma &lgebra de Lie), podemos decir sin embargo que un grupo de Lie conexo es
simple, semisimple, resoluble, nilpotente, o abeliano si y solamente si su algebra de Lie
tiene la propiedad correspondiente. Si requerimos que el grupo de Lie sea simplemente
conexo, entonces la estructura global estd determinada por su algebra de Lie: para
cada algebra de Lie g finito dimensional sobre K hay un tnico (salvo isomorfismo)

grupo de Lie G simplemente conexo cuya algebra de Lie es g (un teorema de Ado).

Definicion 1.3 Sea g un dlgebra de Lie. Una subdlgebra de g es un subespacio

vectorial b de g que es cerrado por el corchete, esto es, [X,Y] € h si XY € h.

Evidentemente, una subélgebra de Lie es un algebra de Lie con la estructura heredada

por la estructura de g.

Ejemplo 1.2 La mayoria de ejemplos que serdan presentados aqui son de subdlgebras
de dlgebra de Lie de transformaciones lineales. Por esto, presentamos como primer

ejemplo el siguiente:

a) gl(n,K): el espacio de todas las transformaciones lineales de un espacio vec-
torial de dimension n sobre el cuerpo K, que es lo mismo que el espacio de

matrices de n X n con coeficientes en K. El corchete es dado por
(X, Y]=XY -YX

con X eY matrices. Estas dlgebras aparecerdn adelante con frecuencia. Muchas

veces seran denotadas por gl(n) solamente, sin especificar el cuerpo, cuando

6
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este no fuese relevante. De la misma forma, el dlgebra de las transformaciones
lineales de un espacio vectorial V' serd denotada por gl(V').

Este ejemplo se extiende para espacios de transformaciones lineales de espacios
vectoriales que no son de dimension finita, con el corchete dado de la misma

forma por el conmutador.

b) El espacio vectorial de todos los campos de vectores tangentes sobre una va-
riedad M (suave) forman un dlgebra de Lie, donde el corchete de Lie es el

corchete de campos de vectores.

c) Cualquier espacio vectorial es un dlgebra de Lie si todos los corchetes de Lie

son iquales a cero. Tal dlgebra de Lie es llamada abeliana.

d) Sea g un dlgebra asociativa, entonces g admite una estructura estandar de
dlgebra de Lie con el corchete definido por el conmutador [z,y] = xy — yx.

Note que [z, x] =0 para todo x € g.
e) s50(3) ={A e R>3: A4 AT =0}, aqui so(3) C gl(3).
f) sl(3) = {A e R¥>3: tr(A) =0}, aqui sl(3) C gl(3).
g) sp(3) ={AeR¥>3: JA+ ATJ = 0}.
Definicion 1.4 Un subespacio h C g es un tdeal si
VWWeh Xeg [X,Y]eb.

Es claro que todo ideal es subdlgebra, pero el reciproco no es cierto. Por ejemplo, el

1 0
subespacio de s1(2,R) generado por es una subdlgebra, por ser unidimen-
0 —1
sional. Pero no es un ideal, ya que
( 1 0 0 1 ] 0 2
0 —1] |00 00
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Observacion 1.2 De la definicion de subdlgebra e ideales, no es dificil mostrar que
suma e interseccion de ideales resulta ser un ideal, suma de subdlgebra con ideal e
interseccion de subdlgebra con ideal es una subdlgebra, de igual forma se tiene que
interseccion de subdlgebras es una subdlgebra. En cuanto a la suma de subdlgebras

no siempre se tiene una subdlgebra.

1.2. Algebras de Lie solubles, nilpotentes, simples y
subalgebra de Cartan

Sea g un &lgebra de Lie, para A, B C g, se define [A, B] como el subespacio
generado por

{{IX,Y]: X €A Y eB}.

Se definen por induccién los siguientes subespacios de g:

g = g
g = [g,9]

Estos subespacios son ideales de g. Para comprobar esto, basta notar que si iy j son
ideales de g entonces [i,j] también es un ideal.
Esta secuencia de ideales es conocida como série derivada de g y sus componentes

son las algebras derivadas de g.
Ejemplo 1.3

1. g es abeliana si y solo si g = 0.
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0 % = 0 0 =
2.9={|l00 «|}yag={|0oo0 0|}a ={0}yag®={0}sik>2
000 000

Una série central descendente de un algebra de Lie g es definida, por induccién,

COImao:

gt = g
¢ = [gg=9¢
g = [9,0"].

Como el producto de ideales es un ideal, se sigue de la anterior definiciéon que g* es
un ideal para todo k > 1. De aqui que g**! = [g, g*] C g* y por tanto es una série

central descendente, es decir

k

Proposicion 1.1
1. [g" ¢l C g™

2. g* es un subespacio generado por todos los posibles productos (corchetes) en-
volviendo k elementos de g: [ X1, ..., [Xp_1, Xk]...]-
Por ejemplo:
Producto de dos elementos: [X,Y].
Producto de tres elementos: [ X,[Y, Z]].
Producto de cuatro elementos: [[X,Y],[Z,W]] o [X,]Y,[Z, W]]].
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Definicion 1.5 Un dlgebra de Lie g es soluble si alguna de sus dlgebras derivadas
se anula, esto es,

g(ko) -0
para algin ko > 1 (y, por tanto, g® = 0 para todo k > k).
Ejemplo 1.4
1. Las dlgebras abelianas son solubles, ya que para estas clases de dlgebras g = 0.
2. Las dlgebras de matrices triangulares superiores son solubles.

3. Las dlgebras sl(n) no son solubles pues sus dlgebras derivadas coinciden con

ellas mismas.
4. St g es soluble y b C g es subdlgebra, entonces by tambien es soluble.

Definicion 1.6 Un dlgebra de Lie g es nilpotente si su série central descendente

se anula en algin momento, esto es,

g = {0}
para algin ko > 1 (y, por tanto, g* = 0 para todo k > k).

Las algebras abelianas son nilpotentes, en cambio las dlgebras de matrices triangu-

lares superiores no lo son.

Proposicion 1.2 Sean g un dlgebra de Lie y hy,bs C g ideales solubles (esto es,

solubles como dlgebras de Lie). Entonces by + by también es un ideal soluble.

Proposicion 1.3 Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita. Entonces, existe en

g un unico ideal soluble v C g que contiene todos los ideales solubles de g.

Definiciéon 1.7 El ideal v de la proposicion anterior es llamado el radical soluble

(o simplemente radical) de g. Se acostumbra a nombrar este ideal de g como t(g).

10
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Ejemplo 1.5
1. g es soluble si y sdlo sit(g) = g.
2. El radical de gl(2,R) es

a 0
t(g) =3 ={ : a € R}
0 a

Definicion 1.8 Un dlgebra de Lie g es semisimple si
t(g) =0
esto es, g no contiene ideales solubles ademds de 0.
Definicion 1.9 Un dlgebra de Lie g es simple si
1. Los unicos ideales de g son 0 y g.
2. dimg # 1.
Ejemplo 1.6
1. sl(2,R) es simple.
2. En general, sl(n,K) es simple si K no es de cardcteristica 2.

Definicion 1.10 Sea g un dlgebra de Lie. Una subdlgebra de Cartan de g es una

subdlgebra by C g que satisface
1. b es nilpotente.

2. Si [X,b] C b entonces X € b.

Ejemplo 1.7

11
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1. para g = sl(2),

a 0
h={ }
0

—a

2. Si g es nilpotente, entonces su unica subalgebra de Cartan es ella misma.

3. Toda dlgebra de Lie g de dimension finita posee subdlgebras de Cartan.

1.3. El algebra de Lie de un grupo de Lie.

Definicion 1.11 Sea G un grupo de Lie y sea x € G. Se definen las traslaciones a

izquierda y a derecha como los difeomorfimos de G dados por:

L, : G—G
yr—=xy
Yy
R, G—d
Y=y
respectivamente.

Si G es un grupo de Lie y x € G, la aplicaciéon L, : G — G dada por y — xy
claramente es un difeomorfismo, ya que es la compuesta de funciones diferenciables,
y — (z,y) — zy. De igual forma si z,y € G, se verifica facilmente que L, oL, = L,,,
L.=id, L;' = L.

Sea G es un grupo de Lie y X € X(G) un campo de vectores (no necesariamente C'*

a priori) en GG. X se dice invariante por traslacion a izquierda, si dL, o X =

12
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X o L,, para todo z € G, lo que es lo mismo, dL,(X,) = X,, para todo z,g € G.

Denotaremos por g el conjunto de dichos campos.

Observacion 1.3 De la forma en que acabamos de definir los campos de vectores
mvariantes a izquierda se puede ver facilmente que un campo de vectores X es inva-

riante a izquierda si y solo si X, = dL,(X.) para todo g € G.

Proposicion 1.4 [War13] Sea G un grupo de Lie y sea g el espacio vectorial de

todos los campos de vectores invariantes a izquierda de GG, entonces

a) g es un espacio vectorial real y g = T,G via el isomorfismo g — T.G dado por

a(X) = X..
b) Los campos de vectores invariantes a izquierda son diferenciables.
¢) El corchete de dos campos invariantes a izquierda es invariante a izquierda.

d) g es un dlgebra de Lie que identificamos con T,G, el dlgebra de Lie de G y con
el corchete dado por [X,Y] = XY — Y X.

Demostracion.

a) Es claro que g es un espacio vectorial real y que « es lineal; veamos que « es in-
yectiva. Supongamos que a(X) = «(Y'), entonces paracada g € G, dL,(X(e)) =
dL,(Y (e)), luego

X(g) = dLy(X(e)) = dLy(Y (e)) = Y (g)
Por tanto, X =Y.
Veamos que « es sobreyectiva. Sea x € T,G, definamos un campo de vectores

invariantes a izquierda por X(g) = dL,(z) para cada g € G, de esta manera

se tiene que «(X) = z. Observe que aqui se estd usando la identificacion

X(g) =X,

13



Capitulo 1: Preliminares

b)

d)

Veamos que los campos de vectores invariantes a izquierda son diferenciables.
Es suficiente probar que para todo campo invariante X y toda f € C*(G),
X(f) es C*, para lo cual queremos ver que ésta se escribe como una compo-

sicion de funciones C*°. En efecto, para cualquier g € G

Xflg) = Xof = dLy(Xe)f = Xe(f o Lg) (%)

Por lo tanto, es suficiente demostrar que (%) es C*. El truco es tomar un campo
C>*Y tal que Y, = X, y reemplazar a X por Y en lo anterior. Definamos

inclusiones C*° de G — G x G por

ir(9) = (g,e) e i2(g) = (1, 9)

Finalmente, si m es la multiplicaciéon en el grupo, veamos que (x) coincide con
la funcién ((0,Y)(fom))oil que es C* por ser composicion de funciones C*°.
En lo siguiente, notemos que (0,Y") es un campo C* en G x G, el primer paso
es la evaluacion de un campo en una funcion aplicada en el punto (g, e) y las

n primeras derivadas parciales son cero:

((0,Y)(f om)) 0ic(g) = (0,Y) gy (f 0m) = 0c(f om0 i) + Ye(f 0 m o)

:Ye(fomoiz):Xe(fomoiQ):Xe(foLg):(*).

g

Que el corchete de dos campos invariantes a izquierda sea un campo invariante a
izquierda es consecuencia de el siguiente hecho mas general: Sea ¢ : G — H un
difeomorfismo entre variedades diferenciables, sean X e Y campos de vectores
en GG entonces,

do[X,Y] = [do X, doY]

aplicado a G = H ya que G es ungrupo de Lie, ¢ = L, la traslacion a izquierda

por un g € GG arbitrario.

Consecuencia de los items anteriores.

14
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g

Ejemplo 1.8 Como ejemplo particular del anterior teorema se tiene que st G =
SOB) ={A e R¥>3: AAT =1, det A = 1}, entonces g = s50(3) = {A € R3>*3 .
A+ AT = 0}, de igual forma, si G = SL(3) = {A € R¥3 : det A = 1}, entonces
g=sl3)={AeR¥>3: tr(A) = 0}.

Definicion 1.12 Sea M wuna variedad y G un grupo de Lie. Una funcion C*, pu :
G x M — M tal que

(9192, v) = plgr, (g, ), ple,z) ==z

para todo g1,92 € G yx € M es llamada una accion a izquierda de G sobre M.
Sip:GXx M — M es una accion de G en M, entonces para g € G fijo, la funcion

z — u(g,x) es un difeomorfismo, denotado ju,.

Definicién 1.13 Sean: GXx M — M una accion de G en M, n se dice transitiva,

si dados x,y € M, existe g € G tal que n(g,z) = y.

Definicion 1.14 Sea M una variedad y x € M, el subgrupo de isotripia H, de
resH,={geG: gr=a} CG.

Teorema 1.5 Sea n: G X M — M wuna accion transitiva de un grupo de Lie G
en una variedad M. Sea xqg € M y sea H el grupo de isotropia en xq, entonces la
aplicacion B : G/H — M dada por B(gH) = n(g, x0) es un difeomorfismo, es decir,
G/H = M. En este caso, decimos que M es una variedad homogénea (se puede

escribir como el cociente de dos grupos).

1.4. Funcién Exponencial.

Definicion 1.15 Un homomorfismo ¢ : R — G es llamado un subgrupo a 1-pardmetro

de G.
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Teorema 1.6 [War13] Sean G y H grupos de Lie con dlgrebras de Lie g y b respec-
tivamente, con G simplemente conexo. Sea v : g — b un homomorfismo. Entonces

existe un unico homomorfismo ¢ : G — H tal que dp = 1.

Sea GG un grupo de Lie, y sea g su respectiva dlgebra. Sea X € g. Entonces

)\i — A X
dr

es un homomorfismo del algebra de Lie R sobre g. Como R es simplemente conexo,

existe, por Teorema 1.6, un tnico subgrupo a 1-parametro
expy R — G
tal que

d
dexpy <)\%) =X

En otras palabras, t — expy () es el unico subgrupo a 1-pardmetro de G donde el

vector tangente en 0 es X..
Definiciéon 1.16 Definimos la funcion exponencial como
exp:g — G

donde

exp(X) = expy (1)

Teorema 1.7 [War13] Sea G un grupo de Lie y g su respectiva dlgebra de Lie. Sea

X € g, entonces
a) exp(tX) =expx(t)  para todo t € R.
b) exp(t; +t2) X = (exp t1 X)(exp t2 X)  para todo ty,ty € R.
c) exp(—tX) = (exp tX)™'  para todo t € R.
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d) exp : g — G es C* y d(exp) : Tog — T.G es la funcion identidad (con la
identificacion usual), asi exp dd un difeomorfismo de una vecindad de 0 en g

sobre una vecindad de e en G.

e) Ly oexpx es la inica curva integral de X que toma el valor de o en 0. Como
una consecuencia particular, los campos de vectores iwariantes a izquierda son

siempre completos.

f) El grupo a 1-pardmetro de difeomorfismos X, asociado con el campo de vectores

wartante a izquierda X es dado por
Xt = Rexpx(t)a

donde R, : G — G es tal que Ry(v) = zo, con o € G.

1.5. Representaciones de Grupos de Lie y de Alge-
bras de Lie.

Definicién 1.17 Una transformacion lineal vy : g — g (congy g dlgebras de Lie)

es un
a) Homomorfismo si Y[ X,Y] = [ X, ¢Y].
b) Isomorfismo si v es un homomorfismo invertible.

. . ’
c) Automorfismo si es un isomorfismo y g =g .

Se puede ver facilmente que si ¥ : g — g es un homomorfismo, entonces Kery es

un ideal e Imv es una subalgebra.

Definicion 1.18 Sea G un grupo de Lie y V un espacio vectorial topoldgico local-

mente convexo. Una representacion de G en V' es un homomorfismo
m:G— GL(V)

17
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que es continuo. En este caso decimos que (m,V') es una representacion de G. Aqui

GL(V) denota las transformaciones lineales inevertibles y continuas de V' en V.
Ejemplo 1.9 Sea G = S, y sea

7 : St — GLy(C)
cosf) —senb

0 —
senfl cosf

Entonces (m,C) es una representacion de S*.

Ejemplo 1.10 Sea G = SL,(R) y consideremos la representacion dada por asignar
a cada elemento de G la transformacion lineal que representa. Este representacion

es llamada la representacion de definicion de G = SL,(R).

Ejemplo 1.11 Sea G = SL(n), V = sl(n) y Ad : SL(n) — Aut(sl(n)); donde
Ad(g) : sl(n) — sl(n) y esta dada por Ad(g)(A) = gAg™!, entonces (Ad,sl(n)) es
una representacion de SL(n). A esta representacion la llamamos representacion

adjunta del grupo de Lie SL(n) .

Definiciéon 1.19 Decimos que dos representaciones (mw, V'), (o, W), son equivalentes
st existe un isomorfismo de espacios vectoriales T : V. — W que conmuta con la

accion del grupo, es decir el siguiente diagrama es conmutativo

% 7(g) %

oo

W o(9) W
Definicion 1.20 Sea (7w, V) una representacion de G. Decimos que W C V' es un

espacio invariante si w(g)W C W para todo g € G.

Definicion 1.21 Decimos que una representacion (w, V) de G es irreducible si los

inicos subespacios invariantes son {0} y V.

18
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Definicion 1.22 Sea V' un espacio vectorial y gl(V') el dlgebra de Lie de las transfor-
maciones lineales de V. Sea g un dlgebra de Lie (sobre el mismo cuerpo de escalares

que V' ). Una representacion de g en V' es un homomorfismo
p:g— gl(V).

En la terminologia usual, decimos que (p, V') es una representacion de g y la imencion
de V' es la dimencion de la representacion. Una representacion (p, V') se dice fiel si

Kerp = {0}.

La nocion de representacion viene de la idea de describir (representar) las algebras
de Lie como algebras de transformaciones lineales. En el caso de las representacio-
nes fieles, g =~ Imp y, por tanto, el dlgebra puede ser vista como una subalgebra de
transformaciones lineales (o matrices si su dimension es finita). Esta idea de consi-
derar algebras de Lie como subalgebras de transformaciones lineales se hace, por lo
menos a nivel tedrico, para las algebras de Lie de dimensién finita. Esto se debe a
un resultado bastante conocido (Teorema de Ado ver [SM99]), el cual afirma que
toda algebra de Lie de dimensién finita admite una representacion fiel tambien de

dimensién finita.
Ejemplo 1.12

a) Sea g C gl(V') una subdlgebra, la inclucion define, trivialmente, una represen-

tacion de g en V' denominada representacion canonica.
b) La aplicacion p : s(2,K) — gl(3,K) dada por:

2 —2b 0
€sl2K)r— | —c 0 b | €gl(3,K)
0 2 -2a
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es una representacion de sl(2,K).

En efecto, consideremos la base {X, H,Y} de sl(2,K) dada por

0 1 10 0 0

00 0 —1 10
Se puede ver facilmente que las constantes de estructura estan dadas por:
(X, X]=0X+0H+0Y, [X,H] =-2X+0H+0Y, [X,Y]=0X +1H +0Y,
[H,X]|=2X+0H+0Y, [H,H =0X+0H+0Y, [H,Y]=0X +0H + -2Y,

[V,X] =0X — 1H +0Y, [\, H] = 0X + 0H +2Y y [Y,Y] = 0X + 0H + 0Y.
a b

Por tanto, si M = € sl(2,K), se tiene que
c —a

p(M) = p(bX +aH +cY) =bp(X) + ap(H) + cp(Y).
Dado que deseamos una representacion de sl(2,K), las respectivas constantes

de estructura, formardn las columnas de tres matrices (base de Imp), las cuales

son:
0 -2 0 2 0 0 0 00
pX)=10 0 1|,pH)=|00 0 |ypY)=|-1 00
0 0 O 0 0 -2 0 20
De esta manera,
a b
p = p(M) = p(bX +aH +cY) = bp(X) + ap(H) + cp(Y) =
c —a
0 -2 0 2 0 0 0 0O 20 —2b O
blo 0 1 |+a|l 00 0 |+c| -1 00]|=|- 0 b
0 0 O 0 0 -2 0 20 0 2¢ —2a

1.5.1. Representaciéon adjunta de dlgebras de Lie.

Definicion 1.23 Sea g un dlgebra de Lie, para todo X € g, consideremos la trans-

formacion lineal

ad(X):g—9
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definida por ad(X)(Y) = [X,Y]. La aplicacion
ad: X € gr— ad(X) € gl(g)

define una representacion de g en g, denominada representacion adjunta del al-

gebra g.

El hecho de ser lineal proviene de la bilinealidad del corchete. La propiedad de
homomorfismo de ad es equivalente a la identidad de Jacobi. De hecho, la igualdad

ad([X,Y]) = ad(X)ad(Y) — ad(Y)ad(X) es la misma que
(X, Y], Z] = [[X, 2] Y]+ [X,[Y, Z]]

para todo Z € g. Esta expresion es exactamente otra forma de la identidad de Jacobi.

El kernel de la representacion adjunta es denominado el centro de g y es denotado

por 3(g):

3(g) ={X eg: adX)(Y)=[X,Y] =0paratodo Y € g}.
Esto es, el centro de un algebra de Lie es el conjunto de sus elementos que conmutan
con todos sus otros elementos. Evidentemente, 3(g) es un ideal de g.
Ejemplo 1.13

a) La representacion adjunta de un dlgebra abeliana g es trivial, es decir, para todo

X eg, ad(X)=0.

b) la representacion del ejemplo 1.6, parte b) es la representacion adjunta de sl(2,K);

las matrices de ad(X), ad(H) y ad(Y) en la base {X, H,Y'} son respectivamente,

0 -2 0 20 0 0 0 O
0 0 1 00 O -1 0 0
0 0 0 00 -2 0 20

21



Capitulo 1: Preliminares

Concluimos esta primera parte definiendo un concepto de vital importancia para

nuestro objetivo.

Definicion 1.24 Sea G un grupo de Lie y g su respectiva dlgebra de Lie. Conside-

remos la accion adjunta de G en g, la cual, como ya sabemos esta dada por

Ad @ Gxg—9g

(9,A) — g 'Ag

si Hy € g, definimos y denotamos la orbita adjunta de Hy, como el conjunto

O(Hy) = {9 'Hog : g € G}.

1.5.2. Pesos de una representacion.

Sea g un algebra de Lie. Una representacion p de g en un espacio vectorial V' es
una representacion nilpotente o una nil-representacion si p(X) es nilpotente
para todo X € g. Esto significa que, dado X, existe un entero positivo k (dependiendo
de X) tal que p(X)* = 0.

Un ejemplo de una nil-representacion es la representacion adjunta de un algebra de

Lie nilpotente.

Proposicion 1.8 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y A € gl(V'). Su-
ponga que A es nilpotente. Entonces, ad(A) también es nilpotente. Por tanto, si
p:g— gl(V) es una nil-representacion, entonces X — ad(p(X)) también es una

nil-representacion.

Teorema 1.9 Sea V # 0 un espacio vectorial de dimension finita y g C gl(V') una
subdlgebra. Suponga que todo X € g es nilpotente. Entonces, existe v € V, v # 0 tal
que Xv =0 para todo X € g.
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Teorema 1.10 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y g C gl(V) una

subdlgebra tal que todo X € g es nilpotente. Entonces, existen subespacios
O=VCcWViCc---CV,u CVp=V

tales que XV; C V;_1, i =1,...,n. Estos subespacios pueden ser definidos inductiva-

mente por

Vo, =0

Vi = {veV: XveV,_ypara todo X € g}

En particular, extendiendo sucesivamente las bases de los subespacios V;, se llega a
una base § de V' tal que la matriz de X en relacion a [ es triangular superior con

ceros en la diagonal para todo X € g.

Corolario 1.11 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y g C gl(V') una
subdlgebra tal que todo X € g es nilpotente. Entonces, g es nilpotente. En particular,

p(h) es una dlgebra nilpotente si p es una nil-representacion del dlgebra by en V.

Corolario 1.12 Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita y suponga que ad es

una nil-representacion. Entonces, una serie central ascendente satisface
0=goCgC--Con=9
para algin n.

Teorema 1.13 [Teorema de Engel|. Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita

y suponga que para todo X € g, ad(X) es nilpotente. Entonces, g es nilpotente.

Definicion 1.25 Una aplicacion lineal D : g — g es una derivacion del dlgebra de

Lie g si satisface
D[X,Y]| =[DX,Y]+ [X, DY] para todo X,Y € g
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La representacion adjunta es un ejemplo de una derivacién. Se puede comprobar la

regla de Leibniz usando la identidad de Jacobi, caracteristica de las algebras de Lie.

Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y A : V. — V una transfor-
macion lineal. El teorema de descomposicion primaria descompone V' en subespacios
A-invariantes

V:%EB...EBVS

donde
Vi={veV: p(A)Fv=0rpara algtn k > 1}

donde los polinomios irreductibles p;, 7 = 1, ..., s son las componentes primarias del
polinomio minimal p = pi™...p7" de A. En el caso en que el cuerpo de escalares es
algebraicamente cerrado, p;(A) = A — \; con \; autovalor de A y los subespacios de

la descomposicién primaria se escriben como
Vi={veV: (A—-\)"v =0para algtn k > 1}.

Para enfatizar la relacion de los subespacios con los autovalores de A, estos seran

denotados por Vj,.

Proposicion 1.14 Suponga que el cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado.
Sean A y B transformaciones lineales de V y V., como en lo anterior, los autoespa-
cios generalizados de A. Entonces, BV), C V), para todo i si y sélo si ad(A)?B =0

para algin q > 1.

Teorema 1.15 Suponga que el cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado y
tome una representacion de g en V, con dim(V) < oo y g nilpotente. Entonces

existen funcionales lineales A1, ..., As tal que si

Vi, ={veV:VXeg dIn>1(p(X)— X)) "v =0},

24



Capitulo 1: Preliminares

entonces V), es g-invariante, para t =1,...5 y
V=V, DV,

Definicion 1.26 Sea g un dlgebra de Lie y p una representacion de g en' V. Un peso

de p es un funcional lineal \ : g — K tal que los subespacios V de V' definidos por
Vi={veV:VXeg In>1,(pX)—\NX))"v =0}

satisfacen V\ # 0. Los subespacios Vy son llamados subespacios de pesos asociados a

A. La dimension de V) es llamada la multiplicidad de .

Los pesos de una representacion, son, por tanto, los autovalores de los elementos del

algebra.

Proposicion 1.16 Sea p una representacion de dimension finita de g en V y su-
ponga que existe X : g — K tal que p(X) — AN(X) es nilpotente para todo X € g.

Entonces A es lineal y p = p — \ es una representacion.

Teorema 1.17 Suponga que el cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado y sea
p una representacion del dlgebra nilpotente g sobre un espacio vectorial de dimension

finita V. Entonces, existe una base de V tal que en esa base p se escribe como

p1(X)
p(X) = Xeg
ps(X)
con los bloques diagonales p;(X) de la forma
\i(X) *
pi(X) = X ey,
0 Ai(X)

donde \; es el peso de la representacion.
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La descomposicion de Jordan de una derivaciéon de una algebra de Lie, se

comporta bien en relacion al producto de élgebras.

Proposicion 1.18 Sea D : g — g una derivacion del dlgebra de Lie g de dimension

finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado. Tomando la descomposicion primaria

g=0x D Do,

donde
gy, ={X e€g: (D—X\)"X =0 para alginn > 1}

es el autoespacio generalizado asociado al autovalor \;. Entonces,
[g)\m GA]-] - g>\i+)\j'

(Or+x, = 0 50 A\j + Aj no es autovalor de D).

1.6. Subalgebra de Cartan y forma de Cartan-Killing.

Dada una represenacion p de dimension finita de un algebra de Lie g, se define

en g la forma traza f,, que es una forma bilineal y simétrica dada por

Bo(X,Y) = tr(p(X)p(Y)).

Esta forma, juntamente con una forma cuadratica 8,(X, X) asociada, desempenan

un papel central en la teoria de Lie, principalmente en el caso de las representaciones
adjuntas.

Para las representaciones adjuntas la forma traza es denominada forma de Cartan-Killing
del algebra y sera denotada de manera mas simple por ( , ).

Recordemos la defincion de una subélgebra de Cartan.

Definicion 1.27 Sea g un dlgebra de Lie. Una subdlgebra de Cartan de g es una

subdlgebra b C g que satisface
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1. b es nilpotente.

2. El normalizador de b en g coincide con by. Esta condicion es equivalente a: si

[X,b] C b entonces X € b.

Una de las razones por las cuales se introduce la nociéon de subalgebra de Cartan
es que este tipo de subédlgebras es exactamente la que aparece como gy en la des-
composicion primaria de ad(X) para X genérico (regular; término que definiremos
mas adelante) en g. Otra razén viene de la siguiente observacion: el hecho de b ser
nilpotente garantiza que su representaciéon en g, via la representacion adjunta, se
descompone en g = @g,, con \; los pesos de la representacion. El funcional nulo es
siempre un peso de esa representacion, pues la representacion de h en si misma es
nilpotente. Ademés, gg es subalgebra y go C h. La segunda condicién en la definicion
de subalgebra de Cartan garantiza que b = gg.

En la terminonogia usual, los pesos no-nulos de la representacion adjunta en g de

una subélgebra de Cartan b son denominados raices.

Definicion 1.28 FEl puesto de una dlgebra de Lie de dimension finita es el menor
indice 1 en el que p; no es identicamente nulo, donde p; denota los coeficientes de los
polinomios caracteristicos. Un elemento X € g se dice reqular si p;(X) # 0, donde i

es el puesto de g.

Ejemplo 1.14 Sea sl(2) con base candnica {X, H,Y }. Tomando Z = aX +bH+cZ,

la matriz de su adjunta en esa base es

26 —2a O
ad(Z) = | —c 0 a
0 2¢ —=2b

y, por tanto, pz(\) = N> — 4(b* + ac)\. De aqui que el puesto de sI(2) es uno y Z
es reqular si y sélo si b*> 4+ ac # 0. En particular H es un elemento reqular, mientras

que X eY no son requlares.
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Teorema 1.19 Sea X € g y denotemos por go(X) el autoespacio generalizado aso-

ciado al autovalor nulo en la descomposicion primaria

g=00(X)Dgn & Do,

de ad(X) con A1, ..., A\, autovalores no nulos. Entonces, go(X) es subdlgebra de Car-

tan si X es reqular.

Corolario 1.20 Euzisten subdlgebras de Cartan en dlgebras de Lie de dimension fi-

nita.

Teorema 1.21 Sea g un dlgebra de Lie de dimension finita y h C g una subdlgebra

de Cartan. Entonces, existe un elemento reqular X € §.

Lema 1.22 Sea b una subdlgebra de Cartan. Entonces, existe X € b tal que h =
9o(X).

Sea g un algebra de Lie semi-simple (el tinico ideal soluble de g es el trivial)

sobre K y h una subalgebra de Cartan de g. El algebra se descompone como

g:h@g)\l@@g)\k

con A, ..., \x los pesos no-nulos de la representacion adjunta de h en g. Siguiendo
la notacién anterior, esos pesos seran denominados raices de h en relacion de g y
tal conjunto sera denotado por [[. Los espacios gy, seran denominados espacios de
raices.

Cuando el cuerpo es algebraicamente cerrado, la representacion de h dentro de cada

g), es dada por matrices de la forma

Ni(H) *
ad(H) =
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para todo H € h. Ademas,
[gz\i’ g)\J] C g)\z“f‘)\j'

La estructura de esta descomposicion es descrita por los siguientes resultados.

Lema 1.23 Sean a y 8 dos pesos de by (raices o el peso nulo) si X € g, yY € gp
entonces,

<X7 Y> =0,

a menos que = —a.

Este lema junto al hecho de que la forma de Cartan-Killing es no degenerada, tiene

las siguientes consecuencias

Corolario 1.24
1. La restriccion de (, ) a b es no degenerada.
2. Si « es una raiz, entonces —a también es raiz.

3. Para todo X € g, existe Y € g_, tal que (X,Y) #0

Proposicion 1.25 Para todo H € b y todo peso a, ad(H )|y, = o(H)id y las trans-

formaciones lineales ad(H), H € § son simultaneamente diagonalizables.
Proposicion 1.26 § es abeliana.

Proposicion 1.27 El conjunto [ de raices genera el dual h* de by, esto es H = 0

si B(H) = 0 para toda raiz f3.
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Variedades Simplécticas y

Fibraciones de Lefschetz.

En este capitulo definiremos el concepto de variedades simplécticas al igual
que el de fibraciones de Lefschetz, utiles para nuestra teoria debido a que nuestras
fibraciones tendran como espacio total variedades de este tipo y las fibras como tal
seran variedades simplécticas. Asi mismo, citaremos varios ejemplos de variedades
simplécticas, algunos de ellos ya conocidos para muchos. Para tal proposito usaremos

como referencia [Call3].

2.1. Variedades Simplécticas.

En primer lugar veremos que las variedades simplécticas localmente pueden

ser representadas por una forma canénica llamada coordenada de Darboux.

Teorema 2.1 Sea ) una forma antisimétrica en un espacio vectorial V. Entonces

existe una base B = {uy, ..., ux, €1, ...en, f1, ..., fu} con respecto a la cual Q tiene la
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matriz
0 0 0 .
0 0 id, | =D NS, (2.1)
i=1
0 —id, O

donde {e',...;e", f1, ..., "} es la base dual para B. Vamos a llamar B la base estindar

de una forma antisimétrica.

Corolario 2.2 57 V admite una forma antisimétrica no degenerada, entonces V

tiene dimension par.

Definicion 2.1 Decimos que una forma antisimétrica ) en'V es una forma simpléctica
si la funcion Q : V. — V* v +—— Q(v,—) es biyectiva. Cualquier espacio vectorial
que admita una forma simpléctica es llamado un espacio vectorial simpléctico.

Denotamos a tal espacio como (V,€).

Un isomorfismo lineal ¢ : (V,Q) — (V', Q) entre espacios vectoriales simplécticos
es llamado un simplectomorfismo si este preserva la forma simpléctica, es decir,

©*Q = Q (Por definicion (¢*Q)(u,v) = Q' (¢(u), p(v)).

Observacion 2.1 Puesto que la matriz de una forma simpléctica debe ser no singu-
lar se puede ver facilmente a partir del Teorema 2.1 que cualquier espacio simplético

es de dimension par.

Definiciéon 2.2 Un subespacio L de un espacio simpléctico V- es llamado Lagrangeano

st Q| =0y dimL = LdimV.

Definicion 2.3 Una forma simpléctica w sobre una variedad diferenciable M de
dimension 2n, es una 2-forma diferencial cerrada que es simpléctica sobre cada es-
pacio tangente. Una variedad simpléctica es una variedad suave M junto con una

2-forma w, cerrada y no degenerada. Escribiremos (M,w) para denotar tal variedad.
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En otras palabras una variedad simplectica es un par (M, w) donde w es una 2-forma
simpléctica y cerrada. En la definiciéon anterior, no degenerada significa que para
cualquier vector u # 0 en el espacio tangente en un punto, existe un vector v tal
que w(u,v) # 0y cerrada significa que la derivada exterior es identicamente nula, es

decir dw = 0.

Ejemplo 2.1 FEl ejemplo mds simple de una variedad simpléctica es (R*",wy), donde
Wy = Z dl’z N dyz
i=1
para coordenadas (T1, ..., Tp, Y1, ..., Yn). Esta forma se conoce como la forma de Darboux.

Teorema 2.3 Cualquier variedad compleja suave (M, J,g) admite estructura sim-
pléctica si definimos la forma por w(X,Y) = ¢g(X,JY), donde g es la métrica de
Fubini-Study y J la estructura compleja.

Ejemplo 2.2 Continuando con el ejemplo 2.1, podemos identificar C* con R*" y el
pullback como la estructura simpléctica, esto hace de C" una variedad simpléctica.
De hecho, en coordenadas complejas obtenemos la siguiente expresion para la forma

simpléctica:
. n
? —
Wo = 5 Zldzl A\ dZZ
1=
Ademds, wy es compatible con la estructura compleja usual J y métrica hermitiana g

en el sentido de que wo(X,Y) = g(X,JY), haciendo de C"* una variedad de Kdihler.

Ejemplo 2.3 El espacio proyectivo complejo P = CPP" tambien admite una estruc-
tura simpléctica. Con la estructura compleja usual sobre P™, podemos usar la métrica
de Fubini-Study g para definir la forma simplectica a través de w(X,Y) = g(X, JY).
La métrica de Fubini-Study puede definirse a través del siguiente fibrado, con fibra
St.

p : S pn

z (2]
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mediante la identificacion del espacio tangente horizontal ker p, con el espacio tan-
gente de P™. Esto permite a la restriccion de la métrica esferica (o métrica estandar)
o, en el espacio tangente horizontal, descender a una métrica g en P", esto es,
90(X,Y) = g(p« X, p.Y) para cualquier par de vectores horizontales X,Y .

Para demostrar que esto define una métrica, debemos mostrar que:
1) S* actua en S*™* por isometria,.
2) La accion satisface po g = p para todo g € S!.
3) S' actua transitivamente sobre cada fibra.

El item 1 es claro, ya que go(AX,\Y) = Mgo(X,Y) = go(X,Y) para X € S' ¢ C.
La relacion de equivalencia definida sobre C**1 garantiza que el item 2 se satisface.
La fibra sobre [z, ..., z,| es dada por {\(zo, ..., z,) : X € S'}, la orbita de (2, ..., 2,) €

S+ mostrando asi que el item 3 se satisface.

Lema 2.4 Sea w una forma antisimétrica cerrada en una variedad suave M?*™, en-
tonces (M?™,w) es una variedad simpléctica si y solo si w™ es una forma de volumen

en M.

Demostracion.

Por Teorema 2.1, una 2-forma w puede escribirse localmente como

i NS
i=1

para algun n < m. Si w es no degenerada, entonces n = m y el m-ésimo producto

exterior es dado por

wAm:m!/\ei/\fi#O
i=1

donde usamos el hecho de que (e A fO) A (e A f7) = (e A f7) A (e A f?). Por lo tanto

w™ es una forma de volumen.
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Reciprocamente, si w es degenerada, entonces n < m y el m-ésimo producto exterior
es cero { whm fi de vol
y asi w"™ no es una forma de volumen.

g

Observacion 2.2 Dado que la existencia de una forma de volumen es equivalente
a tener una orientacion, ahora sabemos que cualquier variedad no orientable, como

la banda de Mobius, no admite una estructura simpléctica.

.« e, . ., / / .
Definiciéon 2.4 Decimos que una funcion suave ¢ : (M,w) — (M ,w') entre varie-
dades simplécticas es un stmplectomorfismo si esta preserva la forma simpléctica,

. !
es decir, p*w = w.

Teorema 2.5 [Sistema de Darboux.]Sea (M,w) una variedad simpléctica y sua-

ve de dimension 2n y p € M. Entonces existe un sistema de coordenadas local

(U, 21,y ooy Ty Y1,y oy Yn) tal que

w:idaji/\dyi

i=1

sobre U. Tal sistema de coordenadas es llamado un sistema de Darboux.
Proposicion 2.6 La esfera S™ admite una estructura simpléctica solo para n = 2.

Demostracion.
Podemos excluir de inmediato todas las esferas de dimensiéon impar, por la observa-
cion 2.1. Sean = 2k para k > 1 y supongamos por contradiccion que w es una forma

simpléctica sobre S?. Si w* fuese exacta, digamos do = w*

0%/ wk:/ a=0,
Sk sk
k

lo cual es una contradicciéon. Asi, w

0 # [w*] € H™(S**,R). Esto implica que 0 # [w] € H%(S?*,R), que puede ser

, entonces por el teorema

de Stokes se tendria

no es exacta y define un elemento no cero
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visto considerando el producto cohomologico o por célculo directo: w* = (da)* =
d(a A (da)™ 1. Pero
R st k=1
H§R<82k7 R) = )
0 st k>1
que es una contradiccion si k > 1.

La estructura simpléctica sobre S? es dada tirando hacia atras la estructura simpléc-

tica de P! usando la identificaciéon suave de S? con P!.

0

Teorema 2.7 Dada cualquier variedad suave X, La variedad cotangente asociada,

T*X es una variedad stmpléctica.

Demostracion.

Sea p = (2,§) € T*X y definamos la 1-forma tautologica o, = (7*¢),, donde
m: T*X — X es la proyeccion natural. Definamos ahora la 2-forma simpléctica
canonica w = —da.

Para ver que esto realmente define una forma simpléctica, la escribimos en un sistema

de coordenadas local (7= *(U), x1, ..., T, &1, -y &) Primero oy, <ai> =&, <8%¢> =&,

L

por tanto
i=1

en 7 1(U). Ahora se sigue que
i=1

que es la wy del ejemplo 2.1.

Definicion 2.5 Sea (M, w) una variedad simpléctica. Decimos que una subvariedad

1: L — M es una subvariedad Lagrangeana si i*w =0 y dimlL = %démM .
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Teorema 2.8 Sea i1 una 1-forma sobre una variedad suave X. Entonces
Xy={(z,pz): v€X, py €T, X}
es una subvariedad Lagrangeana de T*X si y solo si i es una forma cerrada.

Demostracion.
En primer lugar, X, es una subvariedad embebida de 7™ X, puesto que es la imagen
de la seccion p. Sea s, : X — T*X este embebimiento, esto es, la 1-forma p

considerada como una funcién. Entonces
(s:a)x = (ds,u)r0y
= (dsy), (dm), e

= (ﬂ-s);,uz

(2.4)

Ahora, sea 7 : X — X, el difeomorfismo que hace que el siguiente diagrama
conmute

X . 7X

l/

donde 7 : X, — T™X es la inclusion. Por definiciéon, X, es una subvariedad La-
grangeana si y so6lo si i*da = 0, lo que ocurre si y solo si 7*¢*da = 0, ya que 7 es
un difeomorfismo. Ahora, 7*i*da = (i7)"da = s}, da = d(s},«) = dp, donde la tltima

igualdad se deduce de la ecuacion (2.4).

g

Teorema 2.9 Sea Z una subvariedad suave, de una variedad suave X . Entonces el

fibrado conormal N*Z es una subvariedad Lagrangeana de T*X.

Demostracion.

Para la inclucion ¢ : N*Z — T*X, debemos mostrar que +*w = 0. Para esto,
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es suficiente mostrar que i*o = 0. Para esto fin, sea (U, z1,...,x,) el sistema de
coordenadas local, alrededor de x € Z adaptado a Z, esto es, xxi1,..., 2, = 0 sobre
Z. Asi N*ZNT*X es definida por 1 ==z, =0=§& = --- = &. Usando este

hecho y la ecu. (2.2), vemos que o = ), &dx;, y de este modo

.
iy, = 04|TP(N*Z)

= Z 5id“’i|span{%:j§k}

>k

=0.

2.2. Fibraciones de Lefschetz Topologicas.

Algo interesante, cuando se define una fibracion de Lefschetz resulta del hecho
de que alrededor de cada punto critico se puede escribir la funciéon que define la

fibracién, como una funcién de Morse.

Definicion 2.6 Sea M una variedad diferenciable y f : M — R wuna funcion
diferenciable, f es llamada una funcion de Morse si tiene solo puntos criticos no

degenerados.

Recordemos que p es un punto critico de f si %(p) = ( para todo ¢ y p es un punto

critico no degenerado si det <%§;j) # (0 para tod i, j.

Teorema 2.10 [Lema de Morse| Sea p un punto critico no degenerado para f :
M — R, M una variedad diferenciable. Entonces existe un sistema de coordenadas
locales (y1,...,yn) en una vecindad U de p con y;(p) = 0 para todo i, tal que la
tqualdad

fl@)y=fp)—vi— - —nB+ya+ - +y

se satisface en todo U C M, donde X\ es el indice de f en p.
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Definicion 2.7 Una funcion de Morse holomorfa sobre una variedad suave M,
es una funcion holomorfa f : M — PY(6 C) que solo tiene puntos criticos no

degenerados.

Definiciéon 2.8 Una terna (E, M, m) donde E y M son variedades complejas suaves
ym: E — M es una aplicacion holomorfa sobreyectiva se llama una fibracion compleja

st satisface la propiedad de levantamiento de homotopia.

Definiciéon 2.9 Sea X una variedad compleja suave de dimensionn y f : X — P!
una fibracion holomorfa (sobreyectiva). Decimos que f es una

fibracion de Lefschetz topologica si:
1) Eziste una cantidad finita de puntos criticos py,....px, y f(pi) # f(p;) para
i 7.
2) Cualquier par de fibras requlares son homeomorfas.

3) Para cada punto critico p, existen vecindades p € U C X, f(p) € V C P! tal

que fly es representada por la funcion de Morse holomorfa
f|U(Z1, ...,Zn) = Z% 4+ sz
y tal que ceitf NU = {p}.

4) La restriccion fres = fx—x, al complemento de las fibras singulares X;, es un

fibrado localmente trivial.

Observacion 2.3 La condicion 1) no siempre se requiere, de hecho tendremos fi-
braciones donde dos puntos criticos tienen la misma imagen. Pueden existir fibras

singulares con mds de una singularidad.

Observacién 2.4 Se pide en la literatura que la funcion tome valores en P, pe-
ro para nuestro caso y en nuestros ejemplos definiremos la fibracion de Lefschetz

tomando valores en C.
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Ejemplo 2.4 La funcion de Morse holomorfa

m : C""' —C

n
(20, o Zn) — sz
=1

es una fibracion de Lefschetz de acuerdo a nuestra definicion. A continuacion mos-

tramos que m es una fibracion de Lefschetz al cumplir los items de la definicion

2.7.
1) Hay precisamente un unico punto critico en 0.
2) La funcion
ox 1 mH ) —m(1)
. z
z —
VA

es un homeomorfismo para cualquier A € C — {0}.

4) Definamos lg = {re?™ : r € Rxo} para € [0,27]. Entonces la condicion de

trivialidad local es satisfecha para U;, = C —ly. De hecho, la funcion

o+ m (U, — U, xm (1)

Z = (m(z)v Spm(z)(z))a

es un difeomorfismo y el siguiente diagrama conmuta

Ahora vamos a definir lo que es un lapiz de Lefschetz y este concepto lo usaremos

para construir ejemplos de fibraciones de Lefschetz.
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Definicion 2.10 Sea (X, w) una variedad simpléctica de dimension 2n, A C X una
subvariedad de codimension 4, y f : X — A — P! una funcion suave. Decimos que

f es un lapiz de Lefschetz topologico si

1) Eziste una cantidad finita de puntos criticos p1,....pk, y f(pi) # f(p;) para
i 7.

2) Para cada a € A, existe un sistema compatible de coordenadas locales U en el

que

z
fi(zt, e, z) i
z2

e P!
y donde ANU ={z€U: z(z) =2(z) =0}

3) [ es representada por la funcion de Morse holomorfa

flz, oy zn) =224 -+ 22

en algun sistema compatible de coordenadas complejas, alrededor de cada punto

critico p;.
Denotamos un lapiz de Lefschetz topologico por (X, A, f).

Teorema 2.11 [Don99] Sea w una forma simpléctica sobre una variedad diferencia-
ble M, de dimension real 4. Si [w] € H*(M,R) es la reduccion de una clase integral

h, entonces M admite un lapiz de Lefschetz.

Teorema 2.12 [Sti99] Si una 4-variedad diferenciable admite un lapiz de Lefschetz,

entonces esta admite una estructura simpléctica.

Teorema 2.13 [Sti99] El blow-up de un lapiz de Lefschetz sobre una superficie com-

pleja en el lugar de base es una fibracion de Lefschetz.
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Ejemplo 2.5 A continuacion presentamos un ejemplo explicito de un blow-up en
un lapiz de Lefschetz en el lugar de base. Sea py = xg, pr = x1 dos polinomios

homogéneos en C3. El lugar de base es dado por B = {[0,0,1]}, y la funcion
m : P2 — P'u{[0,0]}
x = [0, x1, T2] = [p1(x), —po(x)] = w1, ]
es un lapiz de Lefschetz. Las fibras son dadas por

7 ([s0,51]) = {[—51, 50, 82] : 82 € C}
= V(sopo + s1p1) — B
=P — .
Para construir la fibracion de Lefschetz de este lapiz, necesitamos hacer blow-up a
en el lugar de base. Escribiendo P2 = U° U U U U? como la union de los abiertos
estandar U = {[xg, 1, 2] : x; # 0}, se puede ver que B C U? = C?. Haciendo
blow-up U? en B (pensando en C* como en (0,0)) obtenemos

Uz = {([yo, y1, v2). [to t]) = toyo = —t1y1 }-

Obtenemos el blow-up deseado pegando esto sobre los restantes abiertos estandar, es
decir,

PL = (U LU UTR)/ ~,

donde [xo, x1,1] ~ ([yo,y1, 1], [to, t1]) si y sdlo si [xo,x1,1] = [yo,y1,1] y (w0, 71) #
(0,0). De esta manera, la fibracion de Lefschetz es dada por

7 . Py — P!
[, X1, 22| — m(x)  si(xg,21) # (0,0)

([ymyla y2]7 [t07t1]) = [tO;tl] 51 Yo 7é 0.

FEsto estd bien definido sobre la superposicion, ya que para [zo, x1, 1] ~ ([y0, Y1, 2], [to, t1]),

T([yo, y1, 11, [to, t1]) = [to, t1] = [y1, —wol = @1, —20] = 7([w0, 21, 1]).
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Las fibras de esta fibracion de Lefschetz son homeomorfas a P', ya que

71 ([s0, 51]) = {[—$1, 50, 2] : s2 € C}U{([0,0, 1], [s0, s1])} = P

Ahora queremos probar dos resultados muy importantes en los Teoremas 2.19 y 2.20,

pero antes se requieren una serie de lemas.

Lema 2.14 [Spa66] Sea p : E — B una fibracion, b € B y R un anillo. Entonces

existe una accion natural de m(B,b) sobre H,(Fy, R).

Definicion 2.11 Una fibracion se dice orientable, si la accion del Lema 2.14 es la

accion trivial.

Lema 2.15 Cualquier fibracion p : E — B que tiene una base simplemente conexa

es orientable.

Lema 2.16 [Spa66, Teorema 3.1.1] Sea p : E — B una fibracion que es orientable
sobre un campo K, con fibra F, y B conexo por caminos . Entonces la caracteristica

de Euler con coeficientes en el campo K es multiplicativa, es decir, esta satisface

Lema 2.17 Para coeficientes en un anillo R,

R si 1=2k<2n
Hi (]P)na R) = )
0 s1 e.o.c.
Demostracion.
Considere P" como el cociente de S™ via la accién de S! y definamos la funcién
fPP—R
n
[ZOa %) Zn] = Z Z| |ZZ| |2‘
i=0
Esta funcion esta bien definida, ya que solo estamos considerando dos puntos equi-

valentes hasta multiplos escalares en S'.
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Mostraremos que f es una funcion de Morse con puntos criticos p; = [e;]de indice 2i
(donde e; denota la base vectorial estandar en C"*!). Usando la relacion 3 [|z]|? = 1

para un punto z € P", podemos expresar f sobre los conjuntos abiertos canonicos

U; = {[#0, ..., 2n) € P" : z; # 0} como
J+ D =) f + ),

donde z; = x; + 1y;. Es claro que hay precisamente un punto critico en el origen de

U;; es decir, en p; = [e;]. Mas aun, este punto critico es no-degenerado, ya que el
Hessiano
—J
—J+1
A 0
Hf = , A=2 -1
0 A
1
—J+n

tiene determinante (n — 7)!(j!)(—1)72%" # 0. El indice de p; es dado por el nimero
de autovalores negativos de H f, que de acuerdo a la anterior matriz es precisamente
2.

Las funciones de Morse proporcionan la variedad con el tipo de homotopia de un
CW-complejo con una i-célula para cada punto critico de indice 7. En nuestro caso,
tenemos exactamente una célula en cada dimensiéon par. Por lo tanto, la cadena
CW-compleja es

o —0—R—0—R —,

cuya homologia es como se ha dicho. Variedades homotopicamente equivalentes tie-
nen la misma homologia y es bien conocido que los grupos de homologia celular son

isomorfos a los grupos de homologia singular.
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g

Corolario 2.18 y(P") =n+ 1.

Observacion 2.5 Aunque el Corolario 2.17 puede probarse directamente de la de-
finicion de la caracteristica de Fuler, como la suma alternante de los nimeros de
Betti, tambien se sabe que

X =Y _(=1)*C,
donde C) es el nimero de puntos criticos de indice A (con respecto a cualquier funcion
de Morse). Nuestra demostracion del Lema 2.16 da entonces la misma caracteristica

de Fuler mediante la suma de los n + 1 puntos criticos pi.

Ahora estamos listo para probar el siguiente resultado de no existencia.
Teorema 2.19 No existen fibraciones continuas f : P?* — P! para cualquier k.

Demostracion.
Supongamos que existe una fibracion f : P* —s P! para algun n = 2k. Por Corolario
2.17, x(P") = 2k + 1, que es impar, y x(P') = 2. Sin embargo, por el Lema 2.15,
2k +1 = x(P") = x(F) - x(P') =2 - x(F), lo cual es una contradiccion.

O

Teorema 2.20 No existen funciones diferenciables, no constantes f : P* — P!,

en particular no hay fibraciones suaves f : P* — P!

Demostracion.

Supongamos que existe tal f. Esta funcién induce una funcién de cohomologia de
grupos f*: H*(P',Z) — H*(P",Z). Por el Lema 2.17, ambos grupos son isomorfos
a Z por lo que podemos elegir un generador [w| € H*(P',Z), la clase de la forma
simpléctica por ejemplo. Ya que [w]? € H*(P',Z) = 0y H*(P",Z) = Z, sabemos que
f? = 0. Pero esto fuerza a f a ser constante por ser w no-degenerada, contradiciendo

asi el hecho de que f es no constante.
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g

Corolario 2.21 No hay fibraciones topoldgicas de Lefschetz f : P* —s P! para

cualquier n.

Observacion 2.6 Se sabe que cualquier 4-variedad simpléctica dmite un lapiz de
Lefschetz [Don99], que a su vez con blown up, adquiere estructura de fibracion de
Lefschetz. El espacio P? es simpléctico, pero el Teorema 2.18 nos dice que no se

puede esperar tener una fibracion de Lefschetz, a menos que hagamos blown up.

2.3. Fibraciones de Lefschetz Simplécticas.

Definicion 2.12 Sea X una variedad compleja y w una forma simpléctica, que hace
a (X,w) una variedad simpléctica. Decimos que una fibracion de Lefschetz topoldgica

es una fibracion de Lefschetz simpléctica si
1) la parte suave de cualquier fibra es una subvariedad simpléctica de (X, w).

2) Para cada punto critico p;, la forma w,, es no degenerada sobre el cono tangente

de X; en p;.

Teorema 2.22 [Smi0j] Sea p : E — B una fibracion holomorfa, donde E es una
variedad cuasi-proyectiva y una variedad de Kahler. Entonces cualquier fibra de la
restriccion p : p~'(By) — By a una subvariedad By — B es una subvariedad

simpléctica de E.

Ejemplo 2.6 Nuestro modelo local m del Ejemplo 2.} es una fibracion simpléctica,

satisfaciendo los items 1 y 2 de la definicion 2.12

1) La fibra reqular m=(1) es simpléctica por el Teorema 2.21. Podemos incluso

dar una descripcion explicita de esta, como el fibrado cotangente de la esfera
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2)

(equipada con la forma simplectica candnica)
T*S" ={(¢,p) e R" xR": ||q|| =1, {(¢,p) =0} (2.5)
via el simplectomorfismo

Y o omTH1) — T*S"

Z (|—Z—Z|7 —|Rez|]mz) .

Note que fijando un punto en la esfera, en la imagen no se fija Rez. la parte

suave de la fibra critica estd dada por
m~1(0) — {0} = {z € C""' : |Rez|* — |Imz|* = 0 = (Rez, Imz)} — {0}.

Podemos ver que es una subvariedad simpléctica considerando la restriccion

M = mlen+i_goy : C" — {0} — C. Entonces M~'(0) = m™ — {0}, que es

una variedad simpléctica por el Teorema 2.21.

La variedad afin m=1(0) es definida precisamente por una ecuacion homogénea
y es, por tanto, un cono. Se deduce que el cono tangente a 0 es la misma
variedad. Acabamos de ver que la restriccion de w a esta variedad es una forma

simpléctica y, por tanto, no degenerada.

Definicion 2.13 Una fibracion de Lefschetz topoldgica f : X — P! se dice orientable
st X es orientable y el sistema de coordenadas local en el item 3 puede tomarse de

manera compatible con la orientacion de X vy de P'.

Proposicion 2.23 [GS91, Teorema10.2.18] Una fibracion de Lefschetz topologica f
X — P! de curvas de género g > 2 sobre una 4-variedad X es orientable si y sélo

st X admite una estructura simpléctica.

Ejemplo 2.7 Sea py = x3 + 2} y p1 = 23+ x3. En el lugar de base B, xox1z9 #0 y

asi podemos asumair, sin perdida de generalidades, que xo = 1. Por tanto,

B = {[-e7i/3 29 1] k=0,...,8}.
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El correspondente lapiz de Lefschetz es dado por

T : PP—B—DP!
(20, 21, 2] = [p1(2), —po()]

= [wg + a5, —xp — 3]

y las fibras son w1 ([so, s1]) = V(sopo + s1p1) — B. Por la férmula grado-género, las
fibras tienen genero 1. Asi, hay ciclos. Para demostrar que hay ciclos desvanecen-

tes, el teorema fundamental de la teoria de Picard-Lefschetz nos dice que basta con

demostrar que
3 3
Ty + 25

3 3
Ty + 27

f=
tiene singularidades. En efecto,

Of _ (x5 +at)3ag — (wg + 3)3a5 (] — 25)3a

dxg (x5 + o) o (g at)?
of _ —(xg +x3)3a3

Ory (a3 +9)?

of 323

dxy  xd+ a3

Resolviendo para 0 se puede ver que [1,0,0] y [0,1,0] son puntos criticos.

2.4. Fibraciones de Lefschetz y orbitas adjuntas.

En esta seccién se enunciara el teorema que caracteriza las fibraciones de

Lefschetz simplécticas de las orbitas adjuntas.
Sea g un algebra de Lie y h C g una sunélgebra de Cartan de g. Recordemos que

una raiz de h es un funcional lineal o : h — C, a # 0, tal que el espacio de raices

go={X €g: VH € h,[H, X]=a(H)X} # {0}
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El conjunto de todas las raices es denotado por [ ]. La descomposicion de g en espacios
propios de ad(H), H € b, es dada por

g=b® > g

a€el]
Un elemento H € b es regular si o(H) # 0 para toda o € ] .

La restriccion de la forma de Cartan-Killing a b es no degenerada, por lo que podemos
definir, para cada a € [, H, € b por «(-) = (H,, ). El subespacio real generado por
H,, a € [], es denotado por hg. En la construccion candnica de u tenemos hr C iu
(u forma real compacta de g).

El siguiente resultado, por cierto muy reciente y de mucha importancia, mues-
tra que es posible definir una fibracion de Lefschetz simpléctica en las o6rbitas ad-
juntas de un algebra de Lie semisimple compleja, de dimension finita. Mas adelante
mostraremos la forma que da a la 6rbita adjunta estructura de variedad simpléctica.
La prueba de este Teorema, que es altamente no trivial, se sale del objetivo de este
trabajo.

Lo interesante del siguiente resultado, es que logra sumar a las 6rbitas adjuntas a
ejemplos de variedades simplécticas y uno de los resultados principales de esta tesis

es describir parte de la geométria de las 6rbitas adjuntas.

Teorema 2.24 [Gas16] Dado Hy € b y H € bg con H un elemento reqular. La
funcion altura fg : O(Hy) — C definida por

fu(x)=(H,x) x € O(Hy)

tiene un numero finito (= W|/|Whw,|) de puntos criticos aislados y define una fibra-

cion de Lefschetz simpléctica, por lo que las siguientes propiedades se mantienen:

1) Los puntos criticos son no degenerados (Hessiano no degenerado).

2) Si c1,co € C son valores requlares, entonces las variedades de nivel f*(c1) vy

fr'(c2) son difeomorfas.
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3) Existe una forma simplética Q@ en O(H,) tal que si ¢ € C es un valor regular,
entonces la variedad de nivel fg,l(c), es simpléctica, es decir, la restriccion de

Q a f;;'(c) es una forma simpléctica (no degenerada).

4) Sic e C es un valor critico, entonces fﬁl(c) es la union de subespacios afines
(contenidos en O(Hy)). Estos subespacios son simplecticos con respecto a la

forma € del item anterior.

En el teorema anterior ¥V denota el grupo de Weyl, el cual se define como
W = Norg(h)/Ceng(h) (Normalizador modulo Centralizador) o, equivalentemente,
el grupo generado por reflexiones con respecto a las raices. WV es finito.
A continuaciéon comentaremos un poco sobre las puntos criticos de f, a los que co-

rresponden fibras singulares de la fibracion y enunciaremos una serie de resultados.

Primero que todo, si A € gy x € O(H,), entonces [A, x] es un vector tangente

a O(Hy) en x y la diferencial de fy es dada por

(df)a([A,2]) = S, D0 g = (H[A,a]) = ([r, H] A). (26)

De esta expresion se sigue que fg es una funciéon holomorfa con respecto a la estruc-

tura compleja de O(Hy). En efecto,
(dfu)a(i[A, 2]) = (dfn)a([iA, ]) = ([x, H],iA) = i([z, H], A) = i(dfn).([A, z]).

Siendo una funcién holomorfa, el rango de fg con x € O(H,) (considerandola como
una funcién que toma valores en R? & C) es ya sea 0 o 2, dado que si (dfg).([A, x]) #
0 entonces i(df ). ([A, z]) # 0y estas dos derivadas generan a R* ~ C. En particular,
esto muestra que x € O(Hy) es un punto critico de fy si y solo si (dfy), = 0. Por
tanto, por la expresion 2.6 para la diferencial de fy, se deduce que x es un punto
critico, es decir, (dfy).([A, x]) = 0 para todo A € g siy solo si [A,z] = 0. Esto nos

permite ifentificar los puntos criticos.
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Proposicion 2.25 = es un punto critico para fy siy sdlo six € O(Hy)Nh =W-H,,
donde W es el grupo de Weyl. (En este punto se utiliza la hipdtesis de que H es

regular).

Demostracién.

Como se puede observa, x es critico si y solo si [z, H] = 0. Pero, como H es regular
su centralizador es en si la subalgebra de Cartan h. Se deduce que el conjunto de
puntos criticos es O(Hp) N h. Este conjunto es exactamente la 6rbita de Hy por la

accion de W.

Puesto que W es finito, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.26 FEl conjunto de puntos criticos de fg es finito.

2 0 0
Ejemplo 2.8 Sea Hy= | 0 —1 0 | €sl(3,C) y consideremos la orbita adjunta

0 0 -1
d@H().'

O(Hy) = {gHog™ ' : g€ SL(3,C)} C sl(3,C),

aqui SL(3,C) esta actuando sobre su respectiva dlgebra de Lie, sl(3,C), por conju-
gacion.

A € O(Hy) siy solo si (A—21)(A+1)=0(A estd descrita por el polinomio mini-

1 0 0
mal). Sea H= | 0 0 0 | y consideremos la funcion fy : O(Hy) — C, definida
00 —1

como ya sabemos por fy(A) = (A, H), donde (A, H) = tr(AHT) (forma de Cartan-
Killing).
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1 N Y2
Sea A = | 2 29 s € O(H,), entonces t’r(AﬁT) = 2x1 + 2, por lo

g2 k3 T — X2
que fr(A) = 2x1 + x5 (Note que tambien es posible describir O(Hy) como variedad

algebraica dentro de sl(3,C), por medio de los 9 polinomios que nos proporciona la
condicion (A —21)(A+1)=0).
En este caso el grupo de Weyl, W, permuta las entradas de la diagonal principal de

Hy, por lo que

2 0 0 -1 0 0 -1 0 0
W-Hy={|0 -1 0 |,] 0 2 0 |,] 0 =1 0]}
0 0 -1 0 0 —1 0 0 2

De este modo, por la proposicion 3.3, fg tiene tres puntos criticos (elementos de

W - Hy) y sus respectivos valores criticos son 3, 0 y —3.

1 0 0
Ejemplo 2.9 Considerando ahora H = Hy, donde Hy = | 0 —1 0 | € sl(3,C)

0 0 0
e 1mitando el mismo procedimiento del ejemplo anterior, vemos que en este caso,

fu(A) = x1 — xo. Tambien se puede ver facilmente que W - Hy o lo que es lo mismo,

el conjunto de puntos criticos de fy, es el conjunto,

1 0 0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 00 0 0 0 0
{lo -10|,]00 01,0 o0o0}f,] 0 1O0}|,]01 01],[0 =101/}
0 0 0 00 —1 0 0 1 0 00 00 —1 0 0 1

Los cuatro valores criticos asociados a estos puntos criticos son 2, 1, —1 y —2.
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Capitulo 3

Meétricas en grupos de Lie.

En esta seccion definiremos algunas estructuras adicionales que permitiran
relacionar las variedades simplécticas con la geometria compleja. De hecho, como
veremos a continuacion, las variedades simplécticas y las complejas son ejemplos
particulares de las denominadas variedades casi complejas. Si contamos con una
métrica hermitiana es posible definir, de manera sencilla, una 2-forma no degenerada
en la variedad compleja. Si esta forma, denominada forma asociada, es cerrada,

obtenemos una forma simpléctica que denominamos forma de Kahler.

Definicion 3.1 Una variedad de Riemanniana, es una variedad real suave M,
equipada con un producto interior g, sobre el espacio tangente T,M en cada punto
P, que varia de manera suave de punto a punto, en el sentido de que st X y'Y son

campos de vestores sobre M, entonces p — g(X(p),Y (p)) es una funcion suave.

La familia {g, } e de productos interiores es llamada métrica Riemanniana (tensor).
Una métrica Riemanniana (tensor) permite definir varias nociones geométricas en
una variedad Riemanniana, como angulos, longitudes de curvas, areas (o volimenes),
curvatura, gradientes de funciones y divergencia de campos de vectores.

De manera mas precisa, sip € M, g, : T,M xT,M — R es tal que: para cualesquiera

campos de vectores diferenciables X,Y sobre M, p — g¢,(X(p),Y (p)) define una
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funcion suave de M a R.

En otras palabras, una métrica Riemanniana es un (0, 2)-tensor simétrico que es
definido positivo (esto es, g(X, X)) > 0 para todo vector tangente X # 0).

En un sistema de coordenadas locales en la variedad M dada por n funciones con

valores reales x1, xo, ..., x,, los campos de vectores

9 .. 9
oxr, Oz,

da una base de vectores tangentes en cada punto de M. En relacion con este sistema

de coordenadas, las componentes del tensor métrico son, en cada punto p,

9i5(P) = 9p ((81)19’ (a%])) |

3.1. Estructura compleja.

Una variedad casi compleja es una variedad suave, equipada con una estructu-
ra compleja lineal suave en cada espacio tangente. La existencia de esta estructura es
una condicién necesaria, pero no suficiente, para que una variedad sea una variedad
compleja, es decir, cada variedad compleja es una variedad casi compleja, pero no al
revés. Las estructuras casi complejas tienen aplicaciones importantes en la geometria

simpléctica. De manera més formal se tiene la siguiente definicién.

Definicion 3.2 Una estructura cast compleja en una variedad M es un tensor
J de grado (1,1) tal que en cada punto p la transformacion lineal J, : T,M > T,,M

satisface Jg = —1. Al par (M, J) se le denomina variedad casi compleja.

Si M admite una estructura casi compleja, M es de dimension par. En efecto, su-
pongamos que M es n-dimensional, y que J : TM — T'M es una estructura casi
compleja. Si J? = —1 entonces det(J)? = (—1)". Pero si M es una variedad real,

entonces det.J es un nimero real, asi, n debe ser par. También se puede mostrar que
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M es orientable.

Las tinicas esferas que admiten estructuras casi complejas son S? y S®. En el caso de
S?, dicha estructura proviene de la estructura compleja de la esfera de Riemann. La
6-esfera, SO, considerada como el conjunto de los octoniones imaginarios de norma

1, hereda una estructura casi compleja que proviene del producto de octoniones.

Definiciéon 3.3 Una estructura compleja sobre un espacio vectorial real V' es un
endomorfismo lineal J de V tal que J> = —1, donde 1 es la transformacion identidad

enV.

Ejemplo 3.1

1. Un espacio vectorial real con una estructura compleja puede tener la estruc-
tura de un espacio vectorial complejo. Definimos la multiplicacion escalar por

numeros complejos como

(a+ib)X =aX +bJX, VX €V ya,beR.

2. Si tenemos un espacio vectorial complejo V' de dimension compleja n, podemos

definir un endomorfismo lineal J de V' por
J(X)=1iX, VX e V.

Entonces, V' considerado como un espacio vectorial real de dimension 2n, tiene

a J como su estructura compleja.

Proposicion 3.1 Sea J una estructura compleja asociada con un espacio vectorial
real 2n dimensional. Entonces existen vecores Xy, ..., X, de V tal que { X1, ..., Xp, J X1, ..., J X, }

es una base para V.
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3.2. Meétrica Hermitiana y variedad de Kahler.

Definicion 3.4 Una métrica Hermitiana es un producto interior h, definido sobre

un espacio vectorial real V' con estructura compleja J, tal que

MJX,JY)=h(X,Y)VX,Y €V y h(X,)Y)="1rY,X).
Lema 3.2 Para una métrica Hermitiana h, h(X, JX) =0 para cada vector X.

Demostracion.

WX, JX) = h(JX, J2X) = —h(JX, X) = —h(X, JX). 0

Proposiciéon 3.3 Sea h una métrica Hermitiana en un espacio vectorial real 2n
dimensional V' con estructura compleja J. Entonces existen vectores Xy, ..., X,, de'V

tales que

(X1, X, JX1, o TX0)

es una base ortonormal para V con respecto a h.

Una variedad Hermitiana es el andlogo complejo de una variedad Riemanniana. Mas
precisamente, una variedad Hermitiana es una variedad compleja con un producto
interior Hermitiano que varia suavemente en cada espacio tangente (holomorfo).
También se puede definir una variedad Hermitiana como una variedad real con una
métrica Riemanniana que conserva una estructura compleja, de manera mas formal,

se tiene la siguiente definicion.

Definicion 3.5 Una variedad Hermaitiana, M, es una variedad suave junto con
un par (J, h) consistente de una estructura compleja y una métrica Hermitiana en el

espacio tangente T'M.

Una estructura Hermitiana define en M una 2-forma diferenciable w(X,Y’) = h(X, JY),

la cual es llamada la 2-forma canonica de la varieda Hermitiana M.
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De lo anterior, podemos introducir el concepto de variedad de Kdahler. Como las
variedades de Kdahler estdn equipadas con varias estructuras complejas, se pueden
describir desde varios puntos de vista, como lo son: desde el punto de vista simpléc-
tico y desde el punto de vista complejo. De esta manera, se tienen las siguientes

definiciones, desde el punto de vista simpléctico y complejo respectivamente.

Definicion 3.6 Una variedad Kahler es una variedad simpléctica suave (X,w)
equipada con una estructura compleja integrable J que es compatible con la forma

simpléctica w, lo que significa que la forma bilineal
9(u,v) = w(u, Jv)

sobre el espacio tangente de X en cada punto es simétrica y definida positiva (y, por

tanto, es una métrica Riemanniana sobre X ).

Definicion 3.7 Una variedad de Kahler es una variedad compleja suave X con
una métrica Hermitiana h cuya 2-forma asociada w es cerrada. Con mds detalle, h
proporciona una forma Hermitiana definida positiva sobre el espacio tangente T'X

en cada punto de X, y la 2-forma w es definida por
w(u,v) = Reh(iu,v)

para vectores tangentes. Para una variedad de Kahler X, la forma de Kahler w es

una (1,1)-forma real y cerrada.

Una variedad de Kahler también se puede ver como una variedad Riemanniana, con

la métrica de Riemann definida por
g(u,v) = Reh(u,v).

Ahora estamos en condiciones de definir la 2-forma simpléctica que permite definir,

en elTeorema 2.24, una fibraciéon de Lefschetz teniendo como espacio total la érbita
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adjunta de un algebra de Lie semisimple compleja.
Sea g un algebra de Lie semisimple compleja con forma de Cartan-Killing (X, Y) =
tr(ad(X)ad(Y)) € C, y G un grupo de Lie conexo con algebra de Lie g. Sea Hy € b.

La orbita adjunta de Hy sabemos que esta definida por

Fijemos una subélgebra de Cartan h C g y una forma real compacta u (la forma de
Cartan-Killing restricta a u es definida negativa) de g. Asociados a estas subéalgebras
existen los subgrupos T' = (exph) = exph y U = (expu) = expu. Denotemos por 7 la
conjugacion asociada a u, definida por 7(X) =X si X euy 7(Y)=-Y si Y € qu.
Por lo tanto, Si Z = X + Y € g con X,Y € u entonces 7(X +iY) = X —iY. En

este caso, H, : g x g — C definida por
H(X,Y)=—(X,7Y)

es una forma Hermitiana ([SM99|, Lema 12.7) en g. Escribimos la parte real e ima-

ginaria de ‘H como
HX,)Y)=(X,Y)+iQX,Y) X, Y €g.

La parte real (- ,-) es un producto interior y laparte imaginaria 2 es una forma

simpléctica en g. En efecto, se tiene que
0#£iH(X,X)=H(EX,X) =iQ30X, X),

esto es, Q(iX, X) # 0 para todo X € g, con lo cual se muestra que {2 es no dege-
nerada. Mas atun, d) = 0 por tanto €2 es una forma bilineal constante. El hecho de
que Q(iX, X) # 0 para todo X € g garantiza que la restriccion de € a cualquier
subespacio complejo de g es tambien no degenerada.

Ahora, los espacios tangentes a O(Hj) son subespacios vectoriales complejos de g.
Por tanto, el pullback de €2 por la inclucion O(Hy) < g define una forma simpléctica

en O(Hy), la que da a O(H,) estructura de variedad simpléctica.
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Ejemplo 3.2 Cuando g = sl(n,C) se tiene que:
a) (-,-) es un multiplo (constante) de la forma tr(XY').
b) Una eleccion candnica de by es la subdlgebra de matrices diagonales.

c) Con esta eleccion de b las raices son los funcionales lineales a;j(diag{as, ..., a,}) =
a;—aj, i # j, Con @qo,, los subespacios generados por las bases elementales dadas

por las marices E;; (matrices de 1 en la entrada ij y 0 en el resto).

d) u=su(n), el dlgebra (real) de matrices anti-Hermitianas. En este caso 7(Z) =
—ZT, Z € sl(n,C) y la forma Hermitiana asociada es un multiplo de H,(X,Y) =
r(XY").

e) H € b es regqular si y solo si sus autovalores son todos distintos.

f) W es el grupo de permutaciones de n elementos, que actua sobre b permutando

las entradas de sus diagonales.

g) Si H € by entonces O(H) es conjunto de matrices diagonalizables que tienen

los mismos autovalores que H.



Capitulo 4

Dedales Lagrangeanos reales en

fibraciones de Lefschetz.

En este capitulo, dada una fibracion de Lefschetz simpléctica, descibimos sub-
variedades Lagrangeanas de ella. A tales subvariedades le damos el nombre de deda-
les Lagrangeanos. Junto a estas tambien se obtienen los llamados ciclos evanecentes

Lagrangeanos.

4.0.1. Dedales Lagrangeanos reales.

La siguiente es la descripcion de subvariedades Lagrangeana de una variedad
simpléctica. Nuestra idea se basa en las siguientes generalidades:
Consideremos una fibracion de Lefschetz simpléctica f : N — C, donde N es una
variedad compleja suave (dimcN = n), con métrica Hermitiana M (- ,-), estructura
compleja J y forma simpléctica Q(- ,-). Escribamos f = f; +ify y sea V una
subvariedad Lagrangeana que contiene un punto critico x de f, al cual corresponde
una fibra singular de la fibraciéon. Sea g = g1 + g la restriccion de f a V. Tomemos
los siguientes campos gradientes

Fy = gradfi, F> = grad fa, G1 = gradg: y G = gradgs.
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Como f es una funcion holomorfa, df (Jv) = idf(v) si v es un vector tangente. Esto
significa

dfy(Jv) + idfy(Jv) = idfi(v) — dfa(v)
asi dfy(v) = —df1(Jv). Es decir, M (Fy,v) = —M(Fy, Jv) = =M (JFy,v), con lo que
se muestra que

Fy=—-JF, F)=JFk;.

De estas igualdades se sigue que x es un punto critico de f si y sélo si x es un punto
critico de f; y fo. Los Hessianos de f; v fo en el punto critico x se relacionan de la
siguiente manera: Si A y B son campos vectoriales, entonces
Hessfi(A, B) = BAf; = BM(Fy, A)

= BM(Fy, JA) = B(JA)f,

= Hessfy(JA, B).
Si f tiene puntos criticos aisladas, entonces ambas, f; y f2 son funciones de Morse.
La relacion entre los Hessianos muestra que cada punto critico tiene indice 0 (= di-

mension de la parte definida positiva menos dimension de la parte definida negativa).

De hecho, si Hessf1(A, A) > 0 entonces
Hessfi(JA, JA) = Hessfo(—A, JA) = —Hess fo(JA, A) = —Hess f1(A, A)

asi la parte definida positiva y la negativa tienen la misma dimension.
Para obtener la relacion entre F; y G; observese que, dado que V' es una subvariedad

Lagrangeana, el espacio tangente a N en un punto y € V' se descompone como
IWN=TV&JIV yecV,

pues JT,V es el complemento ortogonal con respecto a la métrica M(-,-), de T,V.

De hecho, si u,v € T,V entonces
M (u, Jv) = —Q(u,v) =0
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por tanto los subespacios T,V y JT,V son ortogonales y tienen la misma dimension,
luego son complementarios. En consecuencia se tiene la siguiente relacion entre Fj y

G; sobre puntos de V.

Proposicion 4.1 Siy € V entonces Fi(y) = G1(y) — JGa(y) y Fo(y) = Ga(y) —
JG1(y)

Demostracion.
Para el caso de F} tomamos la descomposicion Fi(y) = u+ Jv € T,V & JT,,V. Dado
que g; es la restriccion de f; a V, se deduce que (dfy),(w) = (dg1),(w) st w € T,V.

De esta manera, para w € T,V
(dg1)y(w) = (dfr)y(w) = M(Fi(y), w)
= M(u+ Jv,w) = M(u,w)

y vemos que u = G1(y). Ahora tomemos Jw € JT,V. Asi que,

(dfv)y(Jw) = —=(df2)y(w) = —(dg2)y(w)
= —M(Gs(y), w)

y M(Fi(y), Jw) = =M (Ga(y), w), es decir,
M(v,w) = M(Jv, Jw) = =M (Gs(y), w).
Como w es arbitrario, esto muestra que v = —G5(y). Asi, paray € V
Fy= —JF = —J(Gy — JGs) = Gy — JG.

O
De la anterior proposicion se puede ver que si Gy = 0, entonces I} = G y, en

consecuencia Fj es tangente a V. De esto se tiene el siguiente corolario.

Corolario 4.2 §i la parte imaginaria de f = f1 +1fs es constante sobre la subva-

riedad Lagrangeana, entonces gradf; es tangente a V.
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En consecuencia, obtenemos un método para construir variedades (suaves) estables e
inestables de grad f; en una singularidad z. Definamos antes los conceptos de variedad

estable e inestable.

Definiciéon 4.1 Sea E una variedad (compleja) suave, X un campo de vectores sobre

E ype E. Se define la variedad estable de X,, como el conjunto

V];r ={rek: tliglo ¢.(t) = p, para alguna curva integral ¢, de x},
en forma andloga la variedad inestable de p se define como

V, ={z€E: tgr_noo ¢x(t) = p, para alguna curva integral ¢, de x}.

Proposicion 4.3 Sea V una subvariedad (suave) Lagrangeana que contiene un pun-
to critico x de la funcion f = fi +ify que define una fibracion de Lefschetz. Supon-
ga que fy es constante sobre V' y que la restriccion del Hessiano, Hess(f)(z) a el
subespacio tangente T,V es definido negativo (respectivamente positivo). Entonces,
la variedad estable (respectivamente inestable) de Gy en V' es un subconjunto abierto

de la variedad estable (respectivamente inestable) de F;.

Demostracion.
El Hessiano de g; es la restriccion a T,V de el Hessiano de f;. La hipotesis garantiza
que el punto fijo z es un atractor (respectivamente repulsor) de G; = gradg;. En
consecuencia, en el caso definido negativo, la variedad estable de G; es un subcon-
junto abierto en V' que contiene a x. En este conjunto abierto F}, coincide con (7,
ya que por hipotesis fy es constante sobre V', esto es, Gy = 0. Por tanto, la variedad
estable de (G; esta contenida en la variedad estable de F}. Un argumento similar se
usa para el caso definido positivo.
O
Dado que los niveles de una funcién de Morse en una vecindad de una sin-
gularidad atractora o repulsora son esferas (por el lema de Morse), esta proposicion

tiene la siguiente consecuencia.
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Corolario 4.4 Bajo las hipdtesis de la proposicion 4.4, tomado un nivel g7 {c} =
fit(e) NV con ¢ cerca a gi(v) = fi(z) y c < gi(x) en el caso definido negativo vy
c> gi(z) en el caso definido positivo. Entonces, gy *{c} es homeomorfo a una esfera

de dimension dimV — 1.

La esfera g;'{c} es una subvariedad Lagrangeana de el nivel f~'{c} (ya que en la
proposicion 4.4 tomamos la hipotesis de que g es constante). En otras palabras, se
han contruido esferas Lagrangeanas dentro de las fibras regulares y tales esferas son
los ciclos evanecentes, la dimension de tales esferas es n — 1 real, es decir, la mitad

de la dimencion de la fibra regular.

Lema 4.5 [ABKP00] Sea f : N — C wuna fibracion de Lefschetz, sean N, una

fibra reqular y N; una fibra singular de dicha fibracion, entonces existe una retraccion

ri : N, — N; para cada fibra singular N;.

Definicion 4.2 Un ciclo evanecente geométrico es una esfera Lagrangeana o €

N, tal que r;(c) es un punto.

N7

D I
a

La siguiente idea es para construir un dedal Lagrangeano teniendo como frontera la

esfera g; ' (c) contenida en la subvariedad Lagrangeana V.
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Una fibraciéon simpléctica con espacio total E tiene una coneccién natural V.
En cada punto de la fibracién tomamos como V,, el espacio horizontal definido como
el ortogonal simpléctico a la fibra £, en p.

Sabemos que cada conexion determina un transporte paralelo. De nuestra construc-
cion resulta que el transporte paralelo de un ciclo a via V, sobre la fibra regular
hasta la singularidad, coincide con el transporte de o via grad f;.

Para esto, observe que para cualquier y € N, el ortogonal simpléctico de la
fibra ®, = f~1(f(y)) es generado por Fy = gradf; y Jgradf; = —gradf, = —F,. En
efecto, Fi(y) es ortogonal a T,®,, ya que es su gradiente. Sin embargo, ®, es una
subvariedad compleja, asi Q(Fi(y),v) = M (Fi(y), Jv) = 0siv € T,P,. Esto muestra
que

QJFi(y),v) = M(JFi(y), Jv) = M(Fi(y),v) =0

si v € T,®,, lo cual muestra que Fi(y) y JFi(y) generan el ortogonal simpléctico de
d

Y-

En consecuencia se obtiene el siguiente dedal Lagrangeano para f.

Proposicion 4.6 Bajo las hipdtesis de la proposicion 4.4, tomando ¢ cerca de fi(x) =

g1(x). se tiene que
gtle gi(@)] = ftle, Alz) NV

(en el caso definido negativo) o g7 '[g1(x),c] = fi[fi(z),c] NV (en el caso defi-
nido positivo) es homeomorfo a una bola cerrada en R¥™V . Esta bola es un dedal

Lagrangeano.

Demostracién.

En el caso definido negativo, g;*[c, g1(z)] es el dedal Lagrangeano obtenido por el
transporte paralelo de la esfera Lagrangeana g~'{c} a lo largo del segmento de linea
[c, g1(x)] C R. En efecto, si s € [c, g1(7)] v z € g7 ' {s} entonces la elevacion horizontal

del vector % es un multiplo de Fj(z). Esto pasa porque la elevacion horizontal es un

64
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vector W = aFy(z)+bJFi(z) con a,b € R, tal que df,(W) = (df).(W) +i(df2).(W)
es real. Por tanto, df,(W) coincide con (dfy).(W). Esto implica que (dfs),(W) = 0,

es decir,

0= M(F,, W) =—-M(JF\(2),aF(2) + bJFi(2))
= —bM(JFy(z), JFi(2))

y en consecuencia, b = 0.
En el caso definido negativo el coeficiente a > 0, ya que f; crece en la direccion de
Fi.
Por tanto, el transporte paralelo de un punto de g;'{c} a lo largo del segmento
[c, g1(z)] sigue las trayectorias de F (reparametrizado). Tales trayectorias convergen
a z, asi, la unién de los transportes paralelos de s € [c, g1(z)] es la bola g; e, g1 ()] =
fitle, i) N V.
El mismo argumento se usa en el caso definido positivo, con —F} en lugar de F}.
OJ

Cabe destacar que el numero de esferas Lagrangenas halladas en este caso
en las fibras regulares de una fibracion de Lefschetz, es igual al nimero de puntos
criticos de la fibracion, ya que cada esfera corresponde al borde (o frontera) del dedal
Lagrangeano (bola).

De la anterior construccion se tiene la siguiente definicion.

Definicién 4.3 Un dedal Lagrangeano dentro de una subvariedad (suave) estable o
inestable, construido como en la proposicion 4.6, serd llamado un dedal Lagrangeano real,

ya que se obtiene elevando una curva horizontal real.
En definitiva, hemos obtenido:
» Ciclos evanescentes Lagrangeanos (esferas).

» Dedales Lagrangeanos (bolas).
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Como una aplicacion de lo anterior, ahora se puede describir parte de la geometria
de las orbitas adjuntas de un &lgebra de Lie, es asi como concluimos este trabajo

enunciando el siguiente teorema

Teorema 4.7 ( E Gasparim, A Nisperuza, L San Martin.) Sea O(H) una or-
bita adjunta de un dlgebra de Lie semisimple compleja de dimension finita y f :
O(H) — C un potencial holomorfo. Entonces, para puntos criticos de f, existen

ciclos evanescentes Lagrangeanos con sus respectivos dedales Lagrangeanos reales.

Observacion 4.1 Para una fibracion de Lefschetz sobre una variedad compacta,
una consecuencia del teorema fundamental de la teoria de Picard-Lefschetz es que
a cada singularidad corresponde un ciclo evanescente (topoldgico), pero el teorema
no garantiza existencia de ciclos evanescentes en el caso no compacto. Lo novedoso
de nuestro trabajo es que garantiza existencia de ciclos evanescentes en el caso no
compacto, mas aun, dichos ciclos son Lagrangeanos, asi como son Lagrangeanos sus

correspondientes dedales.
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Conclusiones

El objetivo de este trabajo se centré basicamente en encontrar subvariedades Lagran-
geanas de variedades simplecticas (dedales reales), que como habiamos mencionado
en un principio, no es una tarea facil desde el punto de vista de la geometria simplec-
tica. En particular se ha mostrado que, dada una fibracién de Lefschetz, f : N — C,
haciendo la parte imaginaria de esta funciéon constante y al tomar niveles de valores
regulares, estos niveles son esferas sobre las fibras regulares, y al transportar tales
ciclos o esferas a través de fibras regulares hasta una fibra singular, se generan los
llamados dedales, que como se mostro son Lagrangeanos (bolas) en el espacio total
N. Los ciclos evanecentes (borde del dedal) son esferas reales y tales esferas son
Lagrangeanas en las fibras regulares y los dedales mismos son Lagrangeanos en el
espacio total (Cororario4.4, Proposicion 4.6).

Por otra parte, usando teoria de Lie, en los Teoremas 2.24 se presenta una forma
de definir fibraciones de Lefschetz simpléctica teniendo como espacio total a las 6r-
bitas adjuntas de un algebra de Lie semisimple compleja, de dimension finita de un
algebra de Lie g. Nuestras variedades Lagrangeanas fueron encontradas en las fibras
regulares de una fibracion de Lefschetz simpléctica y tambien en su espacio total,
es decir, tenemos la méquina para construir fibraciones de Lefschetz simpléctica y
el resultado que nos dice donde encontrar subvariedades Lagrangeanas cuando se
tienen este tipo de fibraciones. Por dltimo, como aplicacion de este trabajo, se ha
logrado describir parte de la geométria de las érbitas adjuntas de un algebra de Lie

semisimple compleja, de dimension finita.
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