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Introduccion

La Teorfa Espectral de Grafos es el estudio del comportamiento de los autovalores
de matrices asociadas a un grafo. Estas matrices pueden ser: la matriz de adyacencia,
la matriz Laplaciana, la matriz de Randi¢ y la matriz Laplaciana sin signo. Los auto-
valores de estas matrices se relacionan con invariantes del grafo, entre ellos, distancia
media, didmetro, radio y nimero cromético. Asi, ellos pueden dar valiosa informacién
respecto del grafo o acerca de alguna aplicacién que es modelada por este.

Es reconocido, alrededor de los iltimos 12 anos que el espectro de grafos ha tenido
varias aplicaciones importantes en ciencia de la computacién. El espectro de grafos
surge en la literatura sobre tecnologias de internet, patrones de reconocimiento, min-
erfa de datos, multiprocesador de sistemas, bases de datos estadisticos y en muchas
otras dreas. El mayor autovalor de un grafo, es decir el indice de un grafo es presenta-
do como un muy importante invariante espectral. El indice de un grafo es un "valor
medio dindmico" de los grados de sus vértices pues no solo toma en cuenta los grados
de los vecinos inmediatos de un vértice si no que también da cuenta del grado de los
vecinos de los vecinos, de los vecinos de los vecinos de los vecinos, etc.

Los drboles son grafos conectados aciclicos. Todo grafo posee a un drbol como sub-
grafo. Esto permite una aproximacion por darboles al estudio de grafos méds complejos.
El indice es también una medida de la extensién de la ramificacion de un grafo, en
especial de un drbol. Este autovalor de la matriz de adyacencia juega un importante
rol en la modelacién de propagacion de un virus en las redes computacionales. Mien-
tras mas pequeno sea el indice de un grafo que representa a la red de trabajo, estard
mds protegida contra la propagacién de posibles virus.

Este Trabajo de Tesis consta de 4 capitulos, en el primer capitulo son revisados
notaciones y conceptos de Teorfa de Grafos, Teoria de Matrices y de Teoria Espectral
de Grafos que serdn utilizados en el desarrollo de la Tesis. El capitulo 2, es un resumen
de resultados sobre cotas superiores e inferiores del indice de un grafo y sobre cotas
superiores e inferiores para el mayor autovalor Laplaciano sin signo de este. En el
capftulo 3, como aplicaciéon de un Teorema de Deutsch, se obtienen cotas superiores

e inferiores para el indice de ciertos grafos. Este Teorema nos permite caracterizar los



grafos que alcanzan las cotas obtenidas, es decir los grafos en una familia de grafos
con indice maximo y minimo. Dichos grafos coinciden con los grafos de la familia
con mayor autovalor Laplaciano sin signo, méximo y minimo, respectivamente. En
el capitulo 4, se obtiene una completa caracterizacién del grafo con el mayor indice
y mayor autovalor maximal Laplaciano sin signo dados, el nimero de vértices y una
cota superior al menor nimero de vértices que es necesario retirar para obtener un
grafo bipartita. En este capitulo ademds se estudian cotas inferiores para el indice
de un grafo como una aplicacién del teorema de intercalamiento de autovalores para

matrices simétricas demostrado por W. Haemers.



Capitulo 1
Preliminares y resultados previos.

Sea A un conjunto y denotemos por [.A}k al conjunto de todos los conjuntos con
exactamente k elementos provenientes de A. Un grafo G es un par de conjuntos
(V(G),£(Q)) tales que £ (G) C [V (G)). Los elementos de V(G), o V, se llaman
vértices y los elementos de € (G), o V, se llaman lados o aristas del grafo. Los grafos
se representan por medio de una composicién de lineas y puntos. Si |V| =ny || = m,
decimos que G tiene orden n y tamano m y lo llamamos (n,m)-grafo. Un vértice
v € V es incidente con un lado e € £ si v € e. En ese caso también decimos que e
incide con v. Si los vértices v y w inciden con un lado e del grafo entonces v y w son
los extremos de e. Un lado con extremos x e y es generalmente denotado por zy o yx.
Dos vértices distintos x e y son adyacentes o vecinos en G si xy € £. Decimos que

dos grafos G; = (V1,&1) vy Ga = (Va, &) son isomorfos, si existe biyeccion
(ol Vl e Vg

tal que uwv € & <= p (u) ¢ (v) € &. Si G y G5 son isomorfos, escribimos G = Gs.
Una funcién cuyo argumento son grafos y que asigna un mismo valor a grafos isomorfos
es llamada pardmetro de grafo. Por ejemplo el niimero de vértices, el mimero de lados y
el niimero méaximo de pares de lados adyacentes. Un grafo es llamado completo si cada
par de vértices distintos, son adyacentes y el grafo completo con n vértices es denotado
por K,. Un grafo sin lados, pero con al menos un vértice es denominado vacio. El

grafo sin vértices es llamado grafo nulo. Un grafo H es un subgrafo de un grafo G si los



conjuntos de vértices y de lados de H son subconjuntos de los vértices y de los lados
de G, correspondientemente. Si el conjunto de vértices de H coincide con el conjunto
de vértices de G llamamos a H, subgrafo generador de GG. Decimos que H es subgrafo
inducido de G si el conjunto de aristas de H coincide con el subconjunto aristas de G
cuyos vértices estdn en H. Dado U C V), el subgrafo inducido por U, es el grafo cuyo
conjunto de vértices es U y tiene como aristas el subconjunto de aristas de G cuyos
vértices estan en U. Este subgrafo es denotado por G [U]. Si H es un subgrafo inducido
de G el cual tiene alf C V como conjunto de vértices entonces el complemento de H en
G es el subgrafo inducido G [V\U|. Ciertos tipos de subgrafos surgen frecuentemente;
entre estos estan: un clique el cual es un subgrafo completo, este es necesariamente un
subgrafo inducido. Un conjunto de vértices que induce un subgrafo vacio es llamado
conjunto independiente. El nimero de vértices en un conjunto independiente méximo
de G es llamado el nimero de independencia de G y es denotado por a (G). El orden
del mayor clique de G es llamado el nimero de clique de G y es denotado por w (G).
Una cobertura K en un grafo GG es un conjunto de vértices tal que cada arista de G es
incidente con al menos un vértice de K. Una cobertura K es minima si no existe otra
cobertura K’ en GG con estrictamente menor nimero de vértices que K; es minimal
si no hay ninguna cobertura K; de G contenida propiamente en K. Observar que si
K es una cobertura minima entonces es cobertura minimal. El nimero de vértices de
una cobertura minima de G es el nimero de cobertura de G y es denotado por (5 (G)
para cualquier grafo con n vértices se cumple, « (G) + 3 (G) = n, ver en [3].

Un grafo es bipartita si su conjunto de vértices puede ser dividido en dos sub-
conjuntos no vacios X e Y de forma que los extremos de cada arista de G sean de
conjuntos distintos. El par (X,Y) es llamado una biparticion del grafo. Un grafo bi-
partita con biparticién (X,Y") es denotado por G (X, Y). Un grafo bipartita G (X,Y)
es completo si cada vértice de X es adyacente a todos los vértices de Y. Si G (X,Y) es
completo con | X| =py |Y| = ¢, entonces G (X,Y) es denotado por K, ,. Un camino
de longitud r desde x a y en el grafo es una secuencia de r + 1 vértices distintos
partiendo de x y llegando a y tal que vértices consecutivos son adyacentes. Si hay
un camino entre dos vértices arbitrarios de un grafo G entonces G es conectado, de

otra forma es desconectado. Un subgrafo inducido de G que es maximal con respecto



a ser conectado es llamado una componente conexa de GG o simplemente una compo-
nente de G. Un ciclo es un grafo conectado donde cada vértice tiene exactamente dos
vecinos. La longitud de un ciclo es su nimero de aristas: Un ciclo de longitud n es
denotado por C),. Un grafo aciclico es aquel que no posee ciclos. Un grafo conectado
aciclico es llamado un drbol y un grafo aciclico es llamado un bosque pues cada com-
ponente es un drbol. Un grafo es llamado ¢-regular si cada vértice tiene g vecinos. El
complemento G de un grafo G tiene el mismo conjunto de vértices que G, donde dos
vértices seran adyacentes en G si y solo si no lo son en G. Una coloracién propia de
G es una funcién de V sobre un conjunto finito de colores tal que a ningin par de
vértices adyacentes le son asignados el mismo color. El menor valor £ tal que G pueda
ser propiamente coloreado con k colores es llamado el nimero cromdtico de G'y es
denotado por x (G). El conjunto de vértices de un color particular es llamado clase de
coloracion y es un conjunto independiente. Si G es bipartita con al menos una arista,
entonces x (G) = 2. Si x es un vértice de G, el nimero de aristas incidentes con z en
G es llamado el grado o valencia de G y es denotado por d, o por d(z). El minimo y
el méximo grado de los vértices de G son denotados por § (G) (0 §) y A(G) (o A),
respectivamente.

El grafo de lineas de un grafo G es el grafo £ (G) con las aristas de G como sus
vértices, y donde dos aristas son adyacentes en £ (G) si y solo si tienen un vértice en
comuin en G. La estrella K ,, tambien denotada por S,.i, tiene el grafo completo
K,, como su grafo de lineas. El camino P, tiene grafo de lineas al camino P, ;. El
ciclo C,, es isomorfo a su propio grafo de lineas. Si G es g-regular, entonces L (G)
es (2q — 2)-regular. Reciprocamente, si £ (G) es regular entonces G es regular o un
grafo bipartita G (X,Y), donde cada vértice en X tiene valencia p y cada vértice en
Y tiene valencia ¢, ver en [15]. Un conjunto de aristas de corte en un grafo G es
un conjunto de aristas cuya eliminacién incrementa el nimero de componentes de G.
En un grafo conectado G la conectividad por arista es el menor nimero de aristas
en un conjunto de aristas de corte y es denotado por 1 (G). Si un simple lado e
forma un conjunto de aristas de corte, entonces e es llamado un puente o un lado de
corte. Como el conjunto de lados adyacentes a un vértice es un conjunto de corte, la

conectividad por aristas de un grafo no es mayor que el minimo de los grados, ver en



[15]. Un conjunto de vértices de corte en un grafo G es un conjunto cuya eliminacién
incrementa el nimero de componentes de G. La conectividad por vértices de un grafo
conectado GG es el mimero minimo de vértices en un conjunto de vértices de corte
y es denotado por kg (G). Los grafos completos no poseen conjunto de vértices de
corte pero por convencién se tiene que kg (K,) es n — 1. De manera similar en [13]
se ha definido la bipartividad por vértices de G como el menor nimero de vértices
cuya eliminacién convierte el grafo en un grafo bipartita y es denotado por v, (G). La
bipartividad por aristas de GG es el menor nimero de lados cuya eliminacién convierte
a G en un grafo bipartita y es denotada por €, (G). Para un grafo G, la desigualdad
vy (G) < €, (G) se cumple, ver en [13]. Un conjunto dominante en G es un conjunto de
vértices, U, tal que cada vértice que no estd en U es adyacente a un vértice en . La
menor cardinalidad de un conjunto dominante es llamada el nimero de dominacion
de G, y es denotada por v (G). Si G es conectado con n vértices entonces v (G) < 7,
ver en [3]. Un conjunto (k,7)-regular en G es un conjunto de vértices S tal que
G [S] es un subgrafo inducido s-regular donde cada vértice que no estd en S tiene
exactamente 7 vecinos en S. Un matching N en un grafo G es un conjunto de lados
que no tienen un vértice en comun. El tamano de un matching es su nimero de lados.
Un vértice contenido en una arista de N es cubierto por N. Un matching que cubre
cada vértice de G es un matching perfecto o un 1-factor. Claramente, un grafo que
contiene un matching perfecto tiene un niimero par de vértices. Un matching mdzimo
es un matching con el mayor nimero posible de lados. Un matching N de G es un
matching inducido dominante (DIM) de G si cada arista de G, ya sea en N o no,
comparte un vértice extremo con exactamente una arista en N. Un DIM es también
llamado conjunto dominante eficiente de aristas. Observe que si N es un DIM de
G, entonces existe una particiéon de V(G) en dos subconjuntos disjuntos V(N) y R,
donde R resulta ser un conjunto independiente pues dos vértices conectados de R
incidirfan en una arista sin extremos en V.

Sean G y H dos grafos con conjuntos de vértices disjuntos. La union G U H es el
grafo con la unién de los vértices de G 'y H como conjunto de vértices y la unién de

las aristas de G y H como conjunto de aristas. En la misma forma, el join de Gy H

es el grafo G U H el cual consiste del grafo G U H incrementado con todas las aristas



xy de modo que uno de sus vértices extremo sea de G y el otro de H. El join de G y
H (o de H y G) es denotado por GV H.

Realizando previamente un etiquetado de sus vértices, a un grafo le pueden ser
asociadas diversas matrices. La matriz de adyacencia de un grafo con n vértices, G,

se denota por Ag = (a;;) y es una matriz de n x n, donde

1 si vw; e
aij =
0 otro caso.

Sean A1 > ... > ), los autovalores de la matriz Ag, al notar que Ag es una matriz
n

no negativa, simétrica con diagonal nula vemos que >  \; = 0 y via la norma de

=1
Frobenius de Ag, ver en [20], cuando G es un (n, m)-grafo, se cumple

> N =2m. (1.1)
=1

La matriz de grados de los vértices, Dg es la matriz diagonal de n x n cuya i-ésima
entrada diagonal es el grado del vértice v;. Una consecuencia del Teorema de Gers-
gorin, ver en [29], es que las matrices L = Dg — Ag vy Q¢ = Dg + Ag son positivas
semidefinidas, ver en [9, 5]. Nos referiremos a estas matrices como las matrices Lapla-
ciana y Laplaciana sin signo de G, respectivamente. Sus espectros (multiconjunto o
lista de autovalores) son llamados el espectro Laplaciano y el espectro Laplaciano sin
signo de GG. Observemos que 0 es siempre un autovalor Laplaciano cuya multiplicidad
corresponde al nimero de componentes de GG, ver en [14], con e el vector solo de unos
como autovector asociado. Hay numerosos resultados sobre el radio espectral de L,
ver en [2, 11, 22, 23], para encontrar cotas inferiores y superiores.

De ahora en adelante, s; > s; > ... > s, representan los autovalores Laplaciano
sin signo de G. En general, para cualquier matriz real simétrica M, denotamos por
Ai (M) su i-ésimo mayor autovalor y por o, su espectro. Si « es un autovalor de M y
x uno de sus autovectores, decimos que (o, x) es un autopar de M. El radio espectral
de M es el mayor médulo entre los médulos de los autovalores de M y es denotado
por p,,;. Esto es,

py = max{|A| : A € op}



Si M = Ag, el espectro es denotado por o y llamado el espectro de G, sus elementos
son llamados autovalores de G.

Denotamos por J,, la matriz de solo unos de orden p x ¢. Si ¢ = 1, simplemente
escribimos J,,. Considerando un grafo G de orden n y un subconjunto de vértices S C
V(G), el vector caracteristico de S es el vector columna n-dimensional x(S5) € {0,1}"

cuyas componentes ordenadas son x;(5), x2(5), ..., x,(5), donde

1 si telS
S:
) {0 si t¢ S

Sea 1 <t < n. Denotamos por D(x(5)), la matriz diagonal de n x n cuya t-ésima

entrada diagonal es x,(5).

1.1. Un resultado de Emeric Deutsch

Es bien conocido que la raiz de Perron (o autovalor maximal) de una matriz no
negativa irreducible M se encuentra entre la menor y la mayor suma fila de M. Ver
en [25]. En [12] este resultado es generalizado al caso de una matriz M particionada

en bloques. El autor ha demostrado el siguiente resultado.

Teorema 1.1 [12, Proposicion 1]Sea

My My ... My,
M21 M22 M2k;

M= : : : (1.2)
Mkl R Mkk:

una matriz no negatia irreducible de orden n x n, donde M;; es una submatriz de
orden n; x nj (1 <1i,j <k). Claramente, ny + ng + ... + ny = n.
Sean &;; y vij la menor y mayor suma fila de M;;, respectivamente. Consideramos las

matrices
Q (M) = (fij)lgz’,jéw F (M) = (vij)i< <

10



Entonces

La igualdad ocurre si y solo si

Para un grafo G, usamos m,(G) (respectivamente, 7,(()) para denotar la ¢t-ésima
suma fila de Ag (respectivamente, Q). Sea 1 < ¢ < n, notar que 7;(G) (respectiva-
mente 7;(Q)), corresponde al grado del ¢-ésimo vértice de G (respectivamente, a dos
veces el grado del t-ésimo vértice de G).

En consecuencia

max{m(Q) : 1 <t <n}=2A min{m;(Q) : 1 <t <n} =206.

Observacii£in 1.1 Observemos que para la matriz M en (1.2) podemos considerar
k

la suma de la i-ésima fila de bloques, M; = > M;;, ademds la matriz diagonal de
sumas fila de M;, de orden n; X n;, R;, donzlglel t-éstmo elemento diagonal de R;
es la t-ésima suma fila M;. Al definir R = diag (R1, Rs, ..., Ry), vemos que R no es
mds que la matriz de las sumas filas de M. El teorema anterior puede ser aplicado

en la matriz particionada N = R~*M R, oteniéndose del Teorema de Deutsch que

Pany = Py < Pr(ny)-

El siguiente ejemplo muestra que estas cotas no necesariamente son mds ajustadas

que las del Teorema 1.1.

Ejemplo 1.1 Considerar la particion de la matriz

010001
100100

M:000001:<M11M12>
010010 My Myy)'
000101
101010

11



donde

0
0
0

1

1

0
1

1

;M12:

;M22:

1
0
0

0

1

1
0
0

0

0

Mll

M21

diag (2,2,1,2,2,3). Ast

Luego R

)

SN——

I
M O N O e O
o O O —H O Aam
o - O o — O
oS O O o O —Hm
— O o —H O O
S = O O O am

I

Z

I

=

=

s

donde

MmN O M O o O

o o o — <@ am

o - O o~ O

\J)
o o oo o -
- O O — O O

o - O O O qm

Nll
Noy

El radio espectral de M (y de N ) es py; = 2,1149. En este caso las matrices Q y F
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en el Teorema 1.1 son:

_ | Paq) | Prm)
1 1
1 3
- 2_
_ PamNy | Prwv)
1 3
2 s 0,6666 | 3.
3 2

13




Capitulo 2

Cotas para el indice y para el
autovalor maximal Laplaciano sin

signo de un grafo

En este capitulo se muestran cotas superiores e inferiores para el indice de un
grafo. Estas cotas estdn en funcién de pardmetros del grafo. Primero necesitamos

observar que si dy, ..., d,, son los grados de los vértices de un (n, m)-grafo G, entonces

o2m =dy + ... + d,. (2.1)

2.1. Cotas para el indice de un grafo

Teorema 2.1 Considerar el (n,m)-grafo G. Sean 6 y A su menor y mayor grado

vértice, respectivamente. Entonces
0 <\ <A (2.2)

Demostracii£in. Sea Ag la matriz de adyacencia de Gy sea x = (21, . .. ,xn)T
el autovector de Ag asociado a A;. De la i-ésima ecuacion de la igualdad Ax = \x,

se tiene

)\1SUi:Z$j 1< <n.

i~]

14



Sea x; > 0 la mayor coordenada de x, entonces
MNMTp = ij < Axy,
e~k

Dividiendo por z; en ambos lados de la desigualdad, obtenemos la segunda desigual-

dad en (2.2). Para la primera desigualdad, observar que por cuocientes de Rayleigh,

T
AL :méx{x AX}.

x£0 | xT'x

ver en [20],

Si e,, el vector n-dimensional con solo unos. De lo anterior vemos que

xT Ax el Ae om
> s > n n
A (G) > m;c{ } >

== (2.3)

T T
xI'x ele, n

Sean dj, ..., d, los grados de los vértices de GG, luego de (2.1) obtenemos directamente
que

2
Om =di + ... +dy >nd = = > 3. (2.4)
n

De (2.3) y (2.4) se infiere la primera desigualdad en (2.2). =

Corolario 2.1 Considerar el (n,m)-grafo G. Entonces

M(G) > 2m

pt
Demostracii£in. Es una consecuencia directa de la desigualdad en (2.3). m

Observacii£in 2.1 Una consecuencia directa del teorema 1.1 en [25] es que si G es
un (n,m)-grafo conectado las desigualdades en (2.2) son igualdades si y solo si G es

un grafo A-regular.

Teorema 2.2 Sea un (n,m)-grafo G con autovalores \y > ... > \,. Entonces

\ < (w)é | 25)

n

15



;. Aplicando

Demostracii£in. Despejando A\; de Y A\; = 0 tenemos A\ = —
i=1 1=2

desigualdad triangular, llegamos a que |A;| < > |\i|. Luego, por la desigualdad de
i=2
Cauchy-Schwartz, ver en [20], y por (1.1), obtenemos

2
n 1 n )\2
om — N\ = 2> N>

Ast
)\2
2m > n_ll—i-/\%
2m > Af( r )
n—1
2m(n — 1) 2

n

Lo que es equivalente a la desigualdad en (2.5). m

Teorema 2.3 Sea G un grafo con n vértices vy, ...,v, con grados dy,...,d,, repec-
tivamente. Sea Z =Y | d?. Entonces

M (G) >

A
= 2.6
- (26)
Demostracii£in. Sea e, el vector n-dimensional con solo unos. Luego v Z es la

norma Euclidiana de v = (Ag)e,. Luego Z = ||(Ag) en|” = €f (Ag)*e,. Por otro

ef (Ag)’en =Z De
ele, n'

lado usando cuocientes de Rayleigh para (Ag)?, ver en [20], A2 >

donde se obtiene la desigualdad (2.6). =

Teorema 2.4 Sea H un subgrafo inducido de G con p vértices. Entonces

Demostracii£ijn. Aqui la matriz Ay es una submatriz principal de Ag. Luego si
A1 > .... 2> A\, son los autovalores de Gy 3, > ... > Bp son los autovalores de H. El
teorema de intercalamiento de autovalores para matrices simétricas, ver en [20], nos

dice que



Eligiendo ¢ = 1, obtenemos la primera desigualdad en (2.7). Para la segunda tomare-

mosi=gp. A
Corolario 2.2 Para un grafo G, sea A el grado vértice mdzimo. Entonces
M (G) > VA. (2.8)

Demostracii£in. Sea H = K; o = Sa+1, la estrella con A +1 vértices. Entonces,
por nuestra hipétesis, G' contiene un subgrafo inducido isomorfo a H, siendo el vértice
v con grado méximo el "vértice raiz" de dicha estrella. Como el mayor autovalor
A1 (Sas1) = VA, ver en [9], por Teorema 2.4 se obtiene la desigualdad en (2.8). m

Recordemos que el nimero cromatico x(G) de G es el minimo nimero de colores
requeridos para colorear los vértices de modo que vértices adyacentes obtienen colores

distintos.

Teorema 2.5 Para cualquier grafo G

X(G) <1+ A

Demostracii£in. Si x(G) = 1, entonces A\; > 0, lo cual es verdadero pues Ag es
matriz no negativa, ver en [25]. Supongamos que x(G) = p > 2. Sea H un subgrafo
inducido de G tal que x(H) = p y ademds, supongamos que H es minimal respecto
al nimero de vértices. Es decir, x(H\{i}) < p para cualquier vértice i de H.
Afirmacién: 6(H) > p— 1: Supongamos que 7 es un vértice de H con grado d < p— 1.
Puesto que x(H\{i}) < p, podemos colorear adecuadamente los vértices de H\ {7}
con a lo més con p — 1 colores. Como el grado de i es menor que p — 1, al adicionar
el vértice + a H con todas sus correspondientes aristas, podemos continuar con la
misma cantidad (menor o igual que p — 1) colores de los vértices de H, implicando
que x(H) < p—1, lo que contradice que H tiene nimero cromético p. Por lo tanto, el
grado de cada vértice de H es al menos p — 1. Luego por Teorema 2.4, 6(H) > p — 1,

y en consecuencia se tiene
M>MH)>0(H)>p—1,
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por tanto
M >p—1=x(G)-1

De donde, el resultado, se sigue. m

Lema 2.1 [/, Lema 3.21]Sea B una matriz simétrica de orden n x n, particionada

By B
B_ 11 b2
By Ba

donde Bi1 es de orden p X p. Entonces

como:.

A(B) 4 M(B) < A1 (Bi1) + A1 (Ba) .

Lema 2.2 [/, Lema 3.22]Sea B una matriz simétrica de orden n x n, particionada

como:
0 Blg e Blk
B_ B'21 0o ... ?Qk ’
By By ... 0
entonces

M(B) + (k — 1)A(B) < 0.

Teorema 2.6 Sea G un grafo con n vértices y con al menos una arista. Entonces

A
>1 - —.
X(G) > 1 "

Demostracii£in. Sea A la matriz de adyacencia de G. Si x(G) = k, entonces

después de reetiquetar los vértices de GG se puede escribir

0 A12 C Alk
A o ... A

Aa= |0 .
A Agz ... 0O

Por lema anterior

M(Ag) + (k= DA (Ag) <0.
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Si GG tiene al menos una arista entonces los autovalores de G suman cero pero no son
todos iguales a cero, entonces \,(Ag) < 0.

Por lo tanto,
M(Ag) Al

X(G):k;zl—)\n(AG)— o

Teorema 2.7 Sea A = (a;j) una matriz simétrica (0,1) con traza cero. Sea 2m el

numero de 1's de A. Entonces

p(4) < 5 (~1+VIF+8m) .

N | —

La igualdad se cumple si y solo st
_— (k) _ k(k—1)
2 2
0

PAPT tiene la forma | °F para alguna matriz permutacion P, y J? = A (K,
Y 0 0 k

es la matriz de orden k x k con 0's en la diagonal principal y 1's en otros lugares.

Demostracii£in. Sean A; la i-ésima fila de A, y 7; la i-ésima suma fila. Sea
x = (r1,..., xn)T un autovector de A de longitud uno correspondiente al radio espectral

p(A). Sea x(i) el vector obtenido de x reemplazando x; con 0. Como
Ax = p(A)x

se tiene

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, resulta
p(A)z} = [ Ax(D)[” < [|Al* %)) = ri(1 = 27), (2.9)
sumando sobre 1 < ¢ < n se obtiene

p(A)? < 2m — Z s,

19



Ahora,

E T‘il’? = E .I?aij

Por lo tanto,
p(A)? < 2m — p(A)

lo cual implica
p(A)? + p(A) = 2m < 0

MA)S%<—1+VT1§E)

Para obtener la igualdad, todas las desigualdades en el argumento anterior deben ser

igualdades. En particular, de (2.9) se tiene

(z3 + x?)aij = 2x,50;
para todo ¢ < j. Por tanto, ya sea

a;; =0 o T = Tj.
Asi, la eleccion de P es de modo que P, tiene la forma

PI = <y17y17 s Y1, Y2, Y2, -5 Y2, 7y]7yj7 7yj)

donde y1,ya, ...,y; son distintos. Asi, resulta que PAPT tiene la forma diagonal en

bloque
B, 0 -~ 0
0 By ... 0
PAPT=| T T,
0 0 B;
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donde cada B; tiene un autovector (1,1, ..., 1)T. Por consiguiente, cada B; tiene sumas

filas iguales, entonces p(A) es la méxima suma fila de A. Por lo tanto, /1 + 8m es

()

p(A)=Fk—1

un entero, entonces

Entonces,

y se deduce facilmente que existe un bloque distinto de cero By = J¢, lo cual completa
la prueba. m

Para el siguiente resultado necesitamos un lema previo.

Lema 2.3 Sea A una matriz no negativa con radio espectral p. Considere h (x) un
polinomio en la variable x. Entonces

min {m; (h(A))} < h(p) < méx {m; (h(4))}.

1<i<n — 1<i<n

Teorema 2.8 [19/Sea G un grafo simple con n vértices y m lados. Sean 6 = 0(G) el

menor grado de los vértices de G y p(G) el radio espectral de la matriz de adyacencia
A de G. Entonces

6 —1++/(0+1)2+4(2m — én).
2

p(G) < (2.10)

La igualdad se cumple si y solo si G es o bien un grafo reqular o un grafo bigrado en

el que cada vértice es de grado 6 on — 1.

Demostracii£in. Notar que la v-ésima suma fila de A*, 7,(A4%) es el nimero

de caminos de longitud k& en G que comienzan en v. En particular, 7m,(A) es d(v) y
mo(A%) =" d(v). Se tiene

nA) = Y dw
= 2m —d(v) — Z d(u)

UV, UFEV

< 2m—d(v) — (n—d(v) —1)d
= 2m+ (6 —1)d(v) —do(n —1).
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Por lo tanto,
(A% — (6 —1)A) < 2m — §(n — 1).

Como esto se cumple para cada vértice v € V(G) por Lema 2.3 se infiere que
p(G)* = (6 = 1)p(G) < 2m —6(n — 1)

p(G)* = (6 = 1)p(G) — (2m = d(n — 1)) < 0.

Resolviendo la inecuacion cuadrética, se obtiene

_ 5_1-|-\/(5—1)2+4(2m—5(n—1))‘

p(G) 5

Lo que implica (2.10). Para que la igualdad se cumpla, todas las desigualdades en el

argumento anterior deben ser igualdades. En particular, se tiene que

> dw) = (n—d(v) —1)s,

UV, UFEV

para todo v € V(G). Por lo tanto, ya sea d(v) = n—10d(u) = §, para todo u € V(G),
u ~ v, lo cual implica que o bien G es un grafo regular o G es un grafo bigrado en el
que cada vértice es de grado d o n — 1.

A la inversa, si G es un grafo regular la igualdad se satisface. Sea G un grado bigrado

en el que cada vértice es de grado 6 o n — 1. Si v € V(G), d(v) = n — 1, entonces

T (A = (6= 1A) = 7,(A%) — (6 — )7y (A)
= 2m —d(v) — (6 — 1)d(v)
= 2m—94(n—1).

Si d(v) =6 < mn — 1, entonces d(u) = J, donde u » v y u # v. Entonces

(A2 — (6 —1)A) = m,(A?) — (6 — 1)m,(A)
= 2m—d(v)— Y d(u)— (5 —1)d(v)

URV,UFED

= 2m—30—(n—1-10)0 — (6 — 1)d(v)
= 2m—46(n—1),
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p(G):5—1—1-\/(5-!—12)2—1—4(2771—571).

Lo que completa la prueba. m

Corolario 2.3 Sea G un grafo simple conectado con n vértices y m lados. Entonces
p(G) < V2om —n + 1.

La igualdad se cumple st y solo si G es la estrella K, ,_1 o el grafo completo K,,.

Demostracii£in. El resultado se sigue por § > 1 y el Teorema anterior. m

2.2. Cotas para el autovalor maximal Laplaciano
sin signo

Teorema 2.9 Sean s; > ... > s, y Ay > ... > \, los autovalores Laplacianos sin

signo y los autovalores de un grafo G. Entonces
2)\1 S S1.-

Demostracii£in. Puesto que Q¢ = 2As + Lg, al considerar x un autovector
unitario de Ag asociado a su autovalor maximal (indice de G) y usando cuociente,

obtenemos
s1>x" (2Ag + Lg) x =2x" (Ag) x + x" Lex >2xT (Ag) x =2);.

La ultima desigualdad es debida a que x? Lgx >0, pues L es semidefinida positiva.

|
Corolario 2.4 Para cualquier grafo G,
2x(G) <2+ 5.
Demostracii£ijn. Este resultado es una consecuencia directa del Teorema 2.5. =
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Teorema 2.10 Considerar el (n,m)-grafo G. Sean 6 y A su menor y mayor grado

vértice, respectivamente. Entonces
20 < 51 < 2A. (2.11)

Demostracii£in. Sea ()¢ la matriz Laplaciana sin signo G y seax = (1, . . ., :ztn)T
el autovector de Q¢ asociado a s;. De la i-ésima ecuacién de la igualdad (Q¢) x = A1x,
se tiene

slxi:di+2xj 1< <n.
i~
Sea xj, > 0 la mayor coordenada de x, entonces
s12, = dpx + Z x; < Az, + Az,
i~k

Dividiendo por z; en ambos lados de la desigualdad, obtenemos la segunda desigual-

dad en (2.11). Para la primera desigualdad, observar que por cuocientes de Rayleigh,

sl—max{M}.

xT'x

ver en [20],

Si e, el vector n-dimensional con solo unos. De lo anterior vemos que

{XT ggx} s en(Qc)en _ 4m. (2.12)

Sl(G) 2 max eTe n
n -n

x#0

Sean dy, ..., d, los grados de los vértices de GG, luego de (2.1) obtenemos directamente
que
2m

4
Om = dy + ... +dy >nd = — =27 > 2. (2.13)
n n

De (2.12) y (2.13) se infiere la primera desigualdad en (2.11). =

Corolario 2.5 Considerar el (n,m)-grafo G. Entonces

4
s1(G) > 2

n .

Demostracii£in. Es una consecuencia directa de la desigualdad en (2.12). m
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Capitulo 3
Composicion generalizada de grafos

Sean los grafos G y G5, con conjuntos de vértices disjuntos, el join de G; y G5 es el
grafo G1VG2 tal que V(Gl\/Gg) = V(Gl)UV(Gg) y 5(G1\/G2) = g(Gl)UE(Gg)U{’L] .
i € V(G1) Aj € V(Go)}. Una generalizacion de las operaciones con join fueron intro-

ducidas en [7] como sigue:

Definicii£in 3.1 Considerar una familia de k grafos, F = {G1, ..., Gy}, donde cada
grafo G; tiene orden n;, para 1 < i < k, y un grafo H tal que V(H) = {1,...,k}.

Cada vértice i € V(H) es asignado al grafo G; € F. La composicion generalizada o

k
H-join de Gy,...,Gy es el grafo G = H [Gy,...,Gy], tal que V(G) = U V(G;) y
i=1

E(G) = (U €(G,-)> U U {ij i€ V(G,),j € V(Gy)}

rseE(H)
Acd tambien usamos la notacion G = \/ F para G = H [Gy,...,Gy].
H

Ejemplo 3.1 Sean Pz, K3, P, y Cy el camino con 3 vértices, el grafo completo con 3

vértices, el camino con 2 vértices y el ciclo con 4 vértices, respectivamente. Considerar
el H-join G = P3[K3, Py, Cy]. Ver la figura mds abajo.
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Figura 3.1:

3.1. Aplicaciones de los resultados de Deutsch a

composiciones generalizadas de grafos

Primero aplicaremos el Teorema 1.1 a las matrices de adyacencia y Laplaciana sin

signo del grafo G; V Gs.

Teorema 3.1 Sea G = GV Gy el join de los grafos G1 y Gs. Sean ny y ns los
drdenes de Gy y G, respectivamente. Denotemos por p y q los radios espectrales de
la matriz de adyacencia y Laplaciana sin signo de G, respectivamente. Sean 0(G;)
(06;) y A(G;) (0 A;), los minimos y mazimos grado vértices, respectivamente, para

1 =1,2. Entonces

51+52+\/(51*52)2+4n1"2< A1tloty (A1—=A2)2+4nyny
p

2 —r—= 2

Y

251+252+n1+n2+\/(n1+n2*251 —282)%—8(81n2+d2n1) o 2A1+2A2+n1+n2+\/(n1+n2*2A1*2A2)2*8(A1n2+A2n1)
2 == 2 :

La igualdad, en ambas desigualdades, se cumple si y solo si G; y Gy son grafos
requlares.

Demostracii£ jn. Observar que

A ning
g [ Ao Jmna) (3.1)
Jn2n1 AG2

+ In1 ning
Qe = €6 T J . (3.2)
Jngna Qac, +nily,
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Usamos directamente el Teorema 1.1 para obtener

Po =P = P,

Pa <4< pp,

donde ) = o nQ,F: A n2,§: 201+ " ,Z/F:
ny 62 nq AQ 1 2(524—711

2A1 + no N9

nq ZAQ +ny
El resultado se sigue del calculo directo de los mayores autovalores de las matrices

QO F, SNl, y F . Para el caso de la igualdad, se utiliza de nuevo el Teorema 1.1 notando

que 0; = A\; si y solo si G; es reqular, parai=1,2. m

Observacii£in 3.1 5i Gy y Gy son grafos requlares con reqularidades k1 y ks, Tespec-
tivamente un resultado mds fuerte sostiene, los autovalores de Q (= F) y Q (: F) son

autovalores de G y Q¢, respectivamente. Ver [5, 18].

Notacii£in 3.2 Desde este punto a;; = a;j(H), es la entrada (i,j) de la matriz de

adyacencia Ag.

Teorema 3.3 Sea H un grafo tal que V(H) = {1,...,k}. Sea F = {G1,...,Gi} una
familia de k grafos. Considerar G = H [G4, ..., G| el H-join de F. Denotar por p el
radio espectral de la matriz de adyacencia de G y por §(G;) (0 9;) y A(G;) (o A;),

los minimos y mdximos grado vértices de G; con 1 <1 < k. Considerar las matrices

de orden k x k, Q= (&) y F = (vy;), donde

i, SI 1=
gij = { ) .

agng, SL i ]

A;, ST i=]
Vij = . .
aijn;, SI 1 # J-

Entonces



La igualdad, en ambas desigualdades, ocurre si y solo si G; es un grafo reqular, para
todo 1 <3 <k.

Demostracii£ jn. En vista de que

AG1 a12°]]n1n2 e alk;ﬂnlnk
alQannl AGQ e QZkJngnk
Ag=
alkJnk,1n1 a2pe]]np,1n2 T AG}C,1 ak:,k:fla]]’nk,lnk
alk:o]]nknl GQkJnknz e ak,k—lw]]nknk_l AGk

Si mi(M) la suma t-ésima suma fila de M. El resultado se sigue notando que
mtl'n i (Ag,) = 6; mtéx e (Ag,) = A

junto con

Tt (aijJNiNj) = Q;jNnj, Vi

entonces, usando directamente el Teorema 1.1, se obtiene el resultado. En el caso de
la igualdad, el Teorema 1.1 es usado notando que minm, (Ag,) = maxm; (Ag,) si y

solo st Gy es reqular, 1 <1< k. m

Observacii£in 3.2 Si F = {Gy,...,Gy} es una familia de k grafos, donde cada
grafo G; tiene reqularidad k;, respectivamente un resultado mdas fuerte sostiene que

los autovalores de Q2 (= F) son autovalores de Ag. Ver [5, 18].

Para el caso Laplaciano sin signo se puede dar un resutado andlogo. Para eso

necesitamos las siguientes definiciones. Para 1 < i < k, definir
Ni = Z nj
ijeE(H)

Teorema 3.4 Sea H un grafo tal que V(H) = {1,...,k}. Sea F = {G1,...,Gr} una
familia de k grafos. Considerar G = H [G1, ..., G| el H-join de F. Denotar por q el
radio espectral de la matriz Laplaciana sin signo de G y por 06(G;) (0 6;) y A(G;) (o
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A;), los minimos y mdzimos grado vértices de G;, con 1 < i < k. Considerar las k x k

matrices 0 = (&) y F = (vy), donde

20; + N;, S1 1=
fz’j:

Q35N SI 17 7éj

2A1 + Nia SI Z - ]
Vij = o,
a;n;, SI 1#]
Entonces
Pa < q < pf

La igualdad se cumple si y solo si G; son grafos regqulares para todo 1 < i < k.

Demostracii.£ jn. Notando que

Qc, + NI aadnn, - A1k nyny,
a12u]]n2n1 QGQ + N2I o GQkannk
Qc = . . ; .
a’lk"]]”kflnl C12100]]%71712 T Qkal + Nyl a’k,kfl"]]nkflnk
alke]]nknl a2ka]]nkn2 t ak,k—lv]]nknk,1 QGk + Nk]

Sea (M) como la demostracion del Teorema 3.3. El resultado se sigue del Teorema

1.1 junto con observar que
min{m(QGi + Nll)} = 2(51 + Nz méX{Wt(QGi -+ NzI>} = 2Az + Ni,

respectivamente. Para la igualdad, utilizamos el caso de igualdad del Teorema 1.1,

notando que ming{m(Qq, + N;I)} = méx {m(Qq, + N;I)} si y solo si G; es regular,
para todo 1 <i<k. m

Observacii£in 3.3 Si F = {Gy,...,Gy} es una familia de k grafos, donde cada
grafo G; tiene reqularidad k;, un fuerte resultado sostiene que todos los autovalores
de Q(= ) son autovalores de Q¢. Ver [5, 18].
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Capitulo 4

Otros resultados de esta tesis

4.1. Sobre subconjuntos (x, T)

Considerar un grafo G con un subconjunto de vértices S C V(G) es (k, 7)-regular.
Sean 0 y A los grados de vértice méximo y minimo de G, respectivamente. Sean o y
[ tales que

a < |Ng(i)NnS° < B paratodo i € V(G), (4.1)

es posible notar que 8 = méx{A — kK, A —7} y a = min {6 — k,0 — 7}. Aplicando el

Teorema 1.1 es posible establecer en esta seccién, los siguientes resultados.

Teorema 4.1 Sea G un grafo con subconjunto de vértices S C V(G), (k, T)-regular.
Sean « y B como en (4.1). Entonces
K+ o Kk — «)? + daT K+ k— B)2+ 45T
5 —1—\/( 2) < pg < 26—1-\/( 62) P

La igualdad se cumple si y solo si B = «.

Demostraciif in. Si W C V(G) denotamos por Hy al subgrafo inducido por W

en G. Tomando W = S, se tiene

A B
Ag= """
B A,

Entonces para un t arbitrario, la t-ésima suma fila de B, mi(B) cumple, a < my(B) <

8.
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Andlogamente, para un t arbitrario, la t-ésima suma fila de B’ se tiene, m(B') = 7.
Por otra parte, « < m(An,_5) < B, y m(A(H;)) = k. Ahora usando el Teorema 1.1

con las identificaciones apropiadas, se obtienen matrices.

(o) ()

cuyos mayores autovalores son

f<a—|2—oz+ \/(,«;—0;)2—1—4047' pr:n—gﬁJr \/(;@—52)24—457"

Po =

Por lo tanto, el resultado para el caso de igualdad se sigue del Teorema 1.1. m

Teorema 4.2 Sea G un grafo con subconjunto de vértices S C V(G), (k,T)-regular.

Sean o y 5 como en (4.1). Entonces

% (3a+2n+7’+\/a2 T2 4r2 74a;{+6a7'74m') <qc S% (35+2/{+1—+ \/52+7-2 +4K2 —4ﬁn+6,87'74m') .

La igualdad se cumple si y solo si f = .

Demostracii£in. De manera similar a la demostracién del teorema anterior,

referido a la matriz de adyacencia de GG, la matriz Laplaciana sin signo de G es
O = Apg + kljg) + Dig B
G — / I
B Angy_s) + Dy-si + Tly-s)

donde las matrices Djg| y Djy_g| de érdenes |S| y [V — S|, respectivamente son las
diagonales de las sumas filas de B y B’, respectivamente. Ahora, aplicando el Teorema

1.1 a lo definido en el enunciado, se obtienen las matrices

§:<2m+a Q )yF:<2m+ﬁ I6; )
T 200 + T T 204+ 1

cuyos autovalores mayores son

1
q§:§(3a+2/<a—|—7'—|—\/a2+72+4n2—4a/@'+60ﬁ—4/§;7>
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1
plgzi<3ﬁ+2f<a+7'+\/ﬁ2+72+4m2—46/<;+667'—4m').

El caso de la igualdad se sigue directamente desde el caso de igualdad del Teorema
1.1.

4.2. Una aplicacion al estudio del autovalor max-
imal Laplaciano sin signo del grafo usando el

nimero de bipartividad por vértices

Los resultados de esta seccién se encuentran en [26]. Como una aplicacién, con-
siderar las siguientes definiciones. La conectividad algebraica de un grafo GG, definida
como el segundo menor autovalor Laplaciano, p es uno de los autovalores Laplacianos
mds importantes. En los ltimos anos, la conectividad algebraica ha recibido mucha
atencion, ver [1, 14, 21, 23, 27, 28] y las referencias alli citadas. Un grafo es conectado
si y solo si p > 0. El grafo completo K, tiene y = n (que es igual al mayor auto-
valor Laplaciano de K,,). Por otro lado, G tiene mds de una componente conectada
si y solo si p = 0. La conectividad por vértices (o simplemente conectividad) de un
grafo GG, denotado por v(G), es el minimo numero de vértices de G cuya eliminacién
desconecta G, ver [14]. La conectividad por aristas de G, en este trabajo denotada
por ¢(G), es el minimo nimero de aristas cuya eliminacién desconecta G. Fiedler
en [14] ha demostrado que 2¢(G) (1 —2cosZ) < pysi G 2 K,, p < v(G). El
minimo ndmero de vértices (respectivamente, aristas) cuya eliminacién produce un
grafo bipartito G se llama bipartividad por vértices (respectivamente, bipartividad
por aristas) de G y se denota vy, (G) (respectivamente, €, (G)), ver [13]. Sea s, el
menor autovalor de @ (G). Recientemente Fan y Fallat en [13] han establecido una
relacién entre s, v, (G) v €, (G) que es una reminiscencia de una relacién similar que

involucra p, v(G) y ¢(G).
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Consideremos el conjunto,
Y (n) ={G=(V(G),E(Q)) : G es conectado, |V (G)|=ny v, (G) <k}.

Lema 4.1 Sea G un grafo conectado. Si i,5 € V (G) son tal que ij ¢ E(G), y st GT

es el grafo obtenido de G agregando una nueva arista 1j. Entonces

Pg+ = Pe Y 4+ > 4G

Demostracii£jn. Este resultado es una consecuencia directa del Teorema de
Dominacién por una matriz no negativa irreducible en [25, Teorema 2.1]. m

Sea G € (n) tales que g5z cumple gz > qg, para todo G € i (n). Sea kg < k
tal que 3 < n—kqg. Considerar 1,...,ky € V <@> tales que G\, {1,...,ko} es un grafo
bipartito con biparticién {X,Y}. Sean r = |X| y s = |Y/| entonces r + s + kg = n.
Supongamos que existan vértices i € X y j € Y tales que ij ¢ £(G). El grafo
G+i J € 3k (n) y por Lema 4.1, se tiene que gz wij > e lo cual es una contradiccién.
Entonces

ANAL,.. k) =K,,= K, VK,

Por otra parte, supongamos que existen vértices i € X y j € Y tales que ij ¢ & (G).
El grafo G+ ij € 3k (n) y por Lema 4.1, se tiene 4G, > dg 1o cual es, nuevamente

una contradiccién. Entonces
GH{L,... ko}] = Kk,.

Falta probar que kg = k. Asumir lo contrario, es decir, kg < k—1y s+r=n—ky >
n—k > 3. Asi, s+r > 3, implicando que r > 2 0 s > 2. Suponer que r > 2. Entonces
el grafo K, vV (FT V Ks) tiene al subgrafo Ky, formado por un vértice de K, ylos
vértices de Ky,. Es facil comprobar que G=K ko V (FT \Y Ks), implicando que

ac > 4qg
lo que obviamente es una contradicciéon. Por lo tanto,
@:Kk\/ (Fr\/fs).
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Considerar la funcién de dos variables reales, f(z,w) = zw. Notar que f (z,w) es el
nimero de aristas de grafo completo bipartito K, ,. La solucién real del problema

de optimizacién
zw =mifjximo , sujetoa z4+w=n-—%k

es alcanzada cuando z = w. Luego si, n — k es par entonces para G concluimos que
—g—="=F Qin_— i — | =k —
r=s="%%".5in k:es1mpar,entoncesr-{2Jys-1+r.

Sir=s= "k por Teorema (3.4),

o ke N
0(Qa) = {(” — )l (%k) } Ua(Q),

donde
n—k n—k
O — n+k n—k
= k Ealien
n—k n+tk
k R

Tenemos que,

) {k k4+2n—2 —\/4 — 4k + 4kn — 3k2 k4+2n—2++/4 — 4k + 4kn — 3k:2}
0' =
) 2 ) 2

Por los resultados del Teorema 3.4 y observacién 3.3 obtenemos que gz corresponde

al mayor autovalor de Q

el cual es:

1
qé:5<k+2n—2+\/4+4lm—4k:—3k2>. (4.2)

Sir= \_"T_kj y s = 14 r, por Teorema 3.4,

7(Qa) = {(n -9t (1) ["_H]} Uo(@),

donde
n+k—2 r s
Q= k k+s s
k T k+r
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Como, s = r + 1, tenemos que
n—=k—2 r r+1
0= k k+r+1 r+1]. (4.3)
k r k+r

Por los resultados en Teorema 3.4 y la observacién en 3.3 obtenemos que gz = 7, el

cual corresponde al autovalor maximo de 2

Teorema 4.3 Sea 1 < k <n — 3. Se cumple:
(a) Sin —k es par, y
G = Ky V (Kuze VE ot ).
Entonces g5 > qa, para todo G € i(n), donde, la igualdad se cumple si y solo si
G=0G. La expresion para qg es dada por la ecuacion (4.2).
(b) Sin—k es impar, entonces qz > qq, para todo G € Xy(n), donde, la igualdad se

cumple st y solo st G = G.
G =16V (R e VE o).

Donde, la igualdad se cumple si y solo si G = G. El autovalor qgz es el autovalor
mazimal de Q en (4.3.)

4.3. Una aplicacién al estudio del indice de un
grafo usando el niimero de bipartividad por

vértices

El indice del grafo es su radio espectral o autovalor maximal de su matriz de
adyacencia. Sean G € 3 (n) tales que pa > pas para todo G € ¥, (n). Como las con-
sideraciones son totalmente andlogas a aquellas de la seccién precedente, resaltamos

solo las diferencias.
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La biisqueda del grafo G € %, (n) satisfaciendo la condicién
96 >q para todo G € ¥i(n)

nos deja con G = K.V (K,VK,) donde r = s = ”T_k, sin—kespar,yr= VLT_kJ ,
s=r+1= L%H“J, si n — k es impar.
Sir=s= ”2;’“, entonces por Teorema 3.3, y Observacién 3.2 concluimos que pg

corresponde al autovalor maximal de

i
B

b1 ot
T = k 0
n—k

2

3
| N
ko

S

el cual es igual a

n+k—2 n—k+2)2

p@:% T+\/k2+(3k‘—l)(n—k})+( 5 (4.4)

Sir= [”T”“J y s = L%H“J, entonces, Teorema 3.3, y Observacién 3.2 concluimos

que pg corresponde al autovalor maximal de

k—1 r r+1
T=| & 0 r+1]. (4.5)
k r 0

Es en esta forma que hemos demostrado que.

Teorema 4.4 Sea 1 < k <n — 3. Se cumple:

(a) Sin —k es par, y

éz K,V (F%k \/K%k> .

Entonces pg > pg, para todos los grafos G € ¥,(n). Donde, la igualdad se cumple st
y solo si G = G. La expresion para pg es dada por la ecuacion (4.4).

(b) Sin—k esimpar, y
@ =K,V <FL%J \/RLn+%—kJ) .
Entonces pg > pg, para todos los grafos G € ¥,(n). Donde, la igualdad se cumple si

y solo si G = G. El autovalor pa es el autovalor maximal de T en (4.5.)
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4.4. Composicién generalizada de grafos con re-

stricciones a subconjuntos de vértices

Ahora, generalizamos la operacién anterior de composicién generalizada o H-join

de acuerdo a la siguiente definicién.

Definicii£in 4.1 Considerar un grafo H de orden k y una familia de k grafos
F =A{Gy,...,Gi}. Considerar también una familia de subconjuntos de vértices S =
{S1,...,Sk}, tal que S; C V(G;), para 1 < i < k. La operacion composicion general-
1zada de la familia de grafos F restringida por la familia de subconjuntos de vértices

S, denotado por \/ F, produce un grafo tal que:
(H,8)

k
E(V F)= (UE(GQ) Ul U {ij:ieS.jes;S,. S, €S}
(H,5) =1 rs&E(H)

Notar que el caso particular de la composiciéon generalizada de la familia F =
{G4,..., Gy} restringida por la familia de subconjuntos S = {V(G1),...,V(Gk)},
coincide con lo descrito antes como composicién generalizada u operacién H-join de

F.

Ejemplo 4.1 La figura 4.1 representa un ejemplo de una operacion de join H-generalizado
de una familia de grafos F restringida por una familia de subconjuntos de vértices

S = {5 = {a,b},5 = {d, f},Ss = {9,i,j}}, En este ejemplo, H = P; y F =
{G1, G2, Gs}.

Considerar un grafo H de orden k y una familia de k grafos F = {G1, ..., G},
una familia de subconjuntos de vértices S = {51, ..., Sk}, tal que S; C V(G;), re-
spectivamente, como en la Definicién 3.1, a partir de ahora estudiaremos el grafo

G = \/(H7S) F. Comenzamos con k = 2, en este caso escribimos, G = G1(S1) V G2(52)
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=

. /“‘) b
Vs F

Figura 4.1: H-join de la familia de grafos F = {G1, G5, G3}, restringida por la familia
de vértices S = {51, o, S3}.

la operacién join de la familia de grafos F = {G, Gy} restringida por la familia de

subconjuntos de vértices S = {51, Sa}.

Teorema 4.5 Sea G = G1(51) V G2(S2), denotamos por p el radio espectral de la

matriz de adyacencia de G. Consideremos las matrices

) A S
0— 1 Wi2 y = 1 | 2| 7
wor O |51| Ay

S| st |Si| = ny

donde w;; =
! { 0 SI ’Sz| < n;.

Entonces
Po <P = Pr-
La igualdad se cumple si y solo st G = GV Ga, con Gy y Gy grafos requlares.

Demostracii£ jn. Sea S; C V(G;), i = 1,2. De ahora en adelante, denotamos

a x(S;) por x;. Para la entrada (t,p) de x,X45, tenemos

1 SItESl/\pES2

0 otro caso.

(X1X/2)tp = {
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Entonces la matriz de adyacencia de G tiene la forma

Ac, XaXa
X2XI1 AG2

Notando que la t-ésima suma fila de x,x5 es

Ti(X1Xa) = 5] o2 %€ 5
0 st t ¢ Sl.
Por lo tanto, las matrices
)
0= 1 Wi2 7
war 02

1S5 81 |8 = n;
0 st |S)|<mn

(A sl
[S1] A

se corresponden con las matrices en el Teorema 1.1. Por el cual se sigue la desigualdad

donde w;j = {

en la afirmacion. Para la condicion de igualdad es necesario y suficiente que ) = F

lo que implicaria que §; = A; y |S;i| =n;, i =1,2. m
En el caso Laplaciano sin signo se tiene.

Teorema 4.6 Sea G = G1(S1)V G2(S2) como antes, denotamos por q el radio espec-

tral de la Laplaciana sin signo, Q(G). Considerar las matrices

~ 201 + w12 W12 ~ 2A1 + | Sy ||
Q= y F =
w1 252 + waq |Sl| ZAQ + ‘Sl|

1S5 st |Si] = n;

donde w;; =
! { 0 st |S;| <mny

Entonces



La igualdad se cumple si y solo st G = G,V G con Gy y Ga, grafos requlares.
Demostraciif in. Sea S; C V(G;), i = 1,2. Para la entrada (t,p) de x,x5 ten-

emos
1 sI tesl/\ZDESQ

(X1X2)tp = {

Entonces la matriz de Laplaciana sin signo de G tiene la forma

( Qc, + 15 D (xy) XX )
XaX1 Qa, + [S1] D (xa) -

0 otro caso.

Notando que la t-ésima suma fila es

2d; + |Sj| SItes;

Wt(QG¢+|Sj|D(Xi)):{ y Siés,

Por lo tanto las matrices

Q . 261 + w12 w12
Wa1 209 + woy

1S5 st [Si| =ny
0 SI "Szl <n;

F o 241 + |5 |Sa
|51 20, +|S1])

se corresponden con las matrices en el Teorema 1.1 se sigue la desigualdad en la

donde w;j = {

afirmacion. Para la condicion de igualdad es necesario y suficiente que 2 = F lo que

implica 6; = Ay, y |Si|=n;, 1 =1,2. =

Como ya vimos, es posible generalizar la operacién H-join de la familia de grafos
F a una operacién de H-join restringida por la familia de subconjuntos de vértices
S, denotada por \/( sy J- Desde ahora y por simplicidad denotaremos a;; = a;;(H),

la entrada (7, j) de la matriz de adyacencia del grafo H.

Teorema 4.7 Sea F = {G1,...,Gr} una familia de k grafos, donde cada grafo G;
tiene ordenn;, parat =1, ...k, y sea H un grafo tal que V(H) = {1, ..., k}. Considerar
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también una familia de subconjuntos de vértices S = {Si, ..., S}, tal que S; C V(G;)
para 1l <1 <k. Sea G = \/(H’S) F. Entonces

0; SI 1=
flj = 0 ST S@ ; V(GJ
a;;|S;] st S; = V(G;)

La igualdad se cumple si y solo si G; es reqular y S; = V(G;), para todo 1 < i < k.
Demostracii£ in. Para tq € E(H) notar

1 SItGSZ‘/\(]GSj
0 OTRO CASO.

(XiX;‘)tq = {

Entonces la matriz de adyacencia de G tiene la forma

Ag, a12X1X5 C A E—1X1 X1 a1eX1 Xk
a12X2X1 Ag, Cr A2 —1X2X k-1 Ak X2 X},
az1X3X1 azXszXa vt G3k-1X3Xho1  G3kX3Xk

Ak—1,1 Xp—1X1 @k—1,2 Xp_1X2 *°- Acy Q=16 X k-1 Xk
k1 XX AaXpXa Gk 1EXEXko1 Ag,

Observar que la t-ésima suma fila de la matriz ainiX; es

aij|Sj| SIt e S@
0 OTRO CASO

7Tt(%’inX}) = {
Entonces
max{m(a;x;x;) : 1 <t < ni} = aglS)|

Si S; G V(Gy),
min{m;(a;x;x;) 1 <t <ni} =0
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min{m(ai;x;X;) 1 1 <t < ni} = aylS)|
Ahora, usando el Teorema 1.1 con las identificaciones apropiadas, el resultado es
rapidamente obtenido. El caso de la igualdad se sigue inmediatamente del caso de

tgualdad del Teorema 3.3, usando de nuevo identificaciones apropiadas.

Para 1 < i < k. Definir

= Y 15l

ij€E(H)

Para el caso Laplaciano sin signo el resultado es.

Teorema 4.8 Sea F = {G1,...,Gy} una familia de k grafos, donde cada grafo G;
tiene orden n;, para 1 < i < k, y sea H un grafo tal que V(H) = {1, ..., k}. considerar
también una familia de subconjuntos de vértices S = {Si,..., Sk}, tales que S; C
V(Gi) para 1 <i < k. Sea G =\ 5 F. Entonces

Pe < q < pr,

—~

donde Q = <§”> y = (vy), donde

—~ 20; st i=7yS SV(I(G)

§ij = L
/ Qjj ‘Sjl SI Sz = V((G,L)
0 s S5 CV(G)

. { QAZ +c¢; SI 7, = ]
vij = o
a; |S5] ST i

La igualdad se cumple si y solo si G; es reqular y S; =V (G;) para todo 1 < i < k.

Demostracii£in. Para 1 < i < k definir

= > |9l

ij€E(H)
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Para tq € £(H) notar que

(), = 1 st teSiNgeS; |
vt 0 otro caso.

Luego la matriz Laplaciana sin signo de G se estructura de la forma

Qc, + 1D (x1) a12X1 X5 e a1,k-1X1 Xk 1 a1,k X1X}
a12X2X/1 Qa, + 2D (X2> T a?,k—lXZX;cfl a2kX2X§c
G31X3X’1 @32X3X/2 ce a3,k71X3X§€_1 ask:XgXZ

Ak—1,1 Xp_1X1 12 Xp_1Xa - Qgu_, + k1D (qu) ak—l,kalegg
Aoyt XpX1 a2 X X5 T -1, X X1 Qa, + D (x1)

Observemos que la suma del la t-ésima fila de la matriz Q¢, + ;D (x (S;)) es

2d; +c¢; SI te Sl

T (Qa, + D (x;)) = { 2 ST té S,

donde d; denota el grado del vértice t-ésimo en V (G;). Luego
méxm (QGZ + CZ'D (Xz)) = 2A1 + ¢
SiS; GV I(Gy),
min{7m,(Qq, + N:iI)} = 24;

min (m,Qg, + ¢;D(x;)) = 20; + ¢;.
Ahora, usando Teorema 1.1 con las identificaciones apropiadas, el resultado es répi-

damente obtenido. El caso de igualdad es tambien inmediato del caso de igualdad del

Teorema 1.1. m
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4.5. Intercalamiento de autovalores

Considerar dos sucesiones de nimeros reales a; > ... > a,, y 7 > ... > 3, con

k < n. Se dice que la segunda sucesion intercala a la primera siempre que
a; > B; 2 an_pyi paral <i < k.
El intercalamiento es llamado ajustado si existe un entero [ con 1 <[ < k tal que

a;=p; paral <i<]|

Bi =an_yi paral+1<i<k.

Si k =n —1 el intercalamiento se convierte en
al2512a22522--'2&n7125n—12&n

lo que esclarece el nombre. La matriz cuociente M = (m;;) de la matriz por

1<i i<k’
bloques, simétrica

Mll M12 R Mlk
M21 M22 M2k;
Mkl R Mkk

es la matriz simétrica de orden k x k cuya (i, j)-entrada, es el promedio de las sumas

filas de M;;. Mdas precisamente
Lo
mij = — (I, MiiJn,)
K3

La particién en bloques de M es llamada regular (o equitativa) si cada bloque M;; de

M tiene sumas filas (y columnas) constante. En [18] fue probado el siguiente resultado.

Teorema 4.9 Sea M la matriz cuociente de una matriz simétrica particionada M,
entonces los autovalores de M intercalan a los autovalores de M. Por otra parte, si el
intercalamiento es ajustado, entonces la particion de M es regular y st M tiene una

particion regqular entonces los autovalores de M son autovalores de M.
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Sean G y Go dos grafos. Vamos a denotar por i (G;) (o por ;) el promedio de

los grados de los vértices de un grafo G;. Esto es
1

Considerando el resultado del Teorema 4.9 podemos mejorar la cota inferior del radio

espectral del join G V Gb.

Teorema 4.10 Sea G = G1 V Gy el join de los grafos G1 y Gy. Sean ny y ny los
drdenes de G1 y Ga, respectivamente. Vamos a denotar por p y por q los radios
espectrales de la matriz de adyacencia y Laplaciana sin signo de G, respectivamente.
Sean pu(G;) (o p;) y 6(Gi) (0 0;) el elemento definido en (4.6) y el menor grado

vértice de G;, respectivamente, para i = 1,2. Entonces

P+ g + \/(Nl - N2)2 + 4niny
5 < p.

20y 4 20 + 11+ ng + \/(nl +ng — 2y — 241y)° — 8 (juyna + f1n1)
2

<q

y estas cotas inferiores satisfacen

01 + 02 + \/(51 —02)% +dnang  py + g+ \/(M1 — 1y)” + dnyny
<

4.7
Y
2(51 + 252 +n; +ng+ \/(nl + ng — 251 - 2(52)2 —8 (5171,2 + 52n1)
2
< 2pq + 2y + 11+ 2+ \/(nl + g — 241 — 240)° = 8 (tyma + p1yma) (4.8)
> 9 . .

Demostracii£jn. Debemos considerar las matrices cuocientes Ag y Qs de las

matrices particionadas Ag y Q¢ en (3.1) y en (3.2), respectivamente. Entonces

ZG: My T2
ny Mo
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— 201 4 no N9
Qo = :
ny 209 + 1y

Por Teorema 4.9 las dos primeras desigualdades se siguen. Por otro lado, dado que
0; <y, mediante el uso del Teorema de dominacién por una matriz no negativa

irreducible en [25, Teorema 2.1] las segundas desigualdades (4.7) y (4.8). m

Observacii£in 4.1 Notemos las desiqualdades (4.7) y (4.8) evidencian que que las
cotas inferiores de este ultimo resultado son mds ajustadas que las cotas inferiores

dadas por el Teorema 3.1.

Aplicaremos Teorema 4.9 para obtener una cota inferior para el indice de un grafo
con un DIM N.

Teorema 4.11 Sea N = { i1j1,...,iJx} un DIM de G yc= > d;. Entonces
1€V(N)

>1+ 6k2 — k (8¢ — n) + 2¢2
e =75 ik (n—2k)
0 : . .
Demostracii£in. Sea J; = . , re-etiquetando como primeros a los vértices

de N, vemos que la matriz de adyacencia de G toma la forma

J2 0 *
O J2 x A
E
Aa=| Lo ) = N ,
0 J2 *
* * 0
donde
Jy 0
Ay = 0 J € R2x2k
0 Jo
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es la matriz de adyacencia de N, E es una submatriz de Ag que representa las

conexiones de los vértices de N con los vértices en V (G)\V (V). Es claro que

o Bl ok = ¢ — 2k,

1 c—2k
T 2k
AG - c—2k 0 ’
n—2k
Cuyo autovalor maximal es

- 1 6k2 — k (8¢ —n) + 2¢2
Al<AG‘)_§+\/ 4k (n — 2k) ‘

por lo que la matriz cuociente

Usando Teorema 4.9, el resultado se sigue. m
Ahora usaremos la técnica del resultado anterior para determinar una cota inferior

para el autovalor maximal de un grafo con un conjunto de vértices (k, 7)-regular.

Teorema 4.12 Sea G = (V, &) un grafo. Sea S CV, un subconjunto con n' vértices,
(k, T)-reqular. Sea Hy, tal que Hy = G [S]. Supongamos ademds que el subgrafo Hy =
G [V\S], generado por V\.S es »-regular. Entonces

PG =

K+ (k—2)? 72(n—n)
B e

En particular, si Hy es un subgrafo (3¢, )-reqular de G

B /<c+%+ (H—%)2+
Pa =" 1 or

Demostracii£in. Etiquetamos los vértices de G' de manera que A tome la forma

Ay, FE
Ag = ; . 4.9
c (E AH) (4.9)

Luego
I E' s =1(n—n)
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y en consecuencia

JLEY, o =1(n—n) (4.10)

por lo que la matriz cuociente

Cuyo autovalor maximal es

" (ZG): /§+%+\/(/<;—%)2+72(n—n’)'

Usando Teorema 4.9, la primera desigualdad del enunciado, se sigue. Para la segunda
desigualdad si Hy es un subgrafo (¢, p)-regular de G, vemos que la particién de
la matriz Ag en (4.9) es regular (equitativa), la igualdad en (4.10) se convierte en

JZ, EJ,_, = on' y la matriz cuociente en ese caso es

Cuyo autovalor maximal es

2
Al (ZG) :K;%+\/%+QT

Usando Teorema 4.9, la igualdad del enunciado, se concluye. m
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