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Resumen

La teoria de bandas describe correctamente un gran numero de materiales,
mostrando una descripcion extremadamente simplificada en algunos casos. Debido
a este éxito, se pensaba que entendiamos bien todos los aspectos de la teoria de
bandas electronicas. Sin embargo, con la irrupcion del concepto de topologia en
sistemas de materia condensada, se han descubierto nuevos materiales con propie-
dades que no se intuian, como materiales aislantes en su volumen interno pero que
se comportan como metales en la superficie. El estudio de estos materiales se rea-
liza a través de las transiciones de fase topoldgicas, las cuéles son cualitativamente
distintas de las que hallamos en termodindmica y fisica estadistica.

Inspirados en las fases que exhibe el aislante topolégico SSH y el uso de medi-
das de entrelazamiento para caracterizar sus transiciones entre fases, se propone
estudiar un nuevo modelo, el cual estd compuesto por cadenas SSH con un anillo
cuantico de Aharonov-Bohm integrado. El objetivo es lograr caracterizar las fases
topologicas de este nuevo sistema, en particular las transiciones de fase que ocurren
debido a la variacion de parametros, tales como la influencia del flujo magnético
que incide en el anillo. Esto se desarrollara estudiando la estructura de los niveles
de energia del sistema y usando medidas de entrelazamiento.

Se comprueba que este nuevo sistema mantiene las fases topologicas (trivial y
no-trivial topologica) y los estados de borde caracteristicos de la cadena SSH. Sin
embargo, la insercion del anillo junto a la incidencia del flujo magnético, genera
nuevos estados topoldgicos en cada fase y corrientes persistentes en el anillo.

Ademas, eligiendo subsistemas (o sitios) adecuados para el uso de medidas de
entrelazamiento, se logran caracterizar las transiciones de fase del sistema con el
espectro de entrelazamiento.

Palabras claves: topologia, aislante topolédgico, fases topologicas, efecto Aharonov-

Bohm, entrelazamiento.
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Abstract

The bands theory correctly describes a large number of materials, showing an
extremely simplified description in some cases. Due to this success, it was thought
that we had well understood all aspects of electronic bands theory. However, with
the irruption of the concept of topology in condensed matter systems, new materials
have been discovered with properties that had not been intuited, such as insulating
materials in their internal volume but that they behave like metals on surface. The
study of these materials is done through the topological phase transitions, which are
qualitatively different from those found in thermodynamics and statistical physics.

Inspired by the phases exhibited by the topological insulator SSH and the
use of entanglement measures to characterize its transitions between phases, it
is proposed to study a new model, which is composed of SSH chains with an
integrated Aharonov-Bohm quantum ring. The objective is to characterize the
topological phases of this new system, and in particular the phase transitions that
occur due to the variation of parameters, such as the influence of the magnetic
flux that affects in the ring. This will be developed by studying the energy levels
of the system and using entanglement measurements.

It is verified that this new system maintains the topological phases (trivial
and non-trivial topological) and the characteristic edge states of the SSH chain.
However, the insertion of the ring together with the incidence of the magnetic flux
generates new topological states in each phase and persistent currents in the ring.

In addition, by choosing suitable subsystems (or sites) for the use of entangle-
ment measures, the phase transitions of the system with the entanglement spec-
trum are characterized.

Keywords: topology, topological insulator, topological phases, Aharonov-Bohm

effect, entanglement.
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Capitulo 1

Introduccion

Los grandes avances en el mundo de la electronica y de las telecomunicaciones
habrian sido imposibles sin el profundo conocimiento que hemos adquirido en las
iltimas décadas sobre las propiedades electronicas de distintos materiales de interés
tecnologico; conocimiento en gran parte ligado a una de las primeras aplicaciones
exitosas de la fisica cuantica: la teoria de bandas.

En 1928, Felix Bloch defendia su tesis doctoral, en la que concluy6é que un
electron en un so6lido puede ser descrito como una onda cuantica que estad mo-
dulada por el potencial periédico de la red cristalina y que, por lo tanto, puede
ser difractado por esta red. Esta difraccion genera bandas electronicas que pueden
contener regiones energéticamente prohibidas, denominadas gap en inglés, en las
que el electron no se puede propagar |1, 2|. Estas brechas energéticas determinan
si un material con cierta densidad electronica es un aislante, un semiconductor, o
un metal (figura 1.1).

La teorfa de bandas es capaz de describir correctamente un gran nimero de ma-
teriales. Entre sus éxitos se cuentan materiales y dispositivos fundamentales, tales
como, los ordenadores o las telecomunicaciones inaldambricas (tecnologias derivadas
de la fisica de semiconductores y de los transistores).

Debido en gran parte a esos logros, se pensaba que se entendian bien todos los
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Figura 1.1: Teoria de bandas electronicas.

aspectos de la teoria de bandas. Pero, en los tltimos anos, se han estudiado desde un
punto de vista radicalmente nuevo, el de sus propiedades topologicas. Este original
punto de vista rompe con varios paradigmas que crefamos bien establecidos [3] vy
nos ha permitido descubrir nuevos materiales con propiedades que ni tan siquiera
intufamos; entre ellas, la de ser aislantes en todo el volumen pero metalicos en la
superficie [4, 5|. Estas superficies de caracter metélico son muy robustas debido a
una proteccion topologica que permite a la corriente eléctrica fluir sin pérdidas.
Esta proteccion aparece como resultado de un nuevo tipo de transicion de fase,
muy distinta de las que hallamos en termodinédmica y fisica estadistica.

La topologia es la rama de las matemaéticas que estudia qué propiedades de
los cuerpos geométricos permanecen invariantes cuando los deformamos continua-
mente de manera suave. Desde el punto de vista de la topologia, objetos de igual

clase topologica son equivalentes, pues hemos realizado esas deformacioénes sin cor-



tar y sin pegar (figura 1.2). Al contrario, no podemos transformar una esfera en
una rosquilla, ya que no podemos crear un agujero sin romperla (deformacion dis-
continua). Mateméaticamente, la geometria y la topologia se relacionan mediante
un invariante topologico que mide el nimero de agujeros (genus), éste se calcula

mediante una integral de superficie de la curvatura geométrica.

Clase
topolégica 0

Clase
topolégica 2

Figura 1.2: Topologia en cuerpos geométricos.

De manera similar, podemos calcular integrales sobre la superficie de cierta
estructura de bandas y obtener un invariante topolégico denominado nimero de
Chern. Igual que no podemos convertir una rosquilla en una esfera sin cerrar un
agujero, no podemos convertir una banda normal (nimero de Chern cero) en una
banda topologica (nimero de Chern no nulo) sin cerrar una brecha de energia
(gap). El proceso donde el nimero de Chern, o cualquier otro invariante topologico,
cambia al cerrar una brecha de energia se denomina transicion de fase
topoldgica. La consecuencia més inmediata es que un aislante topolégico siempre
tiene una frontera metalica (sin brecha) cuando esté en contacto con un aislante
trivial o con el vacio.

La idea de aislante topologico fue reforzada con el descubrimiento del efecto



Hall cuéntico [6]. Klaus von Klitzing descubrié que un sistema bidimensional de
electrones sometido a un alto campo magnético se comportaba como aislante en
su parte interna, mientras que en los bordes fluia una corriente sin disipacion. Este
sistema exhibia una resistencia Hall que estaba cuantizada en miltiplos enteros
del cociente h/e?, que solo depende de constantes fundamentales, la constante de
Planck h y la carga del electron e. Este cociente presentaba una robustez inusual
(precision de 107%) en casi cualquier tipo de muestra, independiente del grado
de desorden, impurezas o de otros detalles microscopicos. Dos anos después, un
trabajo teérico demostro que la cuantizacion de la resistencia Hall guarda relacion
con el nimero de Chern y que, por tanto, es resultado de una fase topologica [7].

Aparte de sus posibles aplicaciones en la fotonica o en la computacion cuantica,
los materiales topolégicos permiten estudiar todo tipo de fendémenos cuanticos rela-
tivistas y conceptos de fisica de altas energias en sistemas de materia condensada.
Es sin duda uno de los campos con mayor proyeccion de la fisica de los proximos
anos y que daré lugar a grandes avances técnicos y conceptuales.

Nuestro problema de investigacion es estudiar un nuevo sistema topologico con-
formado por cadenas SSH con un anillo cuéntico de Aharonov-Bohm, caracterizar
las fases topologicas presentes a través de los cierres que se producen en las bandas
de energia y usar medidas de entrelazamiento que logren describir las transiciones
de fases debido a la variacién de parametros del hamiltoniano.

En el capitulo 2 de este trabajo se describe la teoria preliminar: El modelo
SSH (aislante topologico), el efecto Aharonov-Bohm en anillos cuénticos y el uso
de medidas de entrelazamiento para estudiar sistemas topologicos.

En el capitulo 3 se formula el problema, se estudia un sistema formado por
cadenas SSH con un anillo cuantico de Aharonov-Bohm integrado, se caracterizan
las fases topologicas del sistemas a través de las bandas de energia y se estudian
las transiciones de fase usando medidas de entrelazamiento.

En el capitulo 4 se describen las conclusiones y los trabajos por realizar.



Capitulo 2

Formalismo tedrico

En este capitulo se describe el modelo SSH y sus fases topolégicas caracteristi-
cas (trivial y no-trivial topologica), las cuéles, son estudiadas a través de las bandas
de energia, la transicion entre fases esta caracterizada por un cierre (y posterior
reapertura) en la brecha de energia. En la segunda seccion de este capitulo, se pre-
sentan los anillos cudnticos y los efectos producidos por la incidencia de un flujo
magnético. En la tercera seccion, se discute el uso de medidas de entrelazamiento

en el estudio de materiales topologicos.

2.1. Modelo SSH

Un modelo que presenta fases topologicas es el de Su-Schriefer- Heeger (SSH)
|4, 5, 8-10], este es utilizado para describir al polimero aislante poliacetileno (figura
2.1, arriba). Este polimero es descrito mediante una cadena orgénica de unidades
C - H (carbono e hidrogeno) acopladas en un arreglo cuasi-unidimensional. Los
Atomos de carbono comparten cuatro electrones de valencia, tres de los cuales
participan en enlaces con los atomos de carbono vecinos, mientras que el electron
restante se enlaza en un orbital-m perpendicular a la cadena con el dtomo de

hidrégeno, este sistema puede ser tratado al nivel de un modelo de enlace fuerte
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(apéndice A). Se podria intuir que el acoplamiento entre todos los orbitales-,
provenientes de cada celda unitaria de la cadena, forme una banda, implicando
asi que la molécula de poliacetileno sea un conductor. Sin embargo, debido a la
inestabilidad de Peierls [11], en el limite de medio llenado, la configuracién que
minimiza la energia y por ende, la mas estable, es aquella en la que el poliacetileno
esta dimerizado. Es decir, la configuracion mas estable es una secuencia lineal y
periddica, cuya celda unitaria esta formada por una molécula (CH), lo que produce
una alternancia periddica en la intensidad de la ligadura entre las moléculas CH
vecinas. Como consecuencia de esta dimerizacién, se produce una brecha en la

banda de energia en el nivel de Fermi, convirtiendo al Poliacetileno en un material

aislante.
H H H H H H
S INTNAY AR A
7 %c/ %c/ %c/ X \\c/ AN
Poliacetileno |!| II-| I-II PI'I l!I

Figura 2.1: Molécula de poliacetileno (arriba), cadena SSH con enlaces alternados

vy w (abajo).

Por lo tanto, la cadena SSH puede modelarse como una red cristalina uni-
dimensional de sitios, donde los electrones son libres de transferirse entre sitios
vecinos (situacion que se estudia de manera sencilla bajo el formalismo de segunda
cuantizacion). La inestabilidad de Peierls implica que la amplitud de transferencia

electronica se alterna entre enlaces fuertes y débiles. Por lo tanto, cada celda uni-
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taria contiene dos sitios A y B, y puesto que se esta en el limite de medio llenado,
solo se permite la existencia de un electréon por celda unitaria. La interaccion entre
electrones es omitida y el grado de libertad de espin esta ausente, asi el modelo
SSH describe electrones con espin polarizado. El Hamiltoniano puede escribirse de

la forma

N 1
Hssy = Z (chchj + h.c.) + <wcT4j+chj + h.c.) , (2.1)

j=1 j=1

=z

donde N corresponde a la cantidad de celdas, el operador cgj crea un electron

en el subsitio S = A 6 B. La amplitud de transferencia electronica intracelda
es v = t(1 — \), la intercelda es w = t(1 + A), t es considerada como un nimero
real positivo, el parametro adimensional A\, conocido como parametro de asimetria,
regula la energia de los enlaces dentro y entre las celdas y esta sujeto a la condicién

A <1

2.1.1. Hamiltoniano del bulk

El bulk es la parte méas central del cristal en el limite termodindmico (cuando
N tiende a infinito). Por encontrarse lejos de los bordes, las propiedades del bulk
son insensibles a las caracteristicas de los mismos, y por este motivo pueden ser
calculadas de manera mas sencilla si se identifican los contornos opuestos de la
cadena (condiciones de borde de Born-von Karman). Por lo tanto, para estudiar

estas propiedades debemos imponer condiciones de contorno periddicas del tipo

Cj = Cj+N, (2'2)

lo que corresponde a cerrar la cadena formando un anillo. Bajo esta condicion

el sistema es invariante ante traslaciones discretas de una unidad de celda. Esta
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simetria traslacional implica la conservacion del momento cristalino, y por lo tanto,
los autoestados del momento cristalino diagonalizan el Hamiltoniano SSH (ver
apéndice A). Por ello resulta conveniente representar a los fermiones en la base de
autoestados del momento cristalino, lo que no es otra cosa que una transformada
de Fourier con valores del vector de onda k = 27p/Na, conp =0, 1, 2,...N-1ya
el parametro de la red. Se dice que la representacion de los operadores en la base
de los autoestados del momento cristalino, es la representacion en la red reciproca.

Los nuevos operadores fermionicos satisfacen la relacion

1 i
Cg, = —— e™eg . 2.3
S; \/N; Sk ( )

Los valores de k que difieren en una cantidad 27 son equivalentes. Para el
limite N > 1, k puede ser aproximada como una variable continua y periédica en el
intervalo [—m, 7]. Insertando el operador (2.3) en la expresion para el Hamiltoniano

y haciendo uso de la identidad

1 . "
DY = (2.4)

J

obtenemos

Hosn = (v+we™)cly ep + > (v+we™) cly ca,, (2.5)
K k

Introduciendo los operadores Wi = (ch,cEJ y ¥ = (cAk,ch)T, el hamilto-

niano se puede expresar como

Hssa = Z ‘IJLHbqu‘I’k (2.6)
%
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con
0 v+ we*
v + we* 0
Diagonalizando el hamiltoniano en (2.7) podemos obtener la relacion de dis-

persion de la energia del bulk.

E(k) = £Vv2 + w? + 2vw cos k, (2.8)

reemplazando v = ¢(1 — \) y w = ¢(1 + \), las bandas de energias toman la

forma,

E(k) = £t\/2 +2X2 +2(1 — A2) cos k. (2.9)

Figura 2.2: Relacion de dispersion de la energia del bulk de una cadena cerrada,

para distintos valores del parametro de deformacion .
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Podemos deducir directamente que el sistema tiene un cierre en la brecha de
energia para k = 71 y A = 0, implicando un cambio en la topologia del sistema
segin el criterio de transicion de fase topoldgica |4, 5], el cual se puede verificar en

la figura (2.2).

2.1.2. Cadena abierta

Para estudiar el sistema con bordes, podemos implementar numéricamente el
hamiltoniano en (2.1), definiendo un arreglo matricial Hgsy de 2N x 2N dimen-
siones, donde los autovalores de la matriz corresponden a las autoenergias F,, del

sistema, permitiendo estudiar el espectro de niveles de energia.

: 1
2 Ay -
| T r
o Trivial Topologica | = |
0 0 iﬁ 0.5
I i
-7 .M.uunllH\|||||”HHHM“M“I L e iim‘H“H“HHH"”"HHIHM‘ 0l M
-10 -05 00 05 10 0 25 50 75 100

A n

Figura 2.3: Espectro de energia del modelo SSH en funcién del pardmetro de
deformacion A, para cadena abierta de 100 sitios (50 celdas) con amplitud de

transferencia t=1 (izquierda) y estados de borde topoldogicos (derecha).

El cierre en la brecha de energia para A = 0 implica una transicion de fase
topologica (figura 2.3, izquierda), que es exactamente el mismo valor de A que in-
duce un cierre en la brecha de energia del bulk (figura 2.2). Por lo tanto, el sistema

posee dos fases caracteristicas:
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» Fase trivial (A < 0): La energia de enlace intracelda v es mayor que la ener-
gia de enlace intercelda w, implicando que el sistema se comporte como un

material aislante, caracterizado por poseer una gran brecha de energia.

» Fase no-trivial topologica (A > 0): La energia de enlace intracelda v es menor
que la energia de enlace intercelda w, implicando que el sistema se compor-
te como un material aislante, caracterizado por poseer una gran brecha de
energia. Sin embargo, existe una doble degeneracion en el nivel de energia

E =0, la cual se mantiene robuzta (invariante) en toda la fase topologica.

Estudiando la probabilidad de encontrar al electréon en algtn sitio de la cadena
para estos dos estados de energia nula, determinamos que se encuentran localizados
en cada borde del sistema (figura 2.3, derecha) y se mantienen invariantes a medida
que deformamos el parametro A. Solo se deslocalizan cuando nos acercamos a la

transicion de fase (A =~ 0).

2.1.3. Limite de dimerizaciéon

El modelo SSH se vuelve particularmente sencillo en los dos casos limites de di-
merizacion: si el enlace intracelda v desaparece o el enlace intercelda w desaparece,

la cadena se convierte en una secuencia de dimeros desconectados:

En el limite trivial (A = —1), el hamiltoniano queda como
N
Hssn =2ty (cgchj + h.c.) (2.10)
j=1

donde la amplitud de transferencia intercelda w desaparece, evidenciando una
dimerizaciéon producida por enlaces v dentro de cada celda unitaria.

En el limite topologico (A = 1), el hamiltoniano queda como
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Figura 2.4: Dimerizacion de la cadena en el limite trivial A = —1 (a) y en el limite

topologico A =1 (b).

=

-1
Hosr =20 (el cn, + hoc.) (2.11)

j=1

donde la amplitud de transferencia intracelda v desaparece, evidenciando una
dimerizacion producida por enlaces w entre celdas vecinas, dejando un sitio desapa-
reado a cada extremo de la cadena. Esto se puede evidenciar en el hamiltoniano,
ya que en la expresion (2.11) no aparecen los operadores cih ni CEN, los cuales

conmutan con el hamiltoniano, y por lo tanto, son responsables de la existencia de

la degeneracion del espectro de energia en el nivel E=0.

2.2. Efecto Aharonov-Bohm en anillos cuanticos

En mecanica clasica, el movimiento de una particula esta determinado por las
condiciones iniciales y las fuerzas que actian sobre ella. En el caso de una carga
eléctrica, es la fuerza de Lorentz la que describe como interactian los campos
eléctrico ﬁ y magnético § con las cargas. Esta interaccion es local, por lo tanto,

en el caso que en una determinada region del espacio el campo electromagnético
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fuera nulo, la fuerza aplicada sobre la carga también lo seria.

En los cursos de electromagnetismo, nos ensenan que los campos ﬁ y ﬁ se
pueden expresar en funcién de un potencial escalar & y un potencial vector Z
(ﬁ = -V — % y B = Vx Z) En electrodindmica cléasica, son los campos
eléctricos y magnéticos los que interactiian con las cargas, mientras que el cua-
dripotencial (9, X) ocupa un lugar secundario al menos en lo que se refiere a las
ecuaciones de movimiento de las cargas. Mas atn, el cuadripotencial no es univoco,
a partir de distintos cuadripotenciales, los cuales se relacionan entre si mediante
transformaciones de calibre, se pueden obtener los mismos campos electromagne-
ticos. Esto, al menos desde la perspectiva clasica, induce a considerar que B y ﬁ
son campos reales mientras que el cuadripotencial queda relegado a un segundo
plano. En electrodindmica clésica el potencial escalar posse un claro significado
fisico, la de la energia potencial de una unidad de carga segtin su posicion espacial,
por el contrario, con el potencial vector no ocurre lo mismo, este solo funciona
€cOomo un accesorio matematico.

Para visualizar este punto, consideremos un solenoide infinito. El campo mag-
nético producido por la densidad de corriente es nulo en el exterior del solenoide,
mientras que el potencial vector Z es no nulo en esa misma region del espacio.
Clasicamente, la trayectoria de una carga en la region externa al solenoide no sufre
fuerza alguna, es decir, que ni la presencia del solenoide ni el hecho de que X #0
influyen sobre la trayectoria de las cargas en la region externa al solenoide. Cuando
pasamos al dominio de la mecanica cuéantica, el escenario se modifica radicalmen-
te. En este dominio, en general los sistemas se describen por cantidades como su
energia, momento lineal, o el momento angular, mientras que cantidades como la
fuerza y el torque, pasan a un segundo plano. En efecto, es el Hamiltoniano, el
cual esta relacionado con el concepto de energia, el que nos permite construir la
ecuacion de Schrodinger y el que determina la dindmica del sistema considerado.

En el caso particular de que se trate de una carga en un campo electromagnético,
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aparecen explicitamente el potencial vector y el potencial escalar en la ecuaciéon
de Schrodinger.

El efecto Aharonov-Bohm es un efecto mecanico cuantico que resulta de la
invariancia de calibre [12|. Este establece que si tenemos electrones viajando a lo
largo de dos caminos y si entremedio de esos caminos atraviesa un flujo magnético
(figura 2.5.a) el cudl desaparece en la trayectoria de los electrones (es decir, no hay
fuerza fuerza magnética actuando sobre los electrones), este mismo flujo magnético
producird un cambio de fase en la funcion de onda de los electrones. Asumiendo
que los caminos son iguales, el efecto Aharonov-Bohm genera un cambio de fase

dado por,

o= %7€Zd?’ (2.12)

donde Z es el potencial vector magnético, h la constante de planck y e es la

carga del electrén que circula por el camino C.

a) R b) _0
A B QS ¢
o

T, O

Figura 2.5: a) Flujo magnético externo confinado en una trayectoria cerrada por
la cual circulan electrones, b) anillo cuantico de cantidad de sitios N y amplitud

de transferencia tp entre sitios vecinos.

Con el objetivo de estudiar un anillo cuéntico de cantidad de sitios finito por el
cual incide un flujo magnético externo (figura 2.5.b), una fase de Aharonov-Bohm
debe ser introducida en el Hamiltoniano del sistema. Es decir, la funcién de onda

del electron cambia una fase dada por (27®/®dy) al completar una vuelta completa
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alrededor del anillo. Esto puede ser descrito definiendo el siguiente Hamiltoniano

invariante traslacional

Ngr
Hp = ZtRe%;chjH +h.c., (2.13)

=1

donde Np es la cantidad de sitios, £ representa el enlace entre sitios del anillo,
o =21D/(Nrdy) es la fase de Aharonov-Bohm debida al flujo magnético incidente,
® es el flujo magnético y ®p=h/e el cuanto de flujo magnético.

Una de las consecuencias debido a la incidencia de un flujo es la presencia de
corrientes persistentes. Estas son corrientes capaces de sostenerse independiente-
mente de la aplicacion de una diferencia de voltaje. Son conocidas y estudiadas
desde hace mucho tiempo en los superconductores [13—16], mientras que en anillos
cuanticos, podemos determinar la presencia de corrientes persistentes (ver apéndice

B) mediante

I, =— (2.14)

0P

donde I,, corresponde a la corriente eléctrica para el nivel energético E,,.

2.3. Entrelazamiento como medida de transicion
de fase topologica

La transicién de fase cuantica es uno de los fundamentos pilares de la fisica
de materia condensada. El entendimiento convencional afirma que las diferentes
fases cuénticas generalmente se discriminan en términos de las simetrias acarreadas
por el estado fundamental (Simetria de Inversion Temporal, Particula-Agujero y

Quiral) o por caracteristicas que tienen una interpretacion topoldgica subyacente.
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El primero es descrito por parametros de orden local asociados a las simetrias,
mientras que el segundo por ordenes topologicos (ordenes robustos frente a las
perturbaciones locales que puedan romper todas las simetrias) [17].

El moderno entendimiento de transiciones de fases topoldégicas ha sido enrique-
cido en los dltimos anos debido a la incorporaciéon del concepto de entrelazamiento
[18-20]. Estas fases topologicas son determinadas, después de todo, por como dife-
rentes particulas o diferentes partes en un sistema estan mutuamente relacionadas
a través de sus propiedades globales, tales como, los ordenes topologicos. En este
sentido, es natural pensar que el entrelazamiento sea la herramienta esencial en la
deteccion de las transiciones entre fases topologicas.

Este perspectiva es especialmente poderosa en el estudio de ordenes topol6-
gicos, los cuales son puramente efectos cuanticos. Por ejemplo, estados con un
orden topologico intrinseco tienen entrelazamiento de largo alcance y una entro-
pia de entrelazamiento topologica no nula [21-23]. Otro ejemplo son los ordenes
topologicos con proteccion de simetria, los cuales son descritos por un espectro de
entrelazamiento degenerado [24-27].

Con esta idea, se intenta complementar el entendimiento de las transiciones
de fase que ocurren en el modelo SSH, el cual ya ha sido estudiado a través del
entrelazamiento de dos sitios (concurrencia)|28|. Se propone estudiar las transi-
ciones de fase para el nuevo modelo compuesto por cadenas SSH y un anillo de
Aharonov-Bohm usando medidas de entrelazamiento de los modos fermiénicos del
sistema [29].

El uso de estas medidas se hara en funcién del parametro de deformacion A, el
cudl caracteriza las transiciones de fase en el espectro de energia del sistema cuando
se cierra una brecha. Ademas, se estudiara la influencia del flujo magnético en el

espectro de entrelazamiento.
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Capitulo 3

Formulacion del problema

En este capitulo se estudia un nuevo sistema topologico conformado por cade-
nas SSH y un anillo cuantico por el cuél incide un flujo magnético (figura 3.1).
En la segunda seccion del capitulo se comprueba que el sistema mantiene las fases
caracteristicas de la cadena SSH (trivial y no-trivial topologica) y los estados de
borde se mantienen invariantes en la fase topologica. Sin embargo, la incidencia del
flujo magnético genera corrientes persistentes en el anillo y nuevos estados topolo-
gicos robustoz aparecen para determinadas configuraciones del sistema. La tercera
seccion introduce el formalismo matematico necesario para calcular, en primera
instancia, la matriz de densidad reducida para un sistema de fermiones no inter-
actuantes, la cudl, serd el punto de partida para el célculo de diferentes medidas
de entrelamiento entre modos fermionicos de un sistema bipartito (entropia de en-
trelazamiento) y medidas de entrelazamiento entre los modos fermiénicos de dos
sitios (concurrencia). Estas medidas logran caracterizar las fases presentes (trivial
y no-trivial topologica) y permiten describir, dependiendo de la eleccion de sub-
sistemas y sitios, las transiciones entre fases debido a la variacion de pardmetros

del hamiltoniano.

22



3.1. Hamiltoniano del sistema SSH-Anillo

1) Conexién tipo v:

&@*x\\
w, 7 *
v v 7 ¢ A v
\ W
N = tp
L T o ¢
2) Conexién tipo w:
Z =~ s =
o0 O
2\ 4 )
(‘6 (I) b 12) \ ¥ w ¢ Y
Ay ) ey tr ‘k\ &
- L W o g

Q_ 0*0 13)

Figura 3.1: Unién de cadenas SSH con anillo cuantico de Aharonov-Bohm, los
sitios extremos de las cadenas siempre se conectan con el sitio vecino a través de
un enlace tipo v y la conexién entre las cadenas y el anillo central puede ser de

tipo v o w.

El Hamiltoniano del sistema es descrito por tres contribuciones,

H=Hssy +Hr+ Hr_ssmu, (3.1)

donde Hgsy corresponde al modelo SSH estudiado en el capitulo anterior,

Hesn = Z { ZN: (vcgchj + h.c.) + i (wcLchBj + h.c.) } . (3.2

n=L,R \ j=len j=len
con N' = N(o N —1) cuando las cadenas se conecten con el anillo segtin enlace
tipov (ow),v=t1—-A), w=1t1+ M), |\ <1y n=L,R describen la cadena
izquierda y derecha respectivamente .

‘Hr corresponde a la descripcion del anillo cuantico,
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Ngr
Hp =Y tre'?chcr,, +he, (3.3)

j=1
donde Ny es la cantidad de sitios, tr representa el enlace entre sitios dentro del
anillo, ¢ = 27®/(Nr®Py) es la fase de Aharonov-Bohm debida al flujo magnético
incidente, ® es el flujo magnético y ®p=h/e el cuanto de flujo magnético.
La ultima contribucion describe la conexiéon entre las cadenas SSH y el anillo

central,

Hr ssuy =1 (C}zlcNL + C];RCRC> +h.c., (3.4)

donde ¢/ = (v o w ), el primer y segundo término detallan la conexion
izquierda y derecha respectivamente, entre las cadenas SSH y el anillo.

Utilizando el mismo proceso que en la seccion (2.1.2), podemos implementar
numéricamente el hamiltoniano en (3.1), definiendo un arreglo matricial H de
Niotai X Niotar dimensiones (N = 2N’ 4+ Ng), donde los autovalores de la matriz
corresponden a las autoenergias F,, del sistema, permitiendo estudiar la estructura

de los niveles de energia.

3.2. Fases topolégicas del sistema SSH-Anillo

Hemos encontrado que las propiedades cualitativas del sistema depende esen-
cialmente del tipo de conexion entre cadenas-anillo, que puede ser a través de una
conexion tipo v o una conexion tipo w. No hay efectos cualitativos introducidos por
el tamano del anillo pero si influye la paridad de él, es decir, anillos con cantidad
par de sitios se comportan cualitativamente igual entre si, de la misma manera
para anillos con cantidad de sitios impar.

En vista de lo anterior, estudiaremos anillos con cinco sitios (Ngp = 5), las

amplitudes de transferencia entre las cadenas y el anillo seran de tipo v o w, la
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amplitud de trasferencia t sera fijada en la unidad (t=1), la amplitud de transfe-
rencia entre sitios del anillo serd tgp = 2 y el parametro de deformacion \ estara
sujeto a la condicion |\ < 1.

Mediante diagonalizacion directa del hamiltoniano descrito anteriormente (3.1),

obtenemos los niveles de energia del sistema.

b) ®/®7=0.25
v o -ﬂll\”lﬂi

c) ®/®,=0.5
1

E/t

d) ®/Dy=0
1 “”"ml!l 1

E/t

N P O = NN P O = N

Figura 3.2: Espectro de energia en funcion de A para flujos ®/®y= 0, 0.25, 0.5 en
los paneles a) b) y ¢) (conexion cadena-anillo tipo v) y en los paneles d), e) y f)
(conexion cadena-anillo tipo w) respectivamente. La transicion de fase ocurre en

A = 0, donde se cierra (y posteriormente se abre) una brecha de energia.

En este ejemplo representativo, cada cadena SSH conectada al anillo esta for-
mada por 47(48) sitios para una conexion tipo v (w), obteniendo un tamano total
de Nioty= 99 (101) sitios.

Se comprueba que el sistema preserva las fases presentes en la cadena SSH
(seccion 2.1.2), donde la fase trivial tiene lugar para A < 0, la fase topologica

cuando A > 0 y el punto de transicion de fase ocurre en A ~ 0, donde se cierra una
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brecha de energia.

» Conexion tipo v (figura 3.2, panel a, b y ¢): En la fase trivial del sistema,
aparece un estado de energia cero que se mantiene invariante para los dis-
tintos valores del flujo magnético incidente en el anillo, mientras que en la
fase topologica, aparecen dos estados de energia nula correspondientes a los
estados de borde topologicos caracteristicos de la cadena SSH (figura 2.3,
derecha). Adicionalmente, en la fase topoldogica, aparece un tercer estado de
energia nula para valores del flujo q% = %,l € Z, correspondiente al panel

b) de la figura 3.2.

» Conexion tipo w (figura 3.2, panel d, e y f): En la fase trivial del sistema
aparece un estado de energia cero para valores del flujo q% = 26T’l,l € Z,
correspondiente al panel e) de la figura 3.2, mientras que en la fase topo-
logica del sistema, aparece una triple degeneraciéon de energia nula, la cual
se mantiene robuzta para los distintos valores del flujo magnético incidente.
De esta triple degeneracion de energia cero, dos estados corresponden a los
estados de bordes topologicos de la cadena SSH, mientras que el tercero,
corresponde a un estado que se localiza en sectores desconectados del anillo

y sus vecinos, como veremos mas adelante.

Es interesante notar que la insercion del anillo y la incidencia de un flujo mag-
nético en él, no influyen sobre los estados de borde de la fase topolédgica del sistema,
la localizacion en los extremos se mantiene invariante en casi toda la fase y solo se
deslocalizan cuando nos acercamos al punto de transicion (A ~ 0), que es donde
ocurre el cierre en la brecha de energia. Sin embargo, la aparicion de nuevas ex-
citaciones fermionicas de energfa cero, implican nuevos estados topolégicos en las
dos fases del sistema, los cudles se estudiaran maés en detalle.

El estudio del espectro de energia en funcion del flujo magnético en la figura

(3.3) clarifica los resultados anteriores. Se analizan los 5 niveles energia mas proxi-
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mos a cero, para una conexion cadenas-anillo tipo v (panel a y b) y una conexion

cadenas-anillo tipo w (panel ¢ y d).

a) A=-0.5

®/®g

Figura 3.3: Energfa en funcion del flujo magnético para los 5 niveles mas proximos
a E = 0. En el panel (ay c¢) se grafican los niveles en el caso A =-0.5 (fase trivial)
v en el panel (b y d) se muestra la dependencia de los niveles de energia para A =
0.5 (fase topologica). La conexion del anillo con las cadenas SSH son del tipo v

(panel a 'y b) o son del tipo w (panel ¢ y d).

El estudio de la energia versus la proporcion de cuanto de flujo &/®, € [—1, 1],
se hace para valores del parametro de deformacion A caracteristicos de la fase

trivial (A =-0.5, panel a y ¢) y de la fase topologica (A =0.5, panel b y d).

» Conexion tipo v (figura 3.3, panel a y b): En la fase trivial del sistema

podemos apreciar el nivel de energia nula reportado anteriormente (figura
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3.2, panel a, b y ¢), este nivel es insensible a la variacion del flujo magnético
y corresponde a un estado confinado en zonas desconectadas del anillo. En
la fase topologica se aprecian los dos estados de energia nula, caracteristicos
de la cadena SSH, mientras que un tercel nivel de enérgia fluctua en torno a
cero conforme varia el flujo magnético, dando lugar a la triple degeneracion
de energia nula solo para los valores que cumplan con = = 2=1 [ ¢ 7. Esta
3, 4
variacion de la energia en funcion del flujo magnético implica la presencia de

una corriente persistente segin la ecuacion (2.2).

Conexion tipo w (figura 3.3, panel ¢ y d): En la fase trivial del sistema pode-
mos apreciar un nivel de energia que fluctua en torno a cero conforme varia el
flujo magnético, indicando la presencia de una corriente persistente. Mientras
que en la fase topologica, se aprecia la triple degeneracion de energia cero,
la cuél es insensible al flujo magnético incidente en el anillo. Dos estados de
energia nula corresponden a los estados de borde de la cadena SSH, mientras
que el tercero, corresponde a un estado confinado en zonas desconectadas del

anillo.

La incidencia del flujo magnético genera corrientes persistentes en el anillo y

la aparicion de éstas estan sujetas al tipo de conexién en estudio: teniendo lugar

en la fase trivial para una conexion tipo w y teniendo lugar en la fase topologica

para una conexion tipo wv.

El estado de energia nula en la fase trivial para una conexién cadenas-anillo

tipo v estd representado en la figura (3.4), donde se estudia la probabilidad de

encontrar al electron en algun sitio del sistema. En la figura podemos notar que

los sitios que componen el anillo (sitio 48 al sitio 52) presentan probabilidad nula

de encontrar un electréon, excepto en el sitio 49, el cual corresponde al sitio superior

del anillo, es decir, ocurre una fragmentacion efectiva de él, impidiendo el flujo de

electrones. Este estado es invariante ante la incidencia del flujo y la deformacion
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del parametro A, por lo tanto, corresponde a un nuevo estado topologico.
Este comportamiento cualitativo es reportado de igual manera para el tercer
estado de energia nula de la fase topologica (distinto a los estados de borde) y

conexion entre cadenas-anillo tipo w.

0.4 02
0 ™
0.2/
0.2 ‘ 0 ‘ .
> 45 50 55

O- Wmmomww‘ﬂo Y ooy ﬂ«‘»omm“mm
0 25 50 75 100
n

Figura 3.4: Densidad de probabilidad del estado de energia E = 0 correspondiente
al panel a) de la figura (3.3). El estado se localiza en las cercanias del anillo, el
cual se encuentra entre el sitio 48 al sitio 52, presentando localizacién no nula en
el sitio superior (sitio 49), lo cudl indica una fragmentacion efectiva del anillo. La

grafica interna representa un acercamiento a los sitios del anillo y sus vecinos.

3.3. Medidas de entrelazamiento

En mecéanica cuantica uno puede distinguir entre estados puros y estados mez-
clas, los cuales ocurren por ejemplo, a temperatura T=0 cuando el sistema esta
totalmente desacoplado del resto del universo y a temperatura T>0 cuando el sis-
tema estd en equilibrio termodinamico con el resto del universo, respectivamente.

Un estado puro puede ser descrito por una funcién de onda |¥) en la formulacion
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usual de la mecénica cuantica, mientras que un estado mezcla no. Ambos tipos de
estados son tratados con iguales condiciones en la formulacion de matriz densidad
de mecanica cuantica, en la cual, el estado de un sistema es descrito por una matriz
densidad py. En esta formulacion, el valor de expectaciéon de un operador A en un

estado descrito por py esta dado por

< A>=Tr(pA). (3.5)

Si el estado descrito es puro, es decir, dado en la formulaciéon usual por la
funcion de onda |¥), entonces (A) = (V| A|¥), entonces es claro que pg = |¥) (V|

Estamos interesados en un subsistema finito de B sitios (blogue) integrado en un
sistema més grande de N sitios. El sistema menos el blogue es llamado el ambiente.
Si el sistema general se sabe que esté en un estado puro |¥), entonces en general,
el estado mecéanico-cuantico del bloque no puede ser descrito por una funciéon de
onda en estado puro. En lugar de eso, el estado mezcla del blogue debe ser descrito

por una matriz densidad bloque ppg, entonces definimos que

(4) = Tr(psA), (3.6)

si el operador A actua enteramente con el blogue.

Una forma para relacionar la matriz densidad bloque pp con la matriz densidad
po del sistema entero es usando la ecuacion (3.5) y (3.6) y los subindices B y E
para trazar sobre los grados de libertad asociados con el bloque y su ambiente

respectivamente, mas explicitamente, podemos reescribir la ecuacion (3.5) como

(A) =Tr(poA) = Trpr(pod). (3.7)

Ya que A no actua sobre el ambiente, podemos trivialmente trazar sobre los

grados de libertad del ambiente para obtener
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(A) =Trp[{Tre(po)} Al. (3.8)

Comparando con la ecuacion (3.6), encontramos un valor de expectacion con-
sistente para A si se toma sobre todo el sistema o solo sobre el bloque, si la matriz

de densidad de bloques se define como

pp = Tre(po). (3.9)

Construccion matriz pg: Usamos la técnica propuesta por Cheong y Henley[30],
la cual describe la construccion de la matriz de densidad reducida de un bloque

particular dentro de un sistema mas grande de fermiones no-interactuantes.

= Primero debemos diagonalizar el hamiltoniano que describe el sistema, el

cudl esta descrito por las ecuaciones (3.2-3.4).

= Se construye el estado fundamental asumiendo que es cercano al mar de

Fermi (medio llenado), el que es descrito por,

\.NTota,l /2J

[Yr) = 1110), (3.10)

(=1

donde | Nroiai/2]| corresponde a la funcion parte entera inferior, fg es el
operador de creacion de un electron en el autoestado ¢ del Hamiltoniano del

sistema y |0) el vacio.

= Se calculan los elementos de correlacion Gy = (cle;) (ver apéndice C):

Gry = (cles) = (Wpl|ctes|vr), con T = ai, J = B4, donde o y 3 denotan tipo
de enlace entre sitios (v,w o tg) y las letras (i y j) la posicion de un sitio

particular del sistema.

31



e - Gy Gt o Gin B = - .« e -
G o G G o O G Gio Gip
: - : : - : Gil GQQ T GQB
Y=|Gp - Gpg Gppy - Gpy |:> G = . . .
GB7+11 GTHB GTHBH GTHN
L GTl GTB GFABH G)T.’N ] Gﬁl G§2 t e GEB

Figura 3.5: Matriz Funcién de Green generada por los elementos de correlacion Gy

(izquierda), matriz G que representa un bloque particular del sistema (derecha).

= Se construye la matriz Funcion de Green G a partir de los elementos de

correlacion Gy y se elige un bloque G.

= Finalmente podemos calcular la matriz de densidad reducida de un subsis-

tema B de m sitios (Bloque G), la cual se obtiene mediante

1J

pp = det(I — G)exp {Z [log G(I — G)_ILJ C;CJ}. (3.11)

La que puede ser escrita en la base que diagonaliza a la matriz G como

pp = det(I - &) [] []1 + (e — 1)f;fl} , (3.12)

donde flT crea un electron en el [-ésimo autoestado de la matriz G y ¢

corresponden a las pseudoenergias obtenidas de la diagonalizaciéon de G.

El entrelazamiento de un sistema bipartito en un estado puro esta dado por la
entropia de von Neumann de uno de los subsistemas. Asi, el entrelazamiento entre

un subsistema B de m sitios y el resto del sistema esta dado por,

S=—Tr pglog, pp = — > _1;log, ;. (3.13)

J
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donde 0 < 7n; <1 (j =1,2,...m) son los autovalores de pp y la entropia de
entrelazamiento S toma valores en el intervalo [0,2].

Por otro lado, si queremos evaluar el entrelazamiento entre solo dos sitios del
sistema, dejando fuera el resto, la manera de cuantificarlo es a través de la con-
currencia [18-20]. En este caso tendremos dos qubits, donde la base de cada uno
de ellos es formada por los autoestados de los nimeros de ocupacion, |0;) y |1;),
1=1,2.

Se construye la matriz de densidad reducida de dos sitios pp y se evalua el

operador pp definido como

pB = (0y ® 0y)pp(0oy © o). (3.14)

donde * denota el complejo conjugado y o, es la matriz de Pauli.

La concurrencia C' esta dada por,

C =max {0, /n1 — /N2 — /113 — V/14} , (3.15)

donde 71,7m2,m3 ¥y My son los autovalores en orden decreciente de la matriz

R—=pppp v C toma valores en el intervalo 0 < C' < 1.

3.3.1. Cadena SSH

J. Cho y K.W. Kim determinaron de manera analitica el espectro de entrelaza-
miento de dos sitios (concurrencia) para el modelo SSH [28]. El estudio lo hicieron
estableciendo condiciones de borde periddicas (cadena cerrada) y calculando el en-
trelazamiento entre cualquier par de sitios del sistema en funciéon del parametro
de deformacion A. Algunos de los resultados importantes reportados en ese estudio

SOn:

= La concurrencia entre sitios no vecinos son nulas para todo valor de A, es
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decir

C(AnAm = C(Ban =0 (316)

s La concurrencia entre sitios vecinos de la cadena SSH se dividen en dos
grupos: C7 = Cy, g, , la cudl determina el entrelazamiento entre los dos sitios
internos de cada celda n-ésima (compuesta por un atomo tipo A y otro tipo

B)y Cy = Cg,4,,, determina el entrelazamiento entre el atomo tipo B,, de

n+1

cada celda y el atomo A, ; de la celda vecina siguiente.

» La figura (3.6) indica el comportamiento de C} y Cy en funcion de \: Cy > Cs
en la fase trivial del sistema (A < 0), C; < C; en la fase topologica (A > 0) y
C7 = (5 para A = 0, que es el punto de transicion de fase donde coincide con

el cierre en la brecha del espectro de energia (figura 2.3). Ademaés, se cumple

que C1(A) = Ca(—=A).

0—1 A

Figura 3.6: Concurrencia en cadena SSH: C = Cy,_ p, corresponde al entrelaza-
miento entre los dos sitios internos de cada celda unitaria (conectados con enlace
tipo v) y Cy = Cp, a,., corresponde al entrelazamiento entre sitios vecinos B,, y

n+1

A, 11 conectados con enlaces tipo w.
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Estos resultados logran caracterizar las fases del sistema usando el espectro de
entrelazamiento de C y C5 simultaneamente.

El estudio del modelo SSH sin condiciones de borde periddicas (cadena abierta)
y usando medidas de entrelazamiento, se ve restringido debido al tiempo compu-
tacional requerido para llevar a cabo estos calculos, por lo tanto, se estudian ca-
denas SSH de 20 sitios (10 celdas). Los espectros de entrelazamiento C; = Ca, g,

y Cy = Cp_ 4,., concuerdan con los resultados reportados por J. Cho y K.W.

nt1
Kim. Sin embargo, al estudiar el entrelazamiento entre los dos sitios extremos de
la cadena Cy,5,, se reporta un espectro de concurrencia no nulo en la fase topo-
logica (figura 3.7, derecha), esto se deberia a la aparicion de los estados de borde
topologicos que se localizan en los extremos de la cadena.

Otra medida que resalta este comportamiento es la entropia de entrelazamiento
entre este subsistema formado por los dos sitios extremos y el resto de la cadena
(figura 3.7, izquierda). Este subsistema estd maximamente entrelazado con el resto

en la fase trivial y, cercano al punto de transicion de fase (A ~ 0) empieza a

disminuir hasta anularse en el limite A=1.

21 11
n 11 O 0.51
0L , ‘ ‘ : 01 : : , L
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 —-0.5 0 0.5
A A

Figura 3.7: Entropia de entrelazamiento S cuyo subsitema de dos sitios esta con-
formado por los extremos de la cadena SSH (izquierda). Concurrencia C4, g, entre

los sitios extremos del sistema (derecha).
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3.3.2. Sistema SSH-Anillo

El estudio del sistema SSH-Anillo, usando medidas de entrelazamiento, se ve
restringido debido al tiempo computacional requerido para llevar a cabo estos
célculos, por lo tanto, se estudian modelos con tamanos Ny, =19 (17) sitios para
el caso de conexion cadenas-anillo tipo v (w).

De manera analoga al modelo SSH, se toman como referencias las siguientes

medidas de entrelazamiento:

» (i) Concurrencia entre sitios intraceldas C; = Cy,p, y sitios interceldas

Cy=Cp,a

n+1°

= (ii) Concurrencia entre los sitios extremos del sistema Ca, 5y
ota

» (iii) Entropia de Entrelazamiento S entre subsistema conformado por los

sitios extremos del sistema y el resto.

(i) El espectro de entrelazamiento de Cy y Cy (figura 3.8 panel a y b) para el
caso de conexion cadenas-anillo tipo v es cualitativamente igual que el resultado
reportado para el modelo SSH, mostrando una leve dependencia del flujo magné-
tico. Para el caso de conexion cadenas-anillo tipo w (figura 3.8 panel ¢ y d) se
reportan resultados aproximadamente similares.

Estos resultados logran caracterizar, de manera aproximada, las fases del sis-
tema (trivial y no-trivial topologica) usando el espectro de entrelazamiento de C

y Cy simultaneamente, independiente del tipo de conexion cadenas-anillo (v o w).
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1, 1
b)
QO 0.5
----- ®/=0.25
—— /=05
07 +
1_
O 0.5
0_

Figura 3.8: Concurrencia para sitios intraceldas (a y c) e interceldas (b y d), donde
la conexion de las cadenas y el anillo es del tipo v (a y b) o del tipo w (¢ y d).
Para cada medida se aplicaron tres flujos magnéticos ®/Py=0, 0.25, 0.5 (verde,

azul, 10jo).

(ii) La Concurrencia entre los sitios extremos del sistema Ca, 5, se ve afecta-
da por el tipo de conexion cadenas-anillo (v 0 w) y por el flujo magnético incidente
(figura 3.9).

Conexion tipo v: En en panel a) de la figura 3.9 podemos estudiar la concu-
rrencia en funciéon de A entre sitios extremos Cjy, By,,,,, Para tres valores del flujo
magnético incidente ®/Py=0, 0.25, 0.5 (verde, azul, rojo). Podemos notar que el
entrelazamiento es no nulo solo en la fase topologica para ®/®y=0, disminuye a

C =~ 0.5 para ®/P;=0.25 y se anula para ®/P;=0.5, lo que indica que el flujo
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11 —— ®/b=0
a) b ®/D=0.25
— - ®/®=0.5
) C(A=0.8) 0.5
C(A=0.5)
U 05| 0.5 B S
0 o,
-1-05 0 05 -1-050 05 1
O/, /D,
0,
-1 -0.5 0 0.5 1-1 -0.5 0 0.5 1
A A

Figura 3.9: Medida de concurrencia entre sitios extremos del sistema, donde la
conexion de las cadenas y el anillo es del tipo v (panel a) o del tipo w ( panel
b). Para cada medida de concurrencia se aplicaron tres flujos magnéticos ®/®¢=0,
0.25, 0.5 (verde, azul, rojo) y en la gréfica interna de cada panel se estudia la

concurrencia en funciéon del flujo magnético para determinado valor de .
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magnético afecta el grado de entrelazamiento entre los sitios extremos. En la gré-
fica interna del panel a) de la figura 3.9, se estudia la concurrencia en funcion
del flujo en la fase topologica del sistema (A= 0.8), el espectro de concurrencia
indica que es no nula para valores del flujo en el intervalo ®/®q € [-1,-0.75)U(-
0.25,0.25)U(0.75,1].

Conexion tipo w: En en panel b) de la figura 3.9 podemos estudiar la concurren-
cia de los sitios extremos Cjy, By,,,, Para tres valores del flujo magnético incidente
®/Dy=0, 0.25, 0.5 (verde, azul, rojo), podemos notar que el entrelazamiento es no
nulo solo en la fase topologica, donde alcanza un méaximo en C' = 0.5. La gréfica
interna del panel b) de la figura 3.9 estudia la concurrencia en funcion del flujo en
la fase topologica del sistema (A= 0.5), mostrando una leve dependencia del flujo
magnético incidente en el anillo.

Al comparar estos resultados con las medidas utilizadas en el modelo SSH
(figura 3.7, derecha), se puede determinar que el entrelazamiento entre los sitios
extremos del sistema se ve afectado tanto por la insercién del anillo como por el
flujo magnético, ya que disminuye aproximadamente a la mitad para el caso de

conexion tipo w y disminuyendo o anulandose para el caso de conexiéon tipo v.
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(iii) La Entropia de entrelazamiento S entre el subsistema conformado por los
dos sitios extremos del sistema y el resto se estudia en la figura 3.10, donde el
panel a) indica el caso de conexion cadenas-anillo tipo v y el panel b) indica el
caso de conexion tipo w. Para cada caso se usaron tres valores del flujo magnético

¢ /Dy=0, 0.25, 0.5 (verde, azul, rojo).

21 -=
b)
S(A=0)
24— _
"1 e
Voo
1.9 \ i
\J
-1 -05 0 05 1
/Dy
—— ®/®y=0
————— O/Dy=0.25
——= ®/®y=0.5
0. | /®g
-1 -0.5 0 0.5 1-1 -0.5 0 0.5 1
A A

Figura 3.10: Entropia de entrelazamiento S entre sitios extremos de las cadenas
(subsistema de dos sitios) y el resto, donde la conexion es de tipo v (panel a) y tipo
w (panel b). Para cada medida de S se aplicaron tres flujos magnéticos ®/Py=0,
0.25, 0.5 (verde, azul, rojo), en la grafica interna de cada panel se estudia la entropia

de entrelazamiento en funciéon del flujo magnético para determinado valor de .

Conexion tipo v: El subsistema (sitios extremos del sistema) esta maximamente

entrelazados con el resto en la fase trivial (A<0) independiente del flujo y, cercano
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al punto de transicion de fase (A = 0), empieza a disminuir hasta anularse en
)

el limite A=1, excepto para valores del flujo que cumplan con 0 = Zlle,l € Z,
donde el entrelazamiento es no nulo. La grafica interna del panel a) estudia la
Entropia de entrelazamiento en funcion del flujo en la fase topologica (A=0.8),
donde se reportan unos "picos"de entrelazamiento para los valores especificos del
flujo descritos anteriormente.

Conexion tipo w: El subsistema (sitios extremos del sistema) presenta un mayor
entrelazamiento con el resto en la fase trivial (A<0) y disminuye hasta S ~ 1
en el limite A=1 de la fase topologica. El flujo magnético disminuye el grado de
entrelazamiento para este caso, tomando su minimo valor para ®/®, = £+ 0.5
como se puede apreciar en la grafica interna del panel b) de la figura 3.10, donde
se estudia la Entropia de entrelazamiento S en funciéon del flujo magnético en la
fase topologica (A=0.5).

Estos "picos"de entrelazamiento (panel (a), figura 3.10) se hacen mas agudos

21 B R _A=o01
=0.3

| ! |

!

i i
v,

| ' Ii i

| 1 ii i
D R B il Jia=05
A=08
ol : , , :
-1 -0.5 0 0.5 1

®/dg

Figura 3.11: Entropia de entrelazamiento S en funcién del flujo magnético para
distintos valores del parametro A=0.1, 0.3, 0.5, 0.8 (verde, magenta, rojo, azul).

La conexion cadenas-anillo es de tipo v.

41



a medida que nos acercamos al limite topologico (A=1), por el contrario, si nos
acercamos al punto de transicion de fase (A=0), la Entropia de entrelazamiento

aumenta y estos "picos "desaparecen, tal como lo muestra la figura 3.11.
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Capitulo 4

Conclusion

4.1.

Conclusiones

1.1) El modelo SSH presenta dos fases, la trivial (A < 0) y la topologica
(A > 0), la transicion entre fases esta caracterizada por un cierre en la bre-
cha de energia en A\=0. En la fase topolégica aparecen dos estados de borde,
los cuales son robustos ante la deformacién del parametro A. La concurrencia
entre sitios logra caracterizar la transicion entre fases, mostrando que para
la fase trivial C; > C5, mientras que en la fase topolégica C; < Cy, donde
C) y Cy corresponden al entrelazamiento entre sitios intracelda (Cy, p,) €

intercelda (Cp, 4, ,,) respectivamente.

wit)
1.2) La concurrencia entre los sitios extremos de la cadena es nula en la fase
trivial mientras que en la fase topologica es distinta de cero, indicando que
en la fase topologica estos dos sitios extremos se encuentran maximamen-
te entrelazados (Cya,p, ~ 1), anulandose en el limite de dimerizacion A=1

(Ca,By =~ 0), donde estos dos sitios se desconectan completamente de la ca-

dena al quedar desapareados en cada extremo de ella.
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1.3) Otra medida que resalta este comportamiento es la entropia de entrela-
zamiento de este subsistema (formado por los dos sitios extremos) y el resto.
Los bordes de las cadenas estdn maximamente entrelazados con el resto del
sistema en la fase trivial y cercano al punto de transicion de fase (A = 0),
empieza a disminuir S hasta anularse en el limite de dimerizacion (A=1).
Esta medida caracteriza la transicion de fase del sistema.

Estos resultados indican que los dos estados de bordes topoldgicos estan al-
tamente entrelazados entre ellos en la fase topologica del sistema, mientras

que estan altamente entrelazados con el resto de la cadena en la fase trivial.

2.1) La insercion del anillo preserva las fases del sistema (trivial y topologica),
ademas los estados de borde permanecen invariantes en la fase topoldgica
a medida que deformamos el pardmetro A o variamos el flujo magnético
incidente en el anillo.

2.2) El anillo soporta corrientes persistentes no nulas y la aparicion de ésta
en la fase trivial o topolégica depende del tipo de conexion entre las cadenas
y el anillo. Ademas, se reporta un nuevo estado topolégico de energia nula,

este se localiza en las cercanias del anillo y en el sitio superior de él.

3.1) La medida de entrelazamiento entre dos sitios (concurrencia) para sitios
intraceldas e interceldas logra caracterizar la transicion de fase del sistema
(Cy > (5 fase trivial, Cy > C fase topologica) y tienen una leve dependencia
del flujo magnético incidente en el anillo.

3.2) La concurrencia entre los sitios extremos del sistema se ve afectada por
la presencia del anillo y del flujo magnético. Este resultado sugiere que los
estados de borde se ven afectados y disminuyen su grado de entrelazamiento
segin el flujo magnético y segun el tipo de conexion cadenas-anillo (v o w).
3.3) Otra medida que resalta este comportamiento es la entropia de entre-

lazamiento de este subsistema (formado por los dos sitios extremos de las
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cadenas) y el resto. Conexion tipo v: Este subsistema estd maximamente
entrelazado con el resto en la fase trivial y cercano al punto de transicion de
fase (A =~ 0) empieza a disminuir hasta anularse en el limite de dimerizacion
(A=1), excepto para valores del flujo (}% = #,l € Z, donde aparece un
"pico"de entrelazamiento en S &~ 1, el cual se vuelve mas agudo a medida
que nos adentramos en la zona topologica. Conexion tipo w: Este subsiste-
ma estd maximamente entrelazado con el resto en la fase trivial y cercano al
punto de transicion de fase (A = 0) empieza a disminuir hasta llegar a S ~ 1,
la incidencia del flujo magnético disminuye el grado de entrelazamiento para

valores del flujo q% ==+ 0.5.

4.2. Trabajo futuro

La presente investigacion deja algunos problemas abiertos a considerar, tales

COINo.

= Calcular la entropia de entrelazamiento tomando otros subsistemas no es-
tudiados en esta tesis, como por ejemplo, el anillo central del sistema. La
aparicion de corrientes persistentes podria ser caracterizada con el espectro

de entrelazamiento.

» Estudiar sistemas para anillos con cantidad variable de sitios, usando medi-
das de entrelazamiento: Los espectros de energia para sistemas de anillos con
cantidad PAR de sitios reportan nuevas excitaciones fermiénicas de energia
cero distintas a las descritas en esta tesis, por lo tanto, estudiar estos resul-
tados con las medidas de entrelazamiento utilizadas en este trabajo seria un

problema interesante a considerar.
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Apéndice A

Hamiltoniano de Enlace Fuerte

A.1. Preliminar: Operadores fermioénicos de segun-
da cuantizacion

La segunda cuantizacion se basa en el uso de operadores fermionicos de creacion
.I.

y de destruccion. El operador de creaciéon c,, crea un fermioén en el sitio ¢ con
espin « y su adjunto, el operador de aniquiliacion ¢;,, destruye un fermion en el
sitio ¢ con espin a. Si tomamos en cuenta un sistema con fermiones sin espin,
entonces podemos omitir el indice o v estos operadores fermiénicos cumplen con

las siguientes reglas de anticonmutacion:

{cl ¢} = clej + ¢jcl =6 (A1)
{c, c;r} = cjc; + c;r-c;r =0 (A.2)
{Ci, Cj} = CiCy + CiC; = 0 (AB)

donde 9;; corresponde a la delta de kronecker.
Esta representacion ayuda a pensar de una manera mas intuitiva y menos

matematica. Por ejemplo,si aplicamos operador de creaciéon y aniquilacion en un
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cadena con n sitios. Debido al principio de exclusion de Pauli, no podemos crear
un fermion en el sitio 1 si ya hay uno ahi, por lo tanto, si aplicamos un operador
de creacién el resultado seré el vector nulo cHl) = 0. Si aplicamos un operador de
aniquilacion sobre el vacio (|0)) el resultado sera también el vector nulo ¢;|0) = 0,

debido a que no hay un fermién que destruir en el vacio.

A.2. Descripcion general de Hamiltoniano de En-
lace Fuerte

Permite modelar la estructura de bandas de sistemas de fermiones no inter-
actuantes, ya que permite capturar la estructura de red de sistemas cristalinos,
admite restricciones de simetrias, grados de libertad internos, campos externos,

etc. La descripcion general de un Hamiltoniano de enlace fuerte tiene la forma

H=> c Hcis, (A.4)
ijaf

donde 7, j corresponde a los sitios de la red cristalina, o y 3 representan los

grado de libertad interno correspondiente a los distintos sitios de la red (espin,
T

orbitales, etc), el operador de segunda cuantizacion ¢}, (¢, ) crea (destruye) parti-
culas en el sitio 7 con grados de libertad internos « y los coeficientes Hgiﬁ capturan
las propiedades fisicas del sistema.

Los materiales en estado sélido, tales como un arreglo de &tomos en una cadena,
en una superficie bidimensional o en un cuerpo tridimensional, tienen un contorno
o borde y un contenido, este ultimo se denomina comunmente como bulk. Por
encontrarse muy lejos de los bordes, al ser la parte mas central del cristal en el
limite termodinamico, las propiedades del bulk son insensibles a las caracteristicas

de los mismos, y por este motivo pueden ser calculadas de manera mas sencilla

si se identifican los contornos opuestos del solido (condiciones de borde de Born-
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von Karman). El Hamiltoniano del sistema pasa a ser invariante ante traslaciones
entre puntos de la red cristalina bajo este tipo de condiciones de contorno, lo que
conlleva a la conservacion del momento cristalino k. Por lo tanto, es posible calcular
de manera maés sencilla los autoestados v, ; v los niveles de energia E, (k) del bulk,
donde con k se especifica la dependencia de la energia de la banda n respecto del
momento cristalino [1]. Tras determinar la relacion de dispersion del modelo, es
posible saber si el sistema se comporta como aislante, semiconductor o metal.

Al requerir que el sistema sea invariante ante traslaciones se admite una trans-
formada de Fourier sobre los operadores, después de la cual el Hamiltoniano puede

escribirse como

H= Z CLaHg/lBoch(k)ckﬁ7 (A5)
kaB

donde Hgfoeh(k) es un elemento del Hamiltoniano de Bloch. La cantidad % se
conoce como momentum del cristal y toma valores en la primera zona de Brillouin
(ZB). Para sistemas unidimensionales, y suponiendo que la separacion entre sitios
vecinos de la red cristalina es a = 1, la ZB se reduce al intervalo [—m, 7|. La nocién
de Hamiltoniano del bulk del sistema se utiliza frecuentemente, en el sentido de
que esta descripcion captura la fisica del sistema sin considerar los bordes.

Otra de las ventajas de la descripcion de enlace fuerte, es que puede ser im-
plementada numéricamente de manera directa. Suponiendo que en el espacio de
Hilbert bajo consideracion existe un conjunto de estados, i), que cumpla con la
condicion de ortonormalidad ). |¢)(i/] = I y con producto interno (i|j) = 0;;.
Cualquier operador O en el espacio de Hilbert en consideracion puede escribirse

como

O=> 10D 13l =D 0uli)il, (A.6)
i j ij
donde O;; = (i|O|j) € C es un elemento de la matriz O, la cual es una repre-
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sentacion del operador abstracto O en la base considerada. Este proceso también

puede llevarse a cabo sobre los vectores estado,

) = szm, (A.7)

donde v; = (i|t)) € C corresponden a los coeficientes del vector ? que repre-
senta al estado [¢)) en la base dada. Con lo anterior, las entidades Oy |¥) son
reemplazadas por la matriz O y el vector ?, los cuales son arreglos de ntme-
ros complejos que pueden ser implementados numericamente. Considerando, como
ejemplo, la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo Hly) = E[¢). Con

las representaciones en (A.6) y (A.7) esta ecuacion toma la forma

D Hgl NI wnlk) | = B3 wili), (A.8)

D> Higtsli) = B S, (A.9)

multiplicando por (k| por la izquierda y utilizando la condicion de ortonorma-

lidad de la base ), |7)(i| = I, se obtiene

Zijl/Jj = Ex, (A.10)
J

que es equivalente a escribir finalmente

HY =Ed, (A.11)

lo cual corresponde a resolver una ecuaciéon de autovalores para la matriz H.
Al resolver esta ecuacion se obtienen las autoenergias F, y, asociado a cada una
de estas energias, se tiene un autovector ¢, cuyas componentes son idénticas a los

coeficientes v; en la expansion (A.7).
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Apéndice B
Calculo de corrientes persistentes

Por definicion,

ﬁl = —ﬁ[nl,HR}. (Bl)

Usando el Hamiltoniano definido en (3.3),

Ngr
Hp = ZtRewczrclH +h.c., (B.2)
=1

reemplazando (B.2) en (B.1) obtenemos,

. ZtR ; i i —1
== <ewclTCz+1 —e wCZTHCl - €wCzT—1Cl te wc;cl_l) : (B-3)

La ecuacioén de continuidad est& dada por

n; = Ji—1 — Ji, (B.4)

donde j es el operador de corriente de particula por sitio. Esta ecuacion es

satisfecha si
it

. R i —1
= (e ‘”czrclﬂ —e ”c;ﬂcl) (B.5)
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Luego tenemos para la corriente total de particulas,

1 & it
. R i —1
J = N_R E g = _hNR (6 ‘PcchlH —e ‘PclT+lcl> (B.6)
=1

Para la corriente eléctrica tenemos que J. = —eJ, lo que implica

OHr
Jo = ———. B.7

5% (B.7)

En el caso estacionario podemos escribir

0E

I=-2".
0P

(B.8)
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Apéndice C

fes)

Calculo de correlaciones (c;c;

Consideremos un sistema de 4 sitios cuyos estados se pueden representar con

los operadores fermionicos de creacion cj actuando sobre el vacio |)

11100) = chel|)
11001) = clel|) (C.1)
|0110) = cgcgl)
Supongamos que el operador densidad es:
po = A|1100)(1100| + B|0110)(1100| + B*|1100)(0110|
+D|0011)(0011] + E|0011)(1001| + £E*|1001)(0011]. (C.2)
= 1° Forma: (cles) = Tr(clespo)
clespy = cles{ A]1100)(1100] + B|0110)(1100| + B*|1100)(0110|
+ D|0011)(0011| + E[0011)(1001| 4+ E*[1001)(0011|}
clespo = Beleb))(Jerey — Delel])(|esea — Bclel])(|erea
cIc;;po = —Bcgcﬂ)ﬂclcg + DC:ECJ{ Y (Jeseq + ECH Y(|e1eq
CJ{Cgpo = —BJ|1100)(1100| + D|1001){(0011| + £]1001)(1001]

s Acdes) = Tr(clespy) = E — B.

52



» 2° Forma: Usando la matriz de densidad reducida a partir de (C.2).

Nos interesa eliminar los grados de libertad del bano, en este caso, los sitios
2 y 4, y obtener la matriz reducida p; 3 asociada al bloque formado por los
sitios 1 y 3.

La matriz reducida de manera estandar se define como

Trbafw(pO) = Pblogue (04)
En general, la operacion
[Trbano(po Zijquue — Z ,011731 (05)
lebano

En el caso de que P sea un operador que actua sobre el bloque, es necesario

que se cumpla la identidad,

TT(-PPO) = Trbloque(Ppbloque) (CG)

Para que se cumpla (C.6), en el caso de los fermiones, es necesario mantener
consistencia usando la convensiéon que asocia los estados de ocupacion y los

operadores de creacion y destruccion.

En resumen, para calcular la matriz de densidad reducida, seguiremos los

siguientes pasos:

1) Reescribimos la matriz py en términos de los operadores de creacion y

destruccion cz v ¢;. Por ejemplo, el término
0110)(1100| = ekeb|)(|eres (C.7)

2) Los operadores que operan sobre el bano son reordenados via transpo-
sicion. Si son de creacion, se los reagrupan en el extremo izquierdo de la

secuencia, si son de destruccion se los reagrupa en el extremo derecho y se
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multiplica el término respectivo por (—1)?, donde p es el nimero de permu-
taciones totales de los operadores de creaciéon y destrucciéon del bano. Por

ejemplo, el término
0110)(1100| = ckeb|)(|eres = —cbel]) (|eres (C.8)

Ademas, cada operador czT del bano y del respectivo operador de destruccion
¢; deben estar en las mismas posiciones relativas (la posicion de los operadores
de creacién es en orden creciente de derecha a izquierda y la posicion de los

operadores de destruccion de izquierda a derecha).

el el Ve, cho.c, (C.9)

ne 7:2 i

3.1) Se simplifican los operadores del bafio que aparecen en py, el de creacion

con el de destruccion asociado.

Ejemplo : — chelN|erer = =) (| (C.10)

3.2) Los términos donde aparezcan los operadores de creacion(destruccion)
pero no aparezcan su respectivo operador de destruccion(creacion) son des-

cartados, es decir

chel N {(Jese, =0 (C.11)
donde los indices 4 y 2 forman el bano del sistema.

Aplicando estos pasos a nuestro operador densidad pg

po = A|1100)(1100| + B|0110)(1100| + B*|1100)(0110| +

D|0011)(0011| + E[0011){1001| 4+ E*|1001)(0011]. (C.12)
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= Paso 1):

po = Aciel|)(|erea + Belc|)(|erca + Brchel|){|eacs +

DelelY{|esea + EclelY(|eies + E*clel|)(|esea

» Paso 2):

po = Achel[)(|eres — Bebel|)(lerea — Bchel[)(Jeses +

Dchel)(|eses + Eciel|Y{|eres + Eele|) (|esca

= Paso 3):

po = Aci|){|er — Bel|)(ler = B el])(les +

Dejl)les + Echl){lex + Ecl[){les

2prg = Traalpo) = Acl]){ler — Bel|){jer — Brel|){les +

Dej){Jes + Belf){jer + E*cl|){es

<. prs = A[10)(10] — B|01)(10| — B*|10)(01| +

D[01){(01] + E[01)(10| + E*|10)(01]

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)

. prs = A|10Y(10|+ (E — B)[01)(10| + (E* — B*)[10)(01| + D|01)(01]| (C.18)

T

Usando la matriz p; 3 para calcular la correlacion (cjcs) obtenemos,

(cles) = Trys(clesprs)
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Entonces,

clesprs = cles{Ac ) (ler = Bel|){|er— B el ) (|es+ Dl )(les+ Ecl]) (jer + Bl [} {|es}

clesprs = (B = B)el|){|er + Del|)(les (C.20)

lesprs = (E — B)[10)(10] + D[10)(01] (C.21)

calculando la traza obtenemos,
Tris(ciespris) = E — B (C.22)
donde se comprueba la identidad (C.6),

Try5(clesprs) = Tr(clespo) = E — B. (C.23)
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