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Resumen

En la presente investigacion se analiza la influencia de la evaporacion y las propie-
dades termodindmicas de un sistema astrofisico de particulas fermiénicas idénticas. Se
parte de una generalizacion de los modelos de sistemas autogravitantes de fermiones
existentes en la literatura al introducir un truncamiento en la distribucién de Fermi-
Dirac que reproduce en el limite clasico a la conocida distribucién del modelo de King.
Este modelo propuesto permitira cierta aproximacion elemental a la termodindmica de
los sistemas estelares tales como las enanas blancas para condiciones de temperaturas
no nulas (sistema no degenerado de fermiones), donde aparece de forma natural una
velocidad de escape para los constituyentes del sistema de su propio campo gravitacio-
nal bajo la incidencia de agentes externos (e.g., el acompafante en un sistema binario).
Particular interés reviste la influencia de la evaporacion en los procesos colectivos exis-
tentes en sistemas astrofisicos: el colapso gravitacional y la disrupcién evaporativa. En
esta investigacion se encontré que las curvas caldricas descritas a masa constante pre-
dicen la existencia de tres regiones con diferentes pardmetros de masa 8, cada uno de
los cuales describe el sistema fermidnico en el plano (), u*). Cada regién se caracteriza
por presentar un comportamiento termodindmico diferente. Ademas, el modelo predi-
ce la existencia de una valor maximo 6,,,,, del parametro de masa 6 el cual impone una
masa minima Mp,;, por debajo de la cual el sistema se evapora completamente. Un
hecho relevante es que el modelo predice la existencia del colapso gravitacional don-
de el sistema experimenta una redistribucion de la masa total dando lugar a una parte

central fermidnica degenerada y el halo politrépico, ambos de mayor densidad.



Abstract

In this research we analyze the influence of evaporation on the thermodynamic pro-
perties of an astrophysical system of fermionic identical particles. We start from a gene-
ralization of the self-gravitating systems models of fermiones existing in the literature
when introducing a truncation in the Fermi-Dirac distribution which in the classical li-
mit reduces to the well-known King distribution isotropic model. These assertions will
allow us to make some elemental approximation to the thermodynamics of stellar sys-
tems such as white dwarfs stars for non-zero temperature conditions (non-degenerate
fermion system), where there appears an escape velocity for the constituents of the
system of its own gravitational field under the influence of external bodies (e.g., the
companion in a binary system). Particularly interesting is the influence of evaporation
on collective processes in astrophysical systems: gravitational collapse and evaporative
disruption. In this research it was found that the caloric curves described at constant
mass predict the existence of three well-defined regions with different mass parame-
ters 6, each of which describes the fermionic system in the plane (1, u*). Each region is
characterized by a different thermodynamic behavior. In addition, the model predicts
the existence of a maximum value 0,,,, of the mass parameter 8 which imposes a mi-
nimum mas M,,;, below which the system evaporates completely. A relevant fact of the
present research is that the model predicts the existence of the microcanonical collapse
as a result of this fact the system undergoes a redistribution of its total mass between

the fermionic central region and the outside classical region.
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CAPITULO

Introduccion

La presente investigacion se centra en el campo de la termo-estadistica de los siste-
mas astrofisicos [1-12]. La gravedad, al ser una interaccion de largo alcance, hace que
estos sistemas muestran comportamientos termodindmicos no convencionales, tales
como la no extensividad de sus observables macroscépicos, una relajaciéon muy lenta
debido a la existencia de correlaciones de largo alcance entre sus constituyentes, capa-

cidades calorificas negativas, presencia de transiciones de fases exdéticas, entre otros.

La incidencia de la evaporacion es un proceso inevitable en los sistemas astrofisi-
cos reales. Los sistemas astrofisicos tales como estrellas y galaxias no se pueden ence-
rrar dentro de un recipiente para estudiarlos tal como sucede con los gases y liquidos
en las aplicaciones cotidianas. Los elementos constituyentes de un sistema astrofisico
pueden escapar si su velocidad supera cierto valor de escape. En la mayoria de las si-
tuaciones que encontramos en la naturaleza, los sistemas astrofisicos se encuentran en
interaccion con otros sistemas astrofisicos. En consecuencia, la velocidad o energia de
escape estd determinada por la presencia del campo gravitacional de otros sistemas [8].
Un modelo simple y notable que incorpora los efectos de la evaporacién son los mode-
los de King [13], que se encuentran relacionados con los modelos de Wooley y Dickens
[14], asi como con el modelo de Wilson [15]. Todos ellos tienen la peculiaridad de des-
cribir perfiles de distribucion de particulas de dimensién finita con nucleos isotérmi-
cos y halos politrépicos. Todos estos modelos fueron recientemente generalizados por
Gomez-Leyton y Velazquez en el marco de los modelos y-exponencial truncados [16],
los que fueron extendidos por Zochi y colaboradores [17] al incorporar anisotropia ra-

dial.

Si bien todos estos modelos describen las propiedades de un sistema astrofisico
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entre los puntos de disrupcion evaporativa (altas energias) al punto de colapso gravi-
tacional (bajas energias), estos no incorporan las propiedades cudnticas de la materia
que le permitirian arribar a configuraciones estables en la etapa post-colapso gravita-
cional, donde se espera la formacion de nicleos muy densos de tamanos reducidos.
Precisamente, este tipo de peculiaridades se tienen en cuenta al desarrollar modelos
astrofisicos cuyos elementos constituyentes obedecen la estadistica de Fermi-Dirac so-
bre las que tienen lugar las limitaciones asociadas al conocido principio de exclusiéon
de Pauli. Ejemplos de estos modelos fueron desarrollados por Chandrasekhar y otros
autores acerca de las propiedades de las estrellas enanas blancas y de las estrellas de
neutrones [18, 19]; los cuales fueron desarrollados para estudiar sistemas en estados

degenerados a temperatura cero.

Un desarrollo reciente de este tipo de situaciones para temperaturas no nulas es
el modelo astrofisico de fermiones discutido por Chavanis [20, 21]; pero que incor-
pora la presencia de un contenedor para evitar el escape de las particulas y efectuar
una descripcidn termoestadistica rigurosa en condiciones de equilibrio termodindmi-
co. Un desarrollo mas realista se obtiene al incorporar los efectos de la evaporacion
de los constituyentes. La fundamentacion tedrica para esta nueva situaciéon basada en
consideraciones cinemadticas fueron discutidas por el propio Chavanis en un trabajo

previo [22], donde se propone la funcion de distribucién cuasi-estacionaria:

eBlec—e(rp)] _ 1
]H[Ec—g(r,p)], (1.1)

fror (r,pIf,ec) = a + ePlec—e(rp)

donde H(x) es la funcién escaléon de Heaviside. Esta propuesta puede ser considerada
como una interpolacién entre las distribucién de Fermi-Dirac en el limite cuantico de

bajas energias:
1

Bleep)—crl 41’

fro (r,plB) = (1.2)

[donde se desprecian los efectos de la evaporacion al considerar f [sc —-€ (r, p)] > 1,y
que se obtiene al hacer a = ef¢<¢#) siendo ef la energia de Fermil, y el limite de altas

energias no degenerado que responde a una distribucién del tipo Michie-King:

1
fux (c.plfrec) = — [eﬁ[ef_g(r’p)] - 1] Hlec—¢€(r,p)], (1.3)



CAPITULO 1. INTRODUCCION 3

[que se obtiene cuando @ > 1y frpr (r,plB, €c) < 1. En estas expresiones hemos de-
notado por ¢ (r,p) = p?/2m+ me(r) la energia mecanica individual de una particula de
masa m e impulso p, localizada en la posicion r, donde esta presente el campo gravita-
cional de potencial ¢(r) del propio sistema. Ademas, f es el pardmetro de temperatura
inversa B =1/kT, €. es la energia de escape de los constituyentes del sistema. Por tlti-
mo, a es una constante numeérica positiva asociada a la normalizacion de la funcion de
distribucion, la cual asegura la desigualdad frpr (r,plB) < 1 asociada a la ocupacion de

los estados cuanticos en un sistema de fermiones.

El modelo fermidnico de King antes comentado fue introducido en la literatura por
Ruffini y Stella en los afios ochenta del siglo pasado [23] como una extensién natural del
modelo cldsico de Michie-King, y dirigido a describir halos de materia oscura formados
por neutrinos pesados. Recientemente, el estudio de la termodindmica asociada a este
modelo fue presentado por Chavanis y colaboradores [24, 25], quienes realizaron una
aproximacion de sus propiedades termodindmicas aunque de forma incompleta. La
competencia entre los efectos cudnticos y los evaporativos deben predecir un valor mi-
nimo para la masa total M del sistema, asi como valores criticos de masa asociados a la
naturaleza de los procesos colectivos inherentes a este escenario astrofisico, comporta-
mientos estos que no han sido reportados en estos estudios antecedentes. Esto se debe
a que las dependencias termodindmicas calculadas por Chavanis y colaboradores fue-
ron realizadas para valores fijos del pardmetro de degeneracién p. Aunque este proce-
der facilita los cdlculos involucrados; dificulta la interpretacion fisica de los resultados
obtenidos. El parametro natural a ser prefijado para las dependencias termodindmicas
es la masa total M del sistema. Sin embargo, desarrollar la caracterizacion termodina-
mica de este modelo para masa constante es un problema computacional complejo. Es
por eso que una parte fundamental en el desarrollo de la presente investigacion es la

implementacion de algoritmnos computacionales adecuados para este propdsito.

El problema de esta investigacién se enmarca en el estudio de la incidencia combi-
nada de la evaporacion y las propiedades cudnticas en la termo-estadistica de los siste-
mas astrofisicos. Nuestro objetivo general es estudiar los efectos de la evaporacion en

la termo-estadistica asociada al modelo fermiénico de Michie-King. Como objetivos
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especificos, nos proponemos (1) derivar las magnitudes hidrodindmicas y las ecuacio-
nes estructurales que definen los perfiles de distribucién de este modelo, asi como sus
pardmetros y magnitudes termodindmicas, (2) desarrollar algoritmos computacionales
en programacion FORTRAN 90 que permitan la resolucién numérica de las ecuaciones
resultantes, y el célculo de las dependencias termodindmicas para masa total constan-
te, y finalmente, (3) procesar resultados numéricos obtenidos y comparar estos con los

comportamientos reportados en otros modelos astrofisicos propuestos en la literatura.

La importancia y originalidad de este estudio es que aporta una mayor compren-
sioén de la competencia entre los efectos cuanticos y de evaporacion en la descripcién
termodindmica de algunos sistemas astrofisicos existentes en la naturaleza, tales co-
mo las entrellas enanas blancas en sistemas binarios, y en particular, la estimacion de
los valores criticos de la masa total M asociados a la estabilidad termodindmica de los

sistemas que se encuentran en estas condiciones.

Como hipétesis de partida, se plantea que la energia de escape ¢, prefija una pri-
mera dimension lineal caracteristica del sistema formado por N constituyentes en tér-
minos del concepto de radio de tidal R = —~GNm? /¢ (del Inglés: tidal radius o radio de
marea), el que entra directamente en la estructura de los halos de los perfiles de dis-
tribucion y define el tamafo del sistema. Las propiedades cudnticas, por su parte, de-
finen una segunda dimensién lineal ¢ = h?/Gm>N'/3 que caracteriza la estructura de
los nicleos degenerados que se forman a bajas energias tras la ocurrencia del colapso
gravitacional. Las magnitudes termodinamicas, y los perfiles de distribucién dependen
fuertemente del grado de degeneracion del sistema astrofisico, que puede ser caracte-
rizado mediante la raz6n de degeneracion y = ¢/R,y que se relaciona directamente con
la masa total del sistema M y el pardmetro de degeneracion a de la funcion de distri-
bucioén (1.1). En particular, el colapso gravitacional debe aparecer como una transicion
de fase microcandnica, cuyo carécter continuo o discontinuo dependerd de la razén
de degeneracion y. De igual manera que los efectos cuanticos-relativistas imponen un
limite superior para la masa del sistema (limite de Chandrasekhar), la incidencia de
evaporacion de los constituyentes imponen cierto valor minimo para la masa del or-

den M, ¢ ~ h®/G*m®R® dependiente del radio de tidal R del sistema.
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La metodologia empleada es la descripcién hidrodindmica de un sistema astrofisi-
co bajo los efectos de la evaporacién. Especificamente, a partir de la funcién de distri-
bucién propuesta (1.1) serdn obtenidas las magnitudes hidrodindmicas que describen
al modelo fermidnico de King, las cuales se acoplaran a la ecuacion de Poisson que rela-
ciona la distribucién de particulas p y el potencial gravitacional ¢. La integracién de las
ecuaciones resultantes permitird obtener las magnitudes termodindmicas del sistema,
asi como sus perfiles de distribucion. Debido ala complejidad y cardcter no lineal de las
ecuaciones diferenciales obtenidas, se procederd a la integracion ntimerica mediante

el empleo de la programacion en FORTRAN 90 [26-28].

El resto de la tesis estd organizada en cuatro capitulos y tres apéndices. El segun-
do capitulo, titulado Antecedentes, presenta algunos modelos existentes en la literatura
que aportan en la comprension de la termodindmica del modelo fermi6nico de King.
En el tercer capitulo, titulado Metodologia, se derivan las ecuaciones estructurales y
deméds observables termodindmicos relevantes del modelo estudiado. En el cuarto ca-
pitulo, denominado Resultados y discusiones, se presentan los resultados obtenidos de
la integracién numérica del modelo, la descripcién de los observables termodindmicos
y sus perfiles de distribucién. Finalmente, el quinto capitulo, llamado Consideraciones
finales se presentan las conclusiones de este estudio y se enumeran algunos problemas
abiertos. En los apéndices se exponen los resultados matemdticos mds importantes,
también se describen los algoritmos computacionales y los métodos numéricos em-

pleados.



CAPITULO

Antecedentes

2.1. Modelos politropicos

La estabilidad de objetos estelares tales como las estrellas enanas blancas estd man-
tenida por la presion del gas degenerado de electrones, con propiedades préximas a
las asociadas a temperatura cero. Como se sabe, la caracterizaciéon hidrodindmica de
un sistema en estas condiciones corresponde al caso particular n = 3/2 de los mode-
los politrépicos [29]. Por otra parte, el comportamiento de los halos en los objetos es-
telares que se comportan de forma adecuada segtin los modelos de King [13], o para
estos sistemas con valores altos de energias, también se describen mediante los mode-
los politrépicos con n = 5/2. Resulta adecuado comenzar esta revision de antecedentes

repasando las propiedades de estos modelos.

Los modelos politrépicos parten de asumir una ecuacion de estado fenomenolégica

entre la presién p y la densidad p mediante la ley de potencia:
p:KpY:Kle/n. 2.1)

En esta relacion, 7 es el indice politrépico (y = 1+ 1/n), y K cierta constante que de-
pende del cuadro microscopico al que pueda asociarse esta ecuacion de estado. Para
calcular la ecuacién de estructura para sistemas isotropicos, se multiplica la ecuacion

de equilibrio hidrostatico:
GM (r)
2

0
5P ==p(n) , (2.2)

[donde M(r) es la masa total del sistema encerrada a una distancia r de su centro] por

r2/p(r) y diferenciando con respecto a r, se obtiene:

__GdM(r) (2.3)
B dr '

i[r_zdp(r)
dr |p(r) dr
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Sustituyendo la ecuacién de continuidad dM(r)/dr = 4nr?p(r) en la expresién ante-

rior y reemplazando la ecuacion (2.1), se obtiene:

+DK 1 d 2 d
(n+1) 14 ks Z(r) ] 2.4
4nGn redr o (r) ar
Expresando en términos de las variables adimensionales 0 y ¢ definidas como:
p(r)=p0" (), r=ad (2.5)
y definiendo a como:
+1)K
o2 = DR (2.6)
4nGp."
obtenemos la ecuacién de Lane-Emden [29]:
1 d]J,dog)
— L 28580 _ g, 2.7
ZWT: S e (©) (2.7)
la que estd sujeta a las siguientes condiciones en el origen ¢ = 0:
do($ =0)
0¢E=0=1, ———=0. 2.8
€=0) T (2.8)

En la figura 2.1 se observa que las soluciones 6(¢) decrecen mon6tonamente y para

n <5 tienen un cero en un valor finito ¢ = ¢, el cual corresponde al radio estelar.
R=aé,. (2.9)

Las soluciones de la ecuacién de Lane-Emden se conocen como soluciones politrépi-
cas y solo dependen del valor de n. Las soluciones correspondientes a n = 5 no inter-
sectan el eje horizontal. Para n > 5, se demuestra que el radio y la masa de un sistema
hipotético en estas condiciones tienen valores infinitos. Estas condiciones no resultan
adecuadas para un sistema finito, por lo que las soluciones con n > 5 son inestables. El
caso marginal n = 5 tiene solucion analitica para la densidad:

2)°2, (2.10)

p(r)=po/ [1+ (r/a)
y se corresponde con el conocido modelo de Plummer [30]. Algunas cantidades fisicas

importantes como el radio del sistema y la masa total pueden derivarse de la ecuacién

(2.7). Por ejemplo, el radio del sistema R:

1
(I’l+1)K 2 (1-n)/2n

R=adc= 4nG ¢

oo (2.11)
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1.0
modelo politrépico
i \ —n=0.0 n=2.5
0.8 - —n=0.5 n=3.0
' W\ n=1.0 n=3.5
n=1.5 n=4.0
n=2.0 n=4.5
i n=5.0
0.6 -
0.4 1
0.2 -
00 ot L L L L L L L DL L L LR L)
0 6 8 10 12 14 16 18 20

g

Figura 2.1: Soluciones de la ecuacién de Lane-Emden para diferentes valores del indice 7.

donde p. es la densidad central y la cantidad ¢, corresponde al radio de corte; este es
el primer cero de la funciéon 6(¢) de la ecuacion de Lane-Emden (2.7). La masa total del

sistema esta dada por:

DK 3/2 de =Gc
u] (63—n)/2n€% % ] (2.12)

R
M= | 4nr’p(r)dr=4
fonrp(r)r T G

Eliminando p. de las ecuaciones (2.11) y (2.12), se obtiene la relacién masa-radio:

B-n)/(1-n)
) (2.13)

R
¢cC

con C = v/(n+1)K/4nG. Para el caso del gas degenerado de electrones no relativista

do (¢ =¢c)

M =4 C3&2
nC°¢s az

n=3/2, se tiene:

MR? = constante. (2.14)

Este resultado muestra que las estrellas enanas blancas con mayor masa tienen radio
menor, resultado coherente con las observaciones. Algunos perfiles para valores nota-

bles n=3/2y n =3 del indice politrépico n se muestran en la figura 2.2.
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I1|1I|l||3lT]lIl]’TIl'

P/Pe

/R

Figura 2.2: Perfiles correspondientes al modelo politrépico con n =3/2y n = 3. En ge-
neral, para valores mayores del indice politrépico n, la masa del sistema tiende a con-
centrarse en la region central del sistema [31].

2.2, Caso politrépico notable: gas degenerado de
fermiones

Considerando la energia de Fermi €r en la Ec.(1.1) se obtiene una funcién de dis-
tribucién dada por la funcién escalon de Heaviside en el limite de temperatura cero
p— +oo:

frpr (r,pl+00) = H[ep—¢(r,p)]. (2.15)
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Denotando la energia de fermi e r = m¢pr, en términos del potencial de superficie ¢ se

obtiene la siguiente expresion para la densidad de masa:

gm

p(r) = { = [pr — ¢(r)]}2. (2.16)

Como se esperaba, esta expresion corresponde al modelo politrépico con exponente

n = 3/2, el cual predice un perfil de distribucién con radio finito Rg:
Rrp=-GM/¢rp, 2.17)
al cual nos referiremos como el radio de Fermi. Introduciendo la funcién:
1
x(r)=—a¢(r) -1, (2.18)
¢r

y el radio adimensional £ = ar/Rp, siendo a la constante adimensional auxiliar:

4

I\JI'—‘

2 g§m 3
=G 8GMR 2.19
@ 6m2h3 ( r)’ (2.19)
se obtiene el problema de Poisson :
14 f (f)] amy>? (). (2.20)
— —4An .

Esta ecuacion se resolverd considerando las siguientes condiciones de regularidad y

borde:

x (0) C,)(’(O)—

X(gc) = 0, fc 5%(60)__ (2.21)

donde el radio de corte ¢, = a. La integracién numérica de la ecuacion diferencial no

lineal (2.20) se resolverd desde el origen, pero con C como una constante desconocida

a a priori . No6tese que la operacion de reescalamiento:

E=AE 7 (E)=x© /A, (2.22)

no modifica la forma del problema de Poisson (2.20). Considerando A = C, las condi-

ciones de regularidad en el origen estan dadas por:

10 =1,70) =0, (2.23)
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los cuales son més convenientes para realizar la integracion numérica de la ecuacion
diferencial (2.20). Este procedimiento nos permite encontrar las constantes Cy ¢, =

C'*a de las siguientes condiciones de frontera:

_ Y 1

¥ (e :O»écd_é—ﬂ((fc) = (2.24)

y por tanto, la constante a? = ¢2/+/C. Un célculo directo muestra que C = 1.3462, &, =

1.0307, y a®> = 0.9156. La expresién (2.19) puede ser reescrita de la siguiente forma:

5 lon* n®
RF_]V[@W“ , (225)

el cual nos permite calcular el radio de Fermi Ry para un sistema autogravitante de fer-

miones degenerados con masa total M. Considerando la densidad caracteristica p. =

M/ R?:, el perfil de densidad (2.16) puede ser reescrita de forma adimensional:

p(r) = @y (r). (2.26)

2.3. Modelo isotérmico de Antonov

El modelo de Antonov [1] corresponde a un gas de particulas puntuales idénticas no
relativistas en condiciones de equilibrio termodindmico. De acuerdo a los métodos de
la mecanica estadistica, la funcién de distribucién asociada a estas condiciones resulta

de maximizar la entropia de Boltzmann-Gibbs:

d3rd3p
S =- ,p)1 P), 2.27
solfl=- [ SR Fep)ns (rp) @20

para valores fijos de la masa M

d®rd3p
MIf] = , 2.28
1= Sotm (5) (2.28)

y la energia totales del sistema E:

drd’p 1, lffd3rd3p d®r d3p’ . N Gm?
E[f]= — P)— = : p)——, (2.29
/] f o)’ 2m> f(rp)-3 erh?  erh)? fep) (e p) — @29

esto es:

5SBG—CX6M—ﬂ5E:0, (2.30)
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siendo a y B los multiplicadores de Lagrange. De esta forma, se obtiene la distribucién

de Maxwell-Boltzmann [3]:
fus (r,plB) = AePe(rp), 2.31)

donde ¢ (r,p) = p?/2m + m¢(r) es la energia mecanica de una particula de masa m e
impulso p, posicién r con potencial gravitacional ¢(r), siendo Ala constante de norma-

lizacion y el multiplicador f = 1/kT se identifica con temperatura inversa del sistema.

Para calcular la densidad de masa asociada a la funcién de distribucién (2.31) inte-

gramos la expresion:

d®p
w=m [ r.p), (2.32)
p i ! (0P)
de donde obtenemos:
3/2
) =A (L) mexp [~ Bme(r)]. (2.33)
P 2nBh?
Haciendo el cambio de variable ¢ (0) — ¢ (r) =@ (r) / fm:
p(r) = poexp [P (r)], (2.34)
donde la densidad en el centro del sistema pq esta dada por:
m \3?
Po = A(Tﬁhz) mexp [-Bmp(0)]. (2.35)

Introduciendo (2.34) en la ecuacion de Poisson e asumiendo que el sistema tiene sime-

tria esférica tenemos:

ii[Zil ()]—_4 GBmp (r) (2.36)
g, |7 gy e )| =—4nGpmp (r). .

La ecuacion diferencial (2.36) tiene una solucion analitica:
(2.37)

la cual presenta una singularidad en el origen. Esta solucién corresponde a una esfera
singular isotérmica. De la ecuacién (2.36) se deduce que la masa de este sistema au-
menta con el radio:

2
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lo que significa que el sistema tiene masa total infinita si su tamano R se extiende al in-
finito. Esto significa que el sistema descrito por la funcién de distribucién de Maxwell-
Boltzmann (2.31) carece de un estado de entropia maxima si su masa es finita. Esta
dificultad se suele denominar singularidad de largo alcance de la descripcién termodi-
namica. Antonv resolvi este problema de la masa infinita encerrando el sistema en un

recipiente esférico de paredes rigidas de radio R.

Expresando la ecuacion de Possion correspondiente a la ecuacion (2.31) en térmi-

nos del potencial adimensional ® se obtiene:

1 d[,d
2 e {—d(¢)

¢ =—exp [P (S)], (2.39)

donde se ha introducido la variable adimensional ¢ = xr/R, con R que representa el
radio de la esfera que contiene al sistema y k es el valor que toma ¢ en el radio de corte
€c=x):

x* = (4nGBmpo) R®. (2.40)

La expresion (2.39) esla ecuacion isotérmica de Lane-Emden; el cual debe ser integrada

con las condiciones en el origen dadas por:
®(0) =’ (0) =0. (2.41)

Los parametros termodindmicos para el sistema isotérmico acotado por la esfera de

radio R estan dados por [3]:

n=x® (x), (2.42)
3 1 O
=2 _exp )] (2.43)
2k’ (k) @ (x)?
donde 1 y A son las temperatura inversa y energia adimensionales:
_ﬁGMm A___ER (.40
T=PTR YT T eoMm ‘

La figura 2.3 ilustra la razén de contraste Z = p(0)/p(R) y la temperatura inversa 1
como funciones de la energia adimensional A = —ER/GM?. En el panel a) se observa un
maximo para la energia A para unradio de contraste Z = 709 punto A, que corresponde

al colapso gravotermal [3]; el punto B donde # = 32.1 corresponde a una inestabilidad



CAPITULO 2. ANTECEDENTES 14

10°

(A EET]

L annl

10°

L aannl

-
o
N

Ll

—
A

Ll

100 PR U T N T S S YTV T W I U U U W A U O U T T T W W T W W W O W W T T W S B
LI L B B B B B B B L B B

BGMm/R

00 LELELELE DL L LN DL DL DL ELELE DAL LA LA DL L LA DL LR B
-05 04 -03 -02 -01 00 01 02 03 04 05
-ER/GM*

Figura 2.3: Curva caldrica correspondiente a la ecuacion (2.39). Panel a) Diagrama que ilustra la rela-
cion entre el radio de contraste 2 y la energia total del sistema A. Panel b) Diagrama de equilibrio que
muestra la relacién entre la temperatura inversa adimensional 7 y la energia total adimensional A para
un gas de particulas clésico no relativista isotérmico confinado dentro de una esfera de radio R.

isotérmica. En el panel b) se observa una inestabilidad isotérmica en el ensemble cano-

nico, punto B. El punto A correspomde a un maximo de la energia A = 0.335 por encima
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de la cual el sistema es inestable. Notese que la region entre los puntos Ay B corres-
ponde a configuraciones con capacidad calorifica negativa. Esto significa que cuando
el sistema pierde energia aumenta su temperatura. Esta caracteristica es comtn en los
sistemas astrofisicos dentro el formalismo del ensemble microcanénico. Dado que en
el ensemble candnico la capacidad calorifica es siempre positiva, la presencia de estos
estados implica la inequivalencia entre estos ensembles, consecuencia de la naturaleza

de la interaccion de largo alcance de la interaccion gravitacional.
Para deducir la ecuacion (2.43) se considero el teorema del virial:
3pV =2(K)+n{W), (2.45)

para un sistema de paticulas puntuales no-relativista cuyas fuerzas interactuantes mues-

tran una dependencia radial dada por 1/r"*1

, siendo py V la presion y el volumen del
sistema, respectivamente. Para un sistema astrofisico n = 1. Si dicho sistema se consi-
dera abierto, la presion exterior p = 0. En el caso del gas de particulas del modelo iso-
térmico de Antonov, la presién sobre las paredes del recipiente es no nula. Sin embargo,
para energias suficientemente bajas se puede considerar que la presién ejercida sobre
las paredes es aproximadamente nula, p = 0. Por lo tanto, los valores promedios (K)
y (W) de la energia cinética y potencial totales estdn relacionadas por (K) = — (W) /2.
Considerando la energia total (E) = (K) + (W), y asumiendo la relacion de equiparti-

cién entre la energia cinética y la temperatura (K) = 3NkT/2, se obtiene la siguiente

relacion para la capacidad calorifica:
(Ey=—-3NkT/2—C=d(E)/dT =-3Nk/2<0. (2.46)

El primero en desarrollar esta serie de razonamientos fue Eddington [32], quien evi-
denci6 por vez primera que los sistemas astrofisicos se calientan y contraen cuando
disminuyen su energia interna, en definitiva, presentan capacidades calorificas nega-
tivas. Para mayores valores de energia, la aproximacion p = 0 no es valida para el gas
de particulas. De hecho, en este limite, la energia potencial puede despreciarse frente
a la presion y energia cinética, y el modelo isotérmico de Antonov tiende a recuperar el

comportamiento de gas ideal, donde pV =2(K) /3 ~ NkT.
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2.4. Modelo clasico de King

Como fue evidenciado por Lynden-Bell [3], en el problema de maximizar la entropia
de Boltzmann para determinar el estado de equilibrio termodindmico de un sistema
estelar, se observa que no hay entropia maxima para valores de masa y energia cons-
tantes. Un sistema puede experimentar un aumento indefinido de entropia formando
estructuras del tipo ntcleo-halo. En una situacién de este tipo, las regiones internas
tienden a contraerse y las regiones externas a evaporarse. En efecto, las esferas isotér-
micas que son soluciones de la ecuacién de Boltzmann-Poisson tienen masa infinita ya
que la densidad decrese con r~2 para grandes distancias. La ausencia de entropia ma-
xima en un dominio no acotado implica que el sistema estelar tiende a evaporarse bajo
los efectos de las interaciones entre las estrellas. De hecho, los sistemas estelares que
se observan en la naturaleza no se extienden hacia el infinito. Por ejemplo, los cimulos
globulares estdn sujetos a los efectos gravitacionales de las galaxias cercanas, por lo que

la distribucién de estos sistemas debe ser truncada para energias altas.

Uno de los modelos que incorpora este truncaje de velocidades es la funcion de

distribucién propuesta por Michie [33]:
fx (r,plBec)=A [eﬁ[gc_g(r’p)] - 1] Hle.—¢(r,p)], (2.47)

y que constituye el punto de partida de los modelos de King [13]. En esta expresion,
A es una contante positiva y & (r,p) = p?/2m+ me¢(r) es la energia mecénica de una
particula dada, H(x) es la funcién escalon de Heaviside y €, = m¢; es la energia de
escape por encima de la cual las estrellas abandonan el sistema, siendo ¢; el potencial
gravitacional en la superficie del sistema. El modelo clasico de King toma en cuenta la

evaporacion de estrellas con energia alta.

La densidad de particulas n(r) del sistema puede calcularse de la siguiente ecua-
cion:
n(r) = f fx,pd’p. (2.48)

Para resolver esta integral, vamos a introducir el potencial adimensional O(r):

O) = pm[ps— )], (2.49)



CAPITULO 2. ANTECEDENTES 17

y la variable de integracién x = / 8p%/2m. Con estas variables, la integral (2.48) queda

expresada en la forma:

312 /O
n(r) = A(%") f (e‘a‘x2 _ 1)4nx2dx, 2.50)
0

donde se ha considerado que la integracién del impulso p solo depende de su médulo

|p|- Se tiene que esta integral viene dada por:
n(r) = Cexp (@)F(\/@), 2.51)

donde C = A(2mmn/ ,6)3/2 es una constante de normalizacion, y F(x) es la funcién auxi-

liar:
2 2 2
F(x) = erf(x) - — x+—x3)e_x, 2.52
(x) (x) N ( 3 ( )
donde erf(x) es la funcion error:
2 X 2
erf(x) = — f e "dt. (2.53)
vr Jo

El potencial gravitacional ¢(r) se somete a la ecuacién de Poisson:
Ap(r) =4nGmn(r), (2.54)
el cual puede ser reescrito en términos del potencial adimensional (2.49) en la forma:
AO) = —47 (Gm2BC) PV F [\/% ] . (2.55)

Teniendo en cuenta que la distribucién de masa en este modelo tiene simetria esférica,

el Laplaciano del potencial adimensional solo depende de su parte radial:

AO(r) = 1L d
T r2dr

rzi(a(r)] (2.56)
dr ) ’

Conviene efectuar el cambio de variable r — ¢ = xr/R, con lo que el problema (2.55)

queda escrito en la forma:

1d

§*dg

al prefijar el siguiente valor para la constante auxiliar x:

d
2
¢ d(f@(f)

= —47ePOF [\/6(6)] , (2.57)

x* = BGm*R:C. (2.58)
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Figura 2.4: Dependencia de algunas cantidades versusla energia adimensional u = UR,/ GM? asociada
con el medelo de King: la energia cinética adimensional x = (K) R,/ GM?, el valor negativo de la energia
potencial adimensional v = — (W) R,/ GM?, el pardmetro t = kT R,/ GMm correspondiente a la tempera-
tura de una paticula dada por la distribucion casi-estacionaria (2.47); y el cociente virial p = =2 (K) / (W).
Las lineas verticales de puntos y trazos indican la posicién de tres puntos notables (u4, up, uc) de este
modelo.

De acuerdo con la definicion (2.49), el potencial adimensional ©(r) se anula en la su-
perficie del sistema, lo que tiene lugar para cierto radio de corte ¢, ©(¢.) = 0. Teniendo
en cuenta que esta anulacion tiene lugar cuando el radio r = Ry, se tiene que x = .

De esta forma, el problema (2.57) puede ser resuelto con las siguientes condiciones de

frontera:
Oc) :Oyﬁd%@(fc) =-1, (2.59)
donde hemos introducido la constante adimensional 7:
n= 'BG# (2.60)

Resulta mds conveniente proceder a la integracion numérica del problema (2.57) en el
origen:

d
00)=0yy d_fg(o) =0, (2.61)
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Figura 2.5: Perfiles de distribucion asociados con el modelo de King para diferentes valores de la ener-
gia. N6tese que la disminucién de la energia u = UR,/GM? dalugar a perfiles de distribucién con nticleos
mads densos y halos diluidos.

donde @ es cierta constante de integracion auxiliar.

De acuerdo a las dependencias mostradas en el panel izquierdo de la figura 2.4, el
modelo de King satisface el radio virial p = —2(K) /(W) = 1, el cual implica una dis-
minucion de la energia cinética cuando la energia total U aumenta. Sin embargo, el
valor medio de la energia cinética total (K) no sigue una relacion lineal con la canti-
dad T = 1/kp, el cual puede considerarse como el pardmetro de temperatura de una
distribucion cuasi-estacionaria de un solo cuerpo (2.47). Una vez mds se observa, una
rama de la curva caldrica con capacidad calorifica negativa C < 0 entre el punto de co-
lapso gravotermal u4 =~ —2.134 y el punto de colapso isotermal up = —0,898. Una nueva
caracteristica es la ligadura superior para la energia total en u¢ = —0,601, el cual corres-
ponde al punto de disrupcion de la evaporacion. Por tanto, una configuracion macros-
copica con energia u = uc es inestable bajo la evaporacion. Tales sistemas astrofisicos
experimentan una repentina evaporacion para liberar el exceso de energia para lograr

estabilizarse. Es un hecho importante que la energia del colapso gravotermal u 4 predi-
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cho por el modelo de King es mds pequefio que la correspodiende al modelo isotérmico
de Antonov. Este comportamiento esta relacionado al hecho que la distribucion de par-
ticulas se anula en el radio de tidal R;. En el panel derecho de la figura 2.5 se muestra
que los perfiles de halos més diluidos exhiben ntcleos densos. Por tanto, los valores ab-
solutos de la energia potencial total, la energia cinética asociada y la temperatura son

mayores que los correspondientes al modelo isotérmico.



CAPITULO

Metodologia

3.1. Descripcion hidrodinamica

Retornando a la caracterizacion del modelo fermi6nico de King comentado en la
seccion introductoria, pasemos a desarrollar su descripcion hidrodindmica asociada.
La integracién de la funcién de distribucién (1.1) sobre el impulso p determina la den-

sidad de particulas n(r):

d®p
= ) ) 3-1
nw= [ g2 r () 3.1

donde g =25+ 1 es la multiplicidad de espines de los estados cudnticos para particulas
de spin s. La masa total M se obtiene de la integracion de la densidad de masa p(r) =
mn(r) sobre la posicion

M= f d’rp(r). (3.2)

El potencial gravitacional del sistema ¢(r) esté relacionado con la densidad de masa

p(r) mediante la ecuacion de Poisson:
V2p(r) = 4nGp(r). (3.3)

Una forma explicita del potencial gravitacional ¢(r) puede hallarse reemplazando el
ansatz propuesto de la funcién de distribucién (1.1) en la expresién para la densidad
de particulas (3.1), y finalmente, reemplazamos la expresion de la densidad resultante
en la ecuacion de Poisson (3.3). Denotando la energia de escape €. en términos del
potencial gravitacional superficial ¢, €, = m¢p, podemos expresar la densidad de masa

en la forma:
o fﬁc Anrp’dp ePEc=® — 1 54)
r=m , .
P o @nh)® a+ ePec—e)

21



CAPITULO 3. METODOLOGIA 22

donde p. es el médulo del maximo valor del impulso para una particula en la posiciéon

I, esto es:

pe=1/2m? [ps— p(0)]. 3.5)

Introduciendo el potencial adimensional ®(r):
O(r) = fm [¢ps — )], (3.6)
y efectuando el cambio de variable x = Sp?/2m, se obtiene:

p() = C\F 3.7)

3
), 1, |-

En esta dltima expresion se introdujo la integral truncada de Femi F (®,y,y) definida

por integral:

1 (® e -1
F(D,u,vy|= “dx, 3.8
(©,11,7) F()/),[() et dx (3.8)
asi como la constante de normalizacion C(’):
3
c’—@(z—m)zr@)ex (=) (3.9)
0" 272 \ Bh2 5 ) KPR '

Ademas, se reemplaz6 la constante de degeneracion a por su logaritmo p:
p=lna=pE.—€p), (3.10)

y que en lo adelante denominaremos pardmetro de degeneracion. Reemplazando el re-
sultado (3.7) en la Ec.(3.3), se obtiene la siguiente ecuacion diferencial en términos del

potencial adimensional:

L d [,d2Q)

3
Cr L B LL LN O

paralas soluciones con simetria esférica del problema de Poisson (3.3). En esta también

se introdujo la variable radial adimensional ¢ = xr/R, siendo x una constante auxiliar:
2 _ I p2
k“ = BmGCyR", (3.12)

donde R es el radio de tidal [8]:
R=-GM/ s, (3.13)
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el cual define el tamafio lineal del sistema. La integracién de la ecuacién diferencial no
lineal (3.11) puede ser realizada considerando las condiciones de frontera :

do,)
D)=0,¢c d; =-1, (3.14)

e imponiendo las condiciones de regularidad en el origen:

_doo)
() = @y, —==0. (3.15)

Considerando la definicién de la variable radial adimensional &, el valor de la constante
auxiliar x viene dada por el radio de corte ., k¥ = ¢, mientras que la magnitud n:

GMm T,
=f——=—= 3.16
n=p R T (3.16)

representa la temperatura adimensional inversa del sistema expresada en unidades ca-

racteristicas de T, = GMm/ Rk, siendo k la constante de Boltzmann.

La integracion de la ecuacion diferencial no lineal (3.11) serd implementada usan-
do un método numérico adecuado al problema. Para este propdsito, se considera el
uso del esquema de integracion numérica Runge-Kutta de cuarto orden, el cual se des-
cribe en el Apéndice A.1. Los pardmetros (®g, 1) son empleados como pardmetros de
integracion para obtener la dependencia radial del potencial adimensional ®(¢) en tér-
minos del radio adimensional ¢. Los cdlculos se extienden desde el origen ¢ = 0 hasta
que se anule el potencial adimendional ®(¢) en el radio de corte ¢.. De esta forma se
obtendran los parametros dependientes auxiliares (1, ) a través de las condiciones de
frontera (3.14). Estos pardmetros y el potencial adimensional ®(¢) se emplearan pa-
ra obtener otros observables. Por simplicidad, expresaremos todas las cantidades en
su forma adimensional. Esto es posible usando unidades caracteristicas adecuadas. En
particular, las unidades caracteristicas para la densidad de masa es p. = M/R3, por
tanto podemos introducir la densidad adimensional (de masa o equivalentemente, de

particulas) como ¢g(r) = p(r)R3/ M. Esta tltima funcién puede expresarse como:

2

K
q(r) = ?F (3.17)

3
CD(I‘),M, 5 .

Adicionalmente, las definiciones (3.9) y (3.12) para la constante de normalizacion Cjj y

el parametro auxiliar x, respectivamente, pueden emplearse para obtener la siguiente
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relacion:
5 2m h®
MR’ = —

7 Gt x*nexp (2u), (3.18)

el cual nos permite calcular la masa total M en términos de los pardmetros numeéricos

[x,n, u] una vez fijado el valor del radio de tidal R.

3.2. Enegia total y magnitudes asociadas

Otra cantidad observable importante es la energia total U = K + W, cuya energia

cinética total K y energia potencial total W estdn dadas por:

d’rd®p 1,
K = ,P) —p°, 3.19
fg @nh)? fep)g op (.19
L[
w = Efd rp(mp(r). (3.20)

La energia cinética total K puede expresarse de la forma:
K:fd3rv(r), (3.21)
donde v(r) es la densidad de la energia cinética dada por:

(3.22)

() = f pe Anp’dlp| 1, Pl -1
- 0 (27‘[71)3 2m a+e,3[sc—£(r,p)]'

Este ultimo perfil de distribucién puede ser escrita en términos del potencial adimen-

sional ®(r) y de la funcién auxiliar (3.8) como:

31
v(r) = ——CyF (3.23)
m

26

De aqui para adelante, se expresardn las cantidades de energia en unidades adimen-

5
q)(r))uya .

sionales usando la energia caracteristica U, = GM?/R. En particular, la energia cinética
total adimensional k = KR/GM? dada por:
k= —— % (@0, 1) (3.24)
- leK oM, .

donde # (@, i) denota la integral auxiliar:

3 (e 5
J((CDO,/J)EEIO F[@(é),u,§]4n62dg‘. (3.25)
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La dependencia implicita de la Gltima integral sobre el potencial central adimensional
®, se explica por el hecho de que toda solucién de la ecuacién diferencial no lineal
(3.11) emplea (®g, 1) como pardmetros de integracion. La energia potencial total W

puede reescribirse en términos del potencial adimensional (3.6) como:

W= fd‘“

De manera similar al célculo anterior, se obtiene el siguiente resultado para la energia

()

p(x). (3.26)

potencial total adimensional w = WR/GM?:

1 1
w=-2- nz—K@ (Do, 1), 3.27)

donde & (®y, i) denota la integral auxiliar:

1 e 3

Considerando los resultados parciales (3.24) y (3.27), la energia total adimensional u =
UR/GM? = k + w se expresa finalmente como sigue:
u= —1+L [ A (Do, 1) =22 (Po, )] .- (3.29)
2 n%k
Por definicion, el radio entre la energia cinética por particula y la temperatura:
Flow,u})

) (3.30)
F D), u, 3]

cw)=mp 25 =e [0, ] =

es un perfil de distribucién que provee informacién acerca de la naturaleza degenerada
o no-degenerada de la materia en una posicién dada. De aqui para adelante, a este
perfil de distribucién nos referiremos como la funcién de degeneracion. Las unidades
caracteristicas para la densidad de energia cinética es v, = GM?/R*, el cual nos permite
expresar la densidad de energia cinética adimensional e(r) = v(r)R*/ GM? de la forma:

2

e(r) = ——F @(r),y,g (3.31)




CAPITULO

Discusion de resultados

4.1. Generalidades

4.1.1. Comportamientos de las integrales de Fermi truncadas

Informacion general de la termo-estadistica del presente modelo se obtiene al ana-
lizar el comportamiento matemadtico de la integral truncada de Fermi (3.8) paray = 3/2,
la cual aparece en la ecuacion de estructura (3.11) [el problema de Poisson que descri-
be las funciones de distribucién del sistema], asi como de la funcién de degeneracién
(3.30) que describe el estado termodindmico del sistema en una posicion dada del mis-
mo. Estas funciones son representadas en la Fig.4.1 para algunos valores del parametro
de degeneracién p. Algunos detalles sobre los cdlculos requeridos para obtener estas
funciones y su empleo en el presente estudio son presentadas en el Apéndice A.2. A
primera vista, se puede reconocer la existencia de tres regimenes asint6ticos diferentes,
los cuales se vuelven mas evidentes en aquellos casos con mayores valores del pardme-
tro de degeneracion u. Para una mejor comprension, analicemos detalladamente estos

comportamientos.

En el limite donde exp(® — 1) < 1, uno puede ignorar el exponente en el denomi-

nador de la integral (3.8) para obtener la siguiente aproximacion:

1 [
F((D'“’Y):Wfo (e —1)x" 'dx=E(®,y +1). (4.1)

Acé se ha introducido la funcién auxiliar E(x, s) definida por:

1 X +00 1
E(x,s) = — f e g =y — — xStk (4.2)
I'(y) Jo kZ:OF(S+1+k,‘)

el cual representa una generalizacién fraccional de la funcién exponencial y-exponencial

L9 J' A
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Figura 4.1: Panel a) Comportamiento de la funcién F(®, u,3/2) para diferentes valores del parametro
de degeneracion p. Estos gréficos fueron realizadas usando la escala log-log para ilustrar mejor la exis-
tencia de las dependencias asintéticas de la ley de potencia. Panel b) Comportamiento de la funcién
de degeneracion e€(®, u) = F(®,,5/2)/ F(®, 1, 3/2) para diferentes valores del pardmetro de degenera-
cién p. Ambas figuras ilustran la existencia de tres regimenes asint6ticos diferentes, que corresponden

a) un gas degenerado de Fermi donde F(®, i, 3/2) D3 para @ > 1, b) un gas isotérmico cldsico donde
F(®,u,3/2) x exp(®P) para valores intermedios de @ y valores suficientemente largos del parametro de
degeneracion p, y c) el gas politrépico clasico (donde F(®, u,3/2) « <I>% para ® « 1). La existencia de
tres regimenes que dependen fuertemente del pardmetro de degeneraciéon p. De hecho, el régimen del
gas isotérmico intermedio desaparece para valores sufucientemente pequefios de i, mientras el régimen
correspondiente a un gas de Fermi degenerado parece ser sensiblemente perturbado.

[16]. Esta funcién puede expresarse en términos de la funcién gamma incompleta:
* 1
y(s,x) = f e 'l dt — E(x,5) = ——e¥y(s, X). (4.3)
0 I'(s)

Considerando que y(s,x > 1) = I'(s) y la representacion en términos de una ley de po-
tencia (4.2), uno puede ver que la funcién exponencial muestra dos limites asintdticos

notables:
x*/T(s+1) six—0
E(x,s) = , (4.4)
exp(x) six>1
el cual corresponde a una ley de potencia y a una dependencia exponencial. Fisica-
mente, estos comportamientos asintdticos pueden ser relacionados con un gas cldsico
no relativista con dependencia politrépica e isotérmica entre la densidad y la presion.

El presente limite asint6tico del gas autogravitante de fermiones corresponde al limite

clasico donde se recupera el modelo de King [13]:

3 5
F|O, O, —|=E|(D,-|, 4.5
( == 2) ( 2) (4.5)
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el cual es un caso particular de los modelos y-exponencial introducidos por Gomez-
Leyton y Velazquez para y = 1 [16]. Para mayores detalles y propiedades de esta funcién

especial, ver apéndice A.3.
En el limite donde exp(® — u) > 1, tenemos:
F(®,upy)= Le“fcp X ldx= ;e“dﬂ’, (4.6)
C(y) Jo T(y+1)
la que corresponde también a una dependencia politrépica, en este caso, la asociada al
gas degenerado de fermiones (con temperatura cero):
F(CD, u%) ~ ﬁe%%. 4.7)
2
Los tres regimenes ilustrados en la Fig.4.1 corresponden a los dos regimenes asint6-
ticos (4.4) del gas clésico en sus comportamientos politropico e isotérmico, asi como el
régimen asintdtico (4.7) del gas cuantico degenerado, que también representa un caso
particular de los modelos astrofisicos politrépicos. Una ilustracién transparente de la
existencia de estos tres regimenes se obtiene a través de la representacion de la funcion
de degeneracion € (@, i) introducida en la Ec.(3.30). La funcién de degeneracion es una
magnitud adimensional que describe la razon entre la energia cinética por particulas
descrita para este modelo para una posiciéon dada, y la prediccién termo-estadistica

de esta magnitud para el gas clédsico isotérmico (de acuerdo al conocido teorema de

equiparticion de energia segun grados de libertad):
e(®,u) = [m(v*) /2] /3kT/2]. (4.8)

Por definicion, este indicador toma valor igual a la unidad para el caso del gas clasico
isotérmico. Cuando este indicador toma valores por debajo de la unidad, caracteriza
la desviacién del comportamiento isotérmico del gas cldsico como consecuencia del
truncamiento del espectro de velocidades debido a la incidencia de la evaporacion de
las particulas, llegando a comportamiento del modelo politrépico para valores de este
cercanos a cero. Por tltimo, si la funcién de degeneracién toma valores por encima de
la unidad, describe la dominancia de los efectos cudnticos, y en particular, el compor-

tamiento politrépico del gas cuantico degenerado.
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De acuerdo a las dependencias ilustradas en la Fig.4.1.b, la existencia de estos tres
regimenes se hacen bien evidentes para valores del pardmetro de degeneracién p sufi-
cientemente grandes, y en particular para p > 8.0. Sin embargo, el plateaou isotérmico
desaparece si los valores del parametro de degeneracion u son suficientemente bajos,
en especial para u < 8.0, donde ocurre un transito directo entre el comportamiento po-
litropico del gas cudntico degenerado al comportamiento del gas clédsico politrépico
por efecto de evaporacion de particulas. De acuerdo con estos resultados, los perfiles
radiales de distribuciones de particulas que se derivan de este modelo pueden tener

comportamientos asintéticos de la forma:

perfiles de nicleo degenerado, con envoltura gaseosa intermedia isotérmica y

halo politrépico clasico [ > 8.0y ® L i,

perfiles de nticleo isotérmico y halo politrépico clésico [u>8.0y 1 P < u,

perfiles politrépicos clasicos [® — 0],

perfiles de nticleo degenerado y halo politrépico clasico [p <8,0y1 S® < 1,

perfiles politrépicos cudntico degenerado [® — +o0].

4.1.2. Razon de masa 0 y su relevancia como medida de

degeneracion cuantica del sistema

De acuerdo con el modelo astrofisico del gas degenerado de fermiones abordado en
la seccion 2.2, para un sistema con masa total M descrito por la Ec.(3.18), el cociente
0 entre el volumen de la esfera con radio de Fermi R [ver Ec.(2.25)] y otra esfera con
radio de tidal R estd dada por la relacién:

RrY A
0=%) = @9)

donde A es una constante fisica dada por:

6
9t n®



CAPITULO 4. DISCUSION DE RESULTADOS 30

Por definicidn, el pardmetro 6 provee una medida geométrica de la degeneracién cuan-
tica del sistema, la que resulta alternativa a la asociada al parametro de degeneracion
U, que por su definicion:

p=pEc—€r), (4.11)

provee una medida termo-estadistica de la degeneracién cudntica (8 es la temperatura
inversa, mientras que €.y €r son las energias de escape y de Fermi de las particulas
del sistema). Conviene definir ahora la masa de Fermi Mp, es decir, la masa del sistema
degenerado de fermiones cuyo radio de Fermi Rr es igual al radio de tidal R:

19t w8,

MFp

Este noci6n de masa tiene en cuenta la degeneracién cudntica del sistema y la magni-
tud lineal que caracteriza la incidencia de la evaporacion, por lo que es una magnitud
importante para referir las propiedades termo-estadisticas del modelo fermiénico de
King. De acuerdo con estas definiciones previas, la cantidad 6 en la Ec.(4.9) puede in-

terpretarse como el cociente entre la masa de Fermi MF y la masa total M:

0 A (4.13)

De acuerdo con las expresion (3.18), el parametro de masa 6 para el modelo fermio-
nico de King puede calcularse a partir de las magnitudes derivadas de la integracién

numérica del problema de Poission (3.11) en la forma:

0=—=—"—a'——exp(-2y). 4.14
M- 27y exp (=241) @10

El radio de Fermi definido en la Ec.(2.25) representa la dimension lineal caracteristica
¢ referida en la hip6tesis de esta investigacion, de forma que el pardmetro de masa 6
es una medida geométrico de la razén de degeneracion y = ¢/R del sistema, y que des-
cribe la incidencia de los efectos cudnticos en la situacion fisica aqui considerada. Uno
puede esperar que el radio de Fermi Ry para un sistema auto-gravitante degenerado de
fermiones no deberia superar el valor del radio de tidal R, de tal forma que los valores
del parametro de masa 6 debieran ser valores reales positivos menores que la unidad.
Sin embargo, como veremos en la proxima seccion, este modelo presenta soluciones

donde los valores del pardmetro de masa 6 superan la unidad, precisamente, porque
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el comportamiento del gas degenerado se puede ver afectado por los efectos de la eva-
poracion de particulas, es decir, cuando existe una competencia muy fuerte entre los

efectos cudnticos y evaporativos.

4.1.3. Limite termodinamico

Como podra ser verificado en este capitulo, la termodindmica del modelo fermiéni-
co de King depende crucialmente del pardmetro de masa 0 antes definido, y que tiene
en cuenta la masa total del sistema M, ademas de la energia total del sistema U, descri-

ta en este caso en la variable energia adimensional u. La constancia de estas variables:
6 =A/MR®=cteyu=URIGM? = cte (4.15)

implica la relevancia del siguiente limite termodindmico:

N —oo: VN =cte, cte, (4.16)

N73

(donde V o< R3 es el volumen del sistema) que también ha sido obtenido para otros
modelos termo-estadisticos astrofisicos [11, 12, 16, 34], y que consideran un sistema de
particulas puntuales no relativistas interactuantes mediante la gravitacion Newtonia-
na, con independencia de sus propiedades sean clésicas o cudnticas. Este limite termo-

dindmico difiere del asociado a los sistemas convencionales [35]:
|4 U
N —o00: —=cte, — =cte, 4.17)
N N

y revela el caracter no extensivo que manifiestan los sistemas astrofisicos. Dicho carac-
ter no extensivo justifica el porque estos sistemas reales revisten de tanto interes en los
esfuerzos que se hacen para extender la aplicacién de la termodindmica para esta clase

de sistemas fisicos.
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Figura 4.2: Panel izquierdo: Curvas caléricas n = BGMm/R versus u* = ~GM?/RU a pardmetro de
degeneracion p constante. Los valores de este tltimo estdn dentro del intervalo p € [0 — 16], donde las
flechas azules indican la direccién de crecimiento de p. La curva calérica correspondiente al modelo
de Michie-King (linea roja gruesa)aparece como una curva limite cuando el pardmetro de degeneracién
1 — +oo. Algunos puntos notables estdn indicados para una degeneracién de p = 9.0, y el punto notable
¢ correspondiente al punto critico triple de colapso gravitacional para pu = 8.21. Panel derecho: Depen-
dencias del pardmetro de la masa 8 = Mg/ M versus u* = —GM?/RU con parametro de degeneracién
constante p.

4.2. Termodinamica del modelo

4.2.1. Comportamiento termodindmico para parametro de

degeneracién i constante

Dado que la integracién numérica del problema de Poisson (3.11) asociado a este
modelo aparece el pardmetro de degeneracion p de forma explicita, resulta natural es-
tudiar los comportamientos termodindmicos del modelo fermiénico de King para valo-
res fijos del parametro de degeneracion u. Las dependencias de la temperatura inversa
adimensional i versus la energia adimensional u para diferentes valores del pardmetro
de degeneracion p se muestran en la figura 4.2. Estas curvas son mostradas en términos
de la variable auxiliar u* = —1/u, cuyo uso resulta conveniente para mapear el punto de
energia negativa infinita # = —oo en el origen u* = 0, y limitar de esta forma las curvas

caléricas a una regién finita del plano (u*,n).

En general, se observa una analogia entre las curvas cal6ricas mostradas en el panel
a) de la figura 4.2 con las reportadas por Chavanis en la Fig.11 de Ref.[21]. Se evidencia

ademads que estas curvas convergen hacia la dependencia correspondiente al mode-
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lo de clésico de King en el limite asintotico ¢ — +oo, representada aqui con la linea
gruesa roja. Con el incremento del valor del parametro de degeneracion u se produce
cierto enrollamiento de las curvas caléricas alrededor de la curva del modelo clésico
de King. Un hecho importante es la existencia de configuraciones post-colapso, es de-
cir, con energias inferiores al punto de colapso gravitacional. Como es de esperar, estas
configuraciones post-colapso corresponden a configuraciones donde se forma un nu-

cleo de fermiones degenerado.

Para una mejor comprensién, se indican algunos puntos notables de la curva ca-
lérica correspondiente a u = 9.0. Considerando la analogia existente con el modelo de
Mickie-King, el primer punto notable u, corresponde al punto critico de la disrupcion
evaporativa. Esta configuracion corresponde al limite ®; — 0" para un parametro de

degeneracion p dado, esto es, las configuraciones de alta energia con exponente po-

*

litrépico n = 5/2. Un segundo punto notable u;

es maximo local para la temperatura
inversa adimensional 7, al cual se conoce como el punto de colapso isotérmico. El pun-
to correspondiente al colapso gravitacional u; puede ser asociado con los dos puntos
u:, > u. El intervalo de energia [u;‘ , uz,] es afectado por la incidencia de la metaesta-
bilidad, donde la rama entre los puntos ¢y ¢’ es inestable. El rango entre estos puntos
notables |u;‘ - u:,| — 0% cuando el pardmetro de degeneracion u — u. = 8.21, el cual
revela un punto critico triple para la ocurrencia del colapso gravitacional. Este valor
del parametro de degeneracion esté relacionado con la ausencia del plateaou isotér-
mico para la funcién de degeneracion €(®, ) para valores de p S 8.0 como se muestra
en el panel b) de la Fig.4.1. Como se esperaba, este valor critico puede ser relaciona-
do con la ausencia de perfiles de distribucion con nticleos isotérmicos si el parametro
de degeneraci6n cumple la condicién p < .. Un tercer punto notable u; es minimo
local de la energia en la rama post-colapso gravitacional. En general, el punto [u:l,n d
se aproxima al origen (0,0) con el aumento del parametro de degeneracion y — +oo.
Entre otros comportamientos, las dependencias acd ilustradas muestras soluciones en
que se tienen dos valores diferentes de temperatura inversa n para un mismo valor de
energia, por lo que en este tipo de situaciones el sistema experimenta una transicion de

fase microcanénica discontinua. Ademads, se observan dependencias en la que para un
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mismo valor de temperatura existen mds de un valor de energia, lo que se asocia con la

presencia de capacidades calorificas negativas.

En el panel b) de la figura 4.2 se muestra el comportamiento del parametro de ma-
sa 0 versus u*. Sin entrar en otros detalles, se aprecia que los valores de esta magnitud
pueden superar la unidad, lo que evidencia de la incidencia de efectos evaporativos
modifican el comportamiento del gas de fermiones para valores de temperatura muy
cercanos a cero si la masa M del sistema es lo suficientemente baja. A pesar de estos
resultados interesantes, no resulta evidente la interpretacion fisica de las dependencias
termodindmicas representadas en estas figuras. Esto se debe a que el comportamiento
termodindmico para u constante predice una dependencia complicada del parametro
de masa inversa 8 con la energia. En otras palabras, la masa del sistema M se modi-
fica de forma no natural (puede incrementase o disminuir) al variar la energia en un
proceso termodindmico con u constante. Un proceso con pardmetro de degeneracion
U constante es semejante a la situacion descrita en el ensemble gran canénico, donde
tanto la temperatura como el potencial quimico de un sistema termodindmico perma-
necen contantes por la presencia de reservorios infinitos de particulas y energia con las
cuales este sistema se encuentra en equilibrio termodindmico. Sin embargo este cua-
dro no resulta apropiado para describir los fenémenos que ocurren en este contexto
astrofisico. Para comprender la fisica asociada a este modelo conviene reconsiderar el
presente problema en términos de la masa M y energia, porque estas son magnitudes

fisicas més naturales para analizar en este tipo de situaciones.

4.2.2. Comportamiento termodindmico para razén de masa 0

constante

Para comprender el problema numérico que se debe abordar para proceder al es-
tudio de la termodindmica del modelo fermidnico de King para masa constante, he-
mos calculado y representado en la Fig.4.3 los mapas de contorno del pardmetro de
masa 6 en el plano de los parametros de integracion [®, u| del problema de Poisson
(3.11). Estas lineas de contorno representan la dependencia del pardmetro de degene-

racion p como funcién del potencial central adimensional @, y del pardmetro de masa
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Figura 4.3: Panel izquierdo: Mapas de contorno de la relacién 6 = Mg/ M en el plano de integracién de
los pardmetros [®g, u£]. Panel derecho: Una ampliacion de la zona encerrada dentro del rectdngulo rojo
del panel izquierdo donde se pueda apreciar mejor el comportamiento de las curvas cerca de la regiéon
de acumulacioén.

0, u = pu(dy,0). El problema numérico que se debe solucionar es la obtencién de es-
tas curvas a masa constante. Resulta interesante la existencia de cierta regién donde
las lineas de contorno tienden a acumularse, lo que evidencia que una variacién aun
muy pequeiia de los pardmetros de integracion en esta region conlleva a cambios muy
sensibles en los valores del pardmetro de masa 6. Sin entrar en mayores detalles, el
método numérico implementado para llevar a cabo esta tarea se basa en la interpola-
cién de Fourier de segundo orden en torno a un circulo de radio dado € centrado en
un punto conocido ya conocido de estas curvas. Algunos detalles sobre este procedi-
miento computacional son aportados en el Apéndice A.4 Los resultados derivados de
estos algoritmos son altamente costosos en la regién de convergencia de las curvas de-
bido a que el radio de exploracién € debe reducirse para garantizar la precision de los

resultados cuando los célculos se adentran en dicha region.

Los resultados de este estudio son mostrados en la Fig.4.4. En el panel superior, se
muestran las dependencias del parametro de degeneracion u = u (®g,0) para diferentes
valores del pardmetro de masa 8, mientras que en el panel inferior, se muestran las co-
rrespondientes curvas caléricas. De acuerdo con estos resultados, las curvas caldricas
del modelo fermionico de King pueden clasificarse en las siguientes regiones de valores

del parametro de masa 0:
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Figura 4.4: Panel superior: Mapas de contorno de la relacién 6 = Mg/ M en el plano de integracién de
los parametros [®g, i]. Panel inferior: Curvas caléricas para diferentes valores del pardametro de masa 6.



CAPITULO 4. DISCUSION DE RESULTADOS 37

LA BN LU R B R BN B LA R BN L B
6 -4 -2 0 2 4 6
In(D,)

Figura 4.5: Estimacion del valor extremal 6,, del pardmetro de masa 6 en funcién del potencial adi-
mensional central @, para pardmetro de degeneracién constante p = —10. La extrapolacién asintética
para ®y, — +oo de estos resultados con una dependencia del tipo 0 = 6, + aexp (—b®d,) arroja la estima-
cién 0,, = 4.0.

Regi6n I: 0 < 6 < 0; (curvas negras) con 07 ~ 1.25 x 10, En estaregi6n existen estados
con capacidad calorifica negativa y la transicién hacia configuraciones con nu-
cleo fermionico degenerado, de mayor densidad y temperatura, es una transision
de fase microcandnica discontinua, por lo que el colapso gravitacional hacia esta

etapa es un proceso violento.

Regi6n II: 6, < 0 < 0, (curvas rojas) con 0, =~ 1.17 x 1072, En esta region existen esta-
dos con capacidad calorifica negativa, lo que significa, que la gravedad del sis-
tema ejerce una influencia dominante sobre la termodindmica del mismo para
estos casos. La transicion hacia las configuraciones de ntcleo fermiénico dege-

nerado es una transicion de fase microcanodnica continua.

Region I11: 6, < 0 < 0, (curvas verdes) con 6, = 4. En esta regién no existen estados
con capacidad calorifica negativa, lo que indica que la masa no es lo suficiente-

mente grande como para que la gravedad del sistema domine su termodindmi-
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ca. La transicion del sistemas hacia configuraciones de nticleo fermiénico es una

transicion de fase microcanoénica continua.

RegionIV: 0 > 0,,. El modelo no presenta soluciones para esta region de valores del
pardmetro de masa 6. El valor 8, implica un valor de masa minima Mpyi, =
MFg/0,, para la estabilidad del sistema. Para valores inferiores a este limite, el sis-

tema sufrird una completa disrupcién evaporativa.

La estimacion del valor extremal 6,,, puede apreciarse en la Fig.4.5. La extrapolacion
de estos datos arroja 6, = 4.0. De acuerdo con este resultado, si la masa del sistema M
resulta inferior a una cuarta parte de la masa de Fermi, M < Mp/4, este sufrird una
evaporacion muy intensa de sus constituyentes hasta disiparse por completo debido a
la accién gravitacional de sistemas externos. Precisamente, la gravitacion del sistema
para sistemas de masa tan pequeias no es lo suficientemente fuerte como para retener

sus constituyentes dentro del radio de tidal R.

4.2.3. Perfiles de distribucion

Las figuras 4.6-4.8 ilustran algunos ejemplos de perfiles de distribucién asociados
al modelo fermidnico de King, los cuales muestran el comportamiento termodindmico
para cada una de las tres regiones de valores del pardmetro de masa 6 antes indica-
das en la Fig.4.4. En los paneles superiores se muestran algunos perfiles radiales de
distribucién de masa p(r) para ciertos puntos (configuraciones) notables de las curvas
caldricas. En los paneles inferiores, se muestran los comportamientos radiales de las
correspondientes funciones de degeneracion e [®(r); u]. Como se ha comentado en es-
ta tesis, la funcién de degeracién indica el comportamiento termodindmico local de
estas distribuciones, es decir, los tres comportamientos asintéticos del modelo fermi6-
nico de King: un comportamiento politrépico de gas cudntico degenerado, o de gas

clésico isotérmico, o de gas clésico politrépico por efectos de evaporacion.

En la figura 4.6 se ilustra el perfil de la region III de las curvas caléricas. Los perfiles
¢y b muestran un leve comportamiento fermiénico en la region central y halos politré-

picos, mientras que el perfil @ muestra un comportamiento puramente politropico de
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gas clasico por efectos de evaporacion. Para todas estas distribuciones existe una fuerte
competencia entre los efectos cudnticos y evaporativos. La gravedad del sistema para
este valor del pardmetro de masa f no es tan intensa como para que la termodindmica

del sistema presente configuraciones con capacidad calorifica negativa.

En la figura 4.7 se ilustra el perfil de la region II de las curvas caldricas. El perfil
d muestra una distribucion notable que muestra las tres regiones bien definidas: un
nucleo fermidnico, una envoltura intermedia isotérmica, y un halo politrépico. El perfil
¢ muestra un leve comportamiento fermiénico en la zona central y luego presenta un
extenso halo politrépico. Los perfiles b y a muestran comportamientos esencialmente
politrépicos. La accién gravitacional asociada a estos valores del pardmetro de masa
0 es lo suficientemente intensa como para presentar configuraciones con capacidad

calorifica negativa.

Finalmente, la figura 4.8 muestra los perfiles de la regién I de las curvas caldricas.
Los perfiles més notables de los representados aca corresponden a las dependencias ¢
y ¢’. Ambos perfiles corresponden a configuraciones con igual energia en torno al in-
tervalo de energias donde tiene lugar el colapso gravitacional del sistema. El perfil ¢’
corresponde a la regién postcolapso gravitacional, mientras que el ¢ es una configura-
cién previa al colapso. Durante la transicién de fase discontinua desde el perfil ¢ al ¢/,
se observa un calentamiento del sistema [la configuracion postcolapso ¢ presenta ma-
yor temperatura que la configuracion ¢, de acuerdo con lo indicado en la Fig.4.4], asi
como una redistribucion de la masa desde las regiones intermedias hacias las regiones
centrales y exteriores del sistema. La parte de esta masa que se desplaza hacia el centro
conduce a la formacién un nicleo de mayor densidad, mientras que la otra parte de la
masa se desplaza hacia el exterior, conforma un halo de mayor densidad. En esencial,
este es el mismo tipo de comportamiento observado por Tello-Ortiz y Velazquez [34].
El perfil ¢ presenta un nucleo de gas clasico isotérmico, mientras que el perfil ¢’ presen-
ta un nucleo de gas cudntico degenerado. Ambos perfiles presentan halos politrépicos.
Los perfiles a y b muestran comportamientos esencialmente de gas cldsico politrépico

por efectos de evaporacion.
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Figura 4.6: Panel superior: perfiles radiales de distribuciéon de masa p(r) para ciertos
puntos (configuraciones) notables de las curvas calérica para 8 = 1.17 x 102, corres-
pondiente a la regién III. Panel inferior: comportamientos radiales de las correspon-
dientes funciones de degeneracion ¢ [®(r); u] para los mismos perfiles de distribucion

de particulas mostrados en el panel superior.
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Figura 4.7: Las mismas dependencias de la figura 4.6; pero para la curva cal6rica con
0=1.56x107%, correspondiente a la region II.
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Figura 4.8: Las mismas dependencias de la figura 4.6; pero para la curva cal6rica con
0 =2.84 x 1078, correspondiente a la region 1. Nétese la redistribucién de la masa de las
regiones intermedias hacia las centrales y exteriores cuando el sistema experimenta un
colapso gravitacional a energia constante, con una eventual transicion desde el perfil ¢

haciael ¢'.



CAPITULO

Consideraciones finales

5.1. Conclusiones

De acuerdo con los resultados generales presentados en el capitulo anterior, las in-
tegrales de Fermi truncadas asociada al problema de Poisson del modelo fermiénico
de King contienen informacién relevante para su termodindmica. Estas integrales es-
peciales dependen de forma crucial del pardmentro de degeneracion p, en funcion del
cual pueden derivarse la existencia de los tres comportamientos asint6ticos de este mo-
delo: un gas clasico con comportamiento politrépico debido a efectos de evaporacion,
un gas clésico isotérmico, o un gas cudntico con comportamiento politrépico asocia-
do a la degeneracion del sistema de fermiones con temperatura cero. Para un valor del
pardmetro y — +o0o, se evidencia que se recupera el modelo clasico de King. El anélisis
preliminar evidencia que el limite termodindmico asociado a este modelo astrofisico
corresponde a un comportamiento no extensivo, el cual resulta idéntico a otros mode-
los existentes en la literatura donde se consideran sistemas de particulas puntuales no
relativistas que interactuan mediante la gravedad Newtoniana (fuerzas entre particulas

con dependencia cuadrada inversa de la distancia de separacion).

Una caracteristica distintiva del modelo Fermionico de King es la presencia de una
rama post-collapso gravitacional a bajas energias, donde se presentan perfiles de distri-
bucién con nucleo degenerado. Sin embargo, las curvas caléricas obtenidas para valo-
res constantes del parametro de degeneracién y muestran un comportamiento termo-
dindmico de dificil de interpretacién. Aparentemente, esto se debe a la dependencia
no natural que presenta la masa total del sistema M con la energia para este tipo de
procesos. La descripcién del comportamiento termodindmico del modelo Fermioni-

co de King resulta mucho més accesible cuando se trabaja con la energia U y la masa

AR
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M totales como variables de control. Esta perspectiva de anadlisis revela la existencia
de cuatro regiones valores notables para la masa del sistema con diferentes comporta-
mientos termodindmicos. Para efectuar una mejor caracterizacion de estas regiones, se
introdujo el concepto de masa de Fermi MF, definido en la Ec.(4.12), la que representa
cierto valor caracteristico de la masa del sistema asociada a la situacion limite donde
este modelo presenta una fuerte competencia entre las propiedades cudnticas de sus

constituyentes y la incidencia de su evaporacion.

Haciendo uso del pardmetro de masa § = M/ M, se pudo apreciar que el caracter
discontinuo de la transicién de fase microcanénica asociada al colapso gravitacional
se presenta para 0 < 0 < 0; = 1.25 x 10/, mientras que resulta una transicién de fase
microcanénica continua para 6, < < 6, = 4.0. La presencia de estados con capacidad
calorifica negativa, los que indican la dominancia de la termodindmica por parte de la
gravedad, solo se presenta para 0 < 0 < 0, tal que 6, <0, = 1.17 x 1072, Finalmente, el
modelo no presenta soluciones para valores del pardmetro de masa 8 > 6,,, lo que indi-
ca que aquellas configuraciones del sistema con una masa total M inferior a un cuarto
de la masa de Fermi, M < MF/4, no corresponden a configuraciones casi-estacionarias
del modelo Fermidnico de King. Este valor representa un limite inferior de la masa total
M del sistema para garantizar su estabilidad ante la evaporacion. La existencia de este
limite inferior de masa, precisamente, es una de las contribuciones fundamentales de

la presente investigacion.
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5.2. Problemas abiertos

La investigacion presentada en esta tesis deja algunos problemas abiertos, los cua-

les se citan a continuacion:

= Intoducir los efectos relativistas en las descripcion de los sistemas astrofisicos

auto-gravitantes.

= Comparar las curvas caléricas obtenidas con los datos observaciones para mos-
trar si el modelo femionico de King describe la naturaleza de los halos de materia

oscura.

= Desarrollar modelos con dos o mas clases de particulas constituyentes que per-
mitan acercar este modelo teorico a las condiciones semejantes a a sistemas es-

telares reales, i.e.: estrellas enanas blancas.
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APENDICE

Desarrollos computacionales

A.1. Integracion Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta es un conjunto de tratamientos iterativos que nos permi-
ten resolver ecuaciones diferenciales de primer orden. Dentro de esta familia de algo-
ritmos iterativos se encuentra el méds empleado para reducir ecuaciones diferenciales,
comunmente denominado método de Runge-Kutta de cuarto orden o RK4. Tenemos

un problema de valor inicial:
W~ fx,y), y(x0)=yo. (A.1)
Para este problema, el método RK4 viene dado por:
Vi+1 :yi+%(k1+2k2+2k3+k4) h, (A.2)

donde los términos de aproximacién intermedios ki, k», k3 y k4 son dados por:

kv = f (xi,yi), ko= f(xi+3h,yi+3kih),
ks=f(xi+1h,yi+3koh), ka=f(xi+h,yi+ksh),

(A.3)

siendo h el tamano del intervalo o paso de la iteracion. Ademas, el valor siguiente y,,4;
es determinado por el valor y, mds el producto entre el tamafio del intervalo y una
pendiente. Esta tltima se determina mediante un promedio ponderado de pendientes,
donde k; es la pendiente al inicio del intervalo, k, es la pendiente en el punto medio
del intervalo y para encontrarlo se utiliza el valor de k; para encontrar el valor de y en
el punto x, + h/2 utilizando el método de Euler. Luego, k3 es la pendiente del punto
medio y la encontraremos mediante k», k; es la pendiente al final del intervalo, con el
valor de y determinado por k3. Promediando las pendientes se le asigna un mayor peso

a las pendientes del punto medio, por lo que:

k1 +2k2+2k3+k4
6 .

pendiente = (A.4)

=50
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Por lo tanto, el método de Runge-Kutta es un método de cuarto orden lo cual significa
que el error del paso es del orden de O(h°), mientras que el error total acumulado tiene

orden O(h?).

En el caso del problema considerado en este estudio, el problema de Poisson (3.11),
para aplicar el metodo de Runge-Kutta se requiere replantear este problema como un
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Hay varias formas posibles; pero

entre todas estas se considero el esquema:

doE 1 dG@® _ | .,
d—f_csz({)’ dac =—-4n¢°F

3
(D(f),/,j,, 5] . (A.5)

Como condicidn inicial de integracidn, se tiene en cuenta los valores de estas funciones

en el origen ¢ = 0, que en este caso se reducen a:
@ (0) =Dy, G(0) =0. (A.6)

Sin embargo, para ¢ = 0 la primera ecuaciéon en (A.5) tiene una indeterminacién del
tipo 0/0. Es por eso que la integracion se realiza a partir de un valor muy pequefio;
pero no nulo para la variable radial ¢. Para ello, se consider6 el comportamiento de las

funciones ® ({) y G (¢) para pequenas distancias ¢:
2 4
() = Bo— S Foe?+ 0(¢), G =~ Fo* + 0 (&%), (A7)

donde Fy = F [®, i, %]

A.2. Integracion numérica de las integrales de Fermi
truncadas

La integral truncada de Fermi estd dada por:
e(D—x _ 1) xy—l

1+ e®—¥-H

F(® ) = ! fcp( dx (A.8)
Y =10 b ’ ‘

haciendo el cambio de variable x = ®¢ tenemos:

1 1{e®d-0_ 1} pr-1
- ®Y
F(qa,y,y)_rmcpfo T dt. (A.9)
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Laintegral (A.9) se calcula usando la regla de Simpson, que viene dada por la expresion:

b—a

b
f fder~ —
a

= . (A.10)

f(a)+4f(%b)+f(b)

Si el intervalo de la variable auxiliar ¢ € [0, 1] se divide en 27 intervalos igualmente es-
paciados, con ¢; = i/(2n), con i entero en el intervalo 0 — 2n, la regla de Simpson se

plantea:
1 n
I= 5 XS (t2te=n) +4f (Bor-1) + [ (20))], (A.11)
k=1

donde f(¢) viene dada por la expresion:

1 {e®1=0 1} 171
)= o7
f@ T

(7) 1+ ®0-0—p (A.12)

Para cada valor del pardmetro de degeneracion p, se obtiene una estimacion de
las integrales truncadas de Fermi para y = 3/2 y 5/2 para un conjunto finito de pun-
tos @ € [Ppyin, Pmax] del potencial adimensional ®. En nuestro caso, @i = 1.0 x 1073
y ®max = 5.0 x 102, Esta estimacién fue empleada para hacer una interpolacién de las
integrales truncadas de Fermi para ser utilizadas en la integracion numérica del proble-
ma de Poisson (3.11), y de esta forma, acelerar los célculos. Para valores del potencial
adimensional ® fuera del anterior intervalo fueron empleadas las férmulas asintéticas

4.4)y (4.7).

A.3. Funcién gamma-exponencial

Las distribuciones truncadas de Wooley & Dickens y King pueden ser generalizadas
para cualquier entero no negativo y = n sustrayendo los primeros n de la expansion de

la funcién exponencial:

exp(x) - X1 xF/kl,  forx>o0,
En(x) = - (A.13)

0, en otro caso.

Notese que este ansazt contiene la funciones Woolley & Dickens, y King como casos
particulares con y =0y y = 1, los cuales garantizan que las primeras derivadas n—1 en
x =0 se anulen:

En(0)=E,(0)=...= E"Y(0) =0. (A.14)
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Para valores positivos del arguamento x, las funciones (A.13) pueden reescribirse en

forma integral:

E,(x)= f n" Lexp(x—n)dn. (A.15)

(n—D!Jo

Introduciendo la funcién gamma I'(y) tenemos:

+00
I(y)= fo n" Lexp(-n)dn. (A.16)

Finalmente, la funcién gamma exponencial truncada toma la forma:

1 X
Ey(x)=E(x;y) = F)f)fo n" exp(x —n)dn, (A.17)

que puede ser expresada en serie de potencias como:
00 xr+n
Ey(x) = n;o—F Gaton) (A.18)
Esta funcién generaliza la funcién exponencial usando y como pardmetro de deforma-
cion. La expresion A.17 es simplemente la integral fraccional de Riemann-Liouville de
la funcién exponencial ordinaria. Considerando la diferenciacién fraccional para las
series de funciones de potencia:

d® T(u+1)
W%% Z ”1“

— Y (A.19)
m (u—a+1)

las condiciones (A.14) se generalizan de la forma:

a

dx®

E(0;y) =0, (A.20)

donde el orden de la diferenciacion fraccional a corresponde al intervalo 0 < @ <y. La

funcion y-exponencial E (x;y) se define de la siguiente forma:

1 X
E(xy)=e" f e TtV ldr, (A.21)
0

I'(y)

el cual se anula para x < 0. Esta familia de funciones esta relacionado con la funcion
gamma incompleta:

X
Y (s,x) = f e 't ldr, (A.22)
0

esta funcion solo difiere de la expresion (A.21) en el hecho de que A(s,x) = e*/T (s).
Ademas, la ecuacion (A.21) puede obtenerse empleando el operador integral fraccional
(21]:

(Jf) = f x-0" ! f(ad:t. (A.23)
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Cambiando la variable de integraciéon ¢ — x — t en la tltima expresién, tenemos:

(J'f) = ﬁfo " f(x—-pdt, (A.24)

el cual se reduce a la expresion (A.21) cuando f(t) = exp(¢). Desarrollando la integra-
ci6én por partes, se obtiene de la definicion (A.21) la siguiente relacién de recurrencia:
xY
r(y+1)
el cual se reduce a la expansion en serie de potencias (A.18). Esta representacion nos

E(x;y) = +E(x;7+1), (A.25)

permite obtener las siguientes expresiones:
1
E(x;—n) = E (x;0) = &%, E(x, E) = everf(Vx), (A.26)

donde 7 es un nimero entero positivo. En general, la funcién y-exponencial E (x;y) es
una funcién continua y diferenciable para cada valor de x > 0. Esta funcién se anula
para x = 0 cuando y > 0, mientras es discontinua en x = 0 cuando el parametro de
deformacion y — 0. Se puede verificar que la funcién E(x;y) con y > 0 muestra un
comportamiento exponencial para valores de x suficientemente grandes y una serie de

potencias para valores poquenos de x:

E(xy) = xVIT(y+1) ifx<<l, A27)

e’ ifx>>1.
De acuerdo alarelacién de recurrencia (A.25), la funcién y-exponencial E(x,y) siempre
diverge en el origen x = 0 si el parametro de deformacion y es negativo pero no es un
numero entero. El comportamiento de esta familia de funciones se muestra en el panel

a) de la figura (A.1) para algunos valores del pardmetro de deformacion y. Ademas, se

considero la funcién de desviacion:
O0(x,y) =1—-exp(—x)E(x,7) (A.28)

que caracteriza la desviacion relativa de y-exponencial E(x,y) la exponencial ordinaria.

El comportamiento de esta ultima funcion se ilustra en el panel b) de la figura (A.1).

Usando la expansion en serie de potencias (A.17), se puede obtener las reglas de la

diferenciacion e integracion:

d
EE(x,y) = E(xy-1), (A.29)

fE(x;y)dx = E(xy+1)+C, (A.30)
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Figura A.1: Panel (a): comportamiento de la funcién gamma exponencial para diferentes valores del
pardmetro de deformacién gamma. Panel (b): dependencia de la funcién de desviacion (A.28) con res-
pecto a x.

y la formula de convolucion:
! fxE( )V tdr = E(x;7 +v) (A.31)
— X-T;7)T T=E(x;7+v). .
rmJo Y Y

La ultima relacion se obtiene usando la funcion Beta:

L (W)TW)

. A.32
T (p+v) .

1
BULV)Zl;(l—TﬂklfWJdT:

Note que la definicion (A.21) es un caso particular de la formula de convolucién (A.31)
para y = 0. Ademss, esta identidad considera la integracion fraccional de la funcion

gamma-exponencial:

o 1 X
JVE (x;7) = mfo E(t;y)x—-1)" 'dr=E(x;7 +v). (A.33)
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Figura A.2: Tlustracién del método de interpolacién de Fourier empleado para determinar la curva de
masa constante o pardmetro de masa 6 constante en el plano [In®, u].

A.4. Interpolacion de Fourier a segundo orden

En la figura A.2, se ilustra el método de interpolaciéon de Fourier empleado para
obtener las curvas de parametro de masa 6 constante (linea continua roja) en el plano
de los pardmetros de integracion [In®y, u] del problema de Poisson (3.11). A partir de
un punto a conocido de esta curva, se calcula el valor del parametro de masa 6 [In @y, ]
para un conjunto finito de puntos dispuestos sobre un circunferencia S, de radio €
centrada en el punto a. Dichos puntos son empleados para hacer una interpolacién de
la funcion f () = 0 [In®y, | definida sobre la circunferencia S, tal que los pardametros
de integracion sobre la circunferencia S, se suponen que dependen del angulo ¢ en la
forma:

In®g =In®g, +ecos(@) yp=pq+esin(gp). (A.34)

Esta funciéon interpolada se emplea para obtener un nuevo punto b dispuesto sobre la
curva de parametro de masa 6 (uno de los puntos de interseccion de la circunferencia
Sq con la curva de pardmetro de masa constante). El procedimiento se repite hasta

obtener el rango de la curva que se desea calcular.

La expansion de Taylor hasta el segundo orden para dos variables alrededor del ori-
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gen, esta dada por:

0 0
X=X =Xo
1ot i) :
5{@ = (x — x0)* +20 oy 1= ( x—x0) (¥ = yo) + ay =0 (y=w) . (A35)

Al suponer la dependencia de los puntos (x, y) sobre una circunferencia:
x=xp+ecos(p), y=yo+esin(g), (A.36)
se obtiene el desarrollo de Fourier hasta segundo orden:
fx, ) — f(xo,y0) = 1ao +a; cos@ + by sing + az cos (2¢) + by sin (2¢) . (A.37)

Comparando los coeficientes, tenemos:

1(°f  0°f) » of of
_ ! , € by = A.38
a0 (axZ +6y )8 N=5x5 7= 6y (A-38)
Ff f) 1 0°f ,
= —< | €%, bp = ———¢". A.39
= (ze 0y? )g 2 20x6y£ (A-39)

Los coeficientes de la serie de Taylor hasta segundo orden se pueden expresar como los

coeficientes de la serie de Fourier:

of am Of by 0°f  2b,

= —, = A.40

0x ¢’ dy ¢ oxdy €2 (A-40)
2 2 2 -2

af _ a2+a0’6f:ao a2. (A4l
0x? g2 0y? €2

De forma vectoral, el desarrollo de Taylor hasta segundo orden de aproximacion se
expresa como sigue:

5f=(s-V) f+ (s-V)? f, (A.42)

En general, el vector desplazamiento s a lo largo de la curva de masa constante puede

ser representado como la superposicion de vectores:

1 1 2
s= at+—-—wan (A.43)
|n| 2

siendo ny 7 los vectores normales y tangentes de las curvas equipotenciales:

0

n=9f=(fuf)= (3055

)f T=(fy,—fx) = (%,—%)ﬁ (A.44)
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Note que estos vectores no estan normalizados; pero son ortogonales, n- T = 0. Intro-
duciendo este vector de desplazamiento en la serie de Taylor (A.42), en segundo orden

de aproximacion del pardmetro a tenemos:

a2

L V)2
of = o] wa (m-V) f+ e (T-V)°f, (A.45)
= L a? [winP +[T-V]* f] (A.46)

2|n?

De la condicién § f = 0 se deduce el valor del coeficiente w:

w= —ig [T-VI° f. (AA47)
n]

El valor absoluto de desplazamiento:

ds=V1+w?a’da =

1
1+ wzaz) da, (A.48)
de donde se desprende la férmula aproximada:
1L o o
s=a 1+6wa =a(l+9), (A.49)
siendo:
1
=2 w?a®. (A.50)

En términos de las derivadas en coordenadas Cartesianas, el coeficiente w se expresa

como:

1
V]Zf:_z(fxz—_i_f)?)(fxxf}?_zfxyfxfy"'fyyff)» (A.51)

que en términos de los coeficientes de Fourier en la forma:

1
= - [‘[-
2|V f[*

I
(@R

(a0 + az) (1) — 2brar by + (ao — az) (@1)?) . (A.52)

Si deseamos que la aproximacion a segundo orden sea buena, la contribucién a segun-
do orden del desplazamiento en la direccién normal n debe permanecer pequeiia, lo
que implica:

lwa| <62 o |a| <6/ |w|. (A.53)

Para una pardbola, en su vértice, el radio de curvatura viene dado por:

1

r=——m, A.54
1wl (A.54)
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de ahi que la condicién de acotaciéon para el pardmetro a estd asumiendo que este sea
menor que una fracciéon del radio de curvatura |a| < 26%r. En el método de interpo-
lacion de Fourier, la variable a corresponde al radio de la circunferencia €. Este radio
debe ser lo suficientemente pequeno para que la interpolacién sea adecuada, y con
ella, la estimacién del nuevo punto b dispuesto sobre la curva de pardmetro de ma-
sa constante 0. Esta consideracion resulta crucial, sobre todo, cuando los calculos se

adentran en la region de acumulacion de las curvas antes mencionadas en la figura 4.3.
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