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Resumen

En este trabajo, se calcula la energia de Casimir debida a un campo escalar
en una membrana de dos dimensiones espaciales. Se supondra que tenemos bordes
no planos con condiciones de borde de Dirichlet. El problema se reparametriza, de
tal manera que se obtiene una membrana de borde plano, donde la irregularidad
original, se convierte en una perturbacion sobre los campos. Esto aparece cuando
desarrollamos el operador de Laplace-Beltrami asociado a la transformacion de las
coordenadas espaciales. Después, para calcular la energia de Casimir, usamos la
regularizacion de la funcion zeta. Luego, comparamos los resultados que se obtienen

mediante teoria de perturbaciones y la aproximacion de WKB.
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Abstract

In this work, we calculate the Casimir Energy originated by a scalar field in a
membrane of two spatial dimensions. We assume non planar borders and Dirichlet
boundary conditions. The original problem is re-parametrized in such a way that we
obtain planar borders and the original irregularity becomes a perturbation on the
scalar fields. The Casimir energy is calculated using the generalized zeta function
regularization. Later, we compare the results which come from perturbation theory

and the WKB method.
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Introduccion

Se llama efecto Casimir [1] a la fuerza que se produce sobre objetos de tamafio
macroscopico, debido a las fluctuaciones de origen cudntico que se producen a un
nivel microscopico.

La importancia de este tema radica en el hecho de que, en la ultima década,
los avances tecnolégicos han permitido una continua miniaturizacién de los dis-
positivos electrénicos. A medida que las distancias entre los componentes de los
sistemas tiende hacia el rango nanométrico, hay una creciente necesidad de enten-
der todos los detalles posibles de las fuerzas involucradas. Una de ellas es el efecto
Casimir. En la tecnologia actual, este efecto es el responsable de hasta el 10 % de
las fuerzas encontradas en sistemas microelectromecanicos. Las fuerzas de Casimir
son de relevancia practica directa en la nanotecnologia, donde, por ejemplo, la
adherencia de los componentes méviles de micromaquinas puede ser causada por
ellas.

El hamiltoniano para la radiacién electromagnética(EM) viene dado por:

2
A At oa 1
=53 hw (a;aaka + 2) :
a=1 k
donde &La y dre son los operadores de creaciéon y aniquilacion de un fotén con

momentum k y polarizacion a. Luego, se observa que se tiene un término constante

que puede ser interpretado como la energia del punto cero:



By = 010) = 3 3 15k

a=1

Los modos de los campos EM, vienen determinados por las condiciones de borde
del sistema que se quiere investigar. Por ejemplo, la energia de Casimir entre dos
placas paralelas perfectamente conductoras, viene de la diferencia de energia entre
un volumen con condiciones de borde de Dirichlet y otro vacio sin condiciones de
borde. Estas dos energias tienen términos claramente divergentes, los que deben
ser tratados por algin método de regularizacién que permita obtener informacién
fisicamente relevante [2].

En fisica, especialmente en teoria cuantica de campos, se entiende como reg-
ularizacion al método para aislar los infinitos que aparecen en los calculos, intro-
duciendo una variable auxiliar llamada regulador [3]. Algunos de estos métodos son
el corte exponencial asociado al niicleo del calor y de la funcién zeta generalizada.
El valor de la energia de Casimir es el mismo para las dos regularizaciones
consideradas. Por el contrario, las partes divergentes dependen de la regularizacion.

El objetivo de este trabajo, consiste en calcular la energia y fuerza de Casimir
en los bordes de una membrana de 2+ 1 dimensiones con borde rugosos, los cuales
satisfacen condiciones de borde de Dirichlet. Suponemos que las excitaciones cuin-
ticas son debidas a un campo escalar tipo fononico. Este trabajo fue publicado en
[4].

Para tratar el problema, se hace un cambio de coordenadas para transformar
el borde rugoso a un problema de una membrana con bordes lisos, donde tenemos
que la dindmica del campo se ve modificada por un nuevo término que es tratado
como un potencial externo que actia sobre los campos.

Una vez parametrizados los ejes, se procede a calcular la métrica del espacio
para obtener el operador de Laplace-Beltrami. La ecuacion diferencial parcial fue
abordada usando dos métodos: En el capitulo 3 se ocupé el método perturbativo

para encontrar los autovalores modificados por la presencia de la rugosidad. En
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tanto que en el capitulo 4, se aplico el método de WKB.

La energia de Casimir se obtiene usando el método de regularizaciéon de la
funcion zeta, a partir de los autovalores que se calculan en los capiitulos 3 y 4. Por
ultimo, se hace tender el largo de la membrana al infinito y se comparan ambos

métodos.



Capitulo 1
Regularizacién

Uno de los aspectos fundamentales de la teoria cuantica de campos es la tarea
de extraer resultados fisicamente significativos a partir de cantidades que, en prin-
cipio estan mal definidas. Tal vez el ejemplo mas simple de esto sea el calculo de la
energia de punto cero de campos cuanticos. La apariciéon de una energia de vacio
divergente es una consecuencia directa del método de cuantifizacién canodnico, lo
que hace necesario imponer prescripciones adicionales para tener una teoria de
campos bien definida. Al estudiar teorias de campos libres extendidas a todo el
espacio tiempo, esta ambiguedad es removida mediante la prescripcion de orden
normal. Esto implica la substracciéon formal de la energia infinita de punto cero vy,
por lo tanto, el valor de expectacion de vacio del hamiltoniano normalmente orde-
nado es cero. Tal substraccion esta justificada por el hecho de que, en la practica,
no es posible medir un valor absoluto de energia, sino sélo diferencias, permitiendo
una eleccion arbitraria del origen sobre la escala de energia. Uno de los proced-
imientos usados para calcular energias de Casimir es la evaluacion directa de sumas
infinitas sobre los modos de punto cero del campo (autovalores del hamiltoniano).
Estas sumas son formalmente divergentes, y un esquema de regularizacion ade-
cuado debe emplearse para extraer un resultado fisicamente significativo. Aunque

existen diferencias entre los resultados obtenidos por distintos métodos de regu-



larizacién, las predicciones para la energia de Casimir deben ser independientes de
los métodos utilizados. Resulta entonces crucial comprender la relacién entre los
resultados obtenidos mediante distintas técnicas de regularizacién. Analizaremos

los casos de regularizador de corte exponencial y de funcién zeta generalizada.

1.1. Regularizador corte exponencial

Sea ¢(t,z) un campo escalar que depende del tiempo y la posicién, el cual
obedece la ecuacion de Klein-Fock-Gordon en 1 + 1 dimensiones para el caso del
campo escalar sin masa.

Primero consideraremos un campo libre a lo largo del eje . En este caso se

tiene la relacion de dispersion

wy, = ck. (1.1)

Entonces, la energia del estado fundamental viene dada por

L e Lo
EOL:Z wkdk:hc/mkdk. (1.2)

T J-o A
Dicha integral es divergente. Para regularizarlo, se introduce un factor expo-
nencial que dependa de un término «, que eventualmente lo podemos hacer tender

a Cero

heL
27

heL

o2ma?’

Br=2 T ke gk = (1.3)
’ 0

Ahora, vamos a comparar la energia fundamental regularizada de (1.3) con el
caso de de un sistema finito de largo a a lo largo del eje x y de condiciones de
borde (C.B.) de Dirichlet en cuyo caso, el nimero de onda es k, = mn/a y cuya
relacion de dispersién viene dada por w, = ck,. Luego, la energia fundamental

regularizada viene expresada por



heca whe

he & nr
Byala) = 5 > "Eemeomle = (14)

El primer término de la energia (1.4) multiplicado por el factor a/L es el mismo
que se obtuvo en la ecuacién (1.3). Entonces, la energia de un sistema con C.B. de
Dirichlet y tamano finito a tiene una diferencia finita con respecto al sistema libre
sin condiciones de borde. Dicha diferencia, cuando el regulador « tiende a cero, se

le llama energia de Casimir:

a whe
Ecas = EO,cx(a) - Eé:az = _% (15)

1.2. Regularizador funcién zeta

Si consideramos el ejemplo de la seccién anterior, donde k,, = nw/ay w, = kyc.

La energia del vacio es la suma de todos los modos normales

h oo

n=1
donde esta serie, como claramente ya sabemos, es divergente. Ahora vamos a in-
troducir un regularizado que consiste en reemplazar los n de la suma por n™°, de
tal manera que recuperamos la suma original cuando s = —1 (ver apéndice A).

Luego, tenemos que la ecuaciéon (1.6) se convierte en

mhe &
E(s)=— - 1.7
(5= 2 (17)
Cuando s = —1, tenemos la funcién zeta de Riemann
whe whe

E(=1) = 5 ~Cr(=1) = —5 (1.8)

El resultado de la energia es la misma por el método de regularizacién de corte

exponencial, diferenciandose solo en los términos divergentes.



1.3. Caso de dos placas paralelas lisas

A continuacién utilizaremos el método de la regularizacion de funcion zeta para
el ejemplo de dos placas paralelas cuadradas de ancho L separadas una distancia
constante a, considerando fluctuaciones cuanticas debidas a un campo escalar.
Si asumimos C.B. de Dirichlet en las placas, la funcion de onda que resuelve el

problema viene dada por

U(t,x,y, 2) = e “rtethatetvy gin(k,2), (1.9)
™\ 2 ™ ™m
K2+ k2 + ( > hy = T g T 1.1
w \/ + a ) L ) Yy L 9 ( O)

donde wy, es la frecuencia y k, y k, son los vectores de onda perpendicular a la

direccién de propagaciéon. La funcién zeta asociada a los autovalores es

=3 ¥ S(TE) (”711)1(”)2]5. L11)

Mg=—00 My=—00 n=1 a
Dada la condicion a < L, podemos transformar las sumas asociadas a las

coordenadas x e y al continuo, y las resolvemos por cambio de coordenadas polares

(s) = LQiO:/O%/OOO lk%(?ﬂskdkde

el

, (1.12)

solo nos quedamos con la parte convergente

(0 = g (T
_ﬂfz)ﬂ <W>2(1—s) inga—s)_ (1.13)

a
Expresando la sumatoria como funcion zeta
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y evaluando en s = —1/2, tenemos que

(D)= (Y o

La energia de Casimir es

B, - Lhe
720a3
y la fuerza de Casimir tiene la forma
g _Limhe
240a*

La fuerza es negativa indicando el caracter atractivo de las placas.



Capitulo 2

Energia de Casimir

La accion de un campo cuantico escalar sometido a una interaccién externa,

sin términos no-lineales, viene dada por

S(@) = —= [ o@)(& - V(2)p(x) da, (2.1)

2 Ju
donde ¢(z) es el campo escalar, V(z) el potencial externo y A es un operador
diferencial eliptico de segundo orden. El dominio M corresponde a un espacio
euclideo que involucra tanto la parte espacial como la temporal y que corresponde
al inverso de la temperatura. En este trabajo se va a trabajar en el formalismo de
Matsubara, también llamado “de tiempo imaginario”.

El campo ¢(x) obedece la ecuacién de movimiento

(A =V (z))o(z) = 0. (2.2)

Obtenemos la energia libre de Helmholtz a travez de la funcién particién del

sistema, la cual puede ser expresada mediante el formalismo de integral de camino

7 =exp[-6F) = Tr [e ] = / DpeS@. (2.3)
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Como la accion es cuadratica en los campos, se puede integrar sin problema,

quedando la funcién particion expresada como la traza del kernel de la accion

- fon (22Y)) ”

donde ha sido necesario introducir un parametro de masa arbitrario u, de tal
manera que el argumento del determinante quede sin dimensiones.

Por otra parte tenemos que, para el operador hermitico P = A —V(x), se tiene

un conjunto infinito de auto funciones ¢, (x), que obedecen

(A =V(2)) pn = Anpn.
Eso significa que la funcién particion se puede expresar como

P12 A, ~1/2

H n=1

La energia libre entonces viene dada por

P17V o1& A
BF:—an:—lndet[ ] :52 ln[uz].
n=1

12

Ahora observemos que, si definimos una funcién zeta generalizada

Cp(s)

)

—s
>N
n=1

se tiene que

d
£CP(3)

= — Zln A
s=0 n

Por lo tanto, la energia libre viene dada por

fF =—-InZ = 1 iCp/#z(s)

5 s (2.5)

s=0

11



Para obtener la energia de Casimir, primero obtenemos la energia promedio a

travez de la funcién particién

_ 0lmZ 09(BF)
E, = 05 " o5 (2.6)
Usando el término de energia libre (2.5), tenemos

La energia a temperatura zero, la cual interpretamos como energia fundamental

del vacio, la obtenemos en dicho limite

Eeps = Blim E,. (2.8)

—00

2.1. Energia de Casimir

Como dijimos anteriormente, vamos a utilizar el formalismo de tiempo imag-
inario, el cual aparece naturalmente al expresar la funcién particion como una
integral funcional, tal como se ve en la ecuacién (2.3).

Primero nos preocuparemos del caso de un campo libre, sin potenciales exter-

nos. En dicho caso, el operador P viene dado por

82
“or

donde 7 es el tiempo imaginario y Az es el operador cuadratico asociado a las coor-

pP= ~ A, (2.9)

denadas espaciales. El operador P actia sobre autofunciones con C.B. periddicas
en el tiempo 3 y generales en las coordenadas espaciales. Una soluciéon general del

problema de autovalores toma la forma

2minT

O j(T,7) = —e 7 @;(7). (2.10)

Le
B
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La autofuncién ¢;(7), obedece

— Drpj(T) = Ejp; (7).

Luego el autovalor asociado al operador P, viene dado por

9 2
Anj = (2”) +E2 (n€Z jeN). (2.11)

Ahora podemos construir una funcién zeta asociada a los autovalores del operador

P:

—S

(2.12)

2
= | (21
COEDIDY [(g) + Ej
n=o00 j=1
Podemos expresar la funcién zeta (2.12), mediante la expresion (ver apéndice

A)

i /OOO ts‘le’(%anpF(t) dt, (2.13)

n=—oo

Cp(s) = F(ls)
donde
Kp.(t) = i e, (2.14)

7j=1
se le denomina “nticleo del calor” (heat kernel), (ver apéndice E).

Aplicando la férmula de resumacién de Poisson (A.4), obtenemos

g T(s—1/2)

CP(S> \/E F(S) CPF(S - 1/2)
f o~ [ s_3/2, =28
) ngl /O £573/26 75 K (¢) dt. (2.15)

Por otra parte, podemos construir una funcién zeta asociada a los autovalores £

del operador Az

13



Cpe(s) = i B (2.16)

Para calcular la energia de Casimir debemos considerar la escala arbitraria 2,

que tenemos en (2.7)

Cpyp2(0) = Cp(0) + Cp(0) In(p?), (2.17)

reemplazando la ecuacién (2.15) en la ecuacién (2.17), obtenemos

Cpy2(0) = —B[FP (p(—1/2) +2(1 — In(2))Res (p.(—1/2)
1 2 b & [ _3/2 _n26%
PO+ nz::l /0 1302~ K (Hdt,  (2.18)

donde FP denota parte finita y Res corresponde a residuo.

Ahora, haciendo § — oo en (2.18) y usando (2.7), tenemos que la energia de

Casimir es
Fus = (50FP Gr(=1/2) + 201 — n(2))Res G, (~1/2)
10 ,
D ey >)M | (2.19)

14



Capitulo 3

Energia de Casimir de una
membrana, usando teoria de

perturbaciones

En nuestro trabajo, estudiamos la energia de Casimir debida a las fluctuaciones
cuanticas de un campo escalar sin masa en una membrana de dos dimensiones
espaciales con bordes no planos. Vamos a considerar una membrana larga pero
finita.

Como se menciona en la introduccién, se reparametrizan las coordenadas del
problema original, donde los campos obedecen una ecuacién de campo libre, con-
siderando que el operador que actiia sobre ellos es el operador usual de Laplace.

Luego, reparametrizamos las coordenadas de tal manera que los bordes pasan
a ser lisos en las nuevas coordenadas. Como consecuencia, se tiene que el operador
de Laplace es reemplazado por un operador de Laplace-Beltrami, esto es debido
al cambio de coordenadas que acabamos de comentar. Entonces, reordenamos los
términos de la ecuacién resultante, identificando una parte no perturbada (oper-

ador de Laplace) més una perturbacién que serd tratada de acuerdo al método

15



estandar.
Al obtener los autovalores, calculamos las funciones zeta pertinentes y uti-

lizamos la expresion (2.19) para obtener la energia de Casimir.

3.1. Operador de Laplace-Beltrami

El operador de Laplace-Beltrami es la versiéon generalizada de la divergencia

de un gradiente en coordenadas generalizadas

1 0 5 0
A= —— ik 2 1

donde g = |det(g;x)| es el valor absoluto del determinante del tensor métrico

covariante g;;. El tensor contravariante ¢** obedece la condicién de normalizacién

gijgjk = 5;’;-

3.2. Membrana en 2+1 dimensiones

Sabemos que la energia de Casimir viene dada por la ecuacién (2.19), por lo

tanto, debemos encontrar los autovalores del operador

— Aro = Ao, (3.2)

Originalmente, suponemos una membrana de dos dimensiones espaciales, en el
plano x — y. Suponemos que su forma original es aproximadamente rectangular,
con el largo en direcciéon x mide L. En tanto que en la direccién y, tenemos un

borde dado por la expresion

y(x) = a+ h(z), (3.3)

donde se cumple que a < L y Max[h(z)] < a.

16



Se hace la siguiente reparametrizacion de coordenadas

r =z, y=t(1+h(z)/a), (3.4)

donde tenemos que 0 < t < a. Luego, la diferencial dy queda como

h th'

dy = (1—+(ﬁﬂ> ar + ) g, (3.5)
a a

Al calcular el elemento de longitud espacial, tenemos el tensor métrico covari-

ante (recuerde que no estamos incluyendo la variable temporal)

{ 1+ 20/ (2)?/a? th'(z)/a + th(z)h (z)/a?

] : (3.6)
th'(z)/a + th(z)h'(x)/a®* 1+ th(z)/a+ h(x)*/a?

Luego, el operador de Laplace-Beltrami (3.1) queda expresado como

RN P H(h/(u)/a)Zafw ( thlw 2 (h/(u)/af) oo

(14 h(u)/a)” a+h(u) (1+h(u)/a)?

2th’ (u)
e + h(u) Oict- (3.7)

Como h(u)/a < 1 la ecuacién (3.7) se expande en términos de h/a. Usaremos una
aproximacién donde se descartan los términos no-diagonales y los términos con
derivadas en u, ya que son los de menor orden.

A continuacién, reescalamos los parametros en términos de las cantidades fisicas
del problema: x = uL y t = av, de tal manera de tener coordenadas adimensionales

u'y v, cuyos dominios son

0<u<l, 0<v<l. (3.8)
Entonces la ecuacién (3.7) queda como
J 1 2h(u)  3h2(w)\ .,
_ﬁa“ - <a2 - + " o (3.9)

17



donde h(u) = h(ulL).
A continuacion, de la ecuacién (3.9), distinguimos una parte que llamaremos

“parte no perturbada” que tiene la forma

1 1
— 75020 — =026 =\,

Mientras que el resto, es considerado como una perturbacion:

a3

La funcién de onda debe cumplir las C.B. de Dirichlet:

Gnm(0,0) = pm(1,0) =0,  dpm(u,0) = dpm(u,1) = 0. (3.11)

3.3. Teoria de perturbaciones

Usando el método de separacion de variables, debemos considerar los autoval-

ores y autofunciones de la ecuaciéon diferencial no perturbada

L& 1TE oy (3.12)

_As(boz

L? ou?  a? Ov?
Las autofunciones y autovalores para las condiciones de borde dadas, son los sigu-

ientes

0

n,m

(u,v) = 2sin(mmu)sin(nro), (3.13)
T A—

con 1l <n,m< oo.

La correccion a primer orden es

18



1 r1
Noww = [ [ (65,0 V (w,0)6, dudo. (3.15)
m= ) @n ,

Ocupando (3.10), tenemos

P /0 1 (271(@ - 3E(“)Q> du. (3.16)

a’d at

Entonces, el autovalor corregido tiene la forma

Anm = (mr>2 + <”Zr>2 — mn? /01 (25(u) — 3B(u)2> du. (3.17)

a a3 at

3.4. Funcién zeta generalizada

La funcién zeta asociada a los autovalores (3.17), expresada como la ecuacion

(A.3), toma la forma

((s) = F<18) /O T i i e emHt=Antt gy (3.18)

m=1n=1

donde

- )

s = (5) - (21}@) - 3%3)2) du. (3.19)

a a’d

Utilizando la férmula de resumacion de Poisson (A.4), para aislar los términos

singulares, obtenemos

X l gt <2 fj eI 4 1) - 1] dt. (3.20)

19



Como nos interesa el caso s = —1/2, podemos sustraer de la ecuacion (3.20)
los términos divergentes. Por lo cual, nos quedamos con los términos convergentes

de la funcién zeta

1 oo 1 0 722 1 o0  x2m2
FP ((—1/2) = 1/0 t2<ﬂze i —I—ﬁZe at>dt
n=1 m=1
VT /oo s/2 < X w2m? & _xa?
— t e at 4 e Bt
W 2 2
+22 Z P ) dt. (3.21)

n=1m=1

Al integrar la variable ¢ de la ecuacion (3.21), obtenemos

C(=1/2) = (\/E+\F) 8\/(—;2(53/2”‘3/2)

X (72n? 7rm2 —3/2
2121< a ) . (3.22)

La doble sumatoria de la ecuacién (3.22) es resuelta aproximando por la férmula
generalizada de Euler-Maclaurin en dos dimensiones, su contribucién es muy poca
(ver apéndice C).

Por lo tanto, la funcién zeta generalizada para nuestro caso de estudio, tiene

la forma

(-1 = (B4 va) - \/<—)2(63/2 o). (3.23)

Ahora, utilizando el resultado anterior en la expresiéon para la energia de

Casimir (2.19), obtenemos

B, ~ (\ﬁJr\/‘) 16¢QW2(63/2 o302,
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Observemos que si tomamos el limite h — 0, obtenemos el resultado usual de

la energia de Casimir para bordes lisos

Ecas =

3.5. Tipos de rugosidades

3.5.1. Casol

)L
16ma?

(3.24)

Primero, consideraremos un borde ondulante, mientras que el otro permanece

liso, tal como se muestra en la figura (3.1) y se desarrollé al principio del capitulo.

-
T

|
P
I

Figura 3.1: Membrana con borde superior rugoso e inferior liso.

Tomaremos, por simplicidad, una forma sinusoidal para la funcién h(x) en (3.3)

h(z) = ecos(wz + ),

(3.25)

donde 6 es una fase y w la frecuencia. La energia de Casimir (3.24), para este caso

particular tiene la forma
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_ alr(3) 7 Cr(3)L m
e = “Y6r02 TBL  16ma® 84
N (_ Cr(3)sin(wL) cos(H) N 7sin(6) L ) )

16w L3 48a? Lw
T 3(3(3)[/ 2
— .. ) 3.26
+ (64a3 32mat + ¢ ( )

3.5.2. Caso 11

En nuestro segundo caso, consideramos una membrana rectangular con rugosi-

dad en ambos bordes, como se muestra en la figura (3.2).

-

=
D

I~

Figura 3.2: membrana con bordes rugosos, distinta fase y amplitud.

La separacion de los contorno de la membrana estéd dada por la ecuaciéon (3.3),

por lo tanto, podemos expresar ambas rugosidades como

h(x) = ey cos(wz + 0) — € cos(wx), €1, € < a. (3.27)

Obtenemos la siguiente energia de Casimir
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—aCR(3>—|— m _ CR(3>L T
16w L2~ 48L 167 a? 48a

1 <sin(wL)CR(3) sin(wL)m n > (61 — cos(f)e) + - -

ECCLS

2 8w L3 24wa?L

+1 ~3¢r(3) cos?(wL) sin(6)  3¢r(3) sin(wL)sin(b)
2 16wmal? 8w?m Lia
3C¢r(3) cos(f)L

+ 167a* T jas

3Cr(B3)L | 3 Cr(3) 2
* ( 2ral | 6dmal? )
3¢rB)L | 3 Cr(3) >
* ( 2ral | 6dmalz )P

(3.28)

La energia obtenida dada por la ecuacién (3.24) es para una membrana de largo
finito. Estamos interesados en saber que términos contribuyen si hacemos tender
L, el largo de la membrana a infinito. Si tomamos la densidad lineal de energia
E/L y luego tomamos el limite, obtenemos para el caso I
. <R<3) . 3<R(3>€2

EC(ZS
cas — 1i = . 3.29
§ e L 16ma? 32ma? ( )

La fuerza de Casimir por unidad de largo, viene dada por

_CR(?’) . 3(3(3)62'

Feas = 8mra’ 8mwa’

(3.30)

Para el caso II los términos de la ecuacion (3.28) que contribuyen a la densidad

de energia son

_ 1 Ecas - CR(3) BCR(?)) 2 2
fcas - Lh—r)noo L - 167@2 - 327Ta4 (61 + 62 - 26]_62 COS(Q)), (331)

dando una fuerza
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Cr(3)  3¢r(3)

Fcas = -
167a3 8mad

(€2 + €5 — 2¢1€9 cos(6)). (3.32)

La contribucion a la energia y fuerza de Casimir se encuentra en las amplitudes
€7, €5,€1€2, aumentando la atraccién para el caso I, y para el caso IT dependerd de

la fase.
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Capitulo 4

Energia de Casimir usando el

método de WKB

Vamos a volver a considerar la ecuacion (3.9), la cual tiene la forma

1 9%
b=y 0 s~ Q)

0% B
o =0, (4.1)

donde

Utilizamos el método de separacion de variables en (4.1),

¢(u7 U) = Mk,A(U)NM (U),

esto nos lleva a dos ecuaciones diferenciales desacopladas

N//\/l(v)—i_)‘%NM(U) = 07

1"

M\ (u) + (A = A3Q(w)) L* My A (u) = 0. (4.3)
Claramente, la soluciéon para N(v) es inmediata
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N)\l (1}) = Sin(>\1’U), )\1 = kﬂ', k € N. (44)

Como la ecuacién (2.19) requiere de la funcion zeta asociada a los autovalores A

que tenemos en (4.1) y (4.3), podemos expresar una funcién zeta como una integral
de contorno (ver apéndice B):

dIn Di(\
ni’“)dkj (4.5)

ZQm/

donde I" es la curva en el plano complejo del espacio de la variable A, que encierra
los autovalores de (4.3) para las condiciones de borde apropiadas (en nuestro caso
de Dirichlet). En tanto que Dg(A), es una funcién meromorfica, que se hace cero

cuando lambda corresponde a alguno de los autovalores del sistema:

M A(1)
My o(1)
Note que se excluye la solucién A = 0 (C.B. Dirichlet).

Dr(N) =

(4.6)

Para calcular la integral (4.5), se toma un contorno rodeando el semi eje real
negativo. Al hacer el cambio de variable A = —k?z72. La ecuacién (4.3) queda

como,

M,;:A(u) — B*L*n?(z + Q(u)) M\ (u) =0, (4.7)

y por lo tanto

C(S) _ Sin(ﬂ's) i(ﬂ_k)—Qs /Ooo Z—SM dz. (48)

O dz
Buscaremos las soluciones de la ecuacién (4.3), usando el método WKB, el
cual consiste en buscar soluciones asintoticas en términos del inverso de alguna

componente del autovalor. Para ese objetivo, nos damos el siguiente ansatz

M, (u) = elo S=k) 7 (4.9)
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Al reemplazar la ecuacion (4.9) en (4.7), obtenemos

0S(u, z, k)
ou

A continuacién, expresamos la funcién S(u, z, k) como una expansién asintética

S?(u, 2, k) + = KL*7* (2 + Q(u)) . (4.10)

en términos de 1/k

S(u,z, k) = > a;(u, 2)k™" (4.11)

i=—1

Los coeficientes a;(u, z) son obtenidos por recurrencia, la forma de los primeros

términos de la serie son,

a_1(u,z) = Erly/z+ Q(u), (4.12)

ag(u,z) = _2a_11(u) aa_g(uu’ Z), (4.13)
ar(u,z) = —; ((9@0(;2,2) + ag(u, z)) Ja_1(u, z). (4.14)

debido a que tenemos dos soluciones en (4.12), los términos con subindice impar
también tendran dos soluciones, en cambio los términos con subindice par, no
cambian. Entonces, tendremos dos posibles soluciones para (4.11), tal como uno

esperaria de una ecuacion diferencial de segundo orden:

Si(u,z,k;) = :tSl + SQ, (415)

Si(u,z, k) = a—1(u,2)k+ al(:’ ?) + CLg(;I; 2) +, (4.16)
as(u,z)  asg(u, z

52(u7 2 k) = aO(U’7 Z) + 2(]{32 ) + 4(k'4 ) + (417>

donde 5] representan los términos de subindice impar y Sy representa los términos

con subindice par, por lo tanto la solucién de la ecuacién (4.3) viene dada por
My .(u) = Aelo S+(ozk)do + Belo S-(ezk)do. (4.18)
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Como tenemos C.B. de Dirichlet y excluimos el autovalor cero, la funcién My, ,

debe tomar la forma

My.(0) = My (1) =0, M, _(0) =1, (4.19)
donde M/, ,;Z(O) = 1 es una normalizacién para no incluir z = 0. Entonces, nuestra
solucién es

efou S1(o,2,k) do

Mk,z(u) - 2\/Sl<17z7/€)51(0727k)

(1 — 2y Siemk) df’) . (4.20)
Como se observa en (4.8), debemos utilizar (4.20) en

In Dj(—k*2) = 1In <W> :

obteniendo

In (S1(0,2,k)) + In (S1(1, 2, k))
2

+In (1 _ 2o Si(ezb) dﬂ) —In (2M,(1,0)). (4.21)

1
In Dy(—k*z) = /Sl(a,z,k)da—
0

Si ahora expandimos los término logaritmico de (4.21) en términos de 1/k, tenemos

2
In(Sy (u, 2, k) = In(a_ k) + L+ & —1< -, ) b (4.22)

a_1k2 a_1k4 2 CL_II{JQ a_1k4

cuya derivada asume la forma

0ln Sy (u, z, k) & iy
=0
Una vez hecha la expansion, se introduce el término (4.21) dentro de (4.8) y

obtenemos la funcién zeta asociada a los autovalores
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_osin(ws) e o TS o .\ Oazi_i(0,2)
((s) = - /0 z /o ;ﬂ' Cr(2s+2i—1) o do dz
B Sin(ws)

/oo z27° i(b%(l, 2) + by (0, 2))7 (R (25 + 2i) dz

S

k=1

0o 72‘[0 S1(o,2,k) do B 1
X/Q dzz 2f S1(0,2,k) do 82/ 51(0' ‘ k)d

sm

(4.24)

Donde (g es la funcién zeta de Riemann. El dltimo término de la ecuacion
(4.24) no contribuye a los residuos para valores de s enteros o semi enteros.

Al integrar en la variable z, se obtiene

(s) = Cr(2s — 1)I(s — 1/2)7'~ 25L/ Q(u) V2 du

20(1/2)T(s)
15Cr(2s + 1)m 1728 dQ(u) a5l (s+5/2)
e T(s)L /o< du ) Qu)™ gy dut
3 Cal2s + Un' 1 PQ) L yT(s+3/2)
T Te)L f “ae @ rGR)
— o (@M + QM) )
. <R<2s+2>w—2—28< (d@( >> (L +3)
2T (s) L2 64\ du I'(4)
LEQWT(s+2) )
L r(s) Q) Ll

du I'(4)
1 *Q(u) T'(s +2) .
Yol e YW QL 0)
Zf S1(o,2,k) do
N sin(7s) z:: (mk)~ / dzz~* 2f Y az/ Sydo.  (4.25)
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4.1. Parte finita de la funcién zeta generalizada

Como hemos visto, la funcion zeta esta compuesta por una parte convergente
y otra divergente para ciertos valores de s. La parte divergente contribuye a los
residuos, estos términos son debidos a los ceros de las funciones I'(s) y Cg(s).

La parte finita de la funcion zeta, es el término convergente, el cual es obtenido
al aislar la parte singular cuando nos damos ciertos valores de s. La energia de
Casimir depende de la parte finita de la funcién zeta cuando s = —1/2, como

podemos recordar de (2.19). Por lo tanto, reemplazando en (4.25), nos queda

1. GBL 1 | dQ)\? L
FPC(—3) = =22 [ Quydu— o — [ [( ) Q) ]du
—Qik/oo dzzlﬂie’z("“)fol S1(0,z,kz)daaaz/01 S\(0, 2, k) do

T /1 o duz THu)du+ 2 (Q(l)”2 +Q(0)'?). (4.26)

(ver Apéndice D).

4.2. Residuos

En general, un nicleo de calor puede ser expandido cuando t es pequeno, de la

siguiente forma

t) = Z ai/g,lti/%l. (427)

=0
Los coeficientes a; reciben el nombre de “coeficientes de Seeley™.

Es sabido que los polos de la funcion zeta, estan directamente relacionados
con la expansiéon en términos de coeficientes de Seeley del nicleo del calor, dichos

coeficientes guardan informacién sobre la geometria del sistema [3].
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Al reemplazar (4.27) en (2.13), se comprueba que los coeficientes de Seeley
estan relacionados con los residuos de la funciéon zeta.
Algunos residuos de nuestra funcién zeta, para diferentes valores de s, vienen

dados por

1 1 54 dQw)\? . _op
Resc(=3) = _27TL2( 1024r(4)< du ) Q)™
1 &*Q(u) -3/2
50 de O /Lzl
54 dQ(u)\’ e
* 1024r(4)< du ) Q)™
1 dQw) —3/2
TR d Q(u) /L:O) (4.28)
ResC(1) = 4[7; OlQ(u)l/Qdu, (4.29)
Resc(y) = —4L7T—817T(Q(1)1/2+Q(0)1/2). (4.30)

La relacién entre los coeficientes de la ecuacién (4.27) con los residuos, es la

siguiente (ver [3])

) = Q-q,

) = a—l/z/ﬁ,
ResC(—1/2) = —aipn/2V/,

)

4.3. Forma general de la energia y fuerza de Casimir

La forma general de la energia de Casimir viene dada por la ecuacién (2.19)
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Fus = 5(FP Cp,(~1/2) +2(1 ~ In(2))Res Cr,(~1/2))

10

—5%@(0) In(p?).

Donde la parte entera y el residuo estan expresadas en (4.26) y (4.28), respectiva-

mente. Por lo tanto, tenemos una expresion para la energia de Casimir

1 1 (dQ)\* .
Beas = = 167r /Q 647TL/0 < du ) Qw) du

1 d2
327TL / du2 (u) du+ 55 96 (Q(1)1/2 + Q(O)l/Q)

1
_QZk/ dzz1/226—2(n+1 fo Sl(a,z,k‘)dcra/ Sl(U,Z,k) do
k=1 70 n=0 9z Jo

In(fi) 54 dQ(u)\” o
—AM( (") Q-

1024T(4) \ du
1 dQQ(u)Q(U)3/2‘| i

S 320(3)  du?
54 (dQW\" ) 5
* 1024P(4)< du ) Q)™
1 Q) -3/2
TG de? Q(u) /LO>. (4.31)

4.4. Tipos de rugosidades

Nos daremos las mismas expresiones que en el capitulo anterior, con el objeto

de comparar los métodos utilizados.

4.4.1. Casol

Primero consideramos el caso que se muestra en la figura (3.1), con h(z) dado

en la ecuacion (3.25), obtenemos que (4.26), viene dada por
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1)L

7r
FPOD) = g T Toae Taan T
N Cr(3)sin(wL) cos(f)  m cos(f) N wsin(wL) cos(d) o )e
dwma? 48a? am
3Cr(3)L 3w cos(f)sin(0) )
+ ( e 7 kL (4.32)

En tanto que el residuo (4.28), toma la forma

Res((—1/2) <w2 COSé(Z: 0, > €+ 1;;;0;& (sin(2wL) sin(26)
—2cos?*(wL) cos*(f) + - - ) €. (4.33)

Una vez encontrados los términos, la energia de Casimir es expresada por la

ecuacion (2.19).

_i<R<3)L+ T,

Ecas =
16  a?m 48a  48L

N Cr(3)sin(wL) cos(f)  m cos(f) N wsin(wL) cos(d) N €
dwra® 48a? am 2
3Cr(3)L 3w cos()sin(0) €
* ( 16ma* * 167a? * 2
CIn(fi) (1 w?cos(wL)cos () 1 w?sin(wL)sin(0) ).
2 64 T 64 T
CIn(@) (15 w?cos® (wL) cos® ()
2 512 am
2 . .
15 w?cos (wL) cos (¢) sin (wL) sin (¢) L ) 2 (4.34)
256 am

4.4.2. Caso II

Para el caso de la figura (3.2), cuyo h(z), viene dado por (3.27), tenemos
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3) L
PR = _CI;7(Ta)2 + 300+ 0L
N (_ Cr(3)sin(wL) wsin(wL)

4w7ra3 8ma

+ ) (e1 — €2 cos(0)) + - - -

3 )sin(f)  3wsin(d
+< o3 2<>+,_,>€1€2
wra Ta
3C¢r (3 3 Cr(3) sin (wL) cos(wl) 9
+< 16a4 16 watn o)A
3Cr (3 3 Cr (3) sin (wL) cos(wLl) )
e . (4.35
+< 16a4 16 watn oo )e (435)
el residuo
1 w?cos(wL 1 w?cos (wL) cos (0
Res(-1/2) = —= 7r()€1+64 ( 7T) ©,
15 w?cos (wL)sin (wL) sin (6) 15 w?cos? (wL) ,
256 am e 512 am “a
15 w?cos? (wL) cos® (6) ,
_ 2 e 4.
512 ar @7 (4.36)

Como la energia de Casimir tiene muchos términos, vamos a considerar solamente

el limite L — oo.

4.5. Limite L — oo

Para el caso I de la seccion 4.2.1, la densidad de energia de Casimir viene dada
por
Eeus 1 3Cr(3)€ 2¢2
bous = lim Dons = 1 CR(3) Hal®)e  we (4.37)

L—oo L 16 a?rm 32mat 32ma?’

por lo tanto la fuerza fuerza por unidad de largo es

CR(3) _ 3C3(3)62 i w2€2

Fcas = - .
mad mabd 167a?

(4.38)
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Podemos concluir que la energia no depende de la fase y la nueva contribucion
esta en la segunda potencia de €, si w tiende a cero recuperamos el caso I obtenido

por teoria de perturbaciones en el capitulo 3. El error relativo de la ecuacién (4.37)

es
Eews — Ey 3 /€e\?
—==(-) . 4.39
’ E() 2 ((I) ( )
Para el caso II de la secciéon 4.2.1, la densidad de energia de Casimir viene dada
por

P Ecas CR(?)) 3<R(3>
fcas = [}grolo I3 = - 167a2 - 39710 (6% + 63 — 2€169 COS(&))
1w,
—l—@—a%(el + €5 — 2e1eaco8(6)) + - - . (4.40)

Con una fuerza por unidad de largo

_SrB)L  3¢r(3)

Flus (€2 + € — 2e1e5 cos(0))

8ma3 8mrad
1w, ,
—}-E%(El + €5 — 2e1e9cos(0)) + - -+ . (4.41)

La contribucién a la energia y fuerza de Casimir se encuentran en los términos
€2, €3, €169, ademéas depende de la fase. Si w tiende a cero obtenemos el caso IT
encontrado por teoria de perturbaciones del capitulo 3.

El error relativo de la energia (4.40) es
2

RN
2 2Cr(3)

‘ef + €5 — 2¢169 COS(Q))‘ : (4.42)

Si @ = 2nm, con n € Z, el error relativo es minimo. Si 0 = (2n + 1)m, n € Z, el

error relativo es maximo.
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Capitulo 5

Conclusiones

Se ha considerado el problema de las fluctuaciones cuanticas de un campo es-
calar libre en una membrana de dos dimensiones espaciales con bordes rugosos. El
problema original se ha modificado mediante una reparametrizacién de las coor-
denadas espaciales, de tal manera que se obtiene la ecuaciéon de un campo escalar
sometido a un potencial externo efectivo, pero con bordes lisos. Luego, se utilizan
dos métodos diferentes para obtener los autovalores de la ecuacion y asi comparar
su efectividad.

Primero, se utilizo teoria de perturbaciones, obteniendo los autovalores cor-
regidos hasta primer orden, los cuales utilizados en una funcién zeta de Epstein
(A.2). La energia de Casimir dada por la ecuacién (3.24), corresponde a la parte
finita de la ecuacién (2.19). Como se puede ver, este método no permite obtener
informacion con respecto a la contribucién de los residuos de la funcién zeta, los
cuales podrian contribuir a la energia de Casimir.

En el capitulo 4, se abordo el mismo problema, usando el método de WKB. Este
método permite encontrar una funciéon, que cuando es evaluada en los bordes, sus
ceros corresponden a los autovalores del sistema. Luego, ocupando las propiedades
del teorema del residuo, se usa una representacion integral estandar de la funcién

zeta (4.8). Al integrar, usando s = —1/2, se obtuvo la informacién de la parte
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finita junto con la contribucién de los residuos. Por tanto, a nuestro juicio, éste
método da una mayor informacién sobre al energia de Casimir que la entregada
por teoria de perturbaciones.

Por 1ltimo, se tomo el limite de largo infinito, donde se constata que el método
de WKB contribuye con nuevos término a la energia de Casimir, con respecto a lo

que contribuye teoria de perturbaciones.
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Apéndice A
Funcion zeta

En esta seccién mostraremos algunas definiciones matematicas de la funcion
zeta .

Funcién zeta de Riemann:

La funcién zeta de Riemann esta definida en la region, s € C, s > 1, donde
es analitica y convergente. Esta funcién puede ser extendida por continuacién
analitica a una funcién meromorfa (funciéon analitica excepto en algunos puntos
llamados polos), en todo el plano complejo con un polo tnico s = 1, la forma de

la funcién zeta de Riemann es,

Cals) =3 —. (A1)

Funcién zeta de Epstein

Sea s € C con Rs > g y ¢ € Ry, 7€ R, La funcién zeta Epstein se define por

1

(c+rm? +ram3 + -+ rgm3)s

A EDY (A2)

mezZd
Relacién de la funcion zeta con la funciéon Gamma
Para s > g, tenemos
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1 o0 2 2
5 2\ dttsfl —t(ctrimi+rams+
C (57 C’T’) F(S) /O § : €

mezZd

Resumacion de Poisson

Sea r € C con ir >0yt e Ry, entonces

(o) (o]

]2 m _Tr212
} :6 tri* _ e 2 :6 e
- Vitr 2
=00 =00

l
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Apéndice B

Funcién zeta como integral de

contorno

La funcién zeta asociada con una secuencia de numeros reales \i, Ao, A3, - - -,
autovalores del operador P obtenidos al resolver P, = A\p¢x, se puede generalizar

de la funcién zeta de Riemann como

Cr(s) =D N5, (B.1)
k=1
donde la parte real del parametro complejo s es asumida lo suficientemente grande

para que converja. Denotamos los autovalores de P, por A, luego

det P = T M. (B.2)
k=1

Podemos expresar el determinante del operador como una funciéon exponencial

como

) _ _glnw) C (;ﬁ Ak> ,

ocupando la ecuacién (B.2) nos queda

!

det P =e ¢, (B.3)
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Se tiene que crear un operador que contenga los autovalores de P, y sera de la

forma

by = 2N (B.4)

de tal manera que la derivada con respecto a A del logaritmo de (B.4) posea los
polos y sean los mismos autovalores, es decir,
dln D(A\)  D'()) 1

ar DO A (B-5)

Dada la ecuacion (B.5) y por el teorema del residuo de Cauchy la expresién de

la funcion zeta asociada al operador P posee la forma

d
Co(s) = ;m/r A In D). (B.6)
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Apéndice C
Formula Euler-Maclaurin

La féormula de Euler-Maclaurin relaciona a integrales con series. Esta férmula
puede ser usada para aproximar integrales por sumas finitas o, de forma inversa,
para evaluar series (finitas o infinitas) resolviendo integrales.

Cuando se quiere calcular la expansién asintética de series, la forma més co-

moda de la formula de Euler-Maclaurin es:

Z f(n) N /bf([B) dr + f(a) —2i_ f(b) i i By, (f?k—l(b) . f%_l(a)) ’ (Cl)

n=a a —1 k"
donde By son los ntmeros de Bernoulli.

Los polinomios de Bernoulli se pueden obtener recursivamente como sigue

!

By(z) =1, B (z) =nB,_1(z) Yy /01 B,(x)dx =0, n>1.

Los ntimeros de Bernoulli son obtenidos B, (1) = B,,.

Haciendo una extension de la formula Euler-Maclaurin a dos dimensiones para

(C.2)

—3/2
2n? 7r2m2> /
)

F(mm):( 3 + o
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la doble sumatoria es representada por

iiF(n,m / / F(n,m)dmdn + - / ,1)dn

n=1m=1

o) o B
g [ FLm)dm = S G [P )

1 2=

0 2k’ —1
JrF(% 1) n 1 |n L — (sz 1( m))n:1,m:1
_ Z BQk [/OO (2k71)(n7 m)lm:l dn
+/ F(Qk_1 (n,m)|p=1 dm} . (C.3)
1

No se muestra paso a paso la resolucion de esta férmula, solo el resultado final.
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Apéndice D

Calculo de la integral del capitulo

3

Resolveremos la integral

00 o 9 2 [ S1(0,2,k) do
I = sin(7s) S (k)2 s 260 1
T Jo 1 — o 2J, S1(o2k)do
o !
X@/o Si(o, z, k) do, (D.1)

el término

1
1 ) (DQ)
1— 6_2 fo S1(o,z,k) do
es la suma geométrica si
672 fol Sl(o',z,k) do < 1’ (DB)
entonces podemos expresar la integral como
| 28111(77'3) i(ﬂ_k>72s /OO doz—s i e—2(n—‘,—1)f01 S1(o,2,k) do
T k=1 0 n=0
o !
X%/o Si(o, 2, k) do. (D.4)
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Considerando algunos términos de S}

S — mLvza® + 1k wLecos(wu + )k . (D.5)

a a?v/za? +1

solo consideraremos en el orden k, ya que para k grandes los términos inversos no

contribuyen. Integrando Sy

/00 S 4 wlvza? + 1k wLe(sin(w + ¢) — sin(¢))k
u = -
o a a’wy/za? 4+ 1

4., (D6)

expandiendo asintoticamente

o0 7 Lek cos(wu + ¢)
/0 Sydu ~ wLkyz— NG +oen (D.7)

derivando en la variable z

9 [ wLk  wLek cos(wu + ¢)
— du ~ D.
0z /0 51 du 2\/z * 2a3wz3/2 L (D-8)

consideraremos los primeros términos, los cuales contribuyen en el infinito

/ Sydu ~wLky/Z+ -, (D.9)
0
reemplazando
o i i 251 00 672(n+1)7rLk\/2
I ~ sin(ms)m =L k= / dzz ' ——— +---, (D.10)
k=1n=0 0 Vz
cuando s = —1/2
LGl
mL
T
~ — D.11
il (D.11)

cuando L tiende al infinito no contribuye.
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Apéndice E
Nucleo del calor

Si el operador P posee un conjunto ortonormal completo de autofunciones,

—P¢; = \;¢;, el nucleo del calor asociado al operador es

K(z,y.t) = 3 e ™M'e;(2)o}(y). (B.1)

Tomando z = y, e integrando sobre el espacio euclidiano obtenemos la traza

del ntcleo del calor que viene dada por
K(t)=Y e (E.2)
J
El ntucleo del calor satisface las siguientes propiedades
w K(z,y,t) = K(y,x,t).
« (V-2)K =0.

= lim K(z,y,t) = d.(y).

t—0t
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