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IntroducciÛn.
Las matrices no negativas A = (aij) son aquellas que tienen todas sus entradas aij reales y

mayores o iguales a cero, aij ! 0: Las matrices no negativas aparecen en muchas ·reas de las ciencias,
ingenierÌa y economÌa.

El problema inverso de autovalores consiste en determinar condiciones para la existencia y

construcciÛn de una cierta matriz a partir de cierta informaciÛn espectral. El problema inverso de

autovalores para matrices no negativas (llamado NIEP por su sigla en inglÈs) es el problema de hallar

condiciones necesarias y suÖcientes para que una lista dada de n˙meros complejos sea el espectro de

alguna matriz no negativa. Este problema permanece sin soluciÛn, a la fecha solo ha sido resuelto

completamente para n " 4: El caso n = 3 fue resuelto por Lowey y London ([9], 1978). El caso n = 4
fue resuelto en la tesis de E. Meehan ([10], 1998) y posteriormente de manera independiente por J.

Torre-Mayo y otros ([24], 2007). Dos subproblemas del NIEP son de gran interÈs: el problema inverso

de autovalor para matrices no negativas con autovalores reales (RNIEP) y el problema inverso de

autovalor para matrices simÈtricas no negativas (SNIEP).

Entre las principales herramientas utilizadas para encontrar condiciones para una soluciÛn al NIEP

se destacan dos resultados de perturbaciÛn matricial y de autovalores. El primero de ellos, debido a

A. Brauer ([2], 1952), muestra como modiÖcar un solo autovalor de una matriz arbitraria de orden

n; via una perturbaciÛn de rango 1, sin cambiar los restantes n # 1 autovalores. La demostraciÛn
que presentamos aquÌ es debida a Reams:

Teorema 0.1 [14]Sea A una matriz arbitraria de orden n con autovalores &1; &2; : : : ; &n: Sea

v = (v1; : : : ; vn)
T un autovector de A asociado con el autovalor &k y sea q = (q1; : : : ; qn)T cualquier

vector n-dimensional. Entonces la matriz A+ vqT tiene autovalores &1; &2; : : : &k!1;

&k + q
Tv; &k+1; : : : ; &n:

DemostraciÛn. Sea U una matriz no singular tal que

U!1AU =

2

666664

&1 $ % % % $
0 &2 % % % $
...

. . .
. . .

...

0 0 % % % &n

3

777775

es una matriz sobre triangular , donde podemos escoger la primera columna de U como v (U existe
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debido al Teorema de Schur ). Entonces,

U!1(A+ vqT )U = U!1AU +

2

666664

q1 q2 % % % qn

0 0 : : : 0
...

...
. . .

...

0 0 % % % 0

3

777775
U

=

2

666664

&1 $ % % % $
0 &2 % % % $
...

. . .
. . .

...

0 0 % % % &n

3

777775
+

2

666664

qTv $ % % % $
0 % % % % % % 0
...

. . .
. . .

...

0 0 % % % 0

3

777775

=

2

666664

&1 + q
Tv $ % % % $

0 &2 % % % $
...

. . .
. . .

...

0 0 % % % &n

3

777775
:

Mediante el uso del Teorema de Brauer, Teorema 0.1, R. Soto [15] presentÛ una simple demostraciÛn

del hecho que toda lista de n˙meros reales ) = f&1; &2; : : : ; &ng del tipo Suleimanova, es decir,

&1 > 0 ! &2 ! % % % ! &n;

es realizable por una matriz no negativa si y solo si
nP
i=1

&i ! 0 (ver secciÛn 1.1 del capÌtulo 1). En [1]

los autores muestran tambiÈn, mediante el resultado de Brauer, que toda lista de n˙meros complejos

) = f&1; &2; : : : ; &ng satisfaciendo

Re&i " 0; jRe&ij ! jIm&ij ; i = 2; 3; : : : ; n;

es realizable por una matriz no negativa si y solo si
nP
i=1

&i ! 0:

El segundo resultado, debido a R. Rado y presentado por H. Perfect en [12], es una extensiÛn del

Teorema de Brauer que muestra como cambiar, mediante una perturbaciÛn de rango r; r autovalores

de una matriz de orden n (r " n) sin cambiar los restantes (n# r) autovalores.

Teorema 0.2 [12]Sea A una matriz arbitraria de orden n con autovalores &1; &2; : : : ; &n: Sea

X =
h
x1 x2 : : : xr

i
tal que el rank(X) = r y Axi = &ixi, i = 1; 2; : : : ; r; r " n: Sea C una

matriz arbitraria de orden n. Entonces la matriz A+XC tiene como autovalores

01; 02; : : : ; 0r; &r+1; : : : &n

, donde 01; 02; : : : ; 0r son autovalores de la matriz /+ CX con / = diag f&1; &2; : : : ; &rg :
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DemostraciÛn. Sea S =
h
X Y

i
una matriz no singular con S!1 =

"
U

V

#
: Entonces

UX = Ir, V Y = In!r y V X = 0; UY = 0: Sea C =
h
C1 C2

i
, X =

"
X1

X2

#
; Y =

"
Y1

Y2

#
:

Entonces, puesto que AX = X/;

S!1AS =

"
U

V

#
A
h
X Y

i
(1)

=

"
U

V

# h
AX AY

i

=

"
/ UAY

0 V AY

#

y

S!1XCS =

"
U

V

#
XC

"
X1 Y1

X2 Y2

#

=

"
Ir

O

#
C

"
X1 Y1

X2 Y2

#

=

"
C1 C2

0 0

#"
X1 Y1

X2 Y2

#

=

"
CX CY

0 0

#
:

AsÌ

S!1(A+XC)S = S!1AS + S!1XCS

=

"
/ UAY

0 V AY

#
+

"
CX CY

0 0

#

=

"
/+ CX UAY + CY

0 V AY

#
:

Ahora, de (1) tenemos que 8(V AY ) = 8(A)# 8(/) y adem·s

8(A+XC) = 8(/ +XC) + 8(A)# 8(/):

El Teorema de Rado, Teorema 0.2, ha sido empleado con Èxito para derivar condiciones suÖcientes

para la existencia y construcciÛn de matrices no negativas con autovalores prescritos (ver [12], [18]).

Investigadores de la Universidad CatÛlica del Norte han obtenido diversas versiones del Teorema
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de Rado para distintas matrices estructuradas (ver [20], [7], [22], [6]). En todos estos casos, para

aplicar el Teorema de Rado y sus distintas versiones necesitamos garantizar la existencia de una

matriz B no negativa de orden r con espectro f&1; &2; : : : ; &rg y entradas diagonales !1; !2; : : : !r:
El problema de hallar condiciones para la existencia de una matriz no negativa con autovalores y

entradas diagonales prescritas, importante en sÌ mismo, es el tema que motiva la presente tesis, en

ella estudiamos condiciones suÖcientes para la existencia de tales matrices. Esta tesis est· organizada

del siguiente modo: En el CapÌtulo 1, se estudia el problema para matrices generales. En particular,

discutimos las condiciones de Perfect, y otras de car·cter general. En el Capitulo 2, se estudia

el problema para matrices simÈtricas. En este caso, las condiciones de Fiedler [4] juegan un rol

importante. Finalmente, en el Capitulo 3 se estudia el problema para matrices no negativas con cierta

estructura. En particular se estudia el problema para matrices simÈtricas, normales, persimÈtricas,

bisimÈtricas, y doblemente estoc·sticas generalizadas.
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CapÌtulo 1

El problema para matrices

generales.

1.1. Condiciones de Perfect.

En 1953, Hazel Perfect [11] presentÛ, basada en el Teorema de Brauer, tal vez la primera condiciÛn

suÖciente para el problema inverso de autovalores para matrices no negativas (NIEP), es decir una

condiciÛn suÖciente para la existencia de una matriz no negativa con autovalores prescritos. AÒos

despuÈs, en [15], R.L. Soto uso del Teorema de Brauer para dar una simple demostraciÛn del siguiente

resultado enunciado por Suleimanova y probado por Perfect en [11].

Teorema 1.1 Sea ) = f&1; &2; : : : ; &ng una lista de n˙meros reales, con

&1 > 0 ! &2 ! &3 ! % % % ! &n:

Entonces ) es realizable por una matriz no negativa si y solo si
nP
i=1

&1 ! 0:

DemostraciÛn. [15] Sea ) = f&1; &2; : : : ; &ng tal que

&1 > 0 ! &2 ! &3 ! % % % ! &n:

Sea

B =

2

66666664

0 0 0 : : : 0

#&2 &2 0 : : : 0

#&3 0 &3 : : : 0
...

...
...

. . .
...

#&n 0 0 : : : &n

3

77777775

:
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Es claro que B tiene Ölas suma constantes igual a 0 y su correspondiente autovector es igual a

eT = (1; 1; : : : ; 1). AsÌ por el Teorema de Brauer (Teorema 0.1)

A = B + eqT

donde

qT = (
nX

i=1

&i;#&2;#&3; : : : ;#&n);

es no negativa con espectro ):

En 1955, Perfect [12] introdujo el Teorema de Rado, Teorema 0.2, el cual como sabemos es

una extensiÛn del resultado de Brauer. Basado en el resultado de Rado, Perfect probÛ una nueva

y mas eÖciente condiciÛn suÖciente para una soluciÛn al NIEP. Para aplicar el resultado de Rado,

es necesario garantizar la existencia de una matriz de orden r " n; con autovalores y entradas

diagonales prescritas.

Para t = 1, el problema es trivial. Para t = 2 la condiciÛn necesaria y suÖciente es

&1 + &2 = !1 + !2

&1 ! !1 ! 0

con matriz realizadora

A =

"
!1 &1 # !1

&1 # !2 !2

#
:

El siguiente resultado, debido a Perfect [12] da una condiciÛn necesaria y suÖciente para que

&1; &2; &3 y !1; !2; !3, sean, respectivamente, los autovalores y entradas diagonales de una matriz

3 ) 3 no negativa B 2 CS'1 ; donde CS( denota el conjunto de las matrices de orden n, con Ölas
suma constante igual a <:

Teorema 1.2 [12]Los n˙meros reales &1, &2, &3 y !1, !2; !3, son autovalores y entradas diagonales,

respectivamente, de una matriz 3) 3 no negativa B 2 CS'1 , si y solo si:

i) 0 " !i " &1 i = 1; 2; 3

ii) &1 + &2 + &3 = !1 + !2 + !3

iii) &1&2 + &1&3 + &2&3 " !1!2 + !1!3 + !2!3
iv) m0axk !k ! &2

(1.1)

DemostraciÛn.

Las condiciones i), ii); iii), son evidentes. Si !1; !2; !3; son las posibles entradas diagonales entonces

del Teorema 11 en [2] , tenemos

(&1 # !2)(&1 # !3) !j &3 # !2 jj &3 # !3 j;
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para alg˙n i; j con i 6= j. Tomamos i = 2 y j = 3 entonces de la desigualdad anterior concluimos

que

(&21 # &
2
3)# (&1 # &3)(!2 + !3) ! 0

&1 + &3 ! !2 + !3;

pero por la condiciÛn ii) obtenemos

!1 + !2 + !3 = &1 + &2 + &3

!1 = (&1 + &2 + &3)# (!2 + !3) ! &2

!1 ! &2:

Por lo tanto, m0axk!k ! &2, estableciendo la condiciÛn necesaria iv):
Luego, supongamos que las condiciones i) a iv) se satisfacen. Asumimos que !1 ! !2 ! !3, y

consideramos la matriz

B =

2

664

!1 0 &1 # !1
&1 # !2 # p !2 p

0 &1 # !3 !3

3

775 ;

con !1!2+!1!3+!2!3#p(&1#!3) = &1&2+&1&3+&2&3: Claramente los autovalores son &1; &2; &3;
y debido a la condicion iii); p ! 0: Ademas

&1 # !2 # p = (&1 # !2)#
(!2!3 + !1!3 + !1!2 # &1&2 # &1&3 # &2&3)

(&1 # !3)

=
&21 # &1!3 # &1!2 + !2!3 # !2!3 # !1!3 # !1!2 + &1&2 + &1&3 + &2&3

(&1 # !3)

=
&21 # &1!3 # &1!2 # !1!3 # !1!2 + &1&2 + &1&3 + &2&3

(&1 # !3)

=
&1(&1 # !2 # !2 + &2 + &3)# !1!3 # !1!2 + &2&3

(&1 # !3)

=
&1!1 # !1!3 # !1!2 + &2&3

(&1 # !3)

=
!1(&1 # !3 # !2) + &2&3

(&1 # !3)

=
!21 # !1&2 # !1&3 + &2&3

(&1 # !3)

=
(!1 # &2)(!1 # &3)

(&1 # !3)
! 0:

Entonces la matriz B es estoc·stica generalizada, con autovalores &1; &2; &3 y entradas diagonales

!1; !2; !3:
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Ejemplo 1.1 Construiremos una matriz no negativa con espectro ) = f7; 4;#3g y entradas diago-
nales f4; 2; 2g : Las condiciones en (1.1) se cumplen Por tanto existe una matriz no negativa

B =

2

664

4 0 3

5# p 2 p

0 5 2

3

775 #!

2

664

4 0 3

0 2 5

0 5 2

3

775

para p = 5; con las propiedades requeridas.

ObservaciÛn 1.1 Las condiciones de Perfect dan informaciÛn necesaria para la existencia de una

matriz con las propiedades requeridas. Por ejemplo, la lista ) = f6; 5; 1g es realizable por la matriz
persimÈtrica no negativa

P =

2

664

3 0 2

0 6 0

2 0 3

3

775 :

Sin embargo ) no puede ser el espectro de una matriz Toeplitz no negativa de orden 3. Recordemos

que una matriz Toeplitz es constante por diagonales, es decir tiene la forma

T =

2

664

a b c

d a b

e d a

3

775 :

Entonces, si ) fuera el espectro de una Toeplitz no negativa, su diagonal deberÌa ser 4; 4; 4: Sin

embargo la condiciÛn iv) en (1.1) no se cumple (4 ! 5): Por tanto no hay una matriz no negativa
con autovalores 6; 5; 1 y entradas diagonales 4; 4; 4:

Para n ! 4 solo se tienen condiciones suÖcientes. Perfect [12] mostrÛ que si

i) 0 " !k " &1 k = 1; 2; : : : ; t

ii) !1 + !2 + !3 + % % %+ !t = &1 + &2 + &3 + % % %+ &t
iii) !k ! &k k = 2; 3; : : : ; t

iv) !1 ! &k k = 2; 3; : : : ; t

9
>>>>=

>>>>;

(1.2)

entonces &1; &2; : : : ; &t y !1; !2; : : : ; !t, son los autovalores y entradas diagonales, respectivamente,

de una matriz t) t no negativa B 2 CS'1 : En este caso, Perfect en [12] presenta la siguiente matriz
realizadora

B =

2

66666664

!1 !2 # &2 : : : : : : !t # &t
!1 # &2 !2 : : : : : : !t # &t
!1 # &3 !2 # &2 : : : : : : !t # &t

...
...

...
. . .

...

!1 # &t !2 # &2 : : : : : : !t

3

77777775

:
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Ejemplo 1.2 La listas &i : 15; 8; 3; 0;#1 y !i : 9; 8; 4; 3; 1; veriÖcan las condiciones de Perfect en
(1.2). Entonces podemos construir la matriz

A =

2

66666664

9 0 1 3 2

1 8 1 3 2

6 0 4 3 2

9 0 1 3 2

10 0 1 3 1

3

77777775

;

con las propiedades requeridas.

ObservaciÛn 1.2 Observemos que las condiciones (1.2) son solo suÖcientes. En efecto,

B =

2

66664

4 2 1 0

2 4 1 0

1 0 4 2

1 0 3 3

3

77775

es una matriz no negativa que tiene espectro ) = f7; 5; 2; 1g y entradas diagonales 4; 4; 4; 3: Sin
embargo ) no satisface la condiciÛn iv) en (1.2) ( &2 = 5 " 4 = !1)

1.2. Otras condiciones

En [21] los autores extienden ligeramente el Teorema 1.2 al caso de una lista ) = f&1; &2; &3g de
n˙meros complejos:

Teorema 1.3 [21]Los n˙meros complejos &1; &2; &3 ( donde &1 ! j&ij i = 2; 3 ) y los n˙meros reales
!1; !2; !3 son, respectivamente, los autovalores y entradas diagonales de una matriz B 2 CS'1 no
negativa de orden 3 si y solo si

(i) 0 " !i " &1 i = 1; 2; 3

(ii) &1 + &2 + &3 = !1 + !2 + !3

(iii) &1&2 + &1&3 + &2&3 " !1!2 + !1!3 + !2!3
(iv) m0axk xk ! Re&2

9
>>>>=

>>>>;

(1.3)

DemostraciÛn. Sean &2; &3 n˙meros complejos ( &2 = &3). La demostraciÛn es similar a la

realizada por Perfect en [12]: Las condiciones necesarias (i); (ii); (iii) son evidentes. Del resultado de

Brauer [2] sobre la localizaciÛn de autovalores con los ovalos de Cassini, tenemos

j&3 # !ij j&3 # !j j " (&1 # !i)(&1 # !j)
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con i 6= j: Entonces para i = 2; j = 3, tenemos lo siguiente

(&21 # (Re&3)
2)# (&1 # Re&3)(!2 + !3) ! 0

&1 +Re&3 # (!2 + !3) ! 0

&1 +Re&3 ! (!2 + !3)

Entonces por lo anterior y por (ii) obtenemos la ˙ltima de las condiciones !1 ! Re&3: AsÌ teniendo
la condiciÛn (iv), podemos veriÖcar si estas condiciones son tambiÈn suÖcientes. Supongamos que

las condiciones (i); (ii); (iii); (iv) se satisfacen. Un c·lculo directo muestra que B 2 CS'1 ;

B =

2

664

!1 0 &1 # !1
&1 # !2 # p !2 p

0 &1 # !3 !3

3

775 ;

donde

p =
1

(&1 # !3)
[!1!2 + !1!3 + !2!3 # &1&2 # &1&3 # &2&3] ;

es una matriz no negativa con autovalores &1; &2; &3 y entradas diagonales !1; !2; !3.

Ejemplo 1.3 Construiremos una matriz con espectro f7; 3 + i; 3# ig y entradas diagonales 6; 5; 2.
Como las condiciones en (1.3) se satisfacen, entonces existe una matriz no negativa

Bp =

2

664

6 0 1

2# p 5 p

0 5 2

3

775 ;

la que puesto que p = 0; da origen a

B =

2

664

6 0 1

2 5 0

0 5 2

3

775 :

El corolario siguiente da condiciones suÖcientes para la existencia y construcciÛn de una matriz

no negativa M 2 CS'1 de orden 4; con una espectro complejo y entradas diagonales prescritas.

Corolario 1.1 [21]Sea ) = f&1; &2; a+ bi; a# big una lista de n˙meros complejos ( con
&1 ! ja- bij ; j&2j). Si existen n˙meros reales !1; !2; !3; que satisfacen las condiciones

i) 0 " !k " &1 i = 1; 2; 3; 4

ii) !1 + !2 + !3 = &1 + 2a;

iii) !1!2 + !1!3 + !2!3 ! 2a&1 + a2 + b2

iv) m0ax!k ! a m0ax!k ! j&2j

9
>>>>=

>>>>;

(1.4)
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entonces

M =

2

66664

!1 0 0 &1 # !1
!1 # &2 &2 0 &1 # !1

&1 # !3 # p 0 !2 p

0 0 &1 # !3 !3

3

77775
con &2 ! 0

o

M0=

2

66664

!1 0 0 &1 # !1
#&2 !1 + &2 0 &1 # !1

&1 # !3 # p 0 !2 p

0 0 &1 # !3 !3

3

77775
con &2 < 0;

donde p = 1
('1!!3)

1
!1!2 + !1!3 + !2!3 # (2a&1 + a2 + b2)

2
; es una matriz no negativa con espec-

tro ):

DemostraciÛn. Ya que !1; !2; !3 satisfacen las condiciones en (1.4) y por Teorema 1.3, podemos

contruir la matriz

B =

2

664

!1 0 &1 # !1
&1 # !2 # p !2 p

0 &1 # !3 !3

3

775 :

Sea ) = )1 [ )2 [ )3 con )1 = f&1; &2g ;)2 = fa+ big ;)3 = fa# big ; y sea ;1 = f!1; &2g ;
;2 = f!2g ;;3 = f!3g las correspondientes listas realizables ( como en el Teorema 2.1 en [21]). AsÌ
tenemos

A =

2

66664

!1 0 0 0

!1 # &2 &2 0 0

0 0 !2 0

0 0 0 !3

3

77775
y A0 =

2

66664

0 !1 0 0

#&2 !1 + &2 0 0

0 0 !2 0

0 0 0 !3

3

77775

para &2 ! 0 y &2 < 0; respectivamente.
Usando el Teorema de Rado obtenemos

M =

2

66664

!1 0 0 0

!1 # &2 &2 0 0

0 0 !2 0

0 0 0 !3

3

77775
+

2

66664

1 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

3

77775

2

664

0 0 0 &1 # !1
&1 # !2 # p 0 0 p

0 0 &1 # !3 0

3

775

=

2

66664

!1 0 0 &1 # !1
!1 # &2 &2 0 &1 # !1

&1 # p# !2 0 !2 p

0 0 &1 # !3 !3

3

77775
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y

M 0 =

2

66664

0 !1 0 0

#&2 !1 + &2 0 0

0 0 !2 0

0 0 0 !3

3

77775
+

2

66664

1 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

3

77775

2

664

0 0 0 &1 # !1
&1 # !2 # p 0 0 p

0 0 &1 # !3 0

3

775

=

2

66664

0 !1 0 &1 # !1
#&2 &2 + !1 0 &1 # !1

&1 # p# !2 0 !2 p

0 0 &1 # !3 !3

3

77775
;

donde

X =

2

66664

1 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

3

77775

C =

2

664

0 0 0 &1 # !1
&1 # !2 # p 0 0 p

0 0 &1 # !3 0

3

775 :

Ejemplo 1.4 Construiremos una matriz no negativa con espectro ) = f8; 3;#2 + i;#2# ig y en-
tradas diagonales 3; 3; 1; 0. Primero constuiremos una matriz B con autovalores 8;#2 + i;#2# i, y
entradas diagonales 3; 1; 0: Puesto que las condiciones (1.3) se cumplen, tenemos

B =

2

664

3 0 5
13
4 1 15

4

0 8 0

3

775 :

Luego particionamos ) = )1 [ )2 [ )3; con )1 = f8; 3g )2 = f#2 + ig y )3 = f#2# ig y le
asociamos listas realizables ;1 = f3; 3g ; ;2 = f1g ; ;3 = f0g. Puesto que &2 ! 0; tenemos

A =

2

66664

3 0 0 0

0 3 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

3

77775
;
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y usando el Teorema de Rado (Teorema 0.2),

M =

2

66664

3 0 0 0

0 3 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

3

77775
+

2

66664

1 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

3

77775

2

664

0 0 0 5
13
4 0 0 15

4

0 0 8 0

3

775

M =

2

66664

3 0 0 5

0 3 0 5
13
4 0 1 15

4

0 0 8 0

3

77775
;

con las propiedades requeridas.

En 1958, Farahat y Lederman [3], muestran como construir una matriz, no necesariamente no

negativa, con autovalores y entradas diagonales prescritas. En [17], los autores presentan el Teorema

de Farahat y Lederman en la siguiente forma:

Teorema 1.4 [17]Sea ) = f&1; &2; : : : ; &ng una lista de n˙meros complejos y sea fa1; a2; : : : ; ang

una lista de n˙meros reales tal que
nP
i=i

ai =
nP
i=1

&i: Sea

p(x) = (x# &1)(x# &2) % % % (x# &n)

y

00 = 1; 01 = x# a1; : : : 0n = (x# a1)(x# a2) % % % (x# an);

con

p(x) = 0n + k10n!1 + k20n!2 + % % %+ kn!101 + kn: (1.5)

Si k1; k2; : : : ; kn son todos no positivos, entonces existe una matriz no negativa de orden n, con

espectro ) y con entradas diagonales a1; a2; : : : ; an:

DemostraciÛn. El polinomio 00; 01; : : : ; 0n constituye una base para el espacio de polinomios

de grado menor o igual a n. Igualando los coeÖcientes de xn!1 en ambos lados de (1.5) obtenemos

que k1 = 0: Sea

A =

2

66666664

a1 1 0 : : : 0

0 a2 1 : : : 0

. . .
. . .

. . .
. . .

...

0 0 0 an!1 1

#kn #kn!1 : : : #k2 an

3

77777775

:

Expandiendo el determinante de A # xI con respecto a la ˙ltima Öla se sigue que A tiene como

polinomio caracterÌstico p(x) y espectro ): Ademas si k1; k2; : : : ; kn son todos no positivos, A es no

negativa.

15



Ejemplo 1.5 Construiremos una matriz con espectro f9; 4; 0;#2g y entradas diagonales 5; 3; 2; 1:
Aplicamos el Teorema 1.4:

p(x) = x(x# 9)(x# 4)(x+ 2)
= x4 # 11x3 + 10x2 + 72x:

(1.6)

donde k1 = 0: Por otro lado formamos una base de polinomios con las entradas diagonales

u0 = 1 u1 = (x# 5) u2 = (x# 5)(x# 3)
u3 = (x# 5)(x# 3)(x# 2) u4 = (x# 5)(x# 3)(x# 2)(x# 1):

AsÌ tenemos

p(x) = (x# 5)(x# 3)(x# 2)(x# 1) + k1 [(x# 5)(x# 3)(x# 2)]
+ k2 [(x# 5)(x# 3)] + k3 [(x# 5)] + k4;

desarrollando y ordenando obtenemos

p(x) = x4 # 11x3 + x2(k2 + 41) + x(k3 # 8k2 # 61) + (k4 # 5k3 + 15k2 + 30) (1.7)

Comparando los coeÖcientes de los polinomios (1.6) y (1.7) tenemos

k2 + 41 = 10 #! k2 = #31

k3 # 8k2 # 61 = 72 #! k3 = #115

k4 # 5k3 + 15k2 + 30 = 0 #! k4 = #140:

Conocidos los valores ki, los cuales en este ejemplo son todos negativos, construimos la matriz no

negativa

A =

2

66664

5 1 0 0

0 3 1 0

0 0 2 1

140 115 31 1

3

77775
;

con los autovalores y entradas diagonales deseadas.

Usualmente, el particionar una lista dada nos lleva a mejores soluciones. Esto es precisamente lo

que hace el Teorema de Rado. Para ilustrar como este resultado se aplica a la construcciÛn de una

matriz no negativa con un espectro prescrito, consideremos el siguiente

Ejemplo 1.6 Sea ) = f6; 1; 1;#4;#4g particionada como

)1 = f6;#4g ; )2 = f1;#4g )3 = f1g

Asociamos las listas realizables

;1 = f4;#4g ;2 = f4;#4g ;3 = f0g :

16



De (1.2) computamos la matriz no negativa

B =

2

664

4 0 2
3
2 4 1

2

0 6 0

3

775

con autovalores 6; 1; 1 y entradas diagonales 4; 4; 0: Entonces aplicando Rado tenemos que

A =

2

66666664

0 4 0 0 0

4 0 0 0 0

0 0 0 4 0

0 0 4 0 0

0 0 0 0 0

3

77777775

+

2

66666664

1 0 0

1 0 0

0 1 0

0 1 0

0 0 0

3

77777775

2

664

0 0 0 0 2
3
2 0 0 0 1

2

0 0 6 0 0

3

775

=

2

66666664

0 4 0 0 2

4 0 0 0 2
3
2 0 0 4 1

2
3
2 0 4 0 1

2

0 0 6 0 0

3

77777775

es no negativa con espectro ):
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CapÌtulo 2

El problema para el caso simÈtrico

En este CapÌtulo consideramos el estudio de condiciones necesarias y/o suÖcientes para la ex-

istencia y construcciÛn de una matriz simÈtrica no negativa con autovalores y entradas diagonales

prescritas. El siguiente resultado debido a Soto, Rojo, Moro, Borobia [20] da una versiÛn simÈtrica

del Teorema de Rado (Teorema 0.2):

Teorema 2.1 [20] Sea A una matriz simÈtrica de orden n con autovalores &1; &2; : : : ; &n; y, para

algun r " n, sea fx1;x2; : : : ;xrg un conjunto ortonormal de autovectores de A generando el sube-

spacio invariante asociado con &1; &2; : : : ; &r: Sea X una matriz n)r con la i-Èsima columna xi. Sea
/ = diag f&1; &2; : : : ; &rg ; y C una matriz simÈtrica. Entonces la matriz simÈtrica A+XCXT tiene

autovalores 01; 02; : : : ; 0r; &r+1; : : : ; &n donde 01; 02; : : : ; 0r son autovalores de la matriz /+ C:

DemostraciÛn. Ya que las columnas de X son un conjunto ortonormal, podemos completar

X a una matriz ortogonal W =
h
X Y

i
;donde XXT = Ir; Y Y

T = In!r; X
TY = 0; Y TX = 0:

Entonces

W!1AW =

"
XT

Y T

#
A
h
X Y

i

=

"
XT

Y T

# h
AX AY

i

=

"
/ XTAY

0 Y TAY

#

W!1(XCXT )W =

"
XT

Y T

#
XCXT

h
X Y

i

=

"
Ir

0

#
C
h
Ir 0

i

18



Por tanto,

W!1(A+XCXT )W =

"
/+ C XTAY

0 Y TAY

#
;

y A+XCXT es una matriz simÈtrica con autovalores 01; 02; : : : ; 0r; &r+1; : : : ; &n:

Los autores en [20] prueban la siguiente condiciÛn suÖciente para la existencia de una matriz

simÈtrica no negativa con espectro prescrito.

Teorema 2.2 [20]Sea ) = f&1; &2; : : : ; &ng una lista de n˙meros reales con &1 ! &2 ! % % % ! &n

y, para alg˙n t " n, sea !1; !2; : : : ; !t n˙meros reales que satisfacen 0 " !k " &i k = 1; 2; : : : ; t:

Supongamos que existe:

i) una particiÛn ) = )1 [ )2 [ % % % [ )t; con )k = f&k1; &k2; : : : ; &kpkg ; &11 = &1; &k1 ! 0;

&k1 ! &k2 ! % % % ! &kpk ; tal que para cada k = 1; 2; : : : ; t la lista ;k = f!k; &k2; : : : ; &kpkg es
realizable por una matriz simÈtrica no negativa de orden pk y,

ii) existe una matriz simÈtrica no negativa de orden t con autovalores &11; &21; : : : ; &t1; y entradas

diagonales !1; !2; : : : ; !t:

Entonces ) es realizable por una matriz simÈtrica no negativa de orden n:

DemostraciÛn.De i) para cada k = 1; 2; : : : ; t; denotemos por Ak la matriz simÈtrica no negativa

de orden pk que realiza ;k: Entonces la matriz A = diagfA1; A2; : : : :Atg es simÈtrica no negativa
con espectro ;1 [ ;2 [ % % % [ ;t: Sea fx1;x2; : : : ;xtg un conjunto ortonormal de autovectores de A
asociados, respectivamente, con !1; !2; : : : ; !t: Entonces, la matriz X de n)r con la i-Èsima columna
xi satisface AX = X/; donde / = diag f!1; !2; : : : ; !tg. Ademas, X es no negativa, ya que cada xi
contiene el autovalor de PerrÛn de Ai y sus restantes entradas son ceros. Sea B una matriz simÈtrica

no negativa de orden t con especto f&1; &2; : : : ; &tg y entradas diagonales !1; !2; : : : ; !t: Si tomamos
C = B # / , la matriz C es simÈtrica no negativa , y B = / + C tiene autovalores &1; &2; : : : ; &t.

Por Teorema 2.1, la matriz A+XCXT es simÈtrica con espectro ): Adem·s es no negativa, ya que

todas las entradas de A;X;y C son no negativas.

Para aplicar la versiÛn simÈtrica de Rado, es decir el Teorema 2.1, como tambiÈn para aplicar

la condiciÛn suÖciente dada por el Teorema 2.2; necesitamos garantizar la existencia de una matriz

simÈtrica no negativa r ) r; r " n; con autovalores y entradas diagonales prescritas. Condiciones

necesarias y suÖcientes para la existencia de matriz simÈtrica (no necesariamente no negativa) son

conocidas. Ellas son debidas a Horn [5]: Existe una matriz simÈtrica real con autovalores &1; &2; : : : &t
y entradas diagonales !1; !2; : : : ; !t si y solo si el vector (&1; &2; : : : &t) de autovalores mayoriza al

vector (!1; !2; : : : ; !t) de entradas diagonales, es decir, si y solo si

kP
i=1

&i !
kP
i=1

!i para k = 1; 2; : : : ; t# 1
nP
i=1

&i =
nP
i=1

!i:

9
>>=

>>;
(2.1)
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Las primeras condiciones para la existencia de una matriz simÈtrica no negativa con autovalores y

entradas diagonales prescritas son debidas a Fiedler ([4], 1974). Empezamos con el siguiente resultado

de Fiedler:

Teorema 2.3 [4]Si &1 ! &2 ! % % % ! &n y !1; !2; : : : ; !n, son los autovalores y las entradas diago-
nales, respectivamente, de una matriz simÈtrica no negativa entonces:

i) &1 ! !1

ii)
nP
i=1

&i =
nP
i=i

!i

iii)
Ps

i=1 &i + &k !
Ps!1

i=1 !i + !k!1 + !k

(2.2)

para todo s y k, con 1 " s < k " n:

Para probar el Teorema 2.3 necesitamos el siguiente resultado:

Lema 2.1 [4]Sean los n˙meros reales &1 ! &2 ! % % % ! &n y !1 ! !2 ! % % % ! !n; con n ! 2: Si

f&1; &2; : : : ; &ng y f!1; !2; : : : ; !ng son autovalores y entradas diagonales, respectivamente, de una
matriz simÈtrica no negativa, entonces

&1 + &n ! an!1 + an:

Prueba del Teorema 2.3

DemostraciÛn.

Las condiciones i), ii) y iii) para k = s + 1 se cumplen por (2.1) y la condiciones iii) en (2.2)

para s = 1 y k = n se cumplen por el Lema 2.1. Probaremos las condiciones restante iii) en (2.2)

por inducciÛn con respecto a n.

Para n = 1; 2, no hay nada que probar.

Sea n ! 3 y supongamos que todas las condiciones iii) se satisfacen para matrices de orden

(n# 1):
Si &1 ! &2 ! % % % ! &n son autovalores de una matriz simÈtrica A de orden n y

&̂1 ! &̂2 ! % % % ! &̂n!1 son autovalores de una submatriz principal bA de orden (n# 1) de A; entonces

&i ! &̂i ! &i+1 i = 1; 2; : : : ; n# 1: (2.3)

Primero, sea un par (s; k) tal que k < n. Sea bA la submatriz principal de A obtenida eliminando la
Öla y columna de A que contenga al elemento diagonal !n:

Los autovalores &̂i de bAi satisfacen, por hipÛtesis de inducciÛn, la desigualdad
sX

i=1

&̂i + &̂k !
s!1X

i=1

!i + !k!1 + !k

y por (2.3) obtenemos
sX

i=1

&i + &k !
s!1X

i=1

!i + !k!1 + !k:
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Ahora sea k = n y s > 1:

Sea bA esta vez la submatriz principal de A obtenida eliminando la Öla y columna que contenga
a !1:

Los autovalores &̂i de bA satisfacen, por hipÛtesis de inducciÛn, la desigualdad

s!1X

i=1

&̂i + &̂n!1 !
s!1X

i=2

!i + !n!1 + !n:

Puesto que
n!1P
i=1

&̂i =
nP
i=2

!i, entonces

n!2X

i=s

&̂i "
n!2X

i=s

!i:

Por (2.3) esto implica
n!1X

i=s+1

&i "
n!2X

i=s

!i;

lo cual es equivalente a
sX

i=1

&i + &n !
s!1X

i=1

!i + !n!1 + !n:

Esto completa la demostraciÛn del Teorema..

Fiedler seÒala que para t = 1; 2; 3; las condiciones (2.2) son tambiÈn suÖcientes. En efecto, para

t = 1 es trivial. Para t = 2 las condiciones (2.2) se convierten en

&1 ! !1
&1 + &2 = !1 + !2

)
(2.4)

y ellas son tambiÈn suÖcientes para la existencia de una matriz B simÈtrica no negativa de orden

2 con autovalores &1 ! &2 y entradas diagonales !1 ! !2 ! 0; donde

B =

"
!1

p
(&1 # !1)(&1 # !2p

(&1 # !1)(&1 # !2 !2

#
:

Para t = 3 las condiciones (2.2) son necesarias y suÖcientes:

Lema 2.2 [4] Las condiciones

i) &1 ! !1
ii) &1 + &2 ! !1 + !2
iii) &1 + &2 + &3 = !1 + !2 + !3

iv) &2 " !1

9
>>>>=

>>>>;

(2.5)

son suÖcientes para la existencia de una matriz simÈtrica no negativa de orden 3 con autovalores

&1 ! &2 ! &3 y entradas diagonales !1 ! !2 ! !3 ! 0:
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DemostraciÛn. En virtud del Teorema 2.1 solo resta probar la suÖciencia. La demostraciÛn que

aquÌ se pone no es la misma de Fiedler. En efecto nosotros aplicamos el Teorema de Rado.

Suponemos que &1; &2; &3 y !1; !2; !3 satisfacen las condiciones (2.5). DeÖnimos

&̂2 = &1 + &2 # !1:

Entonces los n˙meros &̂2; &3 y !2; !3 satisfacen las condiciones (2.4). AsÌ construimos

Â =

"
!2 K

K !3

#
;

que tiene como autovalores &̂2; &3 y entradas diagonales !2; !3:

Por otro lado como

&1 ! &2 y &1 ! !1

&1 + &2 = &̂2 + !1 ;

por las condiciones (2.4) construimos

B =

"
&̂2 8

8 !1

#
:

Luego aplicando el Teorema 2.1 la matriz

A =

2

664

!1 0 0

0 !2 K

0 K !3

3

775+

2

664

1 0

0 01

0 02

3

775

"
0 8

8 0

#"
1 0 0

0 01 02

#

=

2

664

!1 018 028

018 !2 K

028 K !3

3

775 ;

donde 0T = (01; 02) es un autovector normalizado correspodiente &̂2 de Â y

X =

2

664

1 0

0 01

0 02

3

775

C =

"
0 8

8 0

#
;

es simÈtrica no negativa con las propiedades requeridas.

ObservaciÛn 2.1 En [20], siguiendo los resultados de Fiedler [4], los autores establecen un proced-

imiento para la construcciÛn de una matriz B simÈtrica no negativa de orden 3 con autovalores y

entradas diagonales prescritas, el cual presentamos a continuaciÛn:
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1. DeÖnimos 0 = &1 + &2 # !1

2. Construimos la matriz simÈtrica no negativa

T =

"
!2 K

K !3

#
; K =

p
(0# !2) (0# !3)

con autovalores 0 y &3: Observemos que, utilizando (2.5), tenemos

0 = &1 + &2 # !1 ! !1 + !2 # !1 = !1:

3. Encontramos el autovector de Perron normalizado u de T

Tu =0u uTu = 1:

4. Construimos una matriz simÈtrica no negativa de orden 2

S =

"
0 s

s !1

#
; s =

p
(&1 # 0) (&1 # !1)

con autovalores &1 y &2. Se deduce de (2.5) que &1 # 0 = !1 # &2 ! 0:

5. Por el Lema 2.2 en [4]; la matriz

eB =
"

T su

suT !1

#
;

es simÈtrica no negativa con autovalores y entradas diagonales prescritas. Finalmente, la matriz

B =

"
!1 suT

su T

#
;

similar a eB, tiene las entradas diagonales en orden !1 ! !2 ! !3: AsÌ tenemos la matriz

B =

2

6664

!1

q
-!!3

2-!!2!!3
s

q
-!!2

2-!!2!!3
s

q
-!!3

2-!!2!!3
s !2

p
(0# !2) (0# !3)q

-!!2
2-!!2!!3

s
p
(0# !2) (0# !3) !3

3

7775
: (2.6)

Ejemplo 2.1 Construiremos una matriz simÈtrica no negativa con espectro f8; 4; 3g y entradas
diagonales 6; 5; 4 Estas listas satisfacen las condiciones del Lema 2.2. Entonces construimos la matriz

B =

2

6664

6 2
q

2
3 2

q
1
3

2
q

2
3 5

p
2

2
q

1
3

p
2 4

3

7775
;

con los autovalores y entradas diagonales prescritas.
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Para t ! 4 solo tenemos condiciones suÖcientes:

Teorema 2.4 [4] Si &1 ! &2 ! : : : ! &t y !1 ! !2 ! : : : ! !t son tales que

i)
sP
i=1

&i !
sP
i=1

!i; 1 " s " t# 1

ii)
nP
i=1

&i =
nP
i=1

!i

iii) &k " !k!1; 2 " k " t# 1

9
>>>>=

>>>>;

(2.7)

entonces existe una matriz simÈtrica no negativa de orden t con autovalores &1; &2; : : : ; &t y entradas

diagonales !1; !2; : : : ; !t:

DemostraciÛn. Sea n ! 4, supongamos que las condiciones (2.7) son verdaderas para k < n.

Sea &i, !i con i = 1; 2; : : : ; n; tales que satisfacen las condiciones . DeÖnimos

&̂2 = &1 + &2 # a1:

Entonces
n
&̂2; &3; : : : ; &n

o
y f!2; !3; : : : ; !ng satisfacen (2.7). Existe una matriz bA simÈtrica no

negativa de orden (n # 1) con autovalores &̂2; &3; &4; : : : ; &n y entradas diagonales !2; !3; : : : ; !n:
Puesto que

&1 ! &̂2 y &1 ! !1 &1 + &2 = &̂2 + !1;

por las condiciones (2.4) existe una matriz

B =

"
&̂2 8

8 !1

#

simÈtrica no negativa de orden 2 con autovalores &1; &2: Aplicando Teorema 2.1 tenemos

A =

"
eA 0

0 !1

#
+

"
u 0

0 1

#"
0 8

8 0

#"
uT 0

0 1

#

=

"
eA 8u

8uT 1

#

donde u es un autovector no negativo normalizado de bA, correspondiente a &̂2 y

X =

"
u 0

0 1

#

B =

"
0 8

8 0

#
;

es simÈtrica no negativa con autovalores &1; &2; : : : ; &n y entradas diagonales !1; !2; : : : ; !n:
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ObservaciÛn 2.2 Las condiciones del Teorema 2.4 son solo suÖcientes. En efecto, la matriz

B =

2

66664

5 2 1
2

1
2

2 5 1
2

1
2

1
2

1
2 5 2

1
2

1
2 2 5

3

77775
;

tiene autovalores 8; 6; 3; 3 y entradas diagonales 5; 5; 5; 5: Sin embargo la condiciÛn iii) en (2.7) no

se satisface (&2 = 6 " 5 = !1):

ObservaciÛn 2.3 De aquÌ en adelante, emplearemos la asÌ llamada "nueva particiÛn"[19]. Esta

particiÛn, aunque similiar a la usada anteriormente, tiene importantes diferencias: Como antes,

trabajamos con la listas particionadas ) = )0 [ )1 [ % % % [ )r, donde )k = f&k1; &k2; : : : &kpkg ;
k = 0; 1; : : : ; r: Ahora sin embargo, el primer elemento &k1 de la sublista )k; no necesita ser no

negativo y las listas realizables ;k = f!k; &k1; &k2; : : : &kpkg contienen un elemento m·s, !k; el cual
no reemplaza a &k1: Adem·s, el n˙mero de sublistas de la particiÛn depende de la cardinalidad de la

lista )0; la cual debe ser realizable.

Ejemplo 2.2 Consideremos la lista ) = f12; 2;#2;#4;#4;#4; g : DeÖnimos la particiÛn
) = )0 [ )1 [ )2 [ )3 con

)0 = f12; 2;#2g )1 = f;#4g )2 = f#4g )3 = f#4g :

A las listas )1;)2;)3 le asociamos listas realizables

;1 = f4;#4g ;2 = f4;#4g ;3 = f4;#4g ;

con matrices realizadoras

A1 =

"
0 4

4 0

#
= A2 = A3;

respectivamente. Las listas )0 y f4; 4; 4g satisfacen las condiciones 2.2. Entonces, mediante 2.6
construimos la matriz

B =

2

664

4 2
p
2 2

p
2

2
p
2 4 6

2
p
2 6 4

3

775 ;
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con espectro )0 y entradas diagonales 4; 4; 4. Ahora aplicando el Teorema 2.1, la matriz

A =

2

6666666664

0 4 0 0 0 0

4 0 0 0 0 0

0 0 0 4 0 0

0 0 4 0 0 0

0 0 0 0 0 4

0 0 0 0 4 0

3

7777777775

+XCXT

=

2

6666666664

0 4
p
2
p
2
p
2
p
2

4 0
p
2
p
2
p
2
p
2

p
2
p
2 0 4 3 3

p
2
p
2 4 0 3 3

p
2
p
2 3 3 0 4

p
2
p
2 3 3 4 0

3

7777777775

donde

X =

2

664

p
2
2

p
2
2 0 0 0 0

0 0
p
2
2

p
2
2 0 0

0 0 0 0
p
2
2

p
2
2

3

775

C =

2

664

0 2
p
2 2

p
2

2
p
2 0 6

2
p
2 6 0

3

775 ;

es simÈtrica no negativa con espectro ).
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CapÌtulo 3

El problema para matrices

estructuradas.

En este capÌtulo consideramos el problema de hallar condiciones para la existencia y construcciÛn

de una matriz estructurada no negativa con autovalores y entradas diagonales prescritas. Las estruc-

turas matriciales que estudiamos son matrices normales, persimÈtricas, bisimÈtricas y doblemente

estoc·sticas.

3.0.1. Matrices normales.

DeÖniciÛn 3.1 Sea A una matirz de orden n. Decimos que A es normal si y solo si

AA$ = A$A,

donde A$ es la traspuesta conjugada de A.

El siguiente resultado en [6], debido a A.I. Julio, C.B. Manzaneda y R.L. Soto, da una versiÛn

normal para el Teorema de Rado.

Teorema 3.1 [6]Sea A una matriz normal de orden n con espectro ) = f&1; &2; : : : ; &ng ; y para
un r " n; sea fx1;x2; : : : ;xrg un conjunto ortonormal de autovectores de A correspondiente a

&1; &2; : : : ; &r; respectivamente. Sea X la matriz n) r, con i-Èsima columna xi: Sea
/ = diag f&1; &2; : : : ; &rg, y sea C = (cij)ri;j=1, una matriz de orden r con cii = 0, i = 1; : : : ; r; tal
que /+ C = B es una matriz normal. Entonces A+XCX$ es normal con autovalores

01; 02; : : : ; 0r; &r+1; : : : ; &n, donde 01; 02; : : : ; 0r son autovalores de B.

DemostraciÛn. Puesto que A es una matriz normal, entonces existe una matriz unitaria

Z =
h
X Y

i
, dondeX =

h
x1 x2 : : : xr

i
; Y =

h
xr+1 xr+2 : : : xn

i
; con Axi = &ixi,
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i = 1; : : : ; n; tal que Z$AZ = diag f&1; &2; : : : ; &ng : SeaD = diag f&r+1; : : : ; &ng : Entonces tenemos:

Z$(A+XCX$)Z = Z$AZ + Z$XCX$Z

=

"
/ 0

0 D

#
+

"
X$

Y $

#
XCX$

h
X Y

i

=

"
/ 0

0 D

#
+

"
Ir

0

# h
C 0

i

=

"
/ 0

0 D

#
+

"
C 0

0 0

#

=

"
B 0

0 D

#
:

Puesto que B yD son matrices normales, entonces por ([26], Teorema 14), A+XCX$ es normal y por

Teorema 0.2 tiene como autovalores 01; 02; : : : ; 0r; &r+1; : : : ; &n, donde 01; 02; : : : ; 0r son autovalores

de la matriz B.

Basados en el Teorema 3.1, los autores en [6] establecen las siguientes condiciones suÖcientes para

la existencia de una matriz normal no negativa con espectro dado:

Teorema 3.2 [6]Sea ) = f&1; &2; : : : ; &ng una lista de n˙meros complejos con ) = ),

&1 ! m0ax j&ij ;
nP
i=1

&i ! 0 y sea ) = )0 [ )1 [ % % % [ )p0 una particiÛn con

)0 = f&01; &02; : : : ; &0p0g ; &01 = &1

)k = f&k1; &k2; : : : ; &kpkg ; k = 1; : : : ; p0;

donde algunas listas )k; k = 1; : : : ; p0; pueden ser vacÌas. Supongamos que las siguientes condiciones

se satisfacen:

i) Para cada k = 1; : : : ; p0; existe una matriz normal no negativa con espectro

;k = f!k; &k1; : : : ; &kpkg ; 0 " !k " &1:

ii) Existe una matriz B normal no negativa de orden p0 con espectro )0 y entradas diagonales

!1; !2; : : : ; !p0:

Entonces ) es realizable por una matriz normal no negativa.

Este resultado genera un procedimiento algorÌtmico para computar una matriz normal no nega-

tiva con espectro prescrito, y Èl mejora signiÖcativamente las condiciones de Xu ([25], 1996).

Para aplicar el Teorema 3.1, asÌ como para aplicar las condiciones del Teorema 3.2, necesitamos

garantizar la existencia de una matriz normal no negativa de orden r, r " n; con autovalores y
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entradas diagonales prescritas. Observemos que si A es una matriz real normal (no negativa en

nuestro caso) con todos sus autovalores reales, entonces A es necesariamente simÈtrica. En este caso,

podemos aplicar las condiciones estudiadas en el Capitulo 2. Por esta razÛn, consideraremos aquÌ

solo listas de n˙meros complejos.

El problema de construir una matriz normal no negativa no simÈtrica no circulante con espectro

y entradas diagonales prescritas es diÖcil, incluso para dimensiones pequeÒas. Siguiendo el patrÛn

de signos de matrices normales no negativas en [8], podemos construir algunas matrices normales

no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas para n = 3 y n = 4. Para ilustrar

el procedimiento, sea ) = f&1; &2; a+ bi; a# big una lista dada con &2 < 0 y &1 + &2 + 2a ! 0:

Supongamos que existe una particiÛn ) = )0 [ )1 [ )2 [ )3; donde

)0 = f&1; a+ bi; a# big ; )1 = f&2g )2 = )3 = N;

con )0 siendo realizada por una matriz normal no negativa con ciertas entradas diagonales !1; !2; !3:

DeÖnimos listas realizables

;1 = f!1; &2g ;2 = f!2g ;3 = f!3g ;

con matrices realizadoras

A1 =
1
2

"
!1 + &2 !1 # &2
!1 # &2 !1 + &2

#
; A2 = [!2] A3 = [!3] ;

respectivamente. Entonces por Teorema 3.2

M =

2

664

A1

!2

!3

3

775+XCX
T

es normal no negativa con espectro ) = f&1; &2; a+ bi; a# big y entradas diagonales
1
2 (!1 + &2);

1
2 (!1 + &2); !2; !3

Ejemplo 3.1 Queremos construir una matriz normal no negativa con espectro

) = f7;#3;#3; 1 + 3i; 1# 3i; 1 + i; 1# ig :

Aplicamos el Teorema 3.2: DeÖnimos la particiÛn

) = )0 [ )1 [ )2 [ )3; donde

)0 = f7;#3; 1 + 3i; 1# 3ig ; )1 = f1 + i;1# ig
)2 = f#3g )3 = )4 = N:

Asociamos las listas realizables

;1 = f3; 1 + i; 1# ig ; ;2 = f3;#3g ;3 = ;4 = f0g ;
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con matrices realizadoras

A1 =
1
3

2

664

5 2#
p
3 2 +

p
3

2 +
p
3 5 2#

p
3

2#
p
3 2 +

p
3 5

3

775 ; A2 =

"
0 3

3 0

#
; A3 = A4 = [0] ;

respectivamente. Por otro lado, particionando la lista )0

)0 = )
0
0 [ )

0
1 [ )

0
2 [ )

0
3

con

)00 = f7; 1 + 3i; 1# 3ig )01 = f#3g )02 = )
0
3 = N;

y listas asociadas

;01 = f3;#3g ! B1 =

"
0 3

3 0

#

;02 = ;03 = f3g ! B2 = B3 = [3] ;

tenemos que

B =

2

66664

3 0 0 0

0 3 0 0

0 0 0 3

0 0 3 0

3

77775

+

2

66664

1 0 0

0 1 0

0 0 1p
2

0 0 1p
2

3

77775

2

664

0 2 +
p
3 2#

p
3

2#
p
3 0 2 +

p
3

2 +
p
3 2#

p
3 0

3

775

2

664

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1
2

p
2 1

2

p
2

3

775

=

2

66664

3
p
3 + 2 # 1

2

p
2
:p
3# 2

;
# 1
2

p
2
:p
3# 2

;

2#
p
3 3 1

2

p
2
:p
3 + 2

;
1
2

p
2
:p
3 + 2

;

1
2

p
2
:p
3 + 2

;
# 1
2

p
2
:p
3# 2

;
0 3

1
2

p
2
:p
3 + 2

;
# 1
2

p
2
:p
3# 2

;
3 0

3

77775
;

es normal no negativa con espectro )0 y entradas diagonales 3; 3; 0; 0. Observemos que
2

664

3 2 +
p
3 2#

p
3

2#
p
3 3 2 +

p
3

2 +
p
3 2#

p
3 3

3

775

es la matriz circulante construida como se indica en [13], con esectro )00 y entradas diagonales 3; 3; 3:
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Ejemplo 3.2 Sea / = diag f3; 3; 0; 0g. Entonces la matriz

A =

2

6666666666664

5
3

1
3 (2#

p
3) 1

3 (2#
p
3) 0 0 0 0

1
3 (2#

p
3) 5

3
1
3 (2#

p
3) 0 0 0 0

1
3 (2#

p
3) 1

3 (2#
p
3) 5

3 0 0 0 0

0 0 0 0 3 0 0

0 0 0 3 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

3

7777777777775

+XCX$

donde

X =

2

6666666666664

1p
3

0 0 0
1p
3

0 0 0
1p
3

0 0 0

0 1p
2

0 0

0 1p
2

0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

3

7777777777775

C =

2

66664

0
p
3 + 2 # 1

2

p
2
:p
3# 2

;
# 1
2

p
2
:p
3# 2

;

2#
p
3 0 1

2

p
2
:p
3 + 2

;
1
2

p
2
:p
3 + 2

;

1
2

p
2
:p
3 + 2

;
# 1
2

p
2
:p
3# 2

;
0 3

1
2

p
2
:p
3 + 2

;
# 1
2

p
2
:p
3# 2

;
3 0

3

77775
;

es normal no negativa con espectro ):

3.0.2. Matrices PersimÈtricas.

DeÖniciÛn 3.2 Sea A = (aij) una matriz de orden n)n. La matriz áip- traspuesta de A; denotada
por AF ; es deÖnida como

AF = (an!j+1;n!i+1);

31



es decir

A =

2

66666666664

a1;1 a1;2 a1;3 : : : a1;n!1 a1;n

a2;1 a2;2 a2;3 : : : a2;n!1 a2;n

a3;1 a3;2 a3;3 : : : a3;n!1 a3;n
...

...
...

...
...

an!1;1 an!1;2 an!1;3 : : : an!1;n!1 an!1;n

an;1 an;2 an;3 : : : an;n!1 an;n

3

77777777775

! AF=

2

66666666664

an;n an!1;n : : : a3;n a2;n a1;n

an;n!1 an!1;n!1 : : : a3;n!1 a2;n!1 a1;n!1
...

...
...

...
...

an;3 an!1;3 : : : a3;3 a2;3 a1;3

an;2 an!1;2 : : : a3;2 a2;2 a1;2

an;1 an!1;1 : : : a3;1 a2;1 a1;1

3

77777777775

.

Algunas propiedades b·sicas de la áip-traspuesta son:

1. (AF )F = A

2. (AT )F = (AF )T

3. (A+B)F = AF +BF

4. (AB)F = BFAF

DeÖniciÛn 3.3 Sea A = (aij) una matriz de orden n: Decimos que A es persimÈtrica si

ai;j = an!j+1;n!i+1 para todo i; j = 1; 2; : : : ; n; es decir, si AF = A:

Ejemplo 3.3 La matriz

A =

2

66664

1 #2 3 0

11 9 #6 3

#4 3 9 #2
2 #4 11 1

3

77775
:

es persimÈtrica pues AF = A:

El siguiente resultado, debido a A.I. Julio y R.L. Soto en [7], da una versiÛn persimÈtrica del

Teorema de Rado (Teorema 0.2).

Teorema 3.3 [7] Sea A una matriz persimÈtrica de orden n con espectro ) = f&1; &2; : : : ; &ng ;
y para algun r " n; sea fx1;x2; : : : ;xrg un conjunto de autovectores de A correspondientes a

&1; &2; : : : ; &r, respectivamente. Sea X una matriz n) r con la i-Èsima columna xi y el
rank(X) = r: Sea / = diag f&1; &2; : : : ; &rg ; y C una matriz persimÈtrica de orden r. Entonces la

matriz A+XCXF es persimÈtrica, con autovalores 01; 02; : : : ; 0r; &r+1; : : : ; &n donde 01; 02; : : : ; 0r
son autovalores de la matriz B = /+ CXFX:
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DemostraciÛn. Sea S =
h
X Y

i
una matriz no singular con S!1 =

"
U

V

#
: Entonces

UX = Ir; V Y = In!r; V X = 0; UY = 0: Ademas, puesto que, AX = X/; tenemos

S!1AS =

"
U

V

#
A
h
X Y

i

=

"
U

V

# h
AX AY

i

=

"
/ UAY

0 V AY

#

y

S!1XCXFS =

"
U

V

#
XCXF

h
X Y

i

=

"
CXFX CXFY

0 0

#
:

Por tanto

S!1(A+XCXF )S =

"
/+ CXFX UAY + CXFY

0 V AY

#
:

Si 8(A) denota el espectro de A, entonces

8(A+XCXF ) = 8
:
/+ CXFX

;
[ 8 (V AY )

= 8
:
/+ CXFX

;
[ 8(A)# 8(/):

Adem·s, puesto que (A+XCXF )F = A+XCXF ; la matriz A+XCXF es persimÈtrica.

Los autores en [7] dan condiciones suÖcientes para la existencia de una matriz persimÈtrica no

negativa con espectro dado. Primero consideramos el caso par:

Teorema 3.4 [7] Sea ) = f&1; &2; : : : ; &ng una lista de n˙meros complejos con ) = ), &1 ! j&ij,

i = 2; 3; : : : ; n, y
nP
i=1

&i ! 0. Supongamos que existe una particiÛn de )

) = )0 [ )1 [ % % % [ ) p0
2
[ ) p0

2
[ % % % [ )1, con

)0 = f&01; &02; : : : ; &0p0g ; &01 = &1;

)k = f&k1; &k2; : : : ; &kpkg ; k = 1; 2; : : : ; po2 ;

donde algunas de las listas )k pueden ser vacÌas, tal que las siguientes condiciones se satisfacen:

i) Para cada k = 1; 2; : : : ; p02 ; existe una matriz no negativa con espectro

;k = f!k; &k1; &k2; : : : ; &kpkg ; 0 " !k " &1:
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ii) Existe una matriz persimÈtrica no negativa de orden p0, con espectro )0 y entradas diagonales

!1; !2; : : : ; ! p0
2
; ! p0

2
; : : : ; !2; !1:

Entonces ) es realizable por una matriz persimÈtrica no negativa de orden n:

Ahora consideramos el caso impar:

Teorema 3.5 [7]Sea ) = f&1; &2; : : : ; &ng una lista de n˙meros complejos con ) = ), &1 ! j&ij,

i = 2; 3; : : : ; n, y
nP
i=1

&i ! 0. Supongamos que existe una particiÛn de )

) = )0 [ )1 [ % % % [ )b po2 c [ )d po2 e [ )b po2 c [ % % % [ )1, con

)0 = f&01; &02; : : : ; &0p0g ; &01 = &1;

)k = f&k1; &k2; : : : ; &kpkg ; k = 1; 2; : : : ;
<
p0
2

=
;

donde algunas de las listas )k pueden ser vacÌas, tal que las siguientes condiciones se satisfacen:

i) Para cada k = 1; 2; : : : ;
>
p0
2

?
; existe una matriz no negativa con espectro

;k = f!k; &k1; &k2; : : : ; &kpkg ; 0 " !k " &1

y para k =
<
p0
2

=
, existe una matriz persimÈtrica no negativa con espectro )d p02 e y autovector

de Perron yd p02 e ! 0, satisfaciendo y
F

d p02 e
yd p02 e > 0:

ii) Existe una matriz persimÈtrica no negativa de orden p0, con espectro )0 y entradas diagonales

!1; !2; : : : ; !b p02 c; !d p02 e; !b p02 c; : : : ; !2; !1:

Entonces ) es realizable por una matriz persimÈtrica no negativa de orden n:

Para aplicar el Teorema 3.3, asÌ como para aplicar las condiciones suÖcientes dadas por el Teorema

3.4 si p0 es par, y el Teorema 3.5 si p0 es impar , necesitamos garantizar la existencia de una matriz

persimÈtrica no negativa de orden r; r " n; con autovalores y entradas diagonales prescritas. Este
es un problema difÌcil, que se encuentra abierto y para el cual sÛlo se conocen respuestas parciales

En [7] los autores dan condiciones suÖcientes para r = 2; 3 :

Para r = 2 tenemos la condiciÛn

!21 ! &1&2:

Una matriz persimÈtrica con autovalores &1; &2 y entradas diagonales !1; !1 es

A =

"
!1 1

!21 # &1&2 !1

#
; !1 =

1
2 (&1 + &2):
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La matriz

B =
1

2

"
&1 + &2 &1 # &2
&1 # &2 &1 + &2

#
;

la cual es bisimÈtrica, cumple tambiÈn con las propiedades deseadas.

Para r = 3 tenemos lo siguiente:

Lema 3.1 Los n˙meros &1; &2; &3 y !1; !2; !1 ! 0, son respectivamente, autovalores y entradas

diagonales de una matriz persimÈtrica no negativa si

i) !21 + 2!1!2 ! &1&2 + &1&3 + &2&3
ii) &1&2&3 + 2!1!

2
2 ! !2(&1&2 + &1&3 + &2&3)

DemostraciÛn. Supongamos que las condiciones i) y ii) se cumplen. Entonces

B =

2

664

!1 0 1

b !2 0

d b !1

3

775 ;

con
d = !21 + 2!1!2 # (&1&2 + &1&3 + &2&3);

b =
p
&1&2&3 + 2!1!22 # !2(&1&2 + &1&3 + &2&3);

es persimÈtrica no negativa con autovalores &1; &2; &3:

Ejemplo 3.4 Consideremos la lista ) = f5;#1;#2 + 3i;#2# 3ig : DeÖnimos la particiÛn ) =

)0 [ )1 [ )2 [ )3 con

)0 = f5;#2 + 3i;#2# 3ig )1 = N )2 = f#1g )3 = N:

Entonces deÖnimos las listas realizables

;1 = f0g ;2 = f1;#1g ;3 = f0g ;

respectivamente, por las matrices

;1 ! A1 = [0]

;2 ! A2 =

"
0 1

1 0

#

;3 ! A3 = [0] :

A partir del Teorema 3.1 construimos la matriz persimÈtrica no negativa

B =

2

664

0 0 1

6
p
2 1 0

7 6
p
2 0

3

775 ;
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con espectro )0 y entradas diagonales 0; 1; 0: Entonces, aplicando el Teorema 3.3, la matriz

M = A+XCXF ;

M =

2

66664

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

3

77775
+

2

66664

1 0 0

0 1p
2

0

0 1p
2

0

0 0 1

3

77775

2

664

0 0 1

6
p
2 0 0

7 6
p
2 0

3

775

2

664

1 0 0 0

0 1p
2

1p
2

0

0 0 0 1

3

775

=

2

66664

0 0 0 1

6 0 1 0

6 1 0 0

7 6 6 0

3

77775
;

es persimÈtrica no negativa con espectro ):

3.0.3. Matrices bisimÈtricas.

DeÖniciÛn 3.4 Sea A = (aij) una matriz de orden n. Decimos que A es bisimÈtrica si es simÈtrica

y persimÈtrica.

Ejemplo 3.5 La matriz

A =

2

66664

1 #3 0 3

#3 7 #4 0

0 #4 7 #3
3 0 #3 1

3

77775

es bisimÈtrica.

Diferente al caso persimÈtrico, para el cual tenemos una versiÛn persimÈtrica del Teorema de

Rado (Teorema 0.2), en el caso bisimÈtrico nos basta con la versiÛn simÈtrica del Teorema de Rado

(Teorema 2.1) para establecer condiciones suÖcientes. Primero consideramos el caso par:

Teorema 3.6 [7]Sea ) = f&1; &2; : : : ; &ng una lista de n˙meros reales con &1 ! j&ij, i = 2; 3; : : : n,

y
nP
i=1

&i ! 0. Supongamos que exite una particiÛn de )

) = )0 [ )1 [ % % % [ ) p0
2
[ ) p0

2
[ % % % [ )1, con

)o = f&01; &02; : : : ; &0pog ; &01 = &1;

)k = f&k1; &k2; : : : ; &kpkg ; k = 1; 2; : : : ; po2 ;

donde algunas de las listas )k pueden ser vacÌas, tal que las siguientes condiciones se satisfacen:

i) Para cada k = 1; 2; : : : ; p02 ; existe una matriz simÈtrica no negativa con espectro

;k = f!k; &k1; &k2; : : : ; &kpkg ; 0 " !k " &1:
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ii) Existe una matriz bisimÈtrica no negativa de orden p0, con espectro )0 y entradas diagonales

!1; !2; : : : ; ! p0
2
; ! p0

2
; : : : ; !2; !1:

Entonces ) es realizable por una matriz bisimÈtrica no negativa de orden n:

Para el caso impar tenemos:

Teorema 3.7 [7]Sea ) = f&1; &2; : : : ; &ng una lista de n˙meros reales con &1 ! j&ij, i = 2; 3; : : : n,

y
nP
i=1

&i ! 0. Supongamos que exite una particiÛn de )

) = )0 [ )1 [ % % % [ )b p02 c [ )d p02 e [ )b p02 c % % % [ )1, con

)o = f&01; &02; : : : ; &0p0g ; &01 = &1;

)k = f&k1; &k2; : : : ; &kpkg ; k = 1; 2; : : : ;
<
p0
2

=
;

donde algunas de las listas )k pueden ser vacÌas, tal que las siguientes condiciones se satisfacen:

i) Para cada k = 1; 2; : : : ;
>
p0
2

?
; existe una matriz simÈtrica no negativa con espectro

;k = f!k; &k1; &k2; : : : ; &kpkg ; 0 " !k " &1, y para k =
<
p0
2

=
, existe una matriz bisimÈtrica no

negativa con espectro ;d p02 e:

ii) Existe una matriz bisimÈtrica no negativa de orden p0, con espectro )0 y entradas diagonales

!1; !2; : : : ; !b p02 c; !d p02 e; !b p02 c; : : : ; !2; !1:

Entonces ) es realizable por una matriz bisimÈtrica no negativa de orden n:

Para el uso de los teoremas 3.6 y 3.7, es necesario garantizar la existencia de una matriz bisimÈtri-

ca no negativa con autovalores &1; &2; : : : ; &p0 ; y entradas diagonales !1; !2; : : : ; ! po
2
; ! po

2
; ; : : : ; !2; !1

para p0 par; o !1; !2; : : : ; !b po2 c; !d po2 e; !b po2 c; : : : ; !2; !1; para p0 impar. Este es tambiÈn un prob-
lema difÌcil, para el que hasta ahora, sÛlo tenemos respuesta parciales.

Para p0 = 2; es necesario y suÖciente que &1 ! !1 = !2 y &1 + &2 = 2!1: Entonces la matriz

A =
1

2

"
&1 + &2 &1 # &2
&1 # &2 &1 + &2

#

es bisimÈtrica no negativa con las propiedades requeridas.

Para p0 = 3, usaremos las condiciones de Fiedler (Lema 2.2).

Para las condiciones 2.5 en [7], los autores construyen una matriz simÈtrica no negativa para

!2 = !3,

B =

2

664

!1
sp
2

sp
2

sp
2

!2 <# !2
sp
2

<# !2 !2

3

775
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con s =
p
(&1 # <) (&1 # !1); < = &1+&2#!1: Entonces, por una permutaciÛn sobre B, obtenemos

B =

2

664

!2
sp
2

<# !2
sp
2

!1
sp
2

<# !2 sp
2

!2

3

775 ;

la cual es bisimÈtrica no negativa con autovalores &1; &2; &3; y entradas diagonal !2; !1; !2:

De la misma manera para las condiciones 2.5 en [7], con !1 = !2; podemos contruir una matriz

simÈtrica no negativa

B0 =

2

664

!1 O # !1 tp
2

O # !1 !1
tp
2

tp
2

tp
2

!3

3

775 ;

con autovalores &1; &2; &3, donde t =
p
(&1 # O)(&1 # !3), O = &1 + &3 # !3: Entonces por una

permutaciÛn sobre B0, obtenemos

B =

2

664

!1
tp
2

O # !1
tp
2

!3
tp
2

O # !1 tp
2

!1

3

775 ;

que es bisimÈtrica no negativa con autovalores &1; &2; &3; y entradas diagonales !1; !3; !1:

Ejemplo 3.6 Construiremos una matriz bisimÈrica no negativa con espectro f7; 3;#4g y entradas
diagonales f3; 3; 0g : Como las condiciones (2.5) se satisfacen y adem·s !1 = !2

B =

2

664

3
p
14 0

p
14 0

p
14

0
p
14 3

3

775 ;

es una matriz bisimÈtrica no negativa con las propiedades deseadas.

3.0.4. Matrices doblemente estoc·sticas generalizadas.

En esta secciÛn los autores en [22] aplicararon el Teorema de Rado, Teorema 0.2, para la obtenciÛn

de condiciones suÖcientes para la existencia de matrices doblemente estoc·sticas generalizadas no

negativas:

Teorema 3.8 [22]Sea ) = f&1; &2; : : : ; &ng una lista de n˙meros complejos con ) = ),
nP
i=1

&i > 0,

&1 ! j&ij, i = 2; 3; : : : ; n. Supongamos que existe una particiÛn ) = )0 [ )1 [ % % % [ )p0 con

)0 = f&01; &02; : : : ; &0p0g ; &01 = &1

)k = f&k1; &k2; : : : ; &kpkg ; pk = p; k = 1; : : : ; p0;

donde las listas )k; k = 1; : : : ; p0; tienen cardinalidad p; de tal manera que :
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i) Para cada i = 1; : : : ; p0; exista una lista

;k = f!k; &k1; : : : ; &kpkg ; 0 < !k < &1

realizable por una matriz Ak no negativa ( positiva), con ATk 2 CS!k :

ii) Existe una matriz B = (bij)
n
i;j=1 no negativa (positiva) de orden p0, tal que B;B

T 2 CS'1 ,
con espectro )0 y entradas diagonales !1; !2; : : : ; !p0 :

Entonces existe una matriz A no negativa ( positiva), tal que A;AT 2 CS'1 con espectro ):

DemostraciÛn. A partir de i) tenemos

G =

2

666664

A1

A2
. . .

Ap0

3

777775
;

donde Ak con Ak; ATk 2 CS!k es no negativa (positiva), con espectro ;k: Desde ii) C = B # /,
donde / = diag f!1; !2; : : : ; !p0g, y sea X = [x1;x2; : : : ;xp0 ] una matriz donde sus columnas son

autovectors normalizados de G correspondients a los autovalores !1; !2; : : : ; !p0 ; respectivamente.

Observemos que xk; k = 1; : : : ; p0, es no negativo con entradas 1p
p y ceros

@
xTk = 0; : : : ; 0;

1
p
p
; : : : ;

1
p
p
; 0 : : : ; 0

A
:

Sea ~C = CXT : Por tanto

X ~C = XCXT =
1

p

2

666664

0 B12 : : : B1p0

B12 0
. . . B2p0

...
. . .

. . .
...

Bp01 : : : Bp0;p0!1 0

3

777775

donde

Bij =

2

666664

bij bij : : : bij

bij bij
. . . bij

...
. . .

. . .
. . .

bij bij : : : bij

3

777775
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es positiva con 1
pBij 2 CSbij : Entonces por el Teorema 0.2, A = G+X ~C es no negativa (positiva)

con espectro ): Adem·s

Ae = (G+XCXT )e =

2

666666666666664

!1
...

!1
...

!p0
...

!p0

3

777777777777775

+

2

666666666666664

&1 # !1
...

&1 # !1
...

&1 # !p0
...

&1 # !p0

3

777777777777775

= ATe = &1e:

Entonces A es doblemente estoc·stica generalizada no negativa (positiva) con espectro ):

Para la aplicar el Teorema 3.8 necesitamos garantizar la existencia de una matriz B doblemente

estoc·stica generalizada no negativa de orden r; r " n; con espectro y entradas diagonales prescritas.
La existencia y la construcciÛn de la matriz es un problema difÌcil que se encuentra abierto, con

solamente respuestas parciales.

Para r = 2; la matriz no negativa (positiva) doblemente estoc·stica generalizada es necesaria-

mente simÈtrica, con !1 = !2 y autovalores &1; &2 = 2!1 # &1;

B =

"
!1 &1 # !1

&1 # !1 !1

#
:

Para el caso t = 3, tenemos la siguiente condiciÛn suÖciente:

Lema 3.2 [22] Sea ) = f&1; &2; &3g y f!1; !2; !3g con &1 > j&ij ; i = 2; 3, y &1 ! !1 ! !2 ! !3 ! 0:
Si

i) (&2 # &3) " 4
h
(!1 # !2)

2
+ (!1 # !2) (!2 # !3) + (!2 # !3)

2
i

ii) &1 # !1 # y ! 0
iii) !3 # !2 + y ! 0;

donde

y =
1

2
(&1 # !1 + !2 # !3) +

1

6

p
3

q
<# (&2 # &3)

2
;

< = 4
h
(!1 # !2)

2
+ (!1 # !2) (!2 # !3) + (!2 # !3)

2
i
;

entonces existe una matriz no negativa doblemente estoc·stica generalizada de orden 3 con espectro

) y entradas diagonales f!1; !2; !3g :

DemostraciÛn. Consideramos la matriz

B =

2

664

!1 &1 # !1 # y y

!3 # !2 + y !2 &1 # !3 # y
&1 # !1 + !2 # !3 # y !1 # !2 + y !3

3

775 :
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Claramente B;BT 2 CS'1 con entradas diagonales prescritas. De ii) se sigue que &1 #!3 # y ! 0 y
&1#!1+!2#!3#y ! 0: De iii) !3#!2+y ! 0; y de i) y ! 0 y entonces !1#!2+y ! 0: AsÌ, B es
no negativa. Finalmente con un simple c·lculo algebraico se muestra que B tiene los autovalores

requeridos.

Ejemplo 3.7 Construiremos una matriz doblemente estoc·stica generalizada no negativa con es-

pectro
B
7; 12 ;

1
2

C
y entradas diagonales 4; 2; 2: Como las condiciones del Teorema 3.2 se satisfacen,

construimos

B =

2

664

4 3
2 #

2
p
3

3
3
2 +

2
p
3

3
3
2 +

2
p
3

3 2 7
2 #

2
p
3

3
3
2 #

2
p
3

3
7
2 +

2
p
3

3 2

3

775

tiene las propiedades deseadas. Adem·s Be = 7 y BT e = 7 es doblemente estoc·stica generaliza no

negativa.
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