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Introduccion.

Las matrices no negativas A = (a;;) son aquellas que tienen todas sus entradas a,; reales y
mayores o iguales a cero, a;; > 0. Las matrices no negativas aparecen en muchas areas de las ciencias,
ingenierfa y economia.

El problema inverso de autovalores consiste en determinar condiciones para la existencia y
construccién de una cierta matriz a partir de cierta informacién espectral. El problema inverso de
autovalores para matrices no negativas (llamado NIEP por su sigla en inglés) es el problema de hallar
condiciones necesarias y suficientes para que una lista dada de niimeros complejos sea el espectro de
alguna matriz no negativa. Este problema permanece sin solucién, a la fecha solo ha sido resuelto
completamente para n < 4. El caso n = 3 fue resuelto por Lowey y London ([9], 1978). El caso n =4
fue resuelto en la tesis de E. Meehan ([10], 1998) y posteriormente de manera independiente por J.
Torre-Mayo y otros ([24], 2007). Dos subproblemas del NIEP son de gran interés: el problema inverso
de autovalor para matrices no negativas con autovalores reales (RNIEP) y el problema inverso de
autovalor para matrices simétricas no negativas (SNIEP).

Entre las principales herramientas utilizadas para encontrar condiciones para una solucién al NIEP
se destacan dos resultados de perturbacién matricial y de autovalores. El primero de ellos, debido a
A. Brauer ([2], 1952), muestra como modificar un solo autovalor de una matriz arbitraria de orden
n, via una perturbacién de rango 1, sin cambiar los restantes n — 1 autovalores. La demostracién

que presentamos aqui es debida a Reams:

Teorema 0.1 [14]/Sea A una matriz arbitraria de orden n con autovalores A1, Aa, ..., Ay. Sea

v = (v1,...,0,)T un autovector de A asociado con el autovalor \i, y sea q = (q1,...,qn)T cualquier
vector n-dimensional. Entonces la matriz A+ vql tiene autovalores A1, \a, ... A\g—_1,

M+ 97V, A1y A

Demostracién. Sea U una matriz no singular tal que

Moo
par- | 0
0 0 - A,

es una matriz sobre triangular , donde podemos escoger la primera columna de U como v (U existe



debido al Teorema de Schur ). Entonces,

qa q - Qn
0 0 ... 0
UYA+vq" WU = Uv'AU+ | . . |U
0 0 0
[ A * * Qv x
0 A * 0 0
= +
| 0 0 An 0 0 0
[ M+qlv ok *
O AQ *
i 0 0 An
|
Mediante el uso del Teorema de Brauer, Teorema 0.1, R. Soto [15] present6 una simple demostracién
del hecho que toda lista de ndmeros reales A = {A\1, A, ..., A\, } del tipo Suleimanova, es decir,

A1>02)\22"'2)\7u

n

es realizable por una matriz no negativa siy solo si > A; > 0 (ver seccién 1.1 del capitulo 1). En [1]
i=1

los autores muestran también, mediante el resultado de Brauer, que toda lista de nimeros complejos

A ={A1, A2, ..., A\, } satisfaciendo
Re/\i < 0, |Re/\L| > |IH1/\L|, 1= 2,3,...,7?,,

n
es realizable por una matriz no negativa si y solo si > A; > 0.
i=1

El segundo resultado, debido a R. Rado y presentado por H. Perfect en [12], es una extensién del
Teorema de Brauer que muestra como cambiar, mediante una perturbacién de rango r, r autovalores

de una matriz de orden n (r < n) sin cambiar los restantes (n — r) autovalores.

Teorema 0.2 [12/Sea A una matriz arbitraria de orden n con autovalores A1, Aa, ..., \,. Sea
X=|x1 X2 ... X, | tal que el rank(X) =71 y Ax; = \;jx;, i =1,2,...,7, r < n. Sea C una

matriz arbitraria de orden n. Entonces la matriz A+ XC tiene como autovalores

/1'17/1427"'=;U'T7)‘T+17”->\n

, donde piq, o, . . ., i, son autovalores de la matriz @+ CX con Q = diag {A\1,Aa,..., \r}.



U
Demostracién. Sea S = [ XY ] una matriz no singular con S~! = v Entonces
X Y;
UX =1, VY =1, ,yVX =0, UY = 0. Sea C = [Cl 02},)(: Ly =| !
X5 Yo
Entonces, puesto que AX = XQ,
%
§71AS = alx v | (1)
|V
- | Ax Ay |
[ vay
o vay
y
% X, Y
STIXCS = c| ot !
v Xy Yy
I, X1 Y
_ c 1 N
| O Xo Yo
o allx oy
| 0 0 X Y
_ [ox oy
0o 0 |
Asi

S A+XC)S = S'AS+S'XCS
Q UAY
0 VAY

CX CY
0 0

Q+CX UAY +CY
0 VAY

Ahora, de (1) tenemos que o(VAY) = o(A) — o(2) y ademds
0(A+XC)=0(Q+XC)+0(A) —a().
El Teorema de Rado, Teorema 0.2, ha sido empleado con éxito para derivar condiciones suficientes

para la existencia y construccién de matrices no negativas con autovalores prescritos (ver [12], [18]).

Investigadores de la Universidad Catdlica del Norte han obtenido diversas versiones del Teorema



de Rado para distintas matrices estructuradas (ver [20], [7], [22], [6]). En todos estos casos, para
aplicar el Teorema de Rado y sus distintas versiones necesitamos garantizar la existencia de una
matriz B no negativa de orden r con espectro {\1, Ag, ..., A} v entradas diagonales wy,ws, ... w,.
El problema de hallar condiciones para la existencia de una matriz no negativa con autovalores y
entradas diagonales prescritas, importante en si mismo, es el tema que motiva la presente tesis, en
ella estudiamos condiciones suficientes para la existencia de tales matrices. Esta tesis estd organizada
del siguiente modo: En el Capitulo 1, se estudia el problema para matrices generales. En particular,
discutimos las condiciones de Perfect, y otras de cardcter general. En el Capitulo 2, se estudia
el problema para matrices simétricas. En este caso, las condiciones de Fiedler [4] juegan un rol
importante. Finalmente, en el Capitulo 3 se estudia el problema para matrices no negativas con cierta
estructura. En particular se estudia el problema para matrices simétricas, normales, persimétricas,

bisimétricas, y doblemente estocésticas generalizadas.



Capitulo 1

El problema para matrices

generales.

1.1. Condiciones de Perfect.

En 1953, Hazel Perfect [11] present6, basada en el Teorema de Brauer, tal vez la primera condicién
suficiente para el problema inverso de autovalores para matrices no negativas (NIEP), es decir una
condicién suficiente para la existencia de una matriz no negativa con autovalores prescritos. Afios
después, en [15], R.L. Soto uso del Teorema de Brauer para dar una simple demostracién del siguiente

resultado enunciado por Suleimanova y probado por Perfect en [11].
Teorema 1.1 Sea A = {\1, \a,..., \,} una lista de nimeros reales, con
A>0>A > 232> 2> Ay

n
Entonces A es realizable por una matriz no negativa si y solo si Y Ay > 0.
i=1

Demostracion. [15] Sea A = {1, Aa,..., Ay} tal que

AM>0>A > A3 2> 2> A,

Sea ) i
0 0 0
X2 A O
B=|—-X3 0 A3

|—An O 0 An




Es claro que B tiene filas suma constantes igual a 0 y su correspondiente autovector es igual a

el =(1,1,...,1). Asf por el Teorema de Brauer (Teorema 0.1)
A=B+eq’
donde
n
qT = (Z )\i, —/\27 —)\3, ey _/\n)7
i=1

es no negativa con espectro A. m

En 1955, Perfect [12] introdujo el Teorema de Rado, Teorema 0.2, el cual como sabemos es
una extensién del resultado de Brauer. Basado en el resultado de Rado, Perfect probé una nueva
y mas eficiente condicién suficiente para una solucién al NIEP. Para aplicar el resultado de Rado,
es necesario garantizar la existencia de una matriz de orden r < n, con autovalores y entradas
diagonales prescritas.

Para t = 1, el problema es trivial. Para ¢ = 2 la condicién necesaria y suficiente es

A1+ A2

)\1 > w120

w1 + w2

con matriz realizadora

A:
)\1—0.)2 w2

w1 )\1 — OJ1‘|

El siguiente resultado, debido a Perfect [12] da una condicién necesaria y suficiente para que
A1, A2, A3 ¥ w1, wa,ws, sean, respectivamente, los autovalores y entradas diagonales de una matriz
3 x 3 no negativa B € CS),, donde C'S, denota el conjunto de las matrices de orden n, con filas

suma constante igual a o.

Teorema 1.2 [12]/Los nimeros reales A1, A2, A3 y w1, wa, ws, son autovalores y entradas diagonales,

respectivamente, de una matriz 3 X 3 no negativa B € CSy,, st y solo si:

Z) ngig)\l izl, 2,3
ZZ) A+ Ao+ A3 =wq +ws + w3 (11)
’LZZ) )\1)\2 —+ )\1)\3 —+ )\gAg S WiWsg + Wiws + Waws '
Z"U) méuxk Wi Z )\2

Demostracion.

Las condiciones 1), it), 1it), son evidentes. Siwi,ws,ws, son las posibles entradas diagonales entonces

del Teorema 11 en [2] , tenemos

(M —w2)(AM —w3z) > Ag —wa || A3 —ws |,



para algin i,j con i # j. Tomamos i = 2 y j = 3 entonces de la desigualdad anterior concluimos

que
AT =23 = (1 = M) (w2 +ws) > 0
A1+ A3 > wotws,
pero por la condicidn ii) obtenemos
witwrtws = A+A+A3
wp = (/\1 +)\2—|—/\3) — (OJQ+LU3) > Ao
W1 Z )\2.

Por lo tanto, méxgwy > Ag, estableciendo la condicion necesaria iv).
Luego, supongamos que las condiciones i) a iv) se satisfacen. Asumimos que w1 > wy > ws, Y

consideramos la matriz

w1 0 AL —wy
B=| X X-w2—p wa P ;
0 )\1—0.13 w3

con wiws +wiwstwews —p(A1 —wsz) = A A2+ A1 A3+ A2 A3, Claramente los autovalores son A1, Aa, A3;

y debido a la condicion iii), p > 0. Ademas

(LUQLU:J, + wiWws + wiwg — )\1)\2 - /\1)\3 — )\2)\3)

AM—wr—p = (M —ws)—

(A1 — ws)
/\% — AMW3 — AW + Waw3 — Waws3 — Wiws — Wiws + A1 Aa + A1 A3 + Aag
B (A1 —ws)
A = Aws — Mwe — wiws — wiws + Atde + Ardg + Aod;
(A1 — ws)
MM mwr —wa Ao 4 A3) —wiws — wiws + A3
a (A1 — ws)
Alw1 — wiwz — wiwz + AaA3
(A1 — w3)
N wl()\l — W3 —UJQ) +/\2)\3
a (M1 —ws)
wW? —wide — w13 + A2z
(A1 —ws)
(w1 = A)(wr — A3)
a (M1 — ws)
> 0.

Entonces la matriz B es estocdstica generalizada, con autovalores A1, A2, A3 y entradas diagonales

wi,w2,ws3. N



Ejemplo 1.1 Construiremos una matriz no negativa con espectro A = {7,4, -3} y entradas diago-

nales {4,2,2} . Las condiciones en (1.1) se cumplen Por tanto existe una matriz no negativa

4 0 3 4 0 3
B=|5-p 2 p|— 1|0 2 5
0 5 2 0 5 2

para p =5, con las propiedades requeridas.

Observacion 1.1 Las condiciones de Perfect dan informacion necesaria para la existencia de una

matriz con las propiedades requeridas. Por ejemplo, la lista A = {6,5,1} es realizable por la matriz
persimétrica no negativa

3 0 2

P=1(0 6 0

2 0 3

Sin embargo A no puede ser el espectro de una matriz Toeplitz no negativa de orden 3. Recordemos

que una matriz Toeplitz es constante por diagonales, es decir tiene la forma
a b ¢

T=1|d a b

e d a

Entonces, si A fuera el espectro de una Toeplitz no negativa, su diagonal deberia ser 4,4,4. Sin
embargo la condicion ) en (1.1) no se cumple (4 % 5). Por tanto no hay una matriz no negativa

con autovalores 6,5,1 y entradas diagonales 4,4, 4.

Para n > 4 solo se tienen condiciones suficientes. Perfect [12] mostré que si

1) 0<wr <X\ k=1,2,...,t
1) witwetws+ - Fw=AM+A+Az+-+N (12)
i) Wi > g k=23,...,t '
iv) w1 > A\ k=2,3,...,t

entonces A1, Ao, ..., A\t y wi,wa,...,ws, son los autovalores y entradas diagonales, respectivamente,

de una matriz ¢ X ¢ no negativa B € C'Sy,. En este caso, Perfect en [12] presenta la siguiente matriz

realizadora
w1 wgf)\g wtf)\t
wl—)\g w2 (JJt—)\t
B = W1 — A3 Wos—Ay ... ... wp— N\
_wl—)\t WQ_)\Q Wt 1

10



Ejemplo 1.2 La listas \; : 15,8,3,0,—1 y w; : 9,8,4,3,1, verifican las condiciones de Perfect en
(1.2). Entonces podemos construir la matriz

9
1
A= 6
9

o O O o O
N =~ S =
W W W w W
=N NN DN

10

con las propiedades requeridas.

Observacién 1.2 Observemos que las condiciones (1.2) son solo suficientes. En efecto,

= o= N
S O = N
[ S i
w N o O

es una matriz no negativa que tiene espectro A = {7,5,2,1} y entradas diagonales 4,4,4,3. Sin

embargo A no satisface la condicion i) en (1.2) (Ao =5 £ 4 =w;)

1.2. Otras condiciones

En [21] los autores extienden ligeramente el Teorema 1.2 al caso de una lista A = {\1, A2, A3} de

nimeros complejos:

Teorema 1.3 [21]/Los nimeros complejos A1, A2, A3 ( donde Ay > |\;| i = 2,3 ) y los numeros reales
w1, wsz,ws son, respectivamente, los autovalores y entradas diagonales de una matriz B € C'Sx, no

negativa de orden 3 si y solo si

i) 0<w <\ i=1, 2, 3
(i) A+ Ao+ A3 =wi +ws +ws (1.3)
(#91) A2 + MAs + A3 S wjws + wiws + wowsg
(tv) maxy T > Re Xy

Demostracién. Sean Ag, A3 nimeros complejos ( Ay = A3). La demostracién es similar a la
realizada por Perfect en [12]. Las condiciones necesarias (i), (i), (¢7) son evidentes. Del resultado de

Brauer [2] sobre la localizacién de autovalores con los ovalos de Cassini, tenemos

Az — wil [Az — wj] < (A1 —wi) (M —wj)

11



con i # j. Entonces para i = 2, j = 3, tenemos lo siguiente

()\% — (Re )\3)2) — (/\1 — Re )\3)((.02 + LU3)
A1+ Reds — (wo +W3) > 0

v

0

AM+Reds > (w2 +ws)

Entonces por lo anterior y por (i7) obtenemos la iltima de las condiciones wy > Re A3. Asf teniendo
la condicién (iv), podemos verificar si estas condiciones son también suficientes. Supongamos que

las condiciones (1), (i%), (#i%), (iv) se satisfacen. Un cdlculo directo muestra que B € CS,,,

w1 0 )\1—&)1
B = Al—wg—p w2 p ;
0 )\1—LU3 w3

donde

P = [wiws + wiws + waws — A Az — A Az — A2 Ag),
(A1 —ws)

es una matriz no negativa con autovalores A1, A2, A3 y entradas diagonales w1, ws,ws. B

Ejemplo 1.3 Construiremos una matriz con espectro {7,3 + 1,3 —i} y entradas diagonales 6,5,2.

Como las condiciones en (1.8) se satisfacen, entonces existe una matriz no negativa

la que puesto que p = 0, da origen a
6 0 1
B=12 5 0
0 5 2
El corolario siguiente da condiciones suficientes para la existencia y construccién de una matriz

no negativa M € C'Sy, de orden 4, con una espectro complejo y entradas diagonales prescritas.

Corolario 1.1 [21]Sea A = {\1, A2, a + bi,a — bi} una lista de nimeros complejos ( con

A1 > |a £ bi|,|Ae]). Si existen nimeros reales wi,wa,ws, que satisfacen las condiciones

Z) 0<wr <X\ 1 =1,2,3,4
’LZ) w1+ we + w3z = A1 + 2a,

1.4
ii1)  wiws + wiws + wowsz > 2a); + a? + b? (14)

i) mixwyg > a max wy > |Ag|

12



entonces

w1 0 0 )\1 — W1
- A A 0 A —
M = w1 2 2 e con g >0
AM—w3—p 0 w2 p
0 0 )\1 — W3 w3
0
w1 0 0 )\1 — W1
—A A 0 A —
M = 2 Wit Ay 1 con Ag < 0,
Al —w3—p 0 w2 p
0 0 )\1 — W3 w3

donde p = m [wlwz + wiws + wowsz — (2a); + a? + b2)} , es una matriz no negativa con espec-

tro A.

Demostracidn. Ya que w1, ws,ws satisfacen las condiciones en (1.4) y por Teorema 1.3, podemos

contruir la matriz

w1 0 AL —wy
B=|\—-w2—p w2 D
0 )\1—0.13 w3

Sea A=A UA2UA5 con Ay = {A1, Ae}, Ao = {a+bi}, A3 = {a—bi}, yseal'; = {w1, A2},

Iy = {w2},T's = {ws} las correspondientes listas realizables ( como en el Teorema 2.1 en [21]). Asi

tenemos
wq 0 0 0
- A A 0 0
A= w1 2 2
0 0 | wy 0
0 0 0 | ws

para Ao > 0y Ay < 0, respectivamente.

Usando el Teorema de Rado obtenemos

w1 0O 0 O
w1 — )\2 )\2 0 0

M = n
0 0 wy O
L0 0 0 ws
[ W 0 0

S O = =

0 w1 0
y yus —Xo w1+ Ao 0 0
0 0 wa | 0
0 0 0 | ws
00 0 0 0 A
—w
00 A 0 0 1 1
ol et
—w
0 1 1 3
)\1—w1
/\1—0.)1
p
w3

13



0 w1 0 100
de widAs 00 10 0 0 0 0 e
— w
M = 2 2 + AM—was—p 0 0 D
0 0 ws 0 01 0
0 0 )\1—UJ3 0
0 0 0 ws] [0 0 1
[ 0 w1 )\17&]1
B —Aa Ao + wq 0 A —wi
Al —D—ws 0 w2 D ,
L 0 0 )\1—0.13 w3
donde
[1 0 0
1 00
X p—
01 0
0 0 1
[0 0 0  M-uw
Cc = )\17&)2*]) 0 0 p
0 0 /\1—W3 0
]

Ejemplo 1.4 Construiremos una matriz no negativa con espectro A = {8,3,-2+1i,—2 — i} y en-
tradas diagonales 3,3,1,0. Primero constuiremos una matriz B con autovalores 8, =2 +1i,—2 — 1, y

entradas diagonales 3,1,0. Puesto que las condiciones (1.3) se cumplen, tenemos

S

|
o wlg w
® ~ o
o wln ot

Luego particionamos A = Ay U Ay U Az, con Ay = {8,3} A = {24} y A = {-2—1i} yle
asociamos listas realizables Ty = {3,3}, I’y = {1}, I's = {0}. Puesto que Ag > 0, tenemos

14



y usando el Teorema de Rado (Teorema 0.2),

300 0 10 0
0 0 0 5
" 0300+100§00§
0010 01 of|* 4
0 0 8 0
0 00 0 00 1
(3 0 0 5
0 3 0 5
M:130115’
a4 4
0 0 8 0

con las propiedades requeridas.

En 1958, Farahat y Lederman [3], muestran como construir una matriz, no necesariamente no
negativa, con autovalores y entradas diagonales prescritas. En [17], los autores presentan el Teorema

de Farahat y Lederman en la siguiente forma:

Teorema 1.4 [17][Sea A = {\1,Xa,..., \p} una lista de nimeros complejos y sea {a1,aq,...,an}

una lista de nimeros reales tal que > a; = Ai. Sea
=1

=1 i

p(@) = (= M)(@—A2) - (= \p)

.u’O:17 Hp =T —ar, ... :u“n:(xial)(xiaz)'”(zia’n)v
con

() = iy, + Kpty g+ koply, o+ kno1py + En. (1.5)

Si k1, ko, ..., k, son todos no positivos, entonces existe una matriz no negativa de orden n, con

espectro A y con entradas diagonales ay,as, ..., ay.

Demostracién. El polinomio pg, 41, ..., 4, constituye una base para el espacio de polinomios

n—1

de grado menor o igual a n. Igualando los coeficientes de z en ambos lados de (1.5) obtenemos

que k1 = 0. Sea

ai 1 0
0 as
A=
0 0 0 ap—1 1
|—kn —kn—1 ... —ko an]

Expandiendo el determinante de A — I con respecto a la iltima fila se sigue que A tiene como
polinomio caracteristico p(z) y espectro A. Ademas si k1, ko, ..., k, son todos no positivos, A es no

negativa. m

15



Ejemplo 1.5 Construiremos una matriz con espectro {9,4,0, —2} y entradas diagonales 5,3,2,1.

Aplicamos el Teorema 1.4:
p(z) = z(z — 9)(z — 4)(z +2)

1.6
=zt — 112> + 1022 + 72. (1.6)
donde k1 = 0. Por otro lado formamos una base de polinomios con las entradas diagonales
ug =1 u; = (x —5) uz = (x — 5)(x — 3)
uz = (z —5)(x —3)(z —2) ug = (z —5)(x — 3)(z —2)(x — 1).
Asi tenemos
p(z) = (z =5)(z = 3)(z —2)(x — 1) + ki [(z — 5)(z — 3)(z — 2)]
+ ko [(x —5)(x — 3)] + k3 [(z — 5)] + kq,
desarrollando y ordenando obtenemos
p(z) = 2t — 112% + 22 (ko + 41) + x(ks — 8ky — 61) + (kg — Hks + 15ks + 30) (1.7)

Comparando los coeficientes de los polinomios (1.6) y (1.7) tenemos
ko+41=10 — ko= -31
k3—8]{12—61 =72 — kg = —115

k4 — bk3 +15ks +30=0 — k4 = —140.

Conocidos los valores k;, los cuales en este ejemplo son todos megativos, construimos la matriz no

negativa
5 1 0 0
0 3 1 0
A= ,
0 0 2 1
140 115 31 1

con los autovalores y entradas diagonales deseadas.

Usualmente, el particionar una lista dada nos lleva a mejores soluciones. Esto es precisamente lo
que hace el Teorema de Rado. Para ilustrar como este resultado se aplica a la construccién de una

matriz no negativa con un espectro prescrito, consideremos el siguiente
Ejemplo 1.6 Sea A = {6,1,1,—4, —4} particionada como

Ay =16,—4}, Ay={1,—-4} As3={1}
Asociamos las listas realizables

r,= {43 74} Iy = {4, 74} I's = {0} :

16



De (1.2) computamos la matriz no negativa

4 0 2
—_ | 3 1
B=|2% 4 }
0 6 0

con autovalores 6,1,1 y entradas diagonales 4,4,0. Entonces aplicando Rado tenemos que

[0 4]0 ofo] [1 0 o
4 0[0 00 1 0 0[{0 000 2
A =10 0[0 4/0|+]0 1 0|2 0001
0 0[4 00 01 0/[0 06 00
0 0|0 0[O0 | [0 0 0
(0 4 0 0 2]
400 0 2
= (2 00 4 3
2040 3
0.0 6 0 0]

es no negativa con espectro A.
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Capitulo 2

El problema para el caso simétrico

En este Capitulo consideramos el estudio de condiciones necesarias y/o suficientes para la ex-
istencia y construccién de una matriz simétrica no negativa con autovalores y entradas diagonales
prescritas. El siguiente resultado debido a Soto, Rojo, Moro, Borobia [20] da una versién simétrica
del Teorema de Rado (Teorema 0.2):

Teorema 2.1 [20] Sea A una matriz simétrica de orden n con autovalores A1, Ao, ..., \n, y, para
algun r < n, sea {X1,Xa,...,X,} un conjunto ortonormal de autovectores de A generando el sube-
spacio invariante asociado con A1, Ao, ..., \.. Sea X una matrizn Xr con la i-ésima columna X;. Sea
Q = diag{\i, N2, ..., M}, ¥y C una matriz simétrica. Entonces la matriz simétrica A+ XCX7 tiene

autovalores fiy, fhoy - -« fhyy Arg1y -« - s An dOnde fig, fho, . . ., i, son autovalores de la matriz Q + C.

Demostracién. Ya que las columnas de X son un conjunto ortonormal, podemos completar
X a una matriz ortogonal W = { X Y } donde XXT = 1,,YYT = I,_,. XTY = 0,YTX = 0.

Entonces

WlAW = );: Al X v |
_ | : [AX AY}
- 0 xTAy
o vray
WHXCXT)W = );;] XCXT[ X Y}
_ ] Io C[ I, 0 }




Por tanto,

Q+C XTAY
W HA+ XCXTYW = * ,
0 YTAY
y A+ XCX7 es una matriz simétrica con autovalores fy, fio, . . . By Argdy e ey Ap. B

Los autores en [20] prueban la siguiente condicién suficiente para la existencia de una matriz

simétrica no negativa con espectro prescrito.

Teorema 2.2 [20/Sea A = {A1,A2,..., A\n} una lista de nimeros reales con \y > Ao > -+ >\,
y, para algin t < n, sea wy,ws,...,ws numeros reales que satisfacen 0 < wy, < \; kK =1,2,...,t.

Supongamos que existe:

i) una particion A = Ay UAy U -~ UAg, con A = {Ap1, Ak2, o Akp by A1 = A, A > 05
A1 = k2 > 0 > Ay tal que para cada k = 1,2,...,t la lista Ty, = {wi, k2, -, Aiepy, b €8

realizable por una matriz simétrica no negativa de orden py v,

i1) existe una matriz simétrica no negativa de orden t con autovalores A1, A1, ..., A1, Yy entradas

diagonales w1, wa, ..., W;.
Entonces A es realizable por una matriz simétrica no negativa de orden n.

Demostracién. De i) paracada k = 1,2, ..., t, denotemos por Ay la matriz simétrica no negativa
de orden p; que realiza I'y. Entonces la matriz A = diag{A;1, Asa,....A;} es simétrica no negativa
con espectro 'y UT9 U --- UTy. Sea {x1,X2,...,X;} un conjunto ortonormal de autovectores de A
asociados, respectivamente, con w1, wa, .. .,w. Entonces, la matriz X de n x r con la i-ésima columna,
x; satisface AX = XQ, donde Q = diag {w1,w2,...,w:}. Ademas, X es no negativa, ya que cada x;
contiene el autovalor de Perrén de A; y sus restantes entradas son ceros. Sea B una matriz simétrica
no negativa de orden ¢ con especto {A1, Ag,..., A} v entradas diagonales wy, ws, ... ,w;. Si tomamos
C = B —Q , la matriz C' es simétrica no negativa , y B = Q + C' tiene autovalores A1, Ao, ..., As.
Por Teorema 2.1, la matriz A+ XCX7 es simétrica con espectro A. Ademds es no negativa, ya que
todas las entradas de A, X,y C' son no negativas. m

Para aplicar la versién simétrica de Rado, es decir el Teorema 2.1, como también para aplicar
la condicién suficiente dada por el Teorema 2.2, necesitamos garantizar la existencia de una matriz
simétrica no negativa r X r, r < n, con autovalores y entradas diagonales prescritas. Condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de matriz simétrica (no necesariamente no negativa) son
conocidas. Ellas son debidas a Horn [5]: Existe una matriz simétrica real con autovalores A1, Ag, ... A
y entradas diagonales wi,ws,...,w; siy solo si el vector (A1, As,... ) de autovalores mayoriza al

vector (wq,ws,...,w:) de entradas diagonales, es decir, si y solo si

parak=1,2,...,t—1

M=
g
%
-
£

@
Il

-

o
Il

-

(2.1)

M=
&

I
M=
&

S
Il
_
-
Il
_
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Las primeras condiciones para la existencia de una matriz simétrica no negativa con autovalores y
entradas diagonales prescritas son debidas a Fiedler ([4], 1974). Empezamos con el siguiente resultado
de Fiedler:

Teorema 2.3 [/Si A1 > Xy > - > A\ y wi,Wwa,...,wns, son los autovalores y las entradas diago-

nales, respectivamente, de una matriz simétrica no negativa entonces:
Z) )\1 2 w1
. n n
i7) SN = w; (2.2)
i=1 i=i
i) S A > Wi wk +wi
para todo s y k, con1 <s <k <n.

Para probar el Teorema 2.3 necesitamos el siguiente resultado:

Lema 2.1 [/]/Sean los nimeros reales A\y > Ag > -+ > Ay yw1 > wa > -+ > wy, conn > 2. 5
{A, A2y oy A} y {wr,wa, . ..,wn} son autovalores y entradas diagonales, respectivamente, de una

matriz simétrica no negativa, entonces
)\1 + >\n Z Op—1 + Gp.

Prueba del Teorema 2.3

Demostracion.

Las condiciones 4), i) y iii) para k = s + 1 se cumplen por (2.1) y la condiciones ii) en (2.2)
para s = 1 y k = n se cumplen por el Lema 2.1. Probaremos las condiciones restante ii) en (2.2
por induccién con respecto a n.

Para n = 1,2, no hay nada que probar.

Sea n > 3 y supongamos que todas las condiciones iii) se satisfacen para matrices de orden
(n—1).

Si A1 > Ao >--- >\, son autovalores de una matriz simétrica A de orden n y

5\1 > 5\2 > > 5\71,1 son autovalores de una submatriz principal A de orden (n—1) de A, entonces
i > A > A i=1,2,....,n—1. (2.3)

Primero, sea un par (s, k) tal que k < n. Sea A la submatriz principal de A obtenida eliminando la
fila y columna de A que contenga al elemento diagonal w.,.

Los autovalores \; de & satisfacen, por hipétesis de induccién, la desigualdad

s s—1
Zj\i‘f'j\k > Zwﬁ-wkﬂ + wp

i=1 i=1

y por (2.3) obtenemos

s—1

s
Zx\i—F/\k > Zwi—i—wk_l + wg.

i=1 i=1
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Ahorasea k=ny s> 1.
Sea A esta vez la submatriz principal de A obtenida eliminando la fila y columna que contenga
a wi.

Los autovalores j\l de A satisfacen, por hipotesis de induccién, la desigualdad

s—1 s—1
Z)\i + A1 2> Zwi + Wp—1 + Wh.
i=1 i=2
n—1 _ n
Puesto que > A; = > w;, entonces
i=1 i=2

n—2 ) n—2
i=s i=s

Por (2.3) esto implica

n—1 n—2
E Ai < E Wi,
i=s+1 1=s

lo cual es equivalente a
s s—1
Z)\l + Ap > Zwi + Wp—1 + Wp.
i=1 i=1

Esto completa la demostracién del Teorema.. m
Fiedler sefiala que para t = 1,2, 3, las condiciones (2.2) son también suficientes. En efecto, para

t =1 es trivial. Para ¢ = 2 las condiciones (2.2) se convierten en

A1 > wy (2.4)
A+ A =wp +ws

y ellas son también suficientes para la existencia de una matriz B simétrica no negativa de orden

2 con autovalores A1 > Ao y entradas diagonales wi > ws > 0, donde

w1 \/(>\1 —wl)(/\l — w2 ] '
\/()\1 *wl)()\l — W2 w2

B=

Para t = 3 las condiciones (2.2) son necesarias y suficientes:

Lema 2.2 [4] Las condiciones

Z) )\1 Z w1

Z’L) AL+ Ay > wi +wa (2.5)
ZZZ) )\1+)\2+)\3:w1+w2+w?,

) A < wq

son suficientes para la existencia de una matriz simétrica no negativa de orden 3 con autovalores

A1 > Ao > A3 y entradas diagonales wi > wo > w3z > 0.
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Demostracién. En virtud del Teorema 2.1 solo resta probar la suficiencia. La demostracién que
aquf se pone no es la misma de Fiedler. En efecto nosotros aplicamos el Teorema de Rado.

Suponemos que A1, A2, A3 y w1, wa,ws satisfacen las condiciones (2.5). Definimos

)\2:)\14*/\27601.

Entonces los nimeros Mg, A3 v we, w3 satisfacen las condiciones (2.4). Asi construimos

|

que tiene como autovalores Ao, A3 y entradas diagonales wo, ws.

~ W2 T
A:

T w3

Por otro lado como

A1 > A Yy A1 > wy
M+l =X+w

por las condiciones (2.4) construimos

A
B=|" 7
g w1
Luego aplicando el Teorema 2.1 la matriz
[wr 00 10
0 o 1 0 0
A = 0 wy 7 |+]0 py
o 0 0 py po
0 7 ws 0 po
= 1o Wa T ;
oo T w3
donde pT = (py, 1) es un autovector normalizado correspodiente Aade Ay
(10
X = 0
0 o
[0
c = ,
o 0

es simétrica no negativa con las propiedades requeridas. m

Observacién 2.1 En [20], siguiendo los resultados de Fiedler [{], los autores establecen un proced-

imiento para la construccion de una matriz B simétrica no negativa de orden 3 con autovalores y

entradas diagonales prescritas, el cual presentamos a continuacion:
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1. Definimos pp = A1 + Ag — w1
2. Construimos la matriz simétrica no negativa

wo T

T =

]» 7= /(1n—w2) (b — ws)

T w3

con autovalores p y Az. Observemos que, utilizando (2.5), tenemos

p=A+ A —wi > wi twe —wp =wr.
3. Encontramos el autovector de Perron normalizado u de T

Tu =pu ufu=1.

4. Construimos una matriz simétrica no negativa de orden 2

SZ[u ° 1, s =/ (A —p) (A —w1)

S Wi
con autovalores A1 y Az. Se deduce de (2.5) que A\ — = w1 — A2 > 0.

5. Por el Lema 2.2 en [4], la matriz

~ T su
B:

es simétrica no negativa con autovalores y entradas diagonales prescritas. Finalmente, la matriz

w; sul

B = ,
su T

similar a B, tiene las entradas diagonales en orden wy > ws > ws3. Ast tenemos la matriz

B= | \[tsis wp Vi) () | (2.6)
Jitszns V= w) (p—ws) ws

Ejemplo 2.1 Construiremos una matriz simétrica no negativa con espectro {8,4,3} y entradas

diagonales 6,5,4 FEstas listas satisfacen las condiciones del Lema 2.2. Entonces construimos la matriz
6 2/ 2/

2,/2 5 V2 |,

2/4 V2 4

con los autovalores y entradas diagonales prescritas.

B =
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Para t > 4 solo tenemos condiciones suficientes:
Teorema 2.4 [4] SiA > X2 > ... >\ yw1 > wae > ... > w; son tales que
)\i Wi, 1 S S S t—1

i)

Y
L

Il
-

-

«
Il
-

K2

n n
i) S = ws (2.7)
i=1 i=1
’LZZ) A L wp—1, 2<k<t-1
entonces existe una matriz simétrica no negativa de orden t con autovalores A1, Az, ..., A\t y entradas

diagonales wy,wa, . .. ,ws.

Demostracién. Sea n > 4, supongamos que las condiciones (2.7) son verdaderas para k < n.

Sea A\;, w; con i =1,2,...,n; tales que satisfacen las condiciones . Definimos

5\2:/\14—)\2—&1.

Entonces {5\2, Agyenn, /\n} y {wa,ws,...,w,} satisfacen (2.7). Existe una matriz A simétrica no
negativa de orden (n — 1) con autovalores 5\2, A3, A4, ..., An v entradas diagonales ws,ws, ..., Wy,.
Puesto que

M>X oy A >w AL+ Ao = Ay +wi,

por las condiciones (2.4) existe una matriz

B: /\2 g

g w1

simétrica no negativa de orden 2 con autovalores Aj, Ao. Aplicando Teorema 2.1 tenemos

A 0 u o 0 o u? o
A = +
0 w 0 1 o 0 0o 1
B A ou
- ocu”l 1

donde u es un autovector no negativo normalizado de A, correspondiente a Ao y

|
.- |

es simétrica no negativa con autovalores A1, Ao, ..., \, y entradas diagonales wy,wso,...,w,. &

Q © © g
—= o
3
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Observacién 2.2 Las condiciones del Teorema 2.4 son solo suficientes. En efecto, la matriz

5 2 2 1
3:25%%,

i 15 2

i1 25

tiene autovalores 8,6,3,3 y entradas diagonales 5,5,5,5. Sin embargo la condicion iii) en (2.7) no
se satisface (Ao =6 £ 5 =w1).

Observacién 2.3 De aqui en adelante, emplearemos la ast llamada "nueva particion"[19]. Esta
particion, aunque similiar a la usada anteriormente, tiene importantes diferencias: Como antes,
trabajamos con la listas particionadas A = Ag U A U---UA,, donde Ay = {Mg1, A2y Mopye
k= 0,1,...,r. Ahora sin embargo, el primer elemento Ag1 de la sublista Ay, no necesita ser no
negativo y las listas realizables T'y, = {wi, Ag1, Ak2, . .. Akp, } contienen un elemento mds, wy, el cual
no reemplaza a A\i1. Ademds, el nimero de sublistas de la particion depende de la cardinalidad de la

lista Ao, la cual debe ser realizable.

Ejemplo 2.2 Consideremos la lista A = {12,2,—2,—4,—4,—4, } . Definimos la particion
A=AgUA;UA3UA3 con

Ao ={12,2,-2} A ={, -4} Ay ={—4} Az ={-4} .
A las listas A1, Ao, A3 le asociamos listas realizables
[y={4,-4} TDy={4,-4} Ts={4,-4},

con matrices realizadoras
0 4

A:
Tla oo

= Az = 43,

respectivamente. Las listas Ao y {4,4,4} satisfacen las condiciones 2.2. Entonces, mediante 2.6

construimos la matriz

4 22 22
B=|2/2 4 6 ,
22 6 4
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con espectro Ay y entradas diagonales 4,4,4. Ahora aplicando el Teorema 2.1, la matriz

[0 4|0 0|0 0]
4 0/0 0|0 0O
0 0[O0 4]0 0
A = +XOoXxT
0 0[4 0|0 0
0 0[O0 0|0 4
L0 00 0]4 0 |
0 4 V2 V2 V2 V2
40 V2 V2 V2 V2
V2 V2 0 4 3 3
V2 V2 4 0 3 3
V2 V2 3 3 0 4
V2 V2 3 3 4 0 |
donde
Y22 o9 0 0 0
X =10 0 ¥ 2 o o
0 0 o0 o0 ¥ L
[0 2v2 22
C = 22 0 6 |,
22 6 0

es simétrica no negativa con espectro A.
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Capitulo 3

El problema para matrices

estructuradas.

En este capitulo consideramos el problema de hallar condiciones para la existencia y construccién
de una matriz estructurada no negativa con autovalores y entradas diagonales prescritas. Las estruc-
turas matriciales que estudiamos son matrices normales, persimétricas, bisimétricas y doblemente

estocésticas.

3.0.1. Matrices normales.

Definicién 3.1 Sea A una matirz de orden n. Decimos que A es normal si y solo si
AA* = A A,
donde A* es la traspuesta conjugada de A.

El siguiente resultado en [6], debido a A.L. Julio, C.B. Manzaneda y R.L. Soto, da una versién

normal para el Teorema de Rado.

Teorema 3.1 [6/Sea A una matriz normal de orden n con espectro A = {\1,\a,..., A}, y para
un v < n, sea {X1,Xa,...,X,} un conjunto ortonormal de autovectores de A correspondiente a
A1, A, ..oy Ay, TeSpectivamente. Sea X la matriz n X , con i-ésima columna x;. Sea

Q = diag{A1,A2,..., A}, y sea C = (cij); j—1, una matriz de orden v con ¢;; =0, i =1,...,r, tal

que  + C = B es una matriz normal. Entonces A+ XCX* es normal con autovalores

Wiy s e vy fopy Apgly o5 An, dOnde fiq, fbg, - . ., [ SON autovalores de B.

Demostracion. Puesto que A es una matriz normal, entonces existe una matriz unitaria
Z = [ XY },dondeX: [ X1 Xz ... X, }’Y: [ X1 Xp42 .- Xp },conAxi:)\ixi,
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i=1,...,n,talque Z*AZ = diag {\1, A2,..., A\n}.Sea D = diag {11, ..., \n}. Entonces tenemos:

ZY(A+XCX"Z = Z*AZ+ Z*XCX*Z

[0 o] [ x*

- n XCX*[X Y}
Lo D| | Y
(o o] [1.

- + [ 0]
Lo D] |0
o o] [cC o

= +
Lo D| |00

_[B o

Lo b

Puesto que B y D son matrices normales, entonces por ([26], Teorema 14), A+XCX* es normal y por
Teorema 0.2 tiene como autovalores fiq, fig, -« ., fhyy Ap1y - - - 5 An, donde fig, fho, . . ., ft,. son autovalores
de la matriz B. m

Basados en el Teorema 3.1, los autores en [6] establecen las siguientes condiciones suficientes para

la existencia de una matriz normal no negativa con espectro dado:

Teorema 3.2 [6/Sea A = {\1, A2, ..., \,} una lista de nimeros complejos con A = A,

A1 > méx ||, DA >0y sea A=AgUA U---UA,, una particion con

i=1
AOZ{Aola)\OQa"'v)\Opo}a )\01 :/\1
Ak:{)\kla)‘k27~"7)‘kpk}7 k:17"',p0,
donde algunas listas A, k = 1,...,po, pueden ser vacias. Supongamos que las siguientes condiciones
se satisfacen:
i) Para cada k =1,...,pg, existe una matriz normal no negativa con espectro

Fk:{wk>)\k17"'a)\kpk}’ ngkg)\l

i1) Existe una matriz B normal no negativa de orden py con espectro Ay y entradas diagonales

W1,W2, ... ,wpo.
Entonces A es realizable por una matriz normal no negativa.

Este resultado genera un procedimiento algoritmico para computar una matriz normal no nega-

tiva con espectro prescrito, y €l mejora significativamente las condiciones de Xu ([25], 1996).

Para aplicar el Teorema 3.1, asf como para aplicar las condiciones del Teorema 3.2, necesitamos

garantizar la existencia de una matriz normal no negativa de orden r, r < n, con autovalores y
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entradas diagonales prescritas. Observemos que si A es una matriz real normal (no negativa en
nuestro caso) con todos sus autovalores reales, entonces A es necesariamente simétrica. En este caso,
podemos aplicar las condiciones estudiadas en el Capitulo 2. Por esta razon, consideraremos aqui

solo listas de nimeros complejos.

El problema de construir una matriz normal no negativa no simétrica no circulante con espectro
y entradas diagonales prescritas es dificil, incluso para dimensiones pequenas. Siguiendo el patrén
de signos de matrices normales no negativas en [8], podemos construir algunas matrices normales
no negativas con autovalores y entradas diagonales prescritas para n = 3 y n = 4. Para ilustrar
el procedimiento, sea A = {\1, A2,a + bi,a — bi} una lista dada con Ao < 0y Ay + Az + 2a > 0.
Supongamos que existe una particiéon A = Ag U A; U Ay U A3z, donde

Aoz{)\l,a+bi,a—bi}, Alz{)\g} Ao = A3 = 9,

con A siendo realizada por una matriz normal no negativa con ciertas entradas diagonales w1, ws, ws3.

Definimos listas realizables

' = {wi, A2} Iy = {wa} I's = {ws},

con matrices realizadoras

w1+ A2 wi— A
Ay =3 ) Ay = [wo] Az = [ws],
W1 — A2 w1+ A
respectivamente. Entonces por Teorema 3.2
Ay
M = wa +xcx”?

w3

es normal no negativa con espectro A = {A1, Ay, a + bi,a — bi} y entradas diagonales

(w1 + A2), 3 (w1 + A2), wa, w3

Ejemplo 3.1 Queremos construir una matriz normal no negativa con espectro
A={7,-3,-3,14+3i,1—3i,1+i,1—1i}.

Aplicamos el Teorema 3.2: Definimos la particion

A = AO UA1 UAQ UA3, donde
Ao ={7,-3,1+3i,1—-3i}, Ay={1+41—1d}
Ay ={-3} As = Ay = o.

Asociamos las listas realizables

F1:{331+ia17i}v F2:{3373} F3:F4:{O}a
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con matrices realizadoras

5 2-v3 2+3
Alzé 2+3 5 23 |, A=
2-vV3 243 5

respectivamente. Por otro lado, particionando la lista Ag
Ao =A UA UA,UAS

con
Ay ={7,1+3i,1—-3} A ={-3} A,=A,=¢,

y listas asociadas

0 3
F/l = {3,—3}—>Blz 3 0‘|
I, = T3={3} »By=B3=[3,
tenemos que
3/0[0 0
0[3]0 0
B =
0[0]|0 3
0(0]3 0
10 0
0 24+v3 23 0
01 0
o 0 o 23 0 24+4/3 1 0
V2 2+v3 2-v3 0 00 $v2 3v2
00 -
3 V342 -2 (V3-2) -iv2(V3-2)
| 2 3 WE(VE+2)  IVE(VE+2)
WV2(V342) —3VA(VE-2) 0 3 |
WV2(V3+2) -1v2(V3-2) 3 0

es normal no negativa con espectro Ag y entradas diagonales 3, 3,0, 0. Observemos que

3 2+v3 2—-3
23 3 243
243 2-43 3

es la matriz circulante construida como se indica en [13], con esectro A{, y entradas diagonales 3, 3, 3.
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Ejemplo 3.2 Sea Q2 = diag {3,3,0,0}. Entonces la matriz

12-v3) $2-v3) |0 o]o]0
l2-V3) 3 L2-v3) [0 o|o]o0
12-v3) 1(2-Vv3) 2 0 0(0|0
A=10 0 0 0 3|/0[0 |+XCX*
0 0 0 3 0[0/0
0 0 0 0 0[0]0
0 0 0 0 0/0]0 |
donde
'% 0 0 0]
% 0 0 0
% 0 0 0
X = 0 % 0 0
0 % 0 0
0 0 1 0
L 0 0 0 1|
[ 0 V3+2 -V2(V3-2) -1v2(V3-2)
o | 2V 0 WV2(VB42) BVa(VB+2)
W2(V3+2) —-iv2(V3-2) 0 3 ’
V2 (VB+2) -iv2(V3-2) 3 0

es normal no negativa con espectro A.

3.0.2. Matrices Persimétricas.

Definicién 3.2 Sea A = (a;j) una matriz de orden n x n. La matriz flip- traspuesta de A, denotada
por AF | es definida como

AT = (@n—js1n—it1),
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es decir

ai,1 ai,2 ai,s3 a1,n—1 a1,n
az,1 az,2 az,3 ce az,n—1 azn
A a3,1 a3,2 a3,3 cee as n—1 as,n
an—-1,1 0Aan-12 0A4n—-13 ... apn—-1n—-1 Qn—-1n
L Qan,1 an,2 an,3 “ee An,n—1 Qn,n n
An,n An—1,n RN as,n az,n ai,n
An,n—1 an—1,n—1 e az,n—1 a2,n—1 a1,n—1
— AF =
an,3 an—-1,3 cee as,s az,3 ai,3
an,2 an—1,2 cee as,2 az,2 ai2
L Qan,1 an—-1,1 ce. as;i a1 ail |

Algunas propiedades bdsicas de la flip-traspuesta son:
1. (AN =4

2. (AT)F = (AF)T

3. (A+B)f' = A + BF

4. (AB)Y = BF AF

Definicién 3.3 Sea A = (a;j) una matriz de orden n. Decimos que A es persimétrica si

Qi j = Gp—j4+1,n—i+1 pora todo 3,7 =1,2,...,n, es decir, st AF = A.

Ejemplo 3.3 La matriz
1 -2 3 0
1 9 -6 3
-4 3 9 =2
2 -4 11 1

es persimétrica pues AF = A.

El siguiente resultado, debido a A.I. Julio y R.L. Soto en [7], da una versién persimétrica del

Teorema de Rado (Teorema 0.2).

Teorema 3.3 [7] Sea A una matriz persimétrica de orden n con espectro A = {1, o, ..., A},
y para algun v < n, sea {X1,Xa2,...,X,} un conjunto de autovectores de A correspondientes a
A1, A, ..oy A, Tespectivamente. Sea X una matriz n X r con la i-ésima columna x; y el

rank(X) = r. Sea Q = diag {1, A2,...,\r}, y C una matriz persimétrica de orden r. Entonces la
matriz A+ XCXT es persimétrica, con autovalores fiy, flo, - - s fhps Api1y -+ s Ap donde iy, fig, . . . i,

son autovalores de la matriz B=Q + CXTX.
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U

Demostracién. Sea S = [ XY ] una matriz no singular con S~! = . Entonces

UX=1.,VY =1, ,, VX =0,UY =0. Ademas, puesto que, AX = X, tenemos

U

S71AS = A[ X Y}
_|v { AX AY }
- Q0 vay
o vay
Yy
sixoxrs = |V XCXF[X Y}
_ [oxrx oxty
B 0 0
Por tanto

O+ CXFX UAY +CXTY

STHA+XCXF)S =
0 VAY

Si o(A) denota el espectro de A, entonces

c(A+XCXF) = o(Q+CX"X)Uo(VAY)
= o(Q+CXFX)Ua(A)—o(Q).
Ademis, puesto que (A + XCXT)F = A+ XCXF | la matriz A + XCXF es persimétrica. m

Los autores en [7] dan condiciones suficientes para la existencia de una matriz persimétrica no

negativa con espectro dado. Primero consideramos el caso par:

Teorema 3.4 [7] Sea A = {\1,\a,...,A\n} una lista de mimeros complejos con A = A, Ay > |\,

1=2,3,...,n, y > A > 0. Supongamos que existe una particion de A
i=1
A=AgUA U UAz UAp U---UAy, con
AOZ{)\Ol,)\QQ,...,/\Opo}v )\01 :/\17
A = {1, Me2, o Akpy b kE=1,2,..., 5,

donde algunas de las listas A pueden ser vacias, tal que las siguientes condiciones se satisfacen:
i) Para cada k=1,2,..., %0, existe una matriz no negativa con espectro

T = {wWhks Akt Ak2, -+, Ak | 0 <wi < g
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it) Existe una matriz persimétrica no negativa de orden pg, con espectro Ag y entradas diagonales
W1, W2, ... 7(411’707(,()13707. e, Wo, W1
Entonces A es realizable por una matriz persimétrica no negativa de orden n.
Ahora consideramos el caso impar:

Teorema 3.5 [7]Sea A = {\1,\a,...,\n} una lista de nimeros complejos con A = A, Ay > |\,

1=2,3,...,n, y ., A\ > 0. Supongamos que existe una particion de A
i=1
AZAQUA1U~-~UA|—%,JUA(%]UAL%JU-“UAM con
AOZ{)\017>\027~-~7>\0p0}7 )\01:)\1’
Ak:{Aklv)\k‘Qy"';)\kpk}; k:1,2,...,|7p70~|,

donde algunas de las listas A pueden ser vacias, tal que las siguientes condiciones se satisfacen:
i) Para cada k=1,2,..., L%‘)J , existe una matriz no negativa con espectro
T = {wk, Aot Ak2, -+, Akp 0<wr <N

y para k = {”2—01, existe una matriz persimétrica no negativa con espectro A(Lﬂ y autovector
2

de Perron Yz > 0, satisfaciendo yfﬂ)]y[%o] > 0.
2

i1) Existe una matriz persimétrica no negativa de orden pg, con espectro Ag y entradas diagonales

wl,wg,...,wLpTOJ,w[%DW,wL%OJ,...,wg,wl.

Entonces A es realizable por una matriz persimétrica no negativa de orden n.

Para aplicar el Teorema 3.3, asi como para aplicar las condiciones suficientes dadas por el Teorema
3.4 si pg es par, y el Teorema 3.5 si pg es impar , necesitamos garantizar la existencia de una matriz
persimétrica no negativa de orden r, r < n, con autovalores y entradas diagonales prescritas. Este
es un problema dificil, que se encuentra abierto y para el cual sélo se conocen respuestas parciales
En [7] los autores dan condiciones suficientes para r = 2,3 :

Para r = 2 tenemos la condicién

w% Z )\1)\2.

Una matriz persimétrica con autovalores A;, Ay y entradas diagonales wi,w; es

w1 1
A= , w1 = S+ A2).
|}u%—)g)g w;| ! 2( ! 2)
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La matriz
At A=A

1
T2 A = A4 N

b

la cual es bisimétrica, cumple también con las propiedades deseadas.

Para r = 3 tenemos lo siguiente:

Lema 3.1 Los nimeros A, A2, A3 y wi,ws, w1 > 0, son respectivamente, autovalores y entradas

diagonales de una matriz persimétrica no negativa si

Z) w% 4 2wiws > A1 Ao + A1 A3+ A3
i) AMAoAg 4 2wiw3 > wa(A1 A2 + A Az + A2 3)

Demostracién. Supongamos que las condiciones %) y i¢) se cumplen. Entonces

w1 0 1
B = b W2 0 5
d b w1

con
d= w% + 2wiwy — ()\1)\2 + A3+ )\2)\3),
b= \/)\1)\2/\3 + 2w1w§ — wg(/\l/\Q + A3 + /\2)\3),

es persimétrica no negativa con autovalores A\, Ao, A\3. &

Ejemplo 3.4 Consideremos la lista A = {5,—1,—2+ 3i,—2 — 3i}. Definimos la particion A =
AgUA;{ UAy UA3 con

Ao ={5,-2+3i,—2 —3i} M=o Ay ={-1} As = ¢.
Entonces definimos las listas realizables
r, ={0} Iy ={1,-1} I's = {0},
respectivamente, por las matrices
ry — A =[0]

FQ — A2 =

0 1
1 0
I's — Az =1[0].
A partir del Teorema 3.1 construimos la matriz persimétrica no negativa
0 0
B=]6v2 1

1
01,
7T 6V2 0
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con espectro Ny y entradas diagonales 0,1,0. Entonces, aplicando el Teorema 3.3, la matriz
M=A+XCXF,

00 0lo0 1 0 0
o 110 0 L o 0 0 1 1 0 0 0
M = + V2 6V2 0 0|0 & 5 0
0|1 o0lo0 0 L o 2 V2
V2 7 6vV2 0 0 0 0 1
L 0|0 00 0 0 1
[0 0 0 1
|60 10
6 1 0 0|
7 6 6 0

es persimétrica no megativa con espectro A.

3.0.3. Matrices bisimétricas.

Definicién 3.4 Sea A = (a;j) una matriz de orden n. Decimos que A es bisimétrica si es simétrica

Y persimétrica.

Ejemplo 3.5 La matriz

1 -3 0
-3 7 -4 0
A =
0o -4 7 =3
0 -3 1

es bisimétrica.

Diferente al caso persimétrico, para el cual tenemos una versién persimétrica del Teorema de
Rado (Teorema 0.2), en el caso bisimétrico nos basta con la versién simétrica del Teorema de Rado

(Teorema 2.1) para establecer condiciones suficientes. Primero consideramos el caso par:

Teorema 3.6 [7]Sea A = {\1,A2,..., \n} una lista de nimeros reales con Ay > |N\;|, i1 =2,3,...n,
y > N > 0. Supongamos que exite una particion de A
i=1
A=AgUA U+~ UAg Ul U---UAy, con
Ao = {Xo1; Aoz, -5 Aop, } 5 Ao1 = A1,
Ak:{)‘kh)\k@a"'a)‘kpk}’ k:172a"'7%a

donde algunas de las listas A pueden ser vacias, tal que las siguientes condiciones se satisfacen:

i) Para cada k=1,2,..., %", existe una matriz simétrica no negativa con espectro

Fk = {wk;)‘k17)\k27"'7)‘kpk}7 0 S Wk S )\1~
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it) Existe una matriz bisimétrica no negativa de orden py, con espectro Ag y entradas diagonales

W1,Wa,. .. ,WPTO,(UPTO, e, Wo, Wi
Entonces A es realizable por una matriz bisimétrica no negativa de orden n.

Para el caso impar tenemos:

Teorema 3.7 [7]Sea A = {1, A2, ..., A\n} una lista de nidmeros reales con A\ > ||, 1 =2,3,...n,

y > N > 0. Supongamos que exite una particion de A
i=1

1=

A:AOUAlu"'UALPTOJUA[PTO]UALPTOJ"'UAM con
Ao ={ o1, Ao2, .-, Aopo } Aol = At
AkZ{)\kl,)\kg,...,/\kpk}a k‘=1,2,...,{p70-‘,

donde algunas de las listas A pueden ser vactas, tal que las siguientes condiciones se satisfacen:

i) Para cada k =1,2,..., L%OJ , existe una matriz simétrica no negativa con espectro

Tk = {wk, o1, A2y - Akpe 5 0 <wi < A\q, y para k = (”20], existe una matriz bisimétrica no
negativa con espectro I‘[Lq
07,

i1) Existe una matriz bisimétrica no negativa de orden py, con espectro Ag y entradas diagonales

W1, W, ... ,W w w e, W, W
1,wW2, ) L%QJ? |—”70-|7 LP70J7 s W2, W1
Entonces A es realizable por una matriz bisimétrica no negativa de orden n.

Para el uso de los teoremas 3.6 y 3.7, es necesario garantizar la existencia de una matriz bisimétri-
ca no negativa con autovalores A1, Az, ..., Ay, , y entradas diagonales wq, wo, . .. JWhe ,WEe ..., W, W1
para pg par, o wi,wa, . .. ,wLLOJ 7w[p701 ,WLLOJ , ..., W, w1, para po impar. Este es también un prob-

2 2 2
lema dificil, para el que hasta ahora, sélo tenemos respuesta parciales.

Para py = 2, es necesario y suficiente que A\; > wy = ws y A1 + A2 = 2w;. Entonces la matriz

A+ A=A
Al — A2 AL+ A

1
2

es bisimétrica no negativa con las propiedades requeridas.
Para py = 3, usaremos las condiciones de Fiedler (Lema 2.2).

Para las condiciones 2.5 en [7], los autores construyen una matriz simétrica no negativa para

w2 = W3,
B = % wo a — wa
% o — wo wWa
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con s = \/(/\1 —a) (A1 —w1), @ = A1 + A2 —w;. Entonces, por una permutacién sobre B, obtenemos

s
W2 ﬁ o — W2
B = s S
V2 w1 V2 )
s
o — W2 ﬁ W2

la cual es bisimétrica no negativa con autovalores A1, Ag, A3, y entradas diagonal ws, w1, ws.
De la misma manera para las condiciones 2.5 en [7], con w; = ws, podemos contruir una matriz

simétrica no negativa

w1 B —wi %

B = ﬂ — W1 Wi % )
t t
2 vzooows

con autovalores A1, A2, A3, donde ¢ = /(A1 — B)(A\1 —w3), B = A1 + A3 — w3. Entonces por una
permutacién sobre B’, obtenemos
w1 72 B — w1

—_ t t
B = ﬁ w3 ﬁ )

t
B — w1 7z w1
que es bisimétrica no negativa con autovalores A1, A2, A3, y entradas diagonales wq,ws,ws.

Ejemplo 3.6 Construiremos una matriz bisimérica no negativa con espectro {7,3,—4} y entradas

diagonales {3,3,0} . Como las condiciones (2.5) se satisfacen y ademds wi = wo

3 V14 0
B=| 14 0o 14 |,
0 V14 3

es una matriz bisimétrica no negativa con las propiedades deseadas.

3.0.4. Matrices doblemente estocasticas generalizadas.

En esta seccién los autores en [22] aplicararon el Teorema de Rado, Teorema 0.2, para la obtencién
de condiciones suficientes para la existencia de matrices doblemente estocdsticas generalizadas no

negativas:

n

Teorema 3.8 [22/Sea A = {\1,\a,...,A\n} una lista de niimeros complejos con A = A, > \; >0,
i=1
A1 > |\l i =2,3,...,n. Supongamos que existe una particion A = AgU A U---UA,, con

Ao:{)\01,)\(]2,...,A()po}7 AOIZAl
Ak:{Aklv)\kQP"aAkpk}a Pk =D, kzlv"'7p07

donde las listas Ax, k= 1,...,pg, tienen cardinalidad p, de tal manera que :
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i) Para cadai=1,...,po, exista una lista
Fk = {wk,)\kl,...,)\km}, 0< wE < /\1
realizable por una matriz Ay, no negativa ( positiva), con A} € CS,,,.

it) Eriste una matriz B = (bi;)};—; no negativa (positiva) de orden py, tal que B, BT € CSy,,

con espectro Ay y entradas diagonales wi,wa, ..., Wp,.
Entonces existe una matriz A no negativa ( positiva), tal que A, AT € CSy, con espectro A.

Demostracién. A partir de i) tenemos

Ay
Az
G = ’
APO
donde Ay con Ay, AT € CS,, es no negativa (positiva), con espectro I'y. Desde ii) C = B — Q,
donde Q = diag {w1,wa,...,wp,}, ¥y sea X = [X1,Xa,...,Xp,] una matriz donde sus columnas son
autovectors normalizados de G correspondients a los autovalores wi,ws,...,wpy,, respectivamente.
Observemos que Xg, k= 1,...,pg, es no negativo con entradas % y ceros
1 1
(x}fzo,...,o,,...,70...,0>.
p p
Sea C' = CXT. Por tanto
0 B By,
~ 1 B 0 B
XC=XC0XT = - 2po
Bpol Bpmpnfl 0
donde
bij bij bij
Bij _ b'L_] bij bl]
sz bij sz
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es positiva con %Bij € CSy,,. Entonces por el Teorema 0.2, A = G + XC es no negativa (positiva)

con espectro A. Ademas

w1 AL —wi
w1 )\1 — W1
Ae=(G+XCXT)e = + = ATe = \e.
Wpo A1 — Wpo
L Wpo | L A1 — Wpy |

Entonces A es doblemente estocdstica generalizada no negativa (positiva) con espectro A. m

Para la aplicar el Teorema 3.8 necesitamos garantizar la existencia de una matriz B doblemente
estocdstica generalizada no negativa de orden r, r < n, con espectro y entradas diagonales prescritas.
La existencia y la construccién de la matriz es un problema dificil que se encuentra abierto, con
solamente respuestas parciales.

Para r = 2, la matriz no negativa (positiva) doblemente estocdstica generalizada es necesaria-

mente simétrica, con w; = wo y autovalores A1, Ao = 2wi — Aq,

B =

w1 )\1 wl‘|

A1 —wi w1

Para el caso t = 3, tenemos la siguiente condicién suficiente:

Lema 3.2 [22] Sea A = {\1, A2, A3} y{w1,wa, w3} con Ay > |N],1=2,3, y\1 > wy > wo > w3 > 0.

Si
D) On— ) < 4[(w1 —wa) 4 (w1 — w) (w3 —ws) + (w3 — ws)?]
i7) AM—wi—y>0
i) ws —was+y >0,

donde

1 1
y = 5(/\1—601 +w2—w3)+6\/§\/04—(/\2—)\3)27
4 |(wy — w2)2 + (w1 — ws) (we —ws3) + (w2 — Ws)ﬂ )

o =

entonces existe una matriz no negativa doblemente estocastica generalizada de orden 8 con espectro

A y entradas diagonales {w1,wq, w3} .

Demostracién. Consideramos la matriz

w1 Al —w1— Y Y
B= w3 — w2+ Yy w2 Al —w3—y
Al —wytwy—w3—y wi—w2t+y w3
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Claramente B, BT € CS), con entradas diagonales prescritas. De i) se sigue que A\; —w3 —y >0y
M —witwy—ws—y >0.Deiii) wg—wa+y >0,ydei)y >0y entonces w; —ws+y > 0. Asi, B es
no negativa. Finalmente con un simple cédlculo algebraico se muestra que B tiene los autovalores

requeridos. m

Ejemplo 3.7 Construiremos una matriz doblemente estocdstica generalizada no negativa con es-

pectro {7, %7 %} y entradas diagonales 4,2,2. Como las condiciones del Teorema 3.2 se satisfacen,

construimos

tiene las propiedades deseadas. Ademds Be =7 y BTe =17 es doblemente estocdstica generaliza no

negativa.
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