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Introduccion

Los problemas de control éptimo de flujo han generado una importante area de investigacién cientifica
y tecnolégica, debido a que la capacidad de manipular activa o pasivamente un parametro que
determina un campo de flujo, para realizar un cambio deseado, es de gran importancia en muchas
aplicaciones tales como tratamientos de combustién, problemas de deslizamiento en piezas mecédnicas,
entre otros.

Como las ecuaciones de Navier-Stokes no pueden describir el movimiento de fluidos con mi-
croestructura, una de las teorias establecidas para este tipo de fluidos, es la teoria de fluidos mi-
cropolares introducida por Eringen en [14]. Las ecuaciones de fluidos micropolares ([14], [15], [40])
involucran las ecuaciones de Navier-Stokes y forman un sistema no lineal de ecuaciones en derivadas
parciales. Las ecuaciones de fluidos micropolares fisicamente pueden representar fluidos con mi-
croparticulas rigidas orientadas aleatoriamente y suspendidas en un medio viscoso, donde la defor-
macion de las particulas es ignorada, las variables involucradas son la velocidad de traslacién w,
la velocidad de microrotacion w de las particulas y la presién hidrostatica p. La teoria de fluidos
micropolares (fluidos con estrés o fluidos asimétricos) puede ser utilizada para analizar el compor-
tamiento de lubricantes, fluidos coloidales exoticos, fluidos poliméricos, cristales liquidos, diversos
flujos biolégicos, etc.

En el presente trabajo se abordan tres problemas de control de flujo asociados a las ecuaciones
que describen el movimiento de fluidos micropolares en estado estacionario, cuando el flujo ocurre en
un dominio bidimensional y tridimensional. Los controles son funciones que actian sobre una parte
del borde del dominio de flujo y la restriccién son las soluciones débiles de las ecuaciones de fluidos
micropolares. El conjunto de controles U,4 es considerado convexo y cerrado.

Para el primer y segundo problema, se considera el flujo en un dominio acotado  C R3, con
borde suficientemente regular I' = I'y UTy = T'3 UTy, donde 'y NI’y = 0 y I's NIy = (), ademds la
parte I's del borde es dada como I'y = T3 UT3 con I'A N T3 = (). Para la velocidad de traslacién u
las condiciones de borde son de tipo Navier y para la velocidad microrotacional w las condiciones
de borde son de tipo Dirichlet no homogéneas. Considerando el conjunto de controles U,4 convexo y
cerrado, se estudia el siguiente problema de control:

Problema 1. Hallar [u,w] y controles [g;, gs] € Usq que minimicen el funcional

B1 Bav B3 B4
Ju,w, gy, 9] = ?Hrotu—udH%—|—THVu—l—VTuH%+?Hu—ub\|£+;Hw—wng

Bs Bs
+?H91||%11/2(p1) + 5”92“%1/2@4),

con la restriccién que [u,w] sea solucién débil del sistema de ecuaciones de fluidos micropolares



estacionarios

—(v+r)Au+(u-V)u+Vp = 2yrotw+fen Q
—(ca +cg)Aw — (cg + ¢4 — ¢o)Vdivw + (u - V)w + 4w = 2yrotu+gen
divu = 0Oen

con condiciones de borde

o _ 9 | g, sobre I, | wo sobre I,
u-n =0, [D(u)n + aulian, = 0 sobre I';, u—{ wo sobre Tl 'w—{ g, sobre Ty

La condicién sobre I'2 corresponde a la condicién de friccién de Navier, la cual establece que la com-
ponente tangencial del estrés viscoso en el borde I'; debe ser proporcional a la velocidad tangencial;
esta condicién fue propuesta por Navier en [49], y también derivada por Maxwell en [46] a partir de
la teoria cinética de los gases y rigurosamente justificada como una homogenizacién de la condicién
de no deslizamiento sobre una frontera dspera (ver [34]). El primer término del funcional J mide
la distancia entre la turbulencia del flujo y una velocidad de traslaciéon dada wg en la norma L2, el
segundo término representa la reduccion de la resistencia del fluido a la friccién viscosa, el tercer
término mide la distancia entre la velocidad uw y una velocidad deseada u; en la norma LP, el cuarto
térmmino representa la distancia entre la velocidad de microrotacién w y una velocidad deseada wy
en la norma L9, el quinto y sexto término son introducidos con el propdsito de generar un balance
en el funcional J. Asi, el Problema 1 consiste en minimizar la turbulencia del flujo reduciendo la
resistencia del fluido a la friccién viscosa, con una velocidad cercana a una velocidad deseada wg y
con una velocidad microrotacional proxima a una velocidad dada wy.

Resultados sobre existencia de soluciones débiles para ecuaciones de Navier-Stokes con condicién
de friccién de tipo navier pueden ser encontrados en [4], [16], [13], [38]. Sin embargo, no se conocen
resultados sobre existencia de soluciones débiles para ecuaciones de fluidos micropolares con este tipo
de condicién.

Para el Problema 1 se estudia la existencia de solucién éptima y aplicando el método de multipli-
cadores de Lagrange se obtiene condiciones necesarias de optimalidad de primer orden, desde donde
se deduce un sistema de optimalidad.

Con el propésito de determinar una condicion suficiente de optimalidad de segundo, haciendo una
leve variacion en el funcional objetivo J del Problema 1, se estudia el siguiente problema de control:

Problema 2. Hallar [u, w] y controles [gy, g,] € Uyq tal que minimicen el funcional

B1 Bav B3 Ba
Ju,w,g;,9,] = EHTOtU — ugll3 + 7||VU + VT3 + 3”“ — w3 + 5”“’ — wy|| 7

55 2 /86 2
+?“gl‘|Hl/2(rl) + 5”92”111/2@4)7

con la restriccién que [u, w| sea solucién débil del sistema de ecuaciones de fluidos micropolares esta-
cionarios dado en el Problema 1. La existencia de solucién 6ptima para el Problema 2 es demostrada
de manera similar que para el Problema 1. Luego, usando el método de multiplicadores de Lagrange
se establece condiciones suficientes de segundo orden para la existencia de un punto de minimo local
para el Problema 2.

En el tercer problema, se considera el flujo con densidad variable ocurriendo en un dominio
acotado Q C R2, con borde suficientemente regular I' = I'g UT; = I'; UT'3, donde g N T = 0



y T'o N T3 = (). Para la velocidad de traslacién u y la velocidad microrotacional w las condiciones
de borde son de tipo Dirichlet no homogéneo. La densidad p del fluido es aproximada en la forma
p = n(v)), donde 7 es una funcién escalar de clase C! y v es una funcién corriente (rott = u). El
problema de control considerado es:

Problema 3. Hallar [u,w] y controles [g, g2] en espacios apropiados, que minimicen el funcional

A1

1)) B3
Ju,w, gy, 92] = EHFOt ull3 + jHU(NU) — pall5 + gH’w — wall3

,84 2 BS 2
"‘3”91”}11/2@1) + ?"92”Hl/z(p3),

restringido a que [u,w] sea solucién débil del sistema de ecuaciones de fluidos micropolares con
densidad variable,

—(p+p)Au+p(u-V)u+Vp = 2p,rotw + pf en Q,
—(ca +cg)Aw + p(u-VIw+4dv,w = 2u,rotu+ pgen
u-Vp = 0, divu = 0en

con condiciones de borde

" — { ug sobre T, w— { wy sobre I's, = po > 0 sobre T,

g, sobre I, gy sobre I's,

La parte I'g del borde es un conjunto arco conexo cerrado sobre I' con medida positiva, tal que
ug-n > 06 ug-n <0 sobre I'g, donde n es el vector normal exterior a I'.

Asi, el Problema & consiste en minimizar la turbulencia del fluido con una densidad cercana a
una densidad deseada pg y con una velocidad microrotacional proxima a una velocidad dada wy.

Para el Problema 3 se demuestra la existencia de una solucién 6ptima y mediante el método de
multiplicadores de Lagrange se obtiene condiciones necesarias de optimalidad de primer orden y se
deriva un sistema de optimalidad. Para garantizar la existencia de los multiplicadores de Lagrange,
se aplica un método de penalizacion, mediante el cual se plantea un problema de control dependiendo
de un parametro € > 0 y se demuestra la existencia de una solucién 6ptima y de multiplicadores
de Lagrange para el problema penalizado. Entonces, se prueba que cuando € — 0 la solucién del
problema penalizado convergen a las solucion del Problema 3 y los multiplicadores de Lagrange
asociados al problema penalizado convergen a un multiplicador de Lagrange asociado al Problema 3.

En relacién al desarrollo matemaético de la teoria de control en mecanica de fluidos, existe un
amplio nimero de trabajos acerca de problemas de control éptimo asociadas a las ecuaciones de
Navier-Stokes (ver por ejemplo [2], [11], [23], [28], [29], [30], [32], [59] y las referencias citadas en
ellos); los resultados que se conocen son bastante completos y abarcan, no sélo aspectos tedricos, sino
también numéricos y de aplicaciones. Sin embargo, hasta donde se conoce, sobre problemas de control
optimo asociados a las ecuaciones de fluidos micropolares, solamente se puede mencionar los trabajos
de R. Stavre [60], [61] y [62], en los cuales el dominio de flujo es bidimensional y la restriccion son las
soluciones débiles del sistema no estacionario de ecuaciones de fluidos micropolares con condiciones
de borde nulas. En [60], la viscosidad de microrotacién fue considerada como variable de control
con el propdsito de obtener una velocidad de microrotacién deseada. En [61] es aplicado un control
de tipo distribuido para alcanzar una presién del fluido deseado. En [62], el problema de control
estudiado consiste en hallar un control de tipo distribuido que transforme un fluido micropolar en



un fluido de Navier-Stokes, esto es, que la velocidad de microrotacion w sea lo més proximo posible
al rotu donde w es la velocidad de traslacién del fluido.

Por lo expuesto, se espera que este trabajo sea un aporte al estudio de problemas de control
asociados a fluidos micropolares, y esta organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se introducen las definiciones de los espacios de funciones, notaciones, desigual-
dades conocidas y se enuncian algunos resultados de analisis funcional que son usados en el desarrollo
de los capitulos posteriores. En este mismo capitulo, se hace una descripcién de los modelos de fluidos
micropolares que son considerados en el planteamiento de los problemas de control a ser estudiados,
también brevemente se introduce la teoria de control de flujo necesaria para el estudio.

En el Capitulo 2, usando el método de Galerkin se estudia la existencia y unicidad de soluciones
débiles para las ecuaciones de fluidos micropolares estacionarios con condiciones de borde tipo Navier
en un dominio tridimensional. Para fluidos micropolares estacionarios con densidad variable con
densidad en un dominio bidimensional, usando el principio de Leray-Schauder es demostrada la
existencia de soluciones débiles.

En el Capitulo 3 se estudia el Problema 1, se prueba la existencia de una solucién 6ptima y
utilizando el principio de los multiplicadores de Lagrange, son obtenidas condiciones necesarias de
optimalidad de primer orden desde donde es derivado un sistema de optimalidad. En la Seccién 3.1,
para el Problema 2 se obtiene condiciones suficientes de segundo orden para un punto de minimo.

En el Capitulo 4, se prueba la existencia de una solucién 6ptima para el Problema 3. Mediante
un método de penalizacién se demuestra la existencia de multiplicadores de Lagrange asociados
al Problema 3 y se obtienen condiciones necesarias de optimalidad de primer orden, desde donde
se deduce un sistema de optimalidad. Los calculos de las derivadas, cotas y convergencias que se
utilizan en el desarrollo del Capitulo 4, se detallan en el Apéndice.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen algunos conceptos y resultados relevantes que seran utilizados en el
desarrollo del trabajo. Se inicia con una revisién sobre ciertos espacios de funciones, incluyendo
principalmente los espacios de Sobolev y algunos resultados relacionados como las inmersiones de
Sobolev, el Teorema de la traza y ciertas propiedades de convergencia de sucesiones definidas en
espacios de Banach. Finalmente, se realiza una breve descripcién de un problema abstracto de
control de flujo.

1.1 Espacios de funciones

Considerando €2 un dominio acotado de R™, n = 2,3, con borde I' := 02 suficientemente regular, a
continuacién se definen algunos espacios de funciones.

Espacios LP

Para p € R, 1 < p < o0, el espacio de Banach LP(2) es definido como

LP(Q) ={u:Q— R : ues medible y / |u(z)[Pdr < oo},
Q

fuller = ([ o e "

Si p > g, se tiene la inclusiéon continua LP(2) C L9(2). Por simplicidad, se denota || - ||z = || - ||p ¥
|- llz2 = | - ||. Cuando p = 2, L?*(Q) es un espacio de Hilbert con producto interno

con norma || - [[z» definida por

(u,v) = / u(x)v(x)dz,
Q
y con norma definida por |ul| = (u,u)'/2.

El espacio L*(2) es definido como

L*(Q)={u:Q2 =R : uesmedible y |f(z)] < C c.t.p. en Q},



con norma definida por

lu||pee = sup ess|u(zx)|.
xeQ)

Para 1 < p < 00, el espacio dual de LP(Q2), denotado por (LP(2))’, se identifica como
) 1 1
(LP(Q))" = LI(Q), donde -+ - =1.
p q

Los espacios LP(£2) de funciones vectoriales n-dimensionales, se se denotaran por LP(Q2) = (LP(2))",
es decir

LP(Q) :={u = (u1,...,up) : @ > R" : w; € LP(Q) parai=1,...n}

n 1/p
lullp, = (Z Huz'H§3> -
i=1

Si el borde I' = 92 es acotado y regular, se define el espacio traza L?(T") como

y su norma asociada es dada por

L*T) = {u:T — R" : u es medible y / |u|?dl < oo},
r

1/2
el ey = ( / \u|2dr) .

Param e Ny p e R con 1 <p < oo, los espacios de Sobolev WP () son definidos por

con norma

Espacios de Sobolev W"P(Q2)

WmP(Q) ={u e LP(Q) : D% € LP(2) para todo 0 < |a| < m},
donde D“ es el operador diferencial

olel

DY =
(03 Qn ?
daST - D

con la|=a1+as+--+a,ya €ZTU{0}.
El espacio de Sobolev WP(Q)) es un espacio de Banach con la norma

lullwms = (Y [IDul5)"?, para 1 <p < oo,
laj<m

|lu|lwmee = sup (supess|D%|), sip = occ.
la|<m z€Q

El espacio W™P(Q) es separable para 1 < p < oo y es reflexivo para 1 < p < co. Ademds, cuando
p =2, W™2(Q) := H™(Q) es un espacio de Hilbert con el producto interno

(u,v)gm = Z (D%, D%v) = Z /QDau(x)Do‘v(x)dx,

laf<m laf<m



y cuya norma es definida por ||ul|gm = (u, u)}{/f%

El espacio C§°(2) es definido como
Co°(Q2) ={u:Q— R : ueC™ con soporte compacto contenido en Q}. (1.1)

El espacio H§"(€2) es definido como la clausura de C3°(€2) en la norma H™(£2), el cual es un espacio
de Hilbert con el producto interno (u,v)y1 = (Vu, Vo) y norma [lul| g1 = ||[Vul|. El espacio dual de

HE(Q) es denotado por H1(1).
Para 1 < p < oo, el espacio dual de WP (12) es denotado por (W;"*(€2))" y se define como

11
WTTQ) = (WP ())', donde - = 1.

Los espacios de Sobolev de funciones vectoriales n-dimensionales se denotardn por WP(Q) y H™(Q),

esto es

WTP(Q) = {u=(up,....un): Q2= R" : u; € W™P(Q) parai=1,..,n},
H"(Q) = {u=(up,..,upn): Q—=R" : u; € H™(Q) parai=1,...,n},

y sus respectivas normas asociadas estdn dadas por

n l/p
ullymr = (Zuuir%m,p> ,

=1

n 1/2
|z = (ZHM%) :

=1

1.2 Definiciones y resultados de analisis funcional

En esta seccidn, se citan algunas definiciones y resultados de Anélisis Funcional que seran utilizados
en el desarrollo de los capitulos posteriores.

Proposicién 1.1 (/26], [64]) Sea 2 un dominio acotado de R"™ (n = 2,3) con borde I' localmente
Liptschitz. Entonces,

1. Eziste un operador lineal y acotado . (operador traza) tal que
i H'(Q) — LA(D)
u — Y(u) = U,
y verifica

(a) El micleo de 7y, es el espacio H}(€2).
(b) La imagen de 7,., denotada HY?(T), es un subespacio denso de L?(T).

2. Eziste un operador lineal y continuo v, (levantamiento) tal que

7 HAT) — HY(Q)

v o Yy(v)=u, dondeu, =v.



Mads aun, una constante C' dependiendo de n y Q tal que
el < Cllugllgeey,  Ivlaree < Cllve ()l (1.2)
Noétese que debido a la Proposicion 1.1, el espacio H[l)(Q) puede ser caracterizado por
H(Q) = {u € H(Q) : y.u = 0 sobre T'}.
El espacio H'/2(T') es un espacio de Hilbert (ver [26]) con norma definida por

u = inf v .
Pl oy = gt ol

El espacio dual de H'/2(T') es denotado por H~'/2(T") y el producto dual entre H=Y2(I") y HY/2(T")
se denota por (-, -)r.

Observacion 1.2 De aqui en adelante hasta el final de la tesis, la letra C' denotard una constante
genérica que tomard diferentes valores segin sea el caso.

Definicion 1.3 Sean X e Y dos espacios de Banach. Un operador lineal T : X — Y se dice que es
acotado si existe una constante C' > 0 tal que

|Tz|ly <C|lz||x Vze X.
Observacion 1.4 ([6]) El operador lineal T es continuo si y sélo si es acotado.
Notacion: B(X,Y) denota el conjunto de todos los operadores lineales y acotados de X en Y.

Lema 1.5 (/64], pdag. 110) Sea X un espacio de Hilbert de dimension finita con producto interno
(,+) ymorma || - ||x, y sea P: X — X wuna aplicacién continua tal que

(P(¢),¢) >0 para ||¢]lx = K > 0.

Entonces, existe ¢ € X, ||¢]|x < K tal que P(¢p) = 0.

Definicién 1.6 (Rudin [56]) Sean X eY dos espacios de Banach con duales X' e Y’ respectivamente
yT € B(X,Y). Se dice que T* € B(Y',X') es el operador adjunto de T, si verifica la siguiente
iqualdad

(Tz,y)yr = (z, T*y)x» VezeX,yeY'

Ademds, se satisface | T|| = ||T*||. St T = T* se dice que el operador T' es autoadjunto.

Definicién 1.7 (Convergencia débil y fuerte, Brézis [6]) Sea X un espacio normado y {xm }m>1 una
sucesion en X.

1. Se dice que {xm }m>1 converge débilmente a x € X, si

<faxm>X’mjo>o (f,x)x VfeX,

y se denota por x,, — x.



2. Se dice que {xm}m>1 converge fuertemente (o en norma) a x, si
|xm — x||x — 0,
m—00
y se denota por x,, — x.

Proposicién 1.8 ([6]) Sea X un espacio de Banach y {xm}m>1 una sucesion débilmente convergente
ax € X. Entonces, || x es acotada en X y

|lz||lx < lim inf ||z|x. (1.3)
m—r0o0

Lema 1.9 Sea {zy,}m>1 una sucesion en R, tal que x,, > 0 para todo m. Entonces, se verifica la

stguiente igualdad

. . 2 9. . 2
(nlgnoolnfxm) —mll_rgloolnfxm. (1.4)

Demostracién: Usando la definicién de limite inferior, se tiene

. 2 : 2
1 f = f
(i, infan)” = (sup fof o)
y observando que

. 2 . 2 . 2 . . 2
sup inf z;)” =sup(inf x;)” =sup inf z; = lim infx

se obtiene (1.4). o

Definicién 1.10 (/6]) Sea X un espacio de Banach y ® : X — R un funcional. Se dice que ® es
débilmente semicontinuo inferior sobre X, si

®(z) < lim inf &(z,y,),

m—00

para toda sucesion {xmtm>1 C X tal que x,, — .
Ejemplo 1.11 Sea ug € H'(Q2) un elemento fijo. El funcional J : H(2) — R definido por
J(u) = [lu — ugll3p + [[rot ul|?

es débilmente semicontinuo inferior sobre H'()). En efecto, sea {u™}m>1 C H*(Q) una sucesion
débilmente convergente a un elemento u € H*()). Entonces

u™ —ug — u —ug débilmente en H'(Q) y rotu™ — rotu débilmente en L*(Q).
Asi, de (1.8) se tiene
lu — ug|| g < n%gnoo inf [|u™ — ug| g1, |lrot u|| < n%gnoo inf |[rot u™||. (1.5)
Por lo tanto, usando la igualdad (1.4) en (1.5) se obtiene

Ju—ugly < (lim inf 0™ —ugl)® = lim i ™ — w3,
[rotu|| < ( lim inf |[rotw™|)> = lim inf |[rot ™|,
m—00 m—00

de donde se concluye que J es débilmente semicontinuo inferior sobre H'(Q). o



Definicién 1.12 (Brézis [6]) Sean X e Y espacios de Banach y T € B(X,Y). Se dice que T es
un operador compacto, si T transforma una sucesion débilmente convergente en X en una sucesion
fuertemente convergente en Y, esto es, si {xm}m21 C X es tal que x,, — x, entonces

HTxm —T.CEHY — 0.
m—0o0

Notacion: K(X,Y) denota el conjunto de todos los operadores compactos de X en Y.

Definicién 1.13 (Brézis [6]) Sea X un espacio de Banach. Se dice que X es uniformemente convexo
si Ve > 0, existe § > 0 tal que

T+
@y X, Jolx <1y <1y o=yl >e) = [T <18
X

Para espacios uniformemente convexos se tienen los siguientes resultados; los detalles pueden ser
encontrados en [6].

Lema 1.14 SeaQ C R™ (n = 2,3) un dominio acotado. El espacio LP(2) es uniformemente convexo,
para 1 < p < co. En general, todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo.

Lema 1.15 Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo y {xm }m>1 una sucesion débilmente
convergente a x € X. Si
limsup ||lzm|x < [z x,

entonces T, — x fuertemente.

Proposicién 1.16 ([9], [56]) Sean X, Y y Z espacios de Banach, S € K(X,Y), T1 € B(Y,Z) y
Ty € B(Z,X), entonces T1 oS € K(X,Z) y SoTy € K(Z,Y).

Definicién 1.17 (Adams [1]) (Immersion compacta) Sean X €Y dos espacios de Banach tales que
X es un subespacio vectorial de Y. Se dice que X es compactamente inmerso en Y, y se denota
X ==Y, sila inclusion de X en'Y es un operador compacto.

En los siguientes teoremas se dan algunos resultados de inmersién de los espacios de Sobolev.

Teorema 1.18 ([1]) Sea Q un dominio acotado de R™ (n = 2,3) con frontera de clase C*. Seam > 1
un entero y p € R tal que 1 < p < oo. Las siguientes inmersiones son continuas

1 1 1

Sit—" 50 = W) < LIUQ) Vg € [Lp7], donde =~ —
p 7 b p n
1

Si - % =0 = W™P(Q)— LIQ) Vq € [p, ).
1 )

520w c
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Teorema 1.19 ([1]) Sea Q un dominio acotado de R™ (n = 2,3) con frontera de clase C'. Sean
m > 1y j > 0 numeros enteros y sea p € R tal que 1 < p < co. Las siguientes inmersiones son
compactas

1 . . 1 1
Si——250 = WItTP(Q) e WH(Q) Vg € [p,p*], donde — = — — .
p n p p n
1 : )
Si-—2 =0 = WItmP(Q) e Wi(Q) Vg € [p, 00).
D n
1

Si b % <0 = WITmP(Q) sy WH(Q) Vg € [p,oo] y WIT™P(Q) — CI(Q).

Teorema 1.20 (Rellich-Kondrachov, [1]) Sea Q C R™ (n = 2,3) un dominio acotado con frontera
de clase C* y 1 < p < co. Las siguientes inmersiones son compactas

1 1 1
Sip<n = WI(Q) oo LIUQ) Vg € [Lp"), donde =~

Sip=n = Wl’p(Q) —<— L%(Q) Vg € [p, ).
Sip>n = WW(Q) = CHQ).

Observacion 1.21 FEn el estudio de las ecuaciones de fluidos micropolares, los espacios de funciones
que se utilizardn con mayor frecuencia son HY(Q) y L2%(Q). Desde Teorema 1.18 y Teorema 1.19, se
deduce las siguientes inmersiones:

Sin=2 H(Q) < LIYQ) es continua para 2 < q < co.
Sin=3, H(Q) < LY(Q) es continua para 1 < q < 6 y compacta para 1 < q < 6.

Lema 1.22 (/3]) La inmersion de H(Q) en L?(T') es compacta.

Teorema 1.23 (Teorema de Lax-Milgram, [40], [55]) Sea H un espacio de Hilbert ya : H x H — R
una forma bilineal continua y coerciva, esto es, existen constantes a, § > 0 tales que

la(u, v)| < allullzllvllz Yu,ve H

a(u,u) > Bllul|} Yue H.
Entonces, para cada f € H' existe un tnico elemento uw € H tal que

a(u,v) = (f,v)gr Vv e H.

Teorema 1.24 (Teorema del punto fijo de Leray-Schauder, [40]) Sea X un espacio de Banach y
T: X — X un operador compacto y continuo. Si el conjunto

U {reX :z=\Tz}
0<A<1

es acotado en X. Entonces T tiene un punto fijo.
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Definicién 1.25 (Coleman [7]) Sean X e Y dos espacios de Banach, y S un subconjunto abierto

no vacio de X. Se dice que un operador f : S — 'Y es Fréchet diferenciable con respecto a x, en un

punto arbitrario & € S en la direccion h € X, si existe un operador lineal y acotado A, : X — 'Y tal
que

If(@ + k) = f(@) = Ac(W)lly _

Al x—0 172]lx ’

y la derivada de Fréchet del operador f, con respecto a x en el punto arbitrario T es el operador

Ay = fo(2).

Ejemplo 1.26 Sea Q C R™ y las funciones reales u,uq € LP(2) con p € N, p > 2. Para uq un
elemento fijo, el funcional J : LP(Q2) — R definido por

J(u) = |u = ually

es Fréchet diferenciable con respecto a u en un punto arbitrario i € LP(QQ) en la direccion ¢ € LP(R).
Ademds, la derivada de Fréchet de J es el funcional lineal y acotado J,, () : LP(2) — R definido por

Ju(@)p = p(|i — ug’~ sgn (i — uaq), @), (1.6)

donde sgn(i — uq) denota el signo de (4 — ugq).
En efecto, consideremos el operador g : LP(Q2) — L9(2), con % + % =1, definido por

lu=uglP=|d—uaq| si
g(u) = Lot N .
plt —uglP sgn(t —ug) si u

il

[N
>

>

Y

para cada v € LP(Q). Obsérvese que lim g(u) = pli — ug|P~ sgn (i — uq), de modo que g es continuo
u—u

en 4. Ademds, para cada u € LP(QY), se tiene g(u) € L4(2). De hecho, notemos que

_ P _ |5 — p|4
/|g(u)|qu - / fu = wal” = [ = ual” 7 g
o) Q u—u
_ N o _ p—1 N p—1\|q
< C/I(\u ug| — |4 — uagl)(|u Au(zl + 1o — w1
Q lu — a9
_ _ (5 — q _ p—1 N p—1\q
< C/lu ug — (4 —ug)|?(Ju Audl + |4 — ugl ) 40
Q lu — a7

= C/ (|u—ud\p_1+\ﬁ—ud|p_1)q dQ
Q

< C'q/(|uud|(p_1)q+|aud|(P—1)q)dQ
Q

= Cq/ |U—Ud\de+C'q/ |t — ug|P dQ2 < oo,
Q 9)

pues las funciones u,t y uq pertenecen al espacio LP(Q2). Consecuentemente, se tiene que g(u) €
L%(Q) para toda u € LP(Q).
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Por otro lado, observemos que para cada h € LP(2), con h # 0, se tiene

Ju+h)—Jw) —(g(a+h,h)) = /Q(|zl—|—h—ud|p—|a—ud]p)d9

) P — 15— ualP
_/ <\u+h Aud\ \}L ugl )th
Q Uu+h—14

Definiendo ¢ : LP(Q2) — L1(Q2) por

se concluye

Al sustituir (1.9) en (1.7), se obtiene
J(@+h) = J(@) = (g(@), h) = (p(h),h) VheLP(Q),h#0,

lo cual tmplica

|J(a+h) = J(@) — (g(@r), h)| _ [(e(h), 1) Vhe LP(Q),h #0. (1.10)

171l 171l

Finalmente, observe que debido a la continuidad de g en u, se tiene

g+ h) = g(a), cuando h — 0,
ast, teniendo en cuenta (1.8), se concluye
w(h) = 0, cuando h — 0.
Por lo tanto, debido a que p(h) € LY(Q) para cada h € LP(2), se tiene

[{o(h), | _ [le(P)llqllRll
1Al = (5l

= |lp(h)|lq = 0, cuando h — 0. (1.11)

En consecuencia, al emplear (1.11) en (1.10), se obtiene

i et ) = J@) = (9@, m| _ o [e(h), b
11][p—0 1Allp Ilp—0  [|Allp

=0,

donde (g(1), h) = (p|ti—ug|P~ sgn(i—ugq), h), de esto 1iltimo y la definicion de derivada en el sentido
de Fréchet se concluye (1.6). o

Definicién 1.27 (Iofee [33]) Sean Z,Y dos espacios de Banach y sea F : Z — Y wuna aplicacion
Fréchet diferenciable. Se dice que la aplicacion F' es regular en el punto xg si:

i) F' es Fréchet diferenciable en el punto xq, es decir, existe el operador lineal y continuo Fy(xq) :
Z =Y,

ii) Im (Fy(xo)) =Y.
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Definicién 1.28 (Iofee [33]) Sea X un espacio de Banach y f : X — R un funcional. Se dice que
un punto g € X es un punto estacionario de f si fy(xg) = 0.

Sea M un subconjunto del espacio de Banach Z. Se dice que un vector x € Z es tangente al conjunto
M en el punto xg si existe € > 0 y una aplicacién r : [0,e] — Z tal que V¢t € [0, ¢],

y . Il

xo+tx+r(t)=¢t) € , ; — 0 cuando t — 0.

El conjunto de vectores tangentes al conjunto M en el punto xp es un cono cerrado (no vacio pues
contiene al cero), el cual es llamado cono tangente al conjunto M en el punto xg. Si este cono es un
subespacio, es llamado el espacio tangente al conjunto M en el punto xg y es denotado por T'M (xg).

Definicién 1.29 (Conway [9]) Sean X e Y dos espacios de Hilbert y un operador F € B(X,Y).

i) Se dice que F' es un operador semi-Fredholm por la izquierda si existe un operador B € B(Y,X) y
un operador K € K(X, X) tal que
BoF =idx + K. (1.12)

i1) Se dice que F es un operador semi-Fredholm por la derecha si existe un operador B € B(Y,X) y
un operador K € K(Y,Y') tal que
FoB=idy + K. (1.13)

iit) Se dice que F es un operador de Fredholm si es semi-Fredholm por la derecha y por la izquierda
simultdneamente.

Lema 1.30 Sean X e Y dos espacios de Hilbert y F' un operador en B(X,Y) tal que
F=T+ K, (1.14)

donde el operador T : X — Y es un isomorfismo y el operador K € K(X,Y). Entonces, F es un
operador de Fredholm.

Demostracién: Como el operador T : X — Y es un isomorfismo, existe el operador inverso
T—! € B(Y, X) y entonces aplicando T~! por la izquierda en (1.14) se tiene

Tl'oF =idx +T ' oK, (1.15)

donde por Proposicion 1.16, T~! o K € K(X, X).
Similarmente, aplicando 7! por la derecha en (1.14) se obtiene

FoT l'=idy + KoT (1.16)

con KoT™ 1 e K(Y,Y).
Por lo tanto, de (1.15), (1.16) y la Definicién 1.29, se concluye que F' es un operador de Fredholm.
o

Proposicién 1.31 ([9]) Sean X eY espacios de Banach y F € B(X,Y'). Entonces, F' es un operador
de Fredholm si y solo si

i) El nicleo de F, denotado por ker(F), es de dimensidn finita.
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it) Elrango de F, denotado por R(F'), es cerrado y de codimension finita, esto es, dim(Y/R(F)) <
00.

Teorema 1.32 ([6]) Sea X un espacio de Hilbert y G C X un subespacio convezxo, cerrado y no
vacio. FEntonces, para todo v € X, existe un unico u € G tal que

— = mi — . 1.17
lo = ullx = min o - wllx (1.17)

Ademas, u es caracterizada por la propiedad
(u—v,w—u)x >0 YweQqG, (1.18)

y se tiene que u es la proyeccion de v sobre G, esto es, u = Proy v.
G

1.3 Desigualdades, operadores diferenciales y propiedades

Las dos desigualdades que se citan a continuacién son usadas frecuentemente y sus respectivas de-
mostraciones se encuentran en Brézis [6].

1
Lema 1.33 (Desigualdad de Young) Sean a,b,p,q nimeros reales positivos tales que — + — = 1.
p q

Entonces, se verifica la siguiente desigualdad

a? bl
ab < — + —
p q
Lema 1.34 (Desigualdad de Hélder generalizada) Sea Q un dominio acotado de R™ y sean las fun-
1 1 1 1
ciones f; € LPi(Q) para i = 1,2,...,k, con p;, p > 1 satisfaciendo — + — + ---+ — = — < 1.
p P2 Pk p

1
Entonces, para £ = {1 f5-- - f_1f;, € LP(Q) se tiene la siguiente desigualdad

[Ellp < Il IE2llps - - Mfllpy-

A continuacién se definen algunos operadores diferenciales que serdn utilizados en el andlisis de
las ecuaciones de fluidos micropolares. Sea 2 un dominio acotado de R™ con borde I' suficientemente
regular.

Para u : Q ¢ R®™ — R”. Se definen los operadores

Vuq(x) u(x) - Vu(x)
Vug(z) u(z) - Vua(x)
Gradiente: Vu(z) = } , Conveccién:  u(x) - Vu(x) = ) ,
Auq(x)
Aug(z
Laplaciano: Awu(z) = 2( ) , Divergente: divu(x Z 81(;;
Auy(z)

El operador rotacional es denotado por rot y su definicién depende de la dimensién del dominio €:
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o Sin—2yu:QCR2—>R,setienerotu(m)—(

8$2 61,‘1
e Sin=2yu:QCR?— R? se tiene rot u(z) = Qus() _ dual )
8$1 8%2
e Sin=3yu:QCR— R3 se tiene
. 8U3($) . 6u2(m) 6u1(a:) B au;e,(m) 81@(%) B 6u1(:c)
rot u(:c) N ( a$2 8$3 ’ 8233 81‘1 ’ 8561 3$2 '

Lema 1.35 Sea Q C R" (n = 2,3), un dominio acotado. Si el campo u : Q2 C R™ — R™ pertenece a
H!(2), entonces se verifica la desigualdad

[rot u| < V2| Vul. (1.19)
La funcion w: Q C R? = R en H'(Q), satisface la igualdad
|[rot w|| = || Vw]|. (1.20)

Demostracion: Por la definicién de rot u, la desigualdad de Young y la definicién de Vu, se tiene

2 2

2 2
rot u(x)]? = Ous(x) Oug () Jug(x)| | Qua(x) Ouy(x) Ous(x)
8952 81‘3 8.%'2 6$3 6.%'3 8951
9 Juy(x)| | Qus(x) dua(x)|®>  |ous () |? Oug(x) | |Oui(x)
8.1’3 8:61 8x1 61’2 8$1 81‘2
< 9 us(z) > |Ous(x)|®  |Oui(x)|®  |Ous(z)|* |Oug(z)|*  |Oui(z)|
- 0xo 0x3 Oxs ox1 ox1 0xo
< 2[Vu(z))?,
lo cual implica que |[rot u||? < 2||Vul||?, desde donde se sigue (1.19).
La igualdad (1.20) se deduce directamente de la definicién del rotacional. o

Consideremos un dominio acotado 2 C R™ (n = 2,3) con borde I, se define el siguiente espacio
V={ueclCf) : divu =0 en Q}.

Asociados al espacio V, los espacios de Hilbert que usualmente se consideraran en el estudio de las
ecuaciones de fluidos micropolares son

H = clausura de V en L?(Q) y V = clausura de ¥ en H}(Q2),
los cuales son caracterizados (ver [64]) por

H = {ucLl?):divu=0enQ, u-n=0sobre '},
V = {ucHQ) : divu =0en Q},

donde n es el vector normal exterior a I'.
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Usando integracién por partes sobre 2 se obtienen las siguientes propiedades (ver [64])

—(Au,v) = (Vu,Vv) VYucH(Q),YvecH}Q), (1.21)
(Vp,v) = —(p,divv)=0 Vpec H(Q) VYvecH. (1.22)

Se introduce la forma trilineal, b : HY(Q) x H'(Q2) x HY(Q) — R, definida por
b(u,v,w) = (u- Vo, w). (1.23)
Propiedades de la forma trilineal b son dadas en el siguiente lema.

Lema 1.36 Sea Q2 un dominio acotado de R™ (n = 2,3). Entonces, la forma trilineal b satisface

blu,v,w) = —blu,w,v) YucH, Vv,wc H(Q), (1.24)
blu,v,v) = 0 YucH, Yvc H(Q), (1.25)
bu,v,w) = —((Vw)'-v,u) YucH, Yv,we H(Q). (1.26)

Demostracién: Para la prueba de (1.24), se aplica la siguiente igualdad de integracién

gszdx——lzg;vdx+éuvnidf Yu,v € H(Q), (1.27)

donde n; es la i-ésima componente del vector normal exterior a £ (ver [26]).

Entonces, para u € H y v, w € H'(Q2), aplicando (1.27) se tiene

b(u,v,w) + b(u,w,v) = Z:/uZ <w]a$ + ]887;)]>

-3 [ultle

i,j=1 4,j=1
= — Z / oz, ij]da:—i— Z / vjw;)und L. (1.28)
i,j=1 i,j=1

Como u € H se tiene que u - n = 0, asi la igualdad (1.28) implica

b(u,v,w) + b(u, w,v) Z / auzvjw]dx = —((divu) - v,w) =0,
i,j=1

desde donde se sigue (1.24).

La igualdad (1.25) es una consecuencia de (1.24). Para la identidad (1.26), usando integracién
por partes sobre () se obtiene

b(u,v,w) = —b(u, w,v) Z / u;j gwlv,dﬁ = Z/ v u;dQ = —(Vw)T - v, u).

2,j=1

<o

Lema 1.37 (Desigualdad de Poincaré, [26], [64]) St Q@ C R™ (n = 2,3) es un dominio acotado en
alguna direccion, entonces existe una constante Cq tal que

|ul| < Col|Vul Yu € HY(Q). (1.29)

17



Observacion 1.38 Como consecuencia del Lema 1.37, las siguientes equivalencias de normas son
evidentes [ull s = [Vl y [ully = |Vl

Debido a las inclusiones en espacios de Sobolev, se tienen las siguientes desigualdades, las cuales
seran usadas en el desarrollo de los capitulos posteriores.

Lema 1.39 (/5], [31]) Sea Q@ C R™ (n = 2,3) un dominio acotado con borde . Siu € HY(Q) es
suficientemente regular, tal que u = 0 sobre algin subconjunto de medida de Lebesque positiva de T'.
Entonces, las siguientes desigualdades son satisfechas

ulls < CVull,  flulls < CVul, [lulls < C[[Vul, (1.30)
donde la constante C sélo depende del dominio (.

Un resultado importante para la prueba de la existencia de soluciones del problema de control de
borde que sera estudiado mas adelante, es dado en el siguiente lema.

Lema 1.40 ([64], pdg. 174-178) Sea Q C R™ un dominio acotado con borde T' y sea ¢ € HY?(I).
Entonces, para cualquier ¢ > 0 existe una funcién u® € HY(Q) con divu® = 0 en Q y u® =
¢ sobre I', satisfaciendo la desigualdad

|(v-Vuf,v)| < e|v||} Yve V. (1.31)

Lema 1.41 (Desigualdad de Korn, [55]) Sea Q C R™(n = 2,3) un dominio acotado con borde I' de
clase C' por tramos. Entonces, existe una constante real positiva Cy, que depende sélo de §, tal que

ID(w)|? + [|lul? > Crllulizp, (1.32)
donde D(u) = %(Vu + V).

Observacién 1.42 Observando que |Vu| = ||V ul|| se deduce que ||D(u)|| < ||[Vul|, entonces de
(1.52) se tiene que ||z, > |Jull® + |D(w)||* > Cillullfj y se concluye que 0 < Cp < 1. Ademds,

existe una constante C > 1 dependiendo sélo de Q) tal que

IVu| < C[D(u)]| Yu e HYQ). (1.33)

1.4 Ecuaciones de fluidos micropolares

Las ecuaciones de Navier-Stokes no pueden describir el movimiento de fluidos con microestructura
los cuales tienen importantes aplicaciones. En efecto, para describir el comportamiento de este tipo
de fluidos es necesario una teoria que considere la geometria, la deformacién y el movimiento de
particulas de material individuales. Una de las teorias establecidas para fluidos con microestructura
es la teorfa de fluidos micropolares de Eringen presentada en [14], [15]. Los fluidos micropolares
tienen aplicaciones en los fenémenos de lubricacién, en la teoria de medios porosos, asi como también
en el comportamiento del flujo sanguineo (ver [40], [47], [48]), entre otros. Las ecuaciones de fluidos
micropolares constituyen un sistema de ecuaciones en derivadas parciales no lineales y describen
el movimiento de fluidos viscosos e incompresibles constituidos por particulas rigidas, orientadas
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aleatoriamente y suspendidas en un medio viscoso, donde la deformacién de las particulas del fluido
es ignorada.

El modelo de fluidos micropolares es una generalizacion del sistema de Navier-Stokes, en el cual
es introducido un nuevo campo vectorial, que corresponde a la ley de conservacién del momento
angular y que es acoplado a las ecuaciones de Navier-Stokes a través de un términos viscosos y de
fuentes. También, son consideradas tres viscosidades angulares y una viscosidad de microrotacion.
Si la viscosidad de microrotacion llega a ser cero, la ecuacién de conservacién de momento lineal es
independiente de la presencia de la microestructura, con lo cual el modelo se reduce a las ecuaciones de
Navier-Stokes. Ademés, muchos experimentos han mostrado, que los fluidos micropolares representan
el comportamiento de numerosos fluidos reales, especialmente cuando la dimensién que caracteriza
el dominio donde ocurre el flujo es pequeno, debido a que la influencia de la estructura interna del
fluido es mayor.

Para describir el modelo de fluidos micropolares, se considera como dominio de flujo un dominio
acotado Q C R™ (n = 2, 3) con borde I suficientemente regular y un intervalo de tiempo (0,7"),T > 0.
Denotando @ = Q x (0,7), el movimiento de fluidos micropolares es descrito el siguiente sistema de
ecuaciones en derivadas parciales:

pt+u-Vp = 0 enQ, (1.34)
pur — (p+ ) Au+ p(u - V)u+Vp = 2urotw + pf en Q,(1.35)
pwi — (Cq + cq)Aw — (co + ¢g — ¢g)Vdivw + p(u - V)w + 4p,w = 2p,rotu+ pg en Q,(1.36)

dive = 0 en Q. (1.37)

El sistema (1.34)-(1.36) es acoplado con las condiciones iniciales

p(z,0) = po(z), u(x,0)=gi(z), w(x0) =gi(x) en (1.38)
y con las condiciones de borde, que son de tipo Dirichlet
u(x,t) =ug(x,t), wx,t)=wo(x,t) sobrel x (0,T), (1.39)

donde u(x,t) € R" es la velocidad de traslacién del fluido, w(x,t) € R™ es la velocidad de mi-
crorotacion, p(x,t) € R es la presién hidrostética y p(x,t) € R es la densidad del fluido, las fun-
ciones dadas f(x,t), g(x,t) € R™ son fuerzas externas actuando sobre el fluido, g1 (x),g2(x) € R"
y po(x) € R son funciones dadas definidas en Q y wuo(x,t), wo(x,t) € R™ son funciones dadas
definidas sobre el borde del dominio. Las constantes positivas p, p, Cq, ¢4, Co caracterizan propiedades
isotrépicas del fluido!, donde p es la viscosidad dindmica del fluido, p, es la viscosidad dindmica de mi-
crorotacién y ¢y, cq, ¢q son los coeficientes de viscosidades angulares los cuales satisfacen cy+cq > c,.

Observemos que cuando la viscosidad de microrotacion u, = 0, la ley de conservaciéon de momento
lineal (1.35) es independiente de la presencia de la microestructura. Cuando p, =0, w =01y p es
constante, el sistema (1.34)-(1.39) se reduce a las clésicas ecuaciones de Navier-Stokes (ver [26], [64]).
Si el flujo no depende del tiempo y p es constante, el sistema (1.35)-(1.39) se reduce al sistema de
las ecuaciones estacionarias de fluidos micropolares, dadas por

~v+v)Au+ (u-V)u+Vp = 2protw+f enQ, (1.40)

—(ca +cg)Aw — (co+ cqg — cg)Vdivw + (u - V)w + dv,w = 2pr0tu+g en Q, (1.41)
divu = 0 en(Q, (1.42)

u = uyg, w = wy sobrel, (1.43)

'El fluido conserva su propiedades fisicas en cualquier direccién.
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donde v = u/p y vy = pr/p representan la viscosidad cinematica del fluido y la viscosidad cinematica
de microrotacién, respectivamente.

Una formulacién débil del problema (1.40)-(1.43) es: hallar [u, w] € H}(Q) x H!(Q2) con divau = 0
tal que satisface el sistema

(v +v)(Vu, Vo) + (u - Vu,v) = 2 (rotw,v) + (f,v), (1.44)
vo(Vw, V) + v3(divw, divz) + (u - Vw, 2) + 4. (w,z) = 2u.(rotu,z) + (g,2), (1.45)
u = ug, w = wgy sobrel, (1.46)

para todo [v,2] € V x H}(Q) y donde va = ¢, + ¢4, V3 = co + Cq — Ca-

Definicién 1.43 Dados f,g € L*(Q) y g1,82 € HY(I'), una solucidn débil del sistema (1.40)-
(1.48) es un par de funciones [u,w] € HY(Q) x HY(Q) con divu = 0 y tal que [u,w] satisface el
sistema (1.44)-(1.46).

Resultados sobre existencia, unicidad y regularidad de soluciones débiles para el sistema (1.35)-
(1.39), cuando p es constante, pueden ser encontrados en [12], [24], [35], [37], [39], [41], [44], [51], [52].
Para el sistema (1.34)-(1.39), cuando la densidad inicial py > 0 y las condiciones de borde ug, wo son
nulas, la existencia de soluciones débiles locales en tiempo fueron probadas en [40], [43].

Para el caso estacionario (1.40)-(1.43) con condiciones de borde uy = 0 = wy, el estudio de
soluciones débiles fueron hechos en [19], [20], [40], [42], [58]; cuando las condiciones de borde son no
nulas se tiene el trabajo [45], el cual estudia la existencia de soluciones ultra débiles. Silas condiciones
sobre el borde son de tipo Navier, no se conocen resultados acerca de existencia de soluciones débiles.

Si el flujo no depende del tiempo y la densidad p del fluido es no constante, se dice que el fluido es
no homogéneo. Entonces, cuando el dominio de flujo 2 C R3, observando (1.34)-(1.37) se deduce que
las ecuaciones estacionarias de fluidos micropolares con densidad variable son dadas por el sistema

—(p+pr)Au+p(u-V)u+Vp = 2urotw + pf en Q, (1.47)

—(€q + ca)Aw — (co + ¢4 — co)Vdivw + p(u - V)w +4dp,w = 2p,rotu + pg en Q, (1.48)
u-Vp =0, dive = 0 en(, (1.49)

con las condiciones de borde

u = ug, w=wy sobrel’, p=py>0 sobrely, /UQ -ndl’ =0, (1.50)
r

donde I’y C T" es un conjunto arco conexo sobre el cual ug-n > 0 (flujo hacia el exterior) o ug-n < 0
(flujo hacia el interior). La constante u > 0 denota la viscosidad dindmica del fluido y p, representa
la viscosidad dindmica de microrotacion.

Cuando el dominio de flujo es Q2 C R?, el flujo puede ser interpretado como un flujo en una seccién
transversal x3 = ¢ del dominio tridimensional cuando las fuerzas externas, la densidad y el flujo no
dependen del eje x5 de coordenadas, se asume que la componente usz de la velocidad w en la direccién
x3 es cero y los ejes de rotacion de particulas son paralelos al eje x3, esto es, para z = (x1,x2) € Q,

u = (ui(x),uz(x),0), w=(0,0,ws(x))

. p=p), p=p=),
f = (fi(z), f2(x),0), g =(0,0,g5(2)).
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Entonces, asumiendo u = (u1(z),u2(z)), w = wz(x), p = p(x), p = p(z), £ = (fi(z), fo(z) ¥
g = g3(z), se tiene
8’LL2 8u1 8w 811)
ty = — — — tw=(7—,—5— di = 0.
rot u 9. Oy’ rot w (8@, 81:1)’ ivaw
Por lo tanto, desde (1.47)-(1.50), para Q C R? las ecuaciones estacionarias de fluidos micropolares
con densidad variable son dadas por el sistema

—(p+pr)Au+p(u-V)u+Vp = 2u,rotw + pf en Q, (1.51)

—(cq + ci)Aw + p(u - V)w + 4w = 2p,rotu+ pg en Q, (1.52)

u-Vp =0, divu = 0 en(, (1.53)

u = uy, w = wy sobrel; p = pg>0 sobrey, /uo -ndl’ = 0. (1.54)
r

Una formulacién débil del problema (1.51)-(1.54) es: hallar (u, w, p) con divu = 0 tal que satisface
el sistema

(u+ pr)(Vu, Vo) + (pu - Vu,v) = 2p,(rotw,v) + (pf,v) Vv € V, (1.55)

(ca 4 cq)(Vw, Vz) + (pu - Vw, 2) 4+ 4pp(w, 2) = 2p,(rotw, z) + (pg, 2) Yz € HE(Q), (1.56)
(pu, Vo) = 0 Yoe HY(Q), (1.57)

(1.58)

u = ug, w = wg sobrel';, p = pg>0 sobre Iy, /uo-ndF:(). 1.58
r

Usando el método de Galerkin, la existencia de solucién débil para (1.47)-(1.50) fue probada en [66],
el cual hasta ahora es el Uinico trabajo que se conoce. En el caso de Navier-Stokes, esto es cuando
pr =0y w =0, la existencia de de soluciones débiles ha sido estudiada en [21], [32], [57].

1.5 Problema abstracto de control de flujo

Un problema de control de flujo consta de tres partes: un objetivo, razén por la que se quiere
controlar el flujo (por ejemplo minimizar la turbulencia); controles, parametros de los cuales se
dispone para alcanzar el objetivo (control de borde, control distributivo, etc.) y restricciones, las
cuales determinan el tipo de flujo que se desea controlar, mateméticamente son expresadas como
un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales (por ejemplo las ecuaciones de Navier-Stokes),
cuyas variables involucradas son llamadas variables de estado. Para representar matemaéaticamente
un problema de control se considera X, Y, Z espacios de Banach reflexivos, un conjunto de controles
© C Z convexo, cerrado y no vacio, el objetivo se representa por un funcional J : X x© — R y
la restriccion es dada por el operador F': X x © — Y. Entonces, la formulaciéon del problema de
control consiste en: Hallar un estado 4 € X y un control g € O, tal que

Jla,g) = min J[u,g] sujetoa Flu,g]=0. (1.59)
[u,g]eX x©

El conjunto de soluciones admisibles del problema de control (1.59) es definido por
Sud = {[u, 9] € X x © : J[u,g] < 0o, Flu,g] =0}.

Se tiene la siguiente definicién.

21



Definicién 1.44 (Solucion éptima) Un par G, §] € Saq es llamado solucién dptima del problema
(1.59), si
J[fé,g] = min J[u>g] v [u7g] € Sad-

Multiplicadores de Lagrange

El principio de Lagrange es un método que permite derivar un sistema de optimalidad para el proble-
ma de control (1.59), desde el cual estados y controles 6ptimos pueden ser obtenidos. Este método
reduce el problema de minimizar un funcional de m variables sujeto a k restricciones a un problema
de minimizar un funcional auxiliar (funcional de Lagrange) sin restricciones de m -+ k variables. Estas
nuevas k variables desconocidas, una para cada restriccion, son llamadas multiplicadores de Lagrange
o variables adjuntas.

Con las notaciones anteriores sobre los espacios X, Y y el conjunto ©, el siguiente teorema
establece las condiciones necesarias que garantizan la existencia de multiplicadores de Lagrange.

Teorema 1.45 ([27], [33]) Sea [u,§] € Saq una solucion éptima de (1.59). Ademds, asuma que
existe una vecindad U C X de 4 tal que

(a) Para cada g € © yu € U, las aplicaciones u — J[u,g] y w v+ F[u,g] son Fréchet diferenciables
en u = .

(b) Para cada v € U, las aplicaciones u > J[u,g] y w — Flu,g] satisfacen la siguiente condicion de
convexidad: para cada gi,g2 € © y v € [0,1] existe g € © tal que

Flu,g] = ~F[u,g1] + (1 —7)F[u, ga],
Ju, 9] < ~vJw,g1) + (1 —7)J[u, ga].

(¢) El rango del operador F,[u,g] : X — Y es cerrado y de codimension finita, donde F,[u, g| denota
la derivada de Fréchet de F' con respecto a u en el punto [, g].

FEntonces, existe \g € RY U{0} y A € Y’ no simultdneamente nulos tal que
Lol §, 20, N = Ao Juld glh — (A Fuli, glh) =0 Vhe X (1.60)

y se satisface el principio del minimo

‘C[aagv )‘07 >\} = minﬁ[ﬁag7 >\07 )‘]7 (161)
geo
donde
E[U,g, )‘07 A] = )‘OJ[U79] - <)\,F[U7g]> (162)

es el funcional de Lagrange asociado al problema (1.59) y Jyulu,g|, Fulu,g], Lulu, g, Ao, ] denotan
respectivamente la derivada de Fréchet de J, F' y L con respecto a u.

(d) Ademds, si la suma algebraica R(F,[4,g]) + F[a, O] contiene al 0 € Y como un punto interior
y si existe un punto [u,g] € X x O tal que

Fult, glu + Fla, g] = 0,

entonces en (1.60)-(1.61) es posible tomar Ao = 1. o
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Observacion 1.46 FEl principio del minimo (1.61) es equivalente a la desigualdad
Lyl 4, Mo, N(g = §) =0 Vg eo.
Observacion 1.47 Si \g =0, de (1.62) se tiene que
Llu,g,0,A] = =(A, Flu, g]),

es decir, el funcional J que representa el objetivo del problema (1.59) desaparece, lo que hace que el
caso Ao = 0 sea de poco interés.

Condiciones necesarias de primer orden y sistema de optimalidad

Las condiciones necesarias de optimalidad de primer orden asociadas al problema de control (1.59)
se obtienen desde las ecuaciones (1.60) y (1.61). El sistema de ecuaciones que satisface una solucién
6ptima del problema de control (1.59) es llamado sistema de optimalidad, el cual estd constituido
por las ecuaciones de estado, las ecuaciones adjuntas y la condicion de optimalidad.

Asi, la solucién 6ptima [, ] € Syq del problema de control (1.59) satisface el siguiente sistema
de optimalidad:
Ecuaciones de estado

Ecuaciones adjuntas

'Cu[aaga )‘05 )‘]h = )\OJu[

>

,9lh — (N, Fy[a,glh) =0 Vh e X.

NaY

Condicién de optimalidad

L[, G, Ao, \] = mi

Egﬁ[aaga)\()’)‘] = ‘ag[avga)\()v)\](g_g)zo VQEG
9

Una condicién suficiente de segundo orden para un minimo

Los siguientes resultados permiten establecer una condicién suficiente para la existencia de un punto
de minimo local para el problema (1.59).

Teorema 1.48 (Teorema de Ljusternik, [33]) Sean Z,Y espacios de Banach, U una vecindad del
punto xg € Z y F : U — Y wuna aplicacion Fréchet diferenciable. Asumamos que F es regular en el
punto xg y que su derivada es continua en el punto xg (en la topologia del espacio de los operadores
lineales y continuos de Z en'Y, L(Z,Y) ). Entonces, el espacio tangente al conjunto

M={xeU:F(x)=F(xy)}
en el punto xo coincide con el nicleo del operador F(xo), esto es,
TM (zo) = Ker F(z0),

donde T M (xg) es el espacio tangente al conjunto M en el punto xg.
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Proposicién 1.49 (/33]) Sea § = [i, §] € Sqa una solucion admisible para el problema (1.59) y sean
el funcional J y el operador F de clase C? en el punto 3. Ademds, asumamos que F es reqular en
el punto 3 y que para un multiplicador de Lagrange N\ € Y’ el funcional de Lagrange asociado al
problema (1.59) satisface las siguientes relaciones

ES[Ahga]-a)\] :07
Lsla, §,1,M(6,€) > all€]|, € € Ker Fy[a, g], a > 0.

Entonces, (4, §] es un punto de minimo local para el problema (1.59).
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Capitulo 2

Ecuaciones de fluidos micropolares
estacionarios con condiciones de borde
no homogéneas: Existencia de
soluciones

En este capitulo se estudia la existencia de soluciones débiles para las ecuaciones de fluidos microp-
olares estacionarios con condiciones de borde mixta sobre una parte del borde del dominio de flujo,
incluyendo una condicién de deslizamiento de tipo Navier para la velocidad de traslacién del fluido
y condicién de Dirichlet sobre una parte del borde para la velocidad de microrotacién.

2.1 Fluidos micropolares estacionarios con densidad constante con
condiciones de borde tipo Navier

Sea el dominio de flujo Q2 C R? un dominio acotado con frontera I' suficientemente regular. Las
ecuaciones que describen el movimiento de un fluido micropolar viscoso e imcompresible con densidad
constante son dadas por:

—(v+v)Au+ (u-V)u+Vp = 2protw+fen Q  (2.1)
—(ca +ca)Aw — (o + ¢4 — ¢o)Vdivw + (u - V)w + 4w = 2yrotu+gen €, (2.2)
divu = 0Oen £, (2.3)

donde las funciones u, p y w denotan la velocidad traslacional, la presiéon hidrostatica y la velocidad
de microrotacion del fluido; las funciones f y g representan fuerzas externas actuando sobre el fluido.

El borde I' del dominio de flujo 2 es dividido en regiones simplemente conexas, de la forma
I =T1Uly =T3Uly,donde T4y NTe =0, T3NTy =0y Ty =TiUT3 con 'NT3 = (), la parte
I'} debe tener interior no vacio y la medida de Lebesgue de '3 debe ser positiva. Ademas, 'y y 'y
pueden coincidir o diferir, pero ambas deben tener interior no vacio.
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Fig. 1 Dominio 2 y su borde

Con las consideraciones sobre I', se asocia a las ecuaciones (2.1)-(2.3) las siguientes condiciones
de borde:

u = g, sobre I'y, uw = wy sobre I} (2.4)
u-n =0, [Dun+aujpg = 0 sobre I', (2.5)
w = wy sobre I's, w = gy sobre Iy, 2.6

donde n es el vector normal exterior a I, la constante o > 0 representa el coeficiente de friccién que
mide la tendencia del fluido a deslizarse sobre '3, [D(u)n + auliang := D(u)n + au — [(D(u)n +
au) - n|n representa la componente tangencial del vector D(u)n + au, donde D(u) = 1(Vu+ V7 u)
es el tensor de deformacién. La condicién (2.5) corresponde a la condicién de friccién de tipo Navier
sobre F%, la cual fue propuesta por Navier en [49] y establece que la componente tangencial de
la tensién viscosa sobre la frontera es proporcional a la velocidad tangencial. La condicién (2.5)
también fue derivada por Maxwell en [46] a partir de la teoria cinética de los gases y rigurosamente
justificada como una homogenizacién de la condiciéon de no deslizamiento sobre una frontera aspera
(ver [34]). Estudios realizados sobre existencia de soluciones débiles para ecuaciones de Navier-Stokes
con condicién de friccién de tipo navier pueden ser encontrados en [4], [16], [13], [38]; para ecuaciones
de fluidos micropolares, con este tipo de condicién, no se conocen resultados.

Con las notaciones dadas y los espacios definidos en el Capitulo 1, se consideran los siguientes
espacios de divergencia nula: El espacio

H! = {ucH(Q) : divu=0en Q, y u-n =0 sobre I'3},
dotado con la norma usual de H!(Q2). El espacio de Hilbert
H! = {uc H! : u =0 sobre I'\ '3},

con producto interno (u,v)g = (D(u), D(v)) y norma HuHﬁ}; := ||D(u)||. El espacio dual de H!
es denotado por H. .

Se definen los espacios producto H = H. x HY(Q), X = H. x H}(Q2) con producto interno y
normas usuales, esto es, [[u, w], [v, z]]x = [u,v]ﬁ(lf+['w, z]Hé y ||, w]||% = HuH%{}TjL HwH%I(l). Ademas

el espacio dual de X es denotado por X' = HJ, x H"*(2) con norma ||[f, g]||3, = [If]lfy, + ll&ll3-:-
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Si I'g es un subconjunto conexo del borde I, la restriccién de las funciones de H(€2) a I'y es

definida por H/2(I'g) = {u‘ro : u € HY(Q)}, y se considera los espacios

Héé2(Fo) = {ueL?Ty) : existe & € H/?(I) satisfaciendo U, =0, U = u},

HY (Do) = {ueHY Ty : /F w-ndl =0},
0]

con norma inducida por la norma de HY2(I'). El dual de I:I(l)éQ(FO) es denotado por I:I&)l/ 2(F0).
Ademas, se verifica que HééQ(FO) es un subespacio cerrado de HY2(I'g) y HééQ(Fo) s L2(I')
(ver [10], [11]). También, de la Observacién 1.21 y del Lema 1.22, se tiene que las inmersiones

H! — L?(Q), H}(Q) — L*(Q) y H. — L3(I) son compactas.
Observacién 2.1 Siu € H., v € H., ¢ € H(Q), entonces

(u-Vp,v) =—(u- Vv, p).
En efecto,

3 9 3
Pj
-V = E i—vidr = — E ;
(u-Ve,v) /Qu ZAv] x /ngj

i,j=1 i,j=1

A(vus) 3
aJiZ dx + Z /rgo](vjuz)nzdf‘

xz =
i,7=1

Como u-n =0 sobre I'3 y v =0 sobre I' \ I'3, se tiene

3 3 3
> / @;j(vjug)nidl’ = Z/ pjvju - ndl’ = Z/ @jvju - ndl = 0.
r or s

1,j=1

De las dos ultimas igualdades se deduce

5 O(vjuy) > v, 5 ou;
— J _ J 7
(u-Ve,v) = — E /Qcpj oz, dr = — | g /ngjaxi u;dx — E /Q(pj(?:ri vjdx

i,j=1 i,j=1 i,j=1
> v, 3

= % [eigde =3 [ epdivude = - o. ).
ij=17% Oz oe

2.1.1 Existencia y unicidad de solucion débil

(2.7)

Para estudiar la existencia de una solucién débil del sistema (2.1)-(2.6) es preciso obtener una for-
mulacién variacional (formulacién débil) del problema, para lo cual usaremos el siguiente resultado.

Lema 2.2 ([18], [65]) Sean u y v dos campos de vectores con divergente nulo tal que u € H?(12)
satisface la condicion de friccion de Navier sobre el borde T y v € HY(Q) es tangente al borde T.

Entonces,

_/QAu.de :2/QD(u) : D(v)d:c—Q/[D(u)n]tang-vdF.

r
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Observacién 2.3 Como u = [uiang + [U]n = [U]tang + (© - n)N, entonces

[D(u)n + aul,,, = D(w)n + au — [(D(u)n + au) - njn = [D(u)n)iang + cu — a(u - n)n.
Ast, de (2.5), siendo u-n = 0 sobre I'Z, se obtiene que

[D(u)n]tang = —au sobre T3.
Para f € H/ (), haciendo el producto interno de (2.1) con una funcién v € HL, se tiene

—(v + 1) (Au,v) + (u - Vu,v) + (Vp,v) = 2v.(rot w, v) + (f,v)m . (2.9)

Como v € H., de (2.8) se deduce que

C(w+ 1) (A, v) = 200+ 1) /Q D(w) : D(w)dz — 2(v + 1) /F [D(w)n]ang - v T,

2

y teniendo en cuenta Observacién 2.3 se obtiene

—(v+v)(Au,v) =2(v + v,)(D(u), D(v)) + 2a(v + v,) /1“2 u-vdl.

Teniendo en cuenta (1.22) y (2.9), de la ultima igualdad se concluye

2(v+vp)(D(u), D(v)) + 2a(v + 1) /1“2 u-vdl'+ (u - Vu,v) = 2v,(rot w,v) + (f,v)p,.  (2.10)

Para g € H™1(Q2), haciendo el producto interno de (2.2) con una funcién z € H}(Q) y teniendo en
cuenta (1.21), se obtiene

(ca +ca)(Vw,Vz) + (co + cqg — ¢o)(divw, div z) + (u - Vw, z) + 4, (w, 2)
= 2v,(rotu, 2) + (g, 2)g-1. (2.11)

Por lo tanto, denotando v1 = v + v, vy = ¢4 + ¢4, V3 = ¢y + ¢4 — Cq, de (2.10) y (2.11), se obtiene
una formulacion débil del problema (2.1)-(2.6): Hallar [u,v] € H tal que

2v1(D(u), D(v)) + 2011 / w-vdl'+ (u-Vu,v) = 2u.(rotw,v)+ (f,v)u , (2.12)
r3
v (Vw,Vz) 4+ v3(divw,divz) + (u - Vw, 2) + 4, (w, z) = 2u.(rotu, z) + (g, z)u-1, (2.13)
u = ug  sobre I\I'3, (2.14)
w = wg, sobrel, (2.15)

para todo [v, z] € X y donde

wg, =

wn — 1 9 sobre I'y, _ | wo sobre Iz,
97 ug sobre T, g, sobre Ty.

A seguir se enuncia la definicién de solucién débil del problema (2.1)-(2.6).
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Definicién 2.4 (Solucién débil) Sean [f,g] € X', g, € ﬂééQ(Fl),uo € fIééQ(F%),wo € HééQ(F3)7
gs € Hééz(F4). Una solucion débil del sistema (2.1)-(2.6) es un par de funciones [u, w] € H satisfa-

ciendo (2.12)-(2.15).

Para probar la existencia de una solucién débil para el sistema (2.1)-(2.6), el problema no homogéneo
(2.12)-(2.15) (esto es, up # 0, wg # 0, g; # 0, g, # 0) serd reducido a un nuevo problema con
condiciones de borde nulas en términos de nuevas variables @t y w. Para este propdsito, similar al
Lema 1.40, se introduce el siguiente resultado.

Lema 2.5 Sea Q C R™ un dominio acotado con borde I' = I'1 U I’% U F%. Suponga que g, €

I:I(l)(/f(l“l),uo € ICI(I)éQ(F%). Entonces, para cualquier € > 0 existe u® € HL con u® = g; sobre 'y,
u® = ug sobre I's y u® = 0 sobre I'3, tal que
|(v-Vu©,v)| < EHUH%{}; Vo € HL. (2.16)

Ademds, siT' =T'3UTy, wy € H(l](/)2(F3), g € H(l](/)Q(F4), entonces eziste w® € HY(Q) tal que w® = wo
sobre I's, w® = gy sobre L'y, y la siguiente estimativa es satisfecha

lw i < Cllwg, g2y, (2.17)
donde C es una constante que depende solo de n y el dominio 2.

Demostracién: Como g, € I:I(l)éZ(Fl),uo € I:I(l)éQ(F%), existen g, € HY/2(I), @y € HY2(T'), tales
que .A91|F\Fl =0, §1|Fl =91 ﬁ0|r\r5 =0y ﬁ0|F5 = uog. Asl, g +ug € Hl/Q(F) y fr(§1 +ag)-ndl = 0.
Entonces, por el Lema 1.40, existe u® € HY(Q) con u® = g, + @ sobre I verificando (2.16). En

particular, ufr =g, u|6 L =Uoy uf , =0. La existencia de w® € H!(Q) es una consecuencia de la
1 Iy r
2 2

Proposiciéon 1.1. o

Por la definicién de las funciones ug , wg, y Lema 2.5, se tiene que existen funciones u® € H! y
w® € H'(Q) tales que u® = ug sobre I'\I'3, u® = 0 sobre I'; y w® = wg, sobre T', entonces si
t=u—u’yw=w—wse deduce que [u,w] € X.

Reescribiendo las variables [u, w] € H de (2.12)-(2.15) en la forma v = u®* + 4 y w = w®+w con
[4, w] € X siendo nuevas funciones desconocidas, de (2.12)-(2.15) se obtiene el siguiente problema:
Hallar [@, w] € X tal que

2vi(D(u), D(v)) + 2a1/1/ w-vdl + (u-Va,v) + (u- Vu,v) + (u° - Vu,v)

3
= 2u,(rot W, v) + (f, v)m , (2.18)

ve(Vw,Vz) 4+ v3(divw, div z) + (u - Vw, 2) + (u - Vw®, z) + (u® - Vw, z) + 4, (w, z)
=2, (rotu, z) + (&, z)p-1, (2.19)

para todo [v, z] € X, donde

£, v)m, = (AU —uf - VU + 210t we + f,0)p, (2.20)
(8, 2)p-1 = (nAW®+13Vdivw® —u® - Vw® — v, w’ + 2yrotu® + g, 2)pp-1. (2.21)
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Observar que [f' ,8] € X'. En efecto, aplicando la desigualdad de Holder y teniendo en cuenta las
desigualdades (1.19), (1.30) y (1.33), de (2.20) se tiene

(£, v)m, | < wl|Ver|[[[ Vol + (w3 Var|[[v]ls + 2v ot w[[lo]] + [[£]lex, o] gy
< nClwfluy vl + Cllu | Vol +2v20,Cl Vs | [vlls + e, v g
<

(Ol + CC w3y +2v20,CClw®||gr + [[€]ler, ) 0]l s »
y entonces se obtiene

Il = sup [{E,0)m, | < niCllufllm + CCllw |3 +2v20,COlfw [ + |l (2.22)

ol g1 <1

Andélogamente, usando la desigualdad de Holder y las desigualdades (1.19), (1.30), (1.33), de (2.21)
se tiene

(&, 2)m— < v V[ V2] + vs||divw®||||div z[| + [lu[3]|Vw©|l]|z]e
v [[we[[|z]] + 2vr [[rot w|[[[2]| + gl 2]y

< v|wtllr|zllmy + vl Vo[V 2] + Ol Ve |[|lw g [V 2]
+4v: Cllw || | 2lly + 2V 20 C | Vel | | 2|y + llglla1 2]l
< (2t s+ 40 O) w12l + C(lwlllzr + lwClfE) 2]y
+(2V20, Ol [y + lglla-) 2],
y como ||g|lg-1 = sup |(g, z)g-1]|, se obtiene
12l <1

I8l < (v2 +vs + 4 O)[w e + C(llu 3y + 1w |F) + 220 Clluf ey, + gl (2.23)
Sumando las desigualdades (2.22) y (2.23), y usando la desigualdad ab < a? + b?, se obtiene

IEler, +lglla— < (1C +2v20,.0) [ [y + (2V20,CC + va + 3 + 40,.0) [w® g
HCC+ O)|[wf|lfy + Cllwe g + If e, + lgla-.

y entonces considerando la desigualdad (|a|? + [b]?)Y/2 < |a| + [b] < v2(|a|? + |b]?)'/2, se deduce

I8l < Iflm, + 1&la—
< (nC+2vV2u,0) el + (2V20,CC + 1 + 13 + 41,C) | w® ||
+H(CC + O) w3y + Cllw |l + V2, g] - (2.24)

Ahora, de (1.2) y (2.17) se tiene que [|u[|g: < CHUQIHHI/Q(F\Fg) y [[wel[m < Cllwg, lg/2(ry; por
lo tanto de (2.24) se concluye que

£, 8]l < Clllesg, s 3y + g, s gy + g, Wgusz o) + g, Bavzqey + . gll). (2:25)

donde C' es una constante positiva que depende de 2, v, 19,13, C.
Para el problema (2.18)-(2.19) se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 2.6 Sean [f,g] e X/, g, € ﬂééz(Fl),uo € ﬂé{f(l@), wy € H(l)(/)z(f‘g),g2 € H[l)(/)z(F4). Sivy
vo son suficientemente grandes, entonces existe una solucion [u, w] € X del problema (2.18)-(2.19).

Demostracién: La existencia de solucién es probada usando el método de Galerkin. Sean {v;}°;
y {zi}52, bases de H! y H}(9), respectivamente. Para cada k € N considerar H;, el subespacio de
I:I}T generado por {v1,vs,...,v;} y Hy el subespacio de H} () generado por {z1, ..., z}; se denota
por X = H, x H, C X. El producto escalar para Xy es el producto escalar (-,-) inducido por X.
Para cada k € N se define una solucién aproximada [uy, wg] € X de (2.18)-(2.19), dada por

k k
ug(r) = Efi,k’vz‘(ﬂc), wy(z) = Zei,kzi(x)a Sk 0ik €ER
i1 i1

satisfaciendo

2v1(D(uy), D(v)) + 2a14 / up, - vdl + (ug - Vug, v) + (ug - Vu©, v) + (u® - Vug, v)

I3
= 2u,(rot wy, v) + (£, v)H, YU € Hy, (2.26)
va(Vwy, Vz) + v3(divwy, div z) + (uy - Vwg, 2) + (u - Vw©, z) + (u® - Vwy, 2) + 4vp(wy, 2)
= 2, (rot ug, 2) + (g, z)g-1 Vz € Hy. (2.27)

Observando el Lema 1.5, considerar la aplicacion continua Py : X, — X} dada por

(Pilug, wgl, [v,2]) = 2v1(D(uk), D(v)) + 2a1, /1“2 uy - vdl + (ug, - Vug,v) + (ug - Vu©,v)

+(u® - Vug, v) — 2v,.(rot wg, v) — <f','u>Hg + vp(Vwy, Vz)
+uvg(div wg, div 2) + (ug, - Vwg, 2) + (ug - Vw®, z) + (u° - Vwy, 2)
+4v, (wy, z) — 2vp(rot ug, 2) — (&, 2) -1, (2.28)

para todo [v, z| € Xj.
Haciendo [v, z] = [ug, wg] en (2.28), y observando que (rot wy, ux) = (rot ug, wy) y v1 = v + vy,
se obtiene

<Pk[uk,wk], [uk7wk]) > 2(1/ + VT)HUICH%I}I + (uk . Vus’ 'u,k) + I/2||’w]€||%_l(1J + ('u,k . V'w37 wk)
+4V7~H’wkH2 — 4VT(I‘Ot uk,wk) — <f, uk>H; — <g,wk>H71. (2.29)

A seguir se acotan los términos del lado derecho de (2.29). Teniendo en cuenta las desigualdades
(1.30), (1.33) y aplicando la desigualdad de Hélder, se tiene

|(ug - V', wy)| < g l3]| Vel |l|wklls < CCllu |l gy 1wl l[wkll,
y observando que ||u|| g [|wllgy < [[[ur, wi|%, se obtiene
|(uy, - Voo, wy)| < CClw || || [ur, wil I, (2.30)

Por otro lado,

~

[, ur)m, + (& wryu—| < [[fllag [urllgy + 18— [lwklla
< (e, + lglla-)llue, wllx,
< V2, &]llx [, willx, - (2.31)

31



Teniendo en cuenta (1.19) y aplicando las desigualdades de Holder y Young, se obtiene
4v,|(rot uy, wy)| < 4v,|rot ug|[|lwy ]| < 20, C|luglfZ, + 4vpl|lwi]*. (2.32)
Por lo tanto, usando (2.16), (2.17) y las desigualdades (2.30)-(2.32), de (2.29) se tiene

(Pelug, wil, [ug, wi]) > 2(v + 1) — & = 200C%) |||, + vallwillzg

—OC | w |l lIFeew, wil I, — V2, 8]l [, wil 1,

> min{2(v + 1) — & — 20,C%, v} | [y, wi]|[%,
—CC|lwg, llg/2 )l [wn, willl,
—V2|[£, &]l1x ]| [, wi] |,
> fwr, willlx, | VI [wr willx, — ﬁll[f,é]llx')} (2.33)
donde
v =min{2(v +v,) — ¢ — 2,C%, 13} — CCllwg, [lggr/2(ry (2.34)

la constante C'y C7 es dada en (1.33).
Sea e suficientemente pequeno y v, vo suficientemente grandes, tales que v > 0. Entonces, para
|[uk, willx, = M, de (2.33) se sigue que

(Pelwe, wi), [ug, wi]) > M(yM — V2|[f, &]|x) > 0,

5 .
desde que 7 sea suficientemente grande tal que M > £H[f L 8lllx
g

Por lo tanto, aplicando el Lema 1.5, existe [ug, wi] € X}, tal que
[wg, wi]l|x, <My (Pilug, wi], [v,2]) =0V, 2] € X;. (2.35)

Ademas, dado que [v,0],[0,z] € X, de (2.35) y (2.28) se concluye que [ug,wy] es solucién de
(2.26)-(2.27).
Paso al limite

Puesto que (Py[ug, wg], [uk, wi]) = 0, entonces desde (2.33) se obtiene que

2

[Tk, wi] ||, < £, 8]l (2.36)

Asi, de (2.36) se concluye que la sucesion {[uy, w]}r>1 es acotada en X, entonces existe una sub-
sucesién {[ug,,, wg,,]}m>1 y un elemento [u, w] € X, tal que

uy,, — 4 débilmente en HL,  wy,, — w débilmente en HE(Q). (2.37)

Ademis, como las inmersiones HY < L2(Q), H}(Q) — L*(Q) y H: < L*(T") son compactas, se
tienen las convergencias

— 4 fuertemente en L%(Q) y fuertemente en L*(T), (2.38)
— W fuertemente en L%(1). (2.39)

2"

m

Wy,

m

32



De (2.37) se obtienen las siguientes convergencias:

2v1(D(uy,,), D(v)) — 2vp(rot wy,, , v)
(ug,, - Vu®,v) + (u° - Vuy,,,v
vo(Vwyg, ,Vz)+ v3(divwy,, , divz
(ug,, - Vw©, z) + (u° - Vwy,,, 2
2up(rotuy,,, 2

— 2v1(D(u), D(v)) — 2vp(rot w, v),

— (w-Vus,v)+ (u® - Va,v),

= 1(Vw,Vz) + v3(divw, div 2), (2.40)
— (u-Vw z) + (u® - Vw, 2),

— 2v(rotw, z),

)
) +
) +
)
para todo [v,z] € X. Ademds, combinando los resultados obtenidos en (2.37) y (2.38)-(2.39), se
obtiene
(ukm . Vukm,'v) + 2au /
F2
(ug,, - Vwy,,,z) — (t-Vw,z).

up -vdl — (u-Vua,v)+ 2 u - vdl,
g, ( )+ 20 /F o)

Por lo tanto, de (2.40)-(2.41) y (2.26)-(2.27), se concluye que [@&,w] es una solucién del sistema
(2.18)-(2.19). Ademas, desde (2.36) se deduce que

V2

S £, 8]l (2.42)

<&

e, wlflx <

Para el problema no homogéneo (2.12)-(2.15) se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.7 (Ezistencia de solucidn) Bajo las hipdtesis del Teorema 2.6, existe una solucion
[u,w] € H para el sistema (2.12)-(2.15). Ademds, la siguiente estimativa es satisfecha

luflgy + llwllg <O, (2.43)
donde © = Co([lug, g2y + 1tg, Pz rzy + I10g, lew ey + 0g, Py + £ gll) con G
constante positiva que depende de Q, 11, va, v3 y vy definida en (2.34).

Demostracion:
Como una consecuencia del Teorema 2.6, se tiene que existe una solucién [u,w] € H para el
sistema (2.12)-(2.15) donde
u=1u+u, w=w+ w, (2.44)

con [, w] € X solucién de (2.18)-(2.19) dada por el Teorema 2.6.
De (2.44), la desigualdad triangular, la desigualdad (a + b)? < 2(a® + b?) y (2.42), se tiene

lullay + lwlle < g + |@lay + vl + lwf]@
MR 2008 4
< V2|[@, @)% + luf e + flwf]la < ~ NIE gl + el + fleolen
y entonces, teniendo en cuenta (1.2), (2.17) y (2.25), se obtiene

2,5 .
lulery +llwler < ZHIE 8l + Cllug, vz + Cllwg, vz

IN

2
;C(Hug1 la12ovrz) + lwg, g2y + ||"91Hi11/2(r\r§)

Hlwg, /2y + IIE- glllx) + Cllug, lg2rg) + Cllwg, ez

IN

CO(”u91 HHl/Q(F\Fg) + ||w92HH1/2(F) + Hugl ”%{1/2(1\13)

+ngg ”%—11/2(1‘) + ”[fa g} ”X’),
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desde donde se sigue (2.43). o
Teorema 2.8 (Unicidad) Sea © definida como en (2.43) y v,vs suficientemente grandes tales que
k> CO, (2.45)

donde k = min{2(v + v,) — 2b,C? 1u} > 0 y C es la constante definida en (1.33). Entonces, la
solucion dada por el Teorema 2.7 es unica.

Demostracién: Sean [uj,w;] y [u2, ws] € H dos soluciones de (2.12)-(2.15), entonces para i = 1,2
y para todo [v, z] € X se tiene el siguiente sistema

2v1(D(u;), D(v)) + 2aV1/ u; - vdl + (u; - Vug,v) = 2v(rot wy,v) + (f,v)m,
I3
vo(Vw;, Vz) + v3(divw;, div 2) + (u; - Vw;, z) + 4vp(wi, 2) = 2up(rotug, 2) + (8, 2)i-1,
u; = wug  sobre I\,
w; = wg, sobrel

1

Sustrayendo las ecuaciones anteriores y denotando u; — u2 = u € Hg,

obtiene el siguiente sistema

wy — wy = w € H{(N), se

2v1(D(u), D(v)) + 2011 / uw-vdl + (u; - Vu,v) + (u - Vug,v) = 2, (rot w,v), (2.46)
I3

v (Vw,Vz) 4+ v3(divw, div z) + (u1 - Vw, 2) + (u - Vwa, z) + 4, (w, 2) = 2, (rot u, z), (2.47)

para todo [v, z] € X. Puesto que [u,w] € X, haciendo v =u y z = w en (2.46)-(2.47), se tienen

21/1HuH%1 + 20"/1”"‘“%2@%) = —(u-Vug,u)+ 2v(rotw,u),
V2||w||%{é + v3||divw]||? + 4v,|Jw|? = —(u- Vws, w) + 2v,(rot u, w),
las cuales implican
21/1”“”%13, + 1/2||w|\%{(1) + 4I/q~||'w||2 < [(w - Vug,u)| + |(u - Vwa, w)| + 4v,|(rot u, w)]. (2.48)

Para acotar los términos del lado derecho de (2.48), usando las desigualdades de Holder y Young, asi
como también considerando (1.19), (1.30) y (1.33), se obtienen

vl (rotu,w)| < 43, [rot al[[w] < 42|V |luw]

< V20l gy llwl] < 20, C? %y, + vy o], (2.49)
(- Vwg,w)| < Jlulls| Vs wlls < CIVulws i [ Ve

< OCullggy llws s wllggy < Cllws e (ually, + owlZyy). (2:50)
(- Vus, ) < Juls| Vusllluls < CIVulPusllpy < Cluldy, lually.  (250)

Entonces, teniendo en cuenta (2.49) -(2.51), de (2.48) se deduce que

21 ullfy, +vellwllgy < [200C% + Cllwallm + lluzlla)] ullf, + Cllws|le [[wllz, (2.52)
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Como de (2.43) se tiene que [[ugllg: + [|welg < © y v1 = v + vy, entonces (2.52) implica
(2v1 — 20,C? — C@)HUH%{}T + (vy — C’@)HwH%{}) <0.

Por lo tanto, observando la condicién (2.45), la tltima desigualdad implica [[ullg, =0, [[w]lg =0,
esto es, u1 = uo y w1 = wa, de donde se sigue la unicidad. o

2.2 Fluidos micropolares estacionarios con densidad variable con
condiciones de borde Dirichlet no homogéneos

Sea 2 C R? un dominio acotado con frontera I' suficientemente regular. Las ecuaciones que describen
el movimiento de un fluido micropolar viscoso e incompresible con densidad variable son dadas por:

—(p+ pr)Au+p(u-V)u+Vp = 2u,rotw + pf en Q, (2.53)
—(cag+ca)Aw+p(u-V)w+4p,w = 2p,rotu+ pgen Q, (2.54)
u-Vp = 0en Q, (2.55)

divu = 0Oen £, (2.56)

donde las funciones u(x) € R? y w(x) € R denotan la velocidad de traslacién y la velocidad de

R
microrotacién del fluido, p(x) € R y p(x) € R denotan la densidad y la presién hidrostética del
fluido, f(z) € R? y g(z) € R son funciones dadas que representan fuerzas externas actuando sobre
el fluido. La constante pu > 0 es la viscosidad dindmica y las constantes positivas ., cq,cq son
viscosidades asociadas a las propiedades del material.

El borde I' del dominio de flujo 2 es dividido en partes simplemente conexas de la forma I' =
IouTl'y =T9UT3, donde TgNTy =0y I'sNIs =0, las partes I'y y I's pueden coincidir o diferir,
pero ambas deben tener interior no vacio.

Con las consideraciones sobre I, a las ecuaciones (2.53)-(2.56) se les asocia las siguientes condi-
ciones de borde:

p = po >0 sobre Iy, (2.57)
u = ug sobre I'g, u = g; sobre I'y, (2.58)
w = wqy sobre I'y, w = gy sobre I's. (2.59)

La parte I'g del borde es un conjunto arco conexo cerrado sobre I' con medida positiva, tal que

ug-n > 0sobre 'y 6 ug-mn <0 sobre I'g, (2.60)

donde n es el vector normal exterior a I'.
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Fig. 2 Flujo hacia el interior - Flujo hacia el exterior

Con las notaciones dadas y espacios definidos en el Capitulo 1, se consideran los siguientes espacios
de divergencia nula: El espacio

H, = {ucH(Q):divu=0y /u~n=0},
r
dotado con la norma de H'(€2). El espacio de Hilbert
V ={uc H}(Q) : divu =0 en Q} C Hy,

con producto interno (u, v)y = (Vu, Vv) y norma ||u||y := ||Vu||. El espacio dual de V es denotado
por V',

La densidad del fluido p es definida en la forma p = n(v¢), donde n es una funcién escalar
determinada por ug, pg v % es una funcién corriente, esto es roty = w. Esta aproximacién fue
considerada en [21], [32] y [57] para el modelo no homogéneo de Navier-Stokes bidimensional. El caso
tridimensional fue estudiado en [22]. Para fluidos micropolares esta aproximacién para la densidad
fue utilizada por Vitoriano en [66]. El autor probd, empleando el método de Galerkin, la existencia
de soluciones débiles para el sistema (2.53)-(2.56), al cual le asocié condiciones de borde Dirichlet no
nulas sin subdivision de la frontera.

Nétese que toda funcién u € H, tiene divu = 0, entonces existe una funcién escalar ¢ € H?(Q)

tal que
oYy oY /
u=rotyY =(z——,——=—) en §, x) = u-ndl' x el 2.61
V= (G —5) v = : (2.61)

donde xg es el punto inicial de I'g y T'g(xo, &) es la curva que une los puntos xg y .
Considere el operador lineal N : H, — H?(Q) que a cada u € H, le asigna su funcién corriente
1 = Nu con 1 satisfaciendo (2.61). Sea la funcién vy, definida por

¢o(w)=/ ug-ndl x €T
To(xo,x)

Como ug € H'Y2(Iy), entonces ug - n € HY2(I'y), lo que implica que ¢y € H¥2(I'y) ¢ C%(Iy)
y ademds por (2.60), 1y es una funcién estrictamente monénota sobre I'g. Por lo tanto, existe
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wo_l € C%(M), donde M = {¢pg(x) : © € Ty}. Entonces, si se asume que
po € C°(Ty), 0 < po(x) x €Ty, ug € I~{(1)62(F0),
existe una funcion escalar 7 tal que

ne COR), n(E) >0 VEER, n(€) = po(ty (€) &€ M. (2.62)

Con las consideraciones anteriores la densidad p puede ser definida en la forma

p=n) =n(Nu), po=n(to)

Observacién 2.9 Para u = roty) y p = n() con n € CHR), de forma natural se satisface la
ecuacion (2.55). En efecto, se tiene que

w-Vp =rotd- (if (¥)V) = 1f () (rot ¢ - Vb) = 0 (2.63)
puesto que rot ) es ortogonal a V.

Observacién 2.10 El operador N : H, — H?*(Q) tal que Nu = 1 con 1 satisfaciendo (2.61)
es continuo. En efecto, sea el conjunto Hy = {¢ € H*(Q) : o satisface (2.61)} y el operador
rot : Hy — H,. El operador rot es biyectivo: Sirotiy = 0 entonces 1) = ¢ con c constante. Por
(2.61) se tiene que ¥(xo) = 0, lo cual implica 1 = 0 y en consecuencia rot es inyectivo. Ahora, sea
u € H,, por definicién del operador N se tiene que Nu = 1 € H?(Q) con v satisfaciendo (2.61),
esto es, para u € H, existe ¢ € Hy tal que rot = u, lo que implica que rot es sobreyectivo.

Entonces, como rot es biyectivo, por el Teorema de la aplicacion inversa de Banach el operador
inverso rot—' = N es continuo.

2.2.1 Existencia de solucién débil

Para estudiar la existencia de una solucién débil del sistema (2.53)-(2.59), en primer lugar es preciso
establecer una formulacion débil del problema.
Considere los operadores:

A:H, -V, A:HY(Q) - HYQ), B:H,xH,xH, -V, F:H, -V,
B:H, xH, x HY(Q) - H YQ), G:H, - H (Q),

definidos por

(Au,p) = (Vu, V) Vo € V,  (Aw,z) = (Vw,Vz) Vz € H}(Q),
B(u,v,e) =n(Nu)v - Ve, F(u) = n(Nu)f, (2.64)
B(u,v,w) =n(Nu)v - Vw, G(u) =n(Nu)g

Observacion 2.11 De (2.63) se tiene que div(n(Nu)u) = div(pu) = u-Vp = 0, entonces para todo
u € H, se satisface

(B(u,u,v),v) =0 Yv € H,, (B(u,u,w),w) =0 Yw e H(Q). (2.65)
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Asi, el problema (2.53)-(2.59) es equivalente a hallar u € H,, w € H'(Q) y p = n(Nu) tal que

(u+ pr)Au+ B(u,u,u) + Vp = 2p,rotw + F(u) en Q, (2.66)
(ca + ca)Aw + B(u, w,w) + 4w = 2pyrotw + G(u) en €, (2.67)
u = ug, w = wg, sobrel', n(Nu) = py sobre I'y. (2.68)

Para f € L?(2), haciendo el producto interno de (2.66) con una funcién v € V y teniendo en cuenta
la definicion del operador A, se obtiene

(u+ pr)(Vu, Vo) + (B(u,u,u),v) = 2u,(rot w,v) + (F(u), v). (2.69)

Similarmente, para g € L*(Q), haciendo el producto interno de (2.67) con z € H}(2) y teniendo en
cuenta la definicién de A, se tiene

(cq + cq)(Vw, Vz) + (B(u,u,w), z) + 4pr(w, 2) = 2u,y(rot u, 2) + (G(u), 2). (2.70)

Por lo tanto, denotando p1 = g+ pir, V2 = cq + ¢4 y teniendo en cuenta (2.63), desde (2.69) y (2.70),
se obtiene una formulacién débil del problema (2.66)-(2.68): Dados f € L%(Q), g € L*(Q) hallar
[u,w] € Hy, x HY(Q), p = n(Nu) tal que

w1 (Vu, Vo) + (B(u,u,u),v) = 2u,(rotw,v)+ (F(u),v), (2.71)

vo(Vw, Vz) + (B(u,w,w), z) + 4p(w, 2) = 2p,(rotu, z) + (G(u), 2), (2.72)
u = ug, w = wg, sobrel, (2.73)

n(Nu) = po sobre Iy, (2.74)

para todo [v,z] € V x H}(Q) y n € C1(R), donde

w — ug sobre Iy, wo — wg sobre I's,
97\ g, sobre T4, 927\ g, sobre Tj.

A seguir se enuncia la definicién de solucién débil del problema (2.66)-(2.68).
Definicién 2.12 (Solucion débil) Sean [f,g] € L%(Q) x L*(Q), ug € I:I(l)(/)Q(FO), g, € I:I(l)(/)2(I‘1),

wy € HSéQ(Fz), g2 € H&f(l“g), n € CYR). Una solucion débil del sistema (2.66)-(2.68) es un par
de funciones [u,w] € Hy x HY(Q) y p = n(Nu) satisfaciendo el sistema (2.71)-(2.74).

Para probar la existencia de una solucién débil del sistema (2.66)-(2.68), el problema no homogéneo
(2.71)-(2.74) seré reducido a un nuevo problema con condiciones de borde nulas en términos de nuevas
variables & y w. Para este propésito, similar al Lema 2.5, se introduce el siguiente resultado.

Lema 2.13 Sea Q C R? un dominio acotado con borde T' = ToUI'y. Suponga que uy € I:Iéé2(Fo),gl €
I:I(l)éQ(I’l). Para cualquier € > 0 existe u® € H, con u® = g sobre I'y y u® = ug sobre I'g, tal que

|(v-Vus,v)| <e|lv||3 YveV. (2.75)

Ademas, siT' =T9UTs, wy € H30/2(I‘2), gy € H%Q(Fg,), entonces existe w® € H'(Q) tal que w® = wy
sobre I's, w® = gy sobre I's, y la siguiente estimativa es satisfecha

[l < Cllwg, | g/zry. (2.76)

donde C' es una constante que depende sélo del dominio §2. o
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Por la definicién de las funciones ug, , wg, y el Lema 2.13, se tiene que existen funciones u® € H, y
w® € H'(Q) tales que u® = ug, sobre I' y w® = wy, sobre I', entonces si & = u — u® y & = w — w*
se deduce que [&,w] € V x H}(Q).

Reescribiendo las variables [u,w] € H, x H'(Q) de (2.71)-(2.74) en la forma w = u® + @ y
w = w® + 0, siendo [@,w] € V x HJ () nuevas funciones desconocidas, de (2.71)-(2.74) se obtiene el
siguiente problema: Hallar [@,w] € V x H () tal que

11 (Vit, Vo) + (Blfs + w6+ uf, 1), 0) + (Bl + o, 4, u%), v)
= 24 (rot(w + w°),v) + (F(u + u®),v) — 1 (Vu®, Vo) — (B(t + u®,u’, u®),v), (2.77)
vo(Vb, Vz) + (B(@ + uf, @ + u, ), 2) + (B(@ + us, @, w®), 2) + 4p, (1, 2)

= 2pr(rot( + u®), z) + (G(u + u®), 2) — 1r(Vw, Vz) — (B(u + u°, u®, w), 2)
—4p(wC, 2), (2.78)

para todo [v,2] € V x H}(Q).

Para demostrar la existencia de una solucién (u,w) para el problema (2.77)-(2.78) se procede
como sigue:
Paso 1: Fijando u € V, de la ecuacién (2.78) se define un problema auziliar lineal y aplicando el
Teorema de Lax-Milgram se demuestra que el problema tiene una solucién .
Paso 2: Fijando la solucién w del problema auxiliar, aplicando el principio de Leray-Schauder se

demuestra que (2.77) tiene una solucién @, y en consecuencia se sigue que [, ] es solucién del
sistema (2.77)-(2.78).

Paso 1: Problema auzxiliar lineal

Para cada funcién @ € V fijada, observando (2.78) se considera el siguiente problema lineal

o(Vi, V2) + (Bl + o, i+, ), 2) + dpe (89, 2)
= 2pr(rot(a + u®), 2) + (G(u + u®), z) — vo(Vw®, Vz) — 4u, (w®, z)
—(B(@ + uf, uf, w), z2) — (B(@ + uf, @, w’),z) Vze HHQ). (2.79)
Para el problema (2.79) se tiene el siguiente resultado.
Lema 2.14 Sig € L?(f), entonces el problema (2.79) tiene una tnica solucion w € H}(SY). Ademds,
la siguiente desigualdad es satisfecha
vl < Oy CUlallvllwg,llmzwy + lug, e 1wl e + llella-1)
+C([allv + llug, [laizw) + lwe [ grzry), (2.80)
donde Cy) > 0 es la constante satisfaciendo ||n(N (@ +u®))||p~ < C, con u® definido como en (2.75),
y C >0 es una constante que depende de ), vo y by

Demostracién: Con el propésito de aplicar el Lema de Lax-Milgram, observando (2.79) se considera
la forma bilineal ag : H}(Q) x H} () — R y el funcional lineal fz : H}(Q) — R, definidos por

aa(,2) = 1(V,Vz)+ (B(a+u, -+ us ), 2) +4u(i,2) Vz€ Hi (),  (2.81)
(fa,z) = 2pr(rot(a + u),z) + (G(u +u®), z) — 1o (Vw®, Vz) — 4u, (0, 2)
—(B(@ + uf, uf,w°), z) — (B(@ + v, @, we),z) Yz e HHQ). (2.82)
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Entonces, el problema (2.79) es equivalente a hallar @ € H}(2) tal que
ag(w, 2) = (fg, 2) Vz € HHQ). (2.83)
A seguir se verifica las condiciones del Teorema 1.23 (Lax-Milgram):

e La forma bilineal ag es continua.

Usando la desigualdad de Holder, la desigualdad de Poincaré, la definicién de B y (1.2), (1.30),
de (2.81), se tiene

laa(, =) < wll VIV + (N (@ + u)) (@ +uf) - Vi, 2)| + e ]| =]
< valldllgll=lm + (N (@ + ) o1 + ulls il g 12l + 4 Clldll g ]
< valldllgllzllm + CoClIVaE + Vel sl 2y + 4 Cll ] g 121
<+ CyCllally + l[uflss,) + 42O bl s =]
< (2 + CyCllallv + Cllug, I ary) + 4 Ol g 1211
<

Ol gy 12
lo que implica que ag es continua sobre H} () x H ().

e La forma bilineal ag es coerciva.

De (2.63) para u € H, se tiene div (n(Nu)u) = div (pu) = u - Vp = 0, entonces observando
(1.25) y la definicién de B para @ € H{(€2) resulta

(B(u,u, ), ) = (n(Nu)u - Vi, ) = 0. (2.84)
Luego reemplazando z = w en (2.81) y considerando (2.84), se obtiene
aq (i, W) = va|[wl3n + dp [ 0]* = vall@|F,

lo cual implica que ag es coerciva.

o El funcional lineal fy es continuo.

Usando la desigualdad de Holder junto con la definicién de los operadores B y G, también
considerando (1.19) y (1.30), desde (2.82) se obtiene

[(fa, 2)| < 2pr|(rot(w + u®), 2)| + [(n(N (@ + u%))g, 2)| + va2|(Vw®, 2)| + dpr|(w", 2)|
+{(n(N(w + u®))u® - Vwe, 2)| + [(n(N(a + u®))a - Vw, 2)|

2 |rot(@ + w?)|[[[ 2] + [[n(N (@ + u®)) || o< |lgll -1 1|2l g + val[ V|||V 2]|
e |[wol[[2]] + [In(N (@ + u?)) [ Lo [u |5 Ve ]| 2[ls

(N (w + u))|| Lo [|a]|s ]| Ve[| z]|s

221, CIV (@ + ) 21 + Colgllar 12y + vallw s 2]

IN

IN

FApr Cllws |2l g + CoCllwla, 1wl |21 g + CrCllallvllw|[ g2 gy

IN

2v20,C(||allv + lluflli, )2l g + Collglla-— 121l g + (w2 + 4 C) w12 11

+CoC(Ilu I, + @) llw | a2l s
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Observando (1.2) y (2.76), la ultima desigualdad implica

(a2)| < 2V2uC(llallv + Cllug, l o)) l2llmg + Collglhm1 12l
+(v2 + 4 O)Cllwgy || azry |2l g
+C,C(Cllug, /2wy + |12llv)Cllwg | gremllzlay < Cllzllmg
y se concluye que f es continuo.
Por lo tanto, como ag y fi satisfacen las hipotesis del Teorema 1.23, existe una tinica w € H&(Q)
que satisface (2.83) y en consecuencia, @ € H}(€2) es la tinica solucién del problema (2.79).
Para obtener la desigualdad (2.80), haciendo z = w en (2.79) y teniendo en cuenta (2.84), se tiene
vallwlf3 +4ppl@l® < 2u|(rot(@ + u), w)| + (G(@ + u®), d)| + vof (Vw®, V)|
gy | (0, @) + [(B(@ + uf, uf, w), d)]
+[(B(@ 4 uf, @, w®), ). (2.85)

A seguir se acotan los términos del lado derecho de (2.85). Usando la desigualdad de Holder, junto
con la definicién de los operadores B y G, y teniendo en cuenta (1.19) y (1.30), se tiene

2p;|(vot(@ + %), @) < 2pplrot(@ +w)|[|@] < 2v2p,ClV (@ + uf) | [[@]| 1y

< 22 C(lally + )l (2.86)
(Gla+ud),a) = [N (@+u)g b)) < In(N (@ + )] gl gy
< Cyllglu [l (2.87)
vl (Va, V)| < vl V||Vl < vallw | 1 3, (2.88)
dpig (w, )| < gt [[l] < 4y, Ol 1 | Vb

S Tel I P T (2.89)
|<B(ﬁ+u€,u5,we),w>| = |(n(N(a+ u°))u® - V', w)|

< (N (@ ) oo e ]

< GOV Ve[V

< Gyl e, w1 (2.90)
|<B(a+u€,a,we),w>\ = |(n(N(w+u°))a - Vw®,w)]|

< 0N (@ + u)) | o sl Ve 1o

< GCIVal|ver Ve

< CoOllalv I g 1] 13- (2.91)

Por lo tanto, si consideramos (1.2) y (2.76), al sustituir (2.86)-(2.91) en (2.85), se concluye

wllwlf < CC(lalv + Cllug, vz lwgll gzl g + Collglla-1 1]

+2v2p:C ([allv + Cllug, ) 1]y + C(ve + 42 C) [wgs || 2yl a1
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lo cual implica

vall@llyy < CyClllally + Cllug, e/ lwg, 2wy + Cyllgll -
292, Cllitllv + Cllug, g 2qey) + C + 430 gyl oo
< Gy Clllallvllwg, /ey + g, e llwg, /) + lglla-1)
+C(ullv + llug, llg/e2wy + lwg |/ ry)
y se obtiene (2.80). o

Paso 2: Existencia de solucion de (2.77)-(2.78)

Con el propésito de aplicar el teorema de punto fijo de Leray-Schauder (ver Teorema 1.24), se define
el operador lineal T : V. — V| tal que a cada @ € V le asigna Tu = @ con 4 satisfaciendo el sistema

p1(Va, Vo) + (B(a + u®,a + v, a),v) + (B(a + v, 4, u’), v)
= 2y (10t (a0 + ), ) + (F(@i+ ), 0) — pua (Vas©, Vo) — (Blai + ', ), 0), (2.92)

para todo v € V, donde @ es la tnica solucién del problema lineal (2.79).
En los siguientes Lemas se establecen las propiedades del operador T que permiten aplicar el
Teorema de Leray-Schauder.

Lema 2.15 El operador T : V — V definido por (2.92) es compacto.
Demostracién: Sea {t"},,>1 C V una sucesién tal que

u'™" — wu débilmente en V.
Para 1 < p < 6, V — LP(Q) es compacta, entonces

u"™ — u fuerte en LP(Q2).

Como el operador NV es continuo, entonces Na™ — Nu débilmente en H- 2(Q), y como H?(2) —
CY%(Q) es compacta (Teorema 1.19), entonces Nu™ — Nu fuerte en C°(Q), més atin, como 7 €
C'(R)

n(Na™) — n(Na) fuerte en C°(€),
lo cual implica que existe una constante C;, > 0, independiente de m, tal que
(N (@™ +u®))|[L < Cy. (2.93)
Entonces, denotando @™ = T'(a™), desde (2.92) para todo v € V se tiene
w1 (Va'™, Vo) + (B(a™ + u®, ™ + u®,a"™),v) + (B(a™ + u°,u™, u),v)
= 2u, (rot(w + w®),v) + (F(a™ + u®),v) — u1 (Vu®, Vo) — (B(a™ + v, u®,u®),v). (2.94)
Sustrayendo (2.92) desde (2.94), se obtiene
p1 (V@™ —a), Vo) + (B(a™ + v®, 4™ + u°, 4™ — ), v) + (B(a™ + u, ™ — u,u’),v)
= (B(u+u°,u+u’,a),v) — (B@" +u*,a™ + v, u),v)
+(B(a +u,u+u°,u®),v) — (B(a™ + u°, 4+ u®,u’),v)
+(F(a™ +u®) — F(u + u®),v). (2.95)
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Haciendo v = @™ — w en (2.95) y teniendo en cuenta que (B(u,u,v),v) = 0, se tiene

pla™ —aly < (B@E™ + v, 4" - a4, u), 4" — a)|

+{(B(u+u°,u+ v, u) — B(a" +u, " +u,u),a™ — u)|
+{(B(u+u°,u+ v, u”) — B(a" +u°,u+ v, u),u" —u)]
+{(F(a™ +u°) — F(u+u®), ™ — a). (2.96)

Se acotan los términos del lado derecho de la desigualdad (2.96). De la definicién del operador B,
observando (2.75) y (2.93), resulta

(B(™ +u’, 4™ —a,u’),a™ —a)] = [(nN@"+u’))(@"™ —a) Vu',a™ — )
< (N (@™ +uf))||pe [(@™ — @) - Vu©, @™ — a)|
< Cpella™ - a||%,. (2.97)

Obsérvese que
B+ v, a+u,u) — B(a™ +u',a™ + u',a)
=n(N(a+u®))(a+u’) - Va—n(N(@"” +u))(a™ +u°) - Vi
= ((N(w+u%)) —n(N(@" +u’)))(@+u’) - Vi —n(N(a™ +u))(a™ —a) - Va,
entonces, usando la desigualdad de Holder y (2.93), se obtiene

(B(u+u®,u+u’,u) — Blu" +u’, 0" +u,u),a" —ua)|

< K(n(N(w +u®)) —n(N (@™ +u)))(a+u®) - Vi, a™ — )
N (@™ + ) (@™ —a) - Va, o™ — a)|

< In(N(w + w®)) = n(N (@™ + %))z [((@ + v°) - Vi, a™ — )|
Hn(N (@™ + u®))| e [{((@™ — @) - Vi, a™ — )|

< In(N(@ + %)) = n(N(w™ +u))|| L= [[(@ + u®) -
+Cy ([ — als|allva™ —

< Cln(N(w +u®)) = n(N (@™ + u’))| L= [|a™ — allv
+CCy|[u™ — allslla™ — allv. (2.98)

Por la definicién del operador B y usando la desigualdad de Holder, se tiene
{B(u+vu®, 4+ u",u’) — B(a™ 4+ v’ 4+ u,u’), ™ — u)|
< [{[(n(N (@ +u®)) = n(N(@™ +u’))|(@ + u°) - Vu', o™ —a)|
< [[n(N(@+u®) = n(N (@™ +u®))|rell(@ + u’) - Vur |y [|[a" — v
< Cln(N(a+u%)) —n(N(@™ +u))l|re [|[&™ — allv. (2.99)
De la definicién del operador F' y la desigualdad de Holder, se obtiene

[(F(u™4+u°) — F(u+u®),u™ — '&H

= [((n(N (@™ +u?)) = n(N(@ + u))f, 4™ — @)
< [In(N (@™ + u)) —n(N(ﬁJrug )HLOOHfHV’” " —allv
< Cln(N(@™ +u®)) — n(N (@ + u))||e|[@™ — dllv. (2.100)
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Reemplazando las desigualdes (2.97)-(2.100) en (2.96) y teniendo en cuenta (2.93), resulta

(1 —eCpla™ —alR, < Clln(N (@ +u)) = n(N(@" +u))||= @™ — allv
+OG[u™ — aljs)la™ — allv,

entonces, para ¢ suficientemente pequeno tal que p1 > eCy), se deduce
@™ —allv < C(n(N(a+ %)) —n(N(@™ + u?))l|lLe + Cyl[u™ — alls). (2.101)

Tomando limite en (2.101) cuando m — oo y considerando las convergencias fuertes de @™ en L3(2)
y de n(Na™) en C°(Q), se obtiene que

[Tu™ —Talv = [|a™ — alv — 0,
por lo tanto, el operador T es compacto. o
Lema 2.16 Sea T el operador definido por (2.92). Para w € V se define el conjunto
My, ={a: 4 = \Tu para algin X € [0,1]}. (2.102)
Si 1 es suficientemente grande tal que
K1 > 5@1 + 2@77 CMTV;HU’QQ ||H1/2(F) + QCM,,V;, (2.103)

donde C’n es la constante dada en (2.80). Entonces el conjunto My es acotado en V.
Ademds, para A € [0, 1] todas las funciones u = w(\) € My estdn contenidas, independientemente
de A, en una bola B C 'V centrada en 0 y de radio
R = CyC(lug, Il zmllwgllmzwy + lella— + IElv + lug, [ F )
+C(lug, g2y + llwgsll gz r))- (2.104)

donde la constante C depende de S, puy,vs.

Demostracién: Supoéngase que A > 0, entonces para w € M) es posible escribir Tu = %'&, luego
sustituyendo & = 1@ y v = A@ en (2.92) y teniendo en cuenta que (B(u,u,v),v) = 0, se tiene
pllaly < [B(@+u,a,u®),a)| + 20| (rot (w0 + we), @) + A(F (@ + uf), a)
+uiA|(Vus, Va)| + A|(B(a + v, u®, u®), u)|. (2.105)

Se acotaran los términos del lado derecho de (2.105). Usando la desigualdad de Holder y observando
(2.75), se tiene

=
S
+
:m
e
g
o
z
I

[(n(N(@ + u’))u - Vu©, )
< (N (@ +u))l|=ellaly < eCyllall. (2.106)
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De las desigualdades de Holder y Poincaré, teniendo en cuenta (1.20) y (1.30), se tiene

2pr A (rot (W 4+ w®), )|

A(F(u+u®),w)

IN A

IN IN

IN A

2pr Al[rot(w + wo)[|a] < 2AuCfV (@ + wf)|[|a/lv
20 C (@ gy + 1w || ro) |l (2.107)

Aln(N( +w?))f, a)| < Mn(N (@ + u®))l e [f]lv[allv

ACy|IE|lvllal|v, (2.108)
AV [[[Val < et |a, [[2]v, (2.109)
AN ((N (@ + uf))u - Vus, )] (2.110)
Alln(N (@ + w¥)) [zl [l Ve©[llalle

ACC ||l @] v (2.111)

Sustituyendo (2.106)-(2.111) en (2.105) y observando que A < 1, se tiene

(1 —eCp)llaly < 2Ol g + vl ) allv + Collf v llally + pllufll, allv
+OC w3, allv,

y entonces se sigue

(m = eCplalv < 2Ol gy + [0l m) + Cyllflvr + pllw |, + GO, (2112)

Sustituyendo (2.80) y teniendo en cuenta (1.2) y (2.76) en la ultima desigualdad, se obtiene

(1 —eCo)llalv < 2C, Cryvy (lallv lwgsll gy + lug, e llwgs | ey + llglla-1)
+2Cp,vy (|l + g, ey + lwg, |l gr)
20, Cllw || n + Cyllfllvr + pa|u |, + CoCllwfffy,

IN

2C; Cpyvy  (1allv lwgs | gy + g, ez lwgs ey + llgla-1)

+2Cuvy  ([allv + llug, ey + lwgllgrre)

200, Clwgs | 172y + CollElve + 1€ g, gy

+CTICHU'91 "%11/2(1“)7

y entonces resulta

(11— £Cyy — 2Cy) Cpirvy w12y — 20 Mty

< 2C, Copyry (uag, s/ s oy + i)
+2C,7 (g, legs/aqry + 10 L 1/2y) + 260 C gl ey
+CylEllve + i Cllug, gy + CaCllug, gz

< CoClllug, e remyllwglle ey + lella— + IElve + llug, 32 )
+C(HU91HH1/2(F) + Hw92HH1/2(F))a (2.113)

45



y como por hipétesis p — eCyy — 20, Capvy *|wy, /2y — 2C vyt > 0, considerando C = C'(uy —
eC, —2C, CIU,TVQ_IHUJQ2HH1/2(F) —21,Cvy M) 71, de (2.113) se deduce

~ ~ 2
lallv < CoClllug, gz lwe, |z ey + lglla—1 + [1fllve + llug, 52 r)
+C(ug, 2wy + [[wgsll 172y, (2.114)
lo cual implica que el conjunto M) es acotado en V para A > 0. Para A = 0 el resultado es trivial.
El radio (2.104) de la bola B C V es obtenido de (2.114). o
Con los resultados de los lemas anteriores, se tiene el siguiente teorema de existencia de soluciones

del sistema (2.77)-(2.78).

Teorema 2.17 Sean f € L2(Q), g € L*(Q), n € CY(R) y pu1 satisfaciendo (2.103). Entonces, el
operador T : V. — V definido en (2.92), con w solucién de (2.79), tiene un punto fijo uw € V, y el
par de funciones [w, W] es solucion del sistema (2.77)-(2.78). Ademds, si p1 y va son suficientemente
grandes, entonces la solucion [, W] satisface la siguiente desigualdad

lalv + @]l g < €6, (2.115)
donde é = HuglHHl/Q(F)(”wganl/?(F) + ].) + ||w92HH1/2(1") + Huglnill/?(l‘) + HfHV/ + ||gHH_1 Y la
constante C depende de ), u1, 1o, én'

Demostracién: Se sigue del Lema 2.15 y Lema 2.16 que el operador T y el conjunto M) satisfacen
las condiciones del principio de Leray-Schauder (Teorema 1.24), por lo tanto el operador T' tiene un
punto fijo, esto es, existe & € V tal que T4 = w. Entonces, por la definicién de T' dada en (2.92) se
deduce que @ = u el cual satisface (2.92) y la ecuacién auxiliar (2.79), asi, se concluye que [u, W] es
solucién del sistema (2.77)-(2.78).

Sumando (2.92) y (2.112), asi como también considerando (1.2) y (2.76), se tiene

(1 = <C)laly + vy < CoCllalvlwg i szqry + 220 Clallv
2 C | g + CoCllug, ez ) lwgs 12y
2331, Clug, gy + €0+ 60,0 gy 2
T Cllug, [lg/z @) + CN'nCHUgl H%{lm(r)
+Cy([IEllv + llgll 1),
lo cual implica
(11 <Gy — CoCllugsll ooy — 22 Oy + (2 — 2, O)
< CoCllug, llg/ayllwgs |12y + (V200 + 11C) ug, o ry
+C(va + 611 O)llwgs | 1/2(ry + CoCllug, g2y + Co(IEllv + llgll-1).  (2.116)
Denotando C' = min{u; —eC), — énc“w92|’H1/2(F) — 2v/24,C, vg — 211,C’} > 0 se obtiene

Clllally + 1ol m) < Cllug, leassoqry g s ey + Nekg, lensrzqry + lowgs i aey)
O (lesg, gz + €l + lglla—s).
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desde donde se sigue (2.115). o

Como una consecuencia del Teorema 2.17 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.18 Sean £ € L2(Q), g € L2(Q), uo € HY (To), g1 € HE (1), wo € HY*(Ty),

g2 € Héé2(F3), n € CY(R), u1 y vo suficientemente grandes como en el Teorema 2.17. Entonces,

existen funciones [u,w] € Hy, x HY(Q) y p = n(Nu) satisfaciendo el sistema no homogéneo(2.71)-

(2.74).

Ademds, la solucion [u,w] satisface la siguiente desigualdad
lullm, + wllm < C6, (2.117)
donde C' es una constante positiva que depende de €2, 1, v9, y 6} definido en (2.115).

Demostracién: Considerando [@,%] € V x HE(Q) solucién del problema (2.77)-(2.78) dada por el
Teorema 2.17, se deduce que existe una solucién [u,w] € H, x H(2) para el sistema (2.71)-(2.74),
donde

u=u+u, w =W+ w. (2.118)

De (2.118) y la desigualdad triangular, se tiene
[ulla, + wlg < lallv + @l gy + v s, + o),
y entonces, teniendo en cuenta (1.2) y (2.76), se obtiene

[l + (1wl [allv + @]z + Cllug, 2wy + Cllwg [l

<
< C+Cllug, ||H1/2(F) + C”w92HH1/2(F)7

desde donde se sigue (2.117). o
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Capitulo 3

Problema de control de borde para
ecuaciones de fluidos micropolares con
condiciones de borde tipo mixto

En este capitulo se estudia un problema de control de borde restringido a las soluciones débiles
de las ecuaciones estacionarias de fluidos micropolares con condiciones de borde mixta sobre una
parte del borde del dominio de flujo, incluyendo la condicién de deslizamiento de tipo Navier para la
velocidad de traslacién del fluido. Especificamente, los controles son aplicados sobre partes del borde
del dominio de flujo y la restriccién son las soluciones del sistema (2.12)-(2.15) dado en el Capitulo
2. También como en el Capitulo 2, se consideran los espacios de funciones: H = H. x H(Q),

X=H! xH}Q), X =H, xH'(Q) y

Héég(f‘o) = {ueL*Iy) : existe & e HY?(I') satisfaciendo ﬁ|F\FO =0, u), = u},

HY/’(To) = {ueHYT,) : / w-ndl =0}
Lo

Con las mismas consideraciones hechas en la Seccién 2.1 del Capitulo 2, se considera el flujo en
un dominio acotado 2 C R? y borde es subdividido en regiones simplemente conexas de la forma
F=T1Uly=T3Uly,donde 1 NIy =0, [35NTy =0y e =T3Ul% con T3NT% =0, la parte I'}
debe tener interior no vacio y I's debe tener medida de Lebesgue positiva, ademds I'; y I'y pueden
coincidir o diferir, pero ambas deben tener interior no vacio. Se definen los conjuntos convexos y
cerrados Uy C I:I(l)éQ(Fl) y U C H(1)62(F4).

En las condiciones de borde (2.14)-(2.15), esto es

| g sobre I7, | wo sobre Iz,
ugl_{ ug sobre T} w92_{ g, sobre Ty, (3.1)

las funciones ug y wq son funciones dadas sobre las partes I'} y I's respectivamente, las funciones g,
y g, describen controles de borde de tipo Dirichlet para u y w sobre las partes I'; y T'y.
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3.1 Formulacién del problema de control

~1/2

Sean [f,g] € X', ug € Hy) (I'}) y wy € H(1)62(I’3). Considere ug € L2(2),u, € LP(Q2), wy € LI(S),
representando los estados deseados, y las funciones g; € U, gy € Us describiendo controles de borde

de tipo Dirichlet para u y w, sobre las partes I'y y I'4.

Bajo las consideraciones anteriores se formula el siguiente problema de control:

Problema 1. Hallar [[u,w], g, g5] € H x Uy x Uz tal que para 2 < p <6y 2 < g < 6, minimice el

funcional

B4

B Bav B3
Ju,w, gy, 9,] = ?Hrotu —ugl* + THVU + V7Tl + ?”u — wp|[h + ;Hw —wgylld

Bs Be

2 2
+ 20 oy + DNl 2ey

sujeto a que [u,w] € H sea una solucién del sistema

2v1(D(u), D(v)) + 2011 / u-vdl + (u-Vu,v)

I3
vo(Vw, Vz) + v3(divw, div z) + (u - Vw, 2) + 4v,(w, z)
u
w

(3.2)

2vp(rot w, v) + (f,v)m,, (3.3)

2up(rotu, z) + (g, z)u-1, (3.
ug, ~ sobre I\, (3.5)
wg, sobre I,

para todo [v, z] € HL x H{(Q) = X con ug y wg, definidos en (3.1).

Las constantes ;,7 = 1,...,6 dadas en (3.2) satisfacen alguna de las siguientes condiciones:

(1) B; > 0parai=1,..,6,U; C ﬁé{f(ﬂ) y Uy C Héé2(F4) son conjuntos

convexos, cerrados y acotados,

(i) B; > 0 parai=1,..,4, B5 > 0,8 > 0, Uy C H}

son conjuntos convexos y cerrados.

/2

(T1) y Us € HELZ(Ty)

(3.7)

El primer término del funcional J dado en (3.2) otorga una medida entre la turbulencia del flujo
y una velocidad prescrita ug; el objetivo del tercer término es procurar que la velocidad traslacional
se mantenga préxima a una velocidad deseada wuyp; el cuarto término mide la proximidad entre la
velocidad de microrotacién y una velocidad microrotacional deseada wy. El segundo término mide la
resistencia del fluido debido a la friccién viscosa (ver [2], [29]). Finalmente, el quinto y sexto término
son introducidos con el objetivo de generar un balance en el funcional J.

3.2 Existencia de una solucién éptima

Se define el conjunto de soluciones admisibles para el Problema 1 como sigue:

Sud = {s = [[u,w], g1, &]] € H x U,q tal que J(s) < oo y s satisface el sistema (3.3) — (3.6)},

donde U,; = Uy X Uz es el conjunto de controles admisibles para el Problema 1.

Se tiene el siguiente resultado de existencia de solucién.

49



Teorema 3.1 Bajo las hipdtesis del Teorema 2.7, si una de las condiciones dadas en (3.7) es satis-
fecha, entonces el problema de control (3.2)-(3.6) tiene al menos una solucion § = (&, w, gy, gs| € Sad-

Demostracién: Se sigue del Teorema 2.7 que el conjunto S,4 es no vacio. Ademas, dado que el fun-
cional J es acotado inferiormente, entonces existe una sucesién minimizante s™ = [u", w™, g7", g5'] €
Sad,m € N, tal que

lim J(s™) = inf J(s).

m—00 s€Sqd

Por la definicién de S,q4, se tiene s™ satisface (3.3)-(3.6), esto es

2v1(D(u™), D(v)) + 2a1/1/ u” - vdl + (u - Vu', v) — 2v, (rot w™, v)

I3
=(f,v)m, Yve H., (3.8)
v (Vw™, Vz) + vs(divw™,div z) + (u™ - V™, z) + 4v,.(w™, z2) — 2v,.(rot u™, 2)
= (g,z)g-1 Vz € HY(Q), (3.9)
u™ =ugn sobre MN\Is, w"= wgp sobre I. (3.10)

Ademas, si una de las condiciones dadas en (3.7) es satisfecha, entonces nuevamente por la definicién
de S, existe una constante C independiente de m tal que

195 22, + 198 Bz < C- (3.11)

En efecto, si la condicién (i) de (3.7) es satisfecha, se tiene que los conjuntos U; C ﬂé{f (T1) yUs C

H(l)(/)Q(D;) son acotados y como {s™} C Suq, entonces {g7"} C Uy y {g5'} C Us. Asi, se concluye
(3.11). Por otro lado, si la condicién (ii) de (3.7) es satisfecha, entonces como la sucesién {J(s™)}
es convergente, se tiene que es acotada y se sigue (3.11).

Consecuentemente, de la estimativa (2.43) y (3.11), se tiene que existe una constante C' indepen-
diente de m, tal que

m||2 m||2
w™l[f + lw™ g < C.

Por lo tanto, la sucesién s™ = [u™, w™, g", g5'] es uniformemente acotada y como U,q es un subcon-
junto convexo y cerrado de ﬂééQ(Fl) X Hééz(F4), existe un elemento § = [[@, W], gy, Go]] € H X Uyg

tal que para alguna subsucesién de {s"}, que por simplicidad serd ain denotada por {s™}, se tiene
u™ — @ débilmente en H., w™ — w débilmente en H(Q), (3.12)
g7 — g débilmente en HE*(T1), gF — g débilmente en HEL*(Ty), ‘

y considerando las inmersiones compactas dadas en Lema 1.22 y la Observacién 1.21, se obtienen las

convergencias fuertes

u™ = a en L2(Q), w™ — w en L2(Q),

gr g en LXT1), g — gy en L2(Ty). (3.13)

Ademids, como u™ = g* sobre I'1, u™ = wug sobre I' \ I'}, w™ = g§* sobre 'y y w™ = w sobre I's,
entondes de (3.13) se sigue que @ = g, sobre I'1, @ = ug sobre '\ I'}, @ = g, sobre I'y y w = wy
sobre I's; asi § satisface las condiciones de frontera dadas en (3.5)-(3.6).
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Andlogamente a la prueba del Teorema 2.6, teniendo en cuenta (3.12) y (3.13), es posible pasar
al limite en (3.8)-(3.9) cuando m — oo, y concluir que 3§ es una solucién del sistema (3.3)-(3.6).
Consecuentemente, se tiene que § € Suq ¥

lim J(s™) = inf J(s) < J(S). (3.14)

m—oo SESqq

Por otro lado, como el funcional J es débilmente semicontinuo inferior sobre S,4, se tiene por
definicién que
J(8) < liminf J(s™). (3.15)
m—0oQ0

Por lo tanto, de (3.14) y (3.15), se concluye que

J[’INL, w, glv QQ] = J(é) = ;g%,nd J(S)a

por lo tanto § = [u,w, g;, 5] es una solucién éptima para el problema de control (3.2)-(3.6). o

3.3 Condiciones necesarias de optimalidad de primer orden

Con el propésito de aplicar el método de Lagrange y derivar condiciones necesarias de optimalidad
de primer orden para el problema (3.2)-(3.6), se define el siguiente espacio de Banach

Y =X x HYA(T\T2) x HY/2(I),
y observando (3.3)-(3.6) se define el operador F = (F1,F9,F3, Fy) : H x U,q — Y, donde

Fy :HXUad%H;, F, ZHXUad%Hil(Q%
Fy i H x Upg — Hyp (T\T3)  Fy: H x Uyg — HYA(T),

los cuales en cada punto r = [[u, w], [g;, g2]] € H x U,q son definidos por:
(Fi(r),v)gy = 2v1(D(u),D(v))+ 2a1n / u - vdl' + (u - Vu,v) — 2v,(rotw, v)
—(f,v)yy Vv € H., (3.16)
(Fa(r), z)g-1 = (Vw,Vz)+v3(divw,divz) + (u - Vw, z) + 4, (w, z) — 2v,.(rotu, 2)
(g, ) Yz € HY(Q), (3.17)
Fi(r) = Upg ~ UGy (3.18)
Fy(r) = w) —wg,. (3.19)

Asi, el problema de control (3.2)-(3.6) es equivalente a: Hallar r = [[u, w], [g;, g5]] € H X Uyq que
minimice el funcional

A Bav Bs Ba
Tcw.gi9) = Dot — i + P2Vt Tl + 2wl + 2w
Bs Be
+?HQ1H%11/2(F1) + ?“92“%11/2@4)7 (3.20)
sujeto a F(r) = 0, esto es
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<F1(I‘),U>H; =0, <F2(r)’Z>H; =0, F3(r) =0, Fy(r) =0 Vv, z] e X. (3.21)

Para garantizar la existencia de multiplicadores de Lagrange se probara que el problema de control
6ptimo (3.20)-(3.21) satisface las condiciones del Teorema 1.45. Los resultados se establecen en los
siguientes lemas.

Lema 3.2 El operador F, definido en (3.16)-(3.19), es Fréchet diferenciable con respecto a r =
[[w,w],[g1, )] € H X Uyq. Ademds, en un punto arbitrario ¥ = [, w, gy, §s] la derivada de Fréchet
de F con respecto a r es el operador lineal y acotado Fy(¥) : H X Uyq — Y tal que en cada punto
t = [, x] € H x Uyq con ¢ = [p,¢] y x = |0, T] es definido por:

(F1p(T)t, U>H; = 2uv1(D(p), D(v)) + 2a1, /2 @-vdl'+ (0 Ve,v)+ (¢ - Va,v)

FQ
—2u,(rotp,v) Vo € HL, (3.22)
(For(B)t, 2)pp—1 = 1»(VY,Vz) +13(divep,divz) + (w- Vb, z) + (¢ - Vw, 2)
+4v, (1, z) — 2u,(rotp, z)  Vz € HY(Q), (3.23)
Fgr(f‘)t = SD'F\F% - Bl o, (324)
F4r(f‘)t = 1/J|F — BQT, (3.25)

donde By € E(I:I(l)éQ(Fl), fIé{f(F \T3)) y By € E(Hé{f(lﬂ;), HY2(T")) son definidos por

| o sobre I'y, | 0 sobre I,
Blg_{ 0 sobre T}, Y BQT_{ T sobre Ty. (3.26)

Demostracién: Desde la definicién de F; dada en (3.16) y t = [, 9, g, T], se tiene

(Fi(r+t),v)y

;) —
o

(F1(t),v)yy, = 21(D(p), D(v)) + 2011 /1“2 p-vdl'+ (u-Ve,v)
+(p - Va,v) + (¢ - Ve, v) — 2u.(tot ¢, v),

denotando

(G(F)t,v)a, = 2v1(D(p), D(v)) + 2a1, /1*2 p-vdl' 4 (u-Ve,v) + (¢ - Vu,v) — 2v,.(rot ¥, v)

se tiene que
(Fo(F +6), v}, — (Fa(®), )p, — (GE),0) = (9 Vo, ). (3.27)
Usando la desigualdad de Holder, observando (1.30) y (1.33), se obtiene
(- Ve, 0)| < llelsVolllells < CCllellz 0l
luego, (3.27) implica
[(F1(F + t), )1, — (F1(F), v)m, — (G(E)t, ), | < OOl vl
asi,

sup  [(F1(E +t), v)m, — (Fi(F), v)m;, — (G(E)t, v)m, | < CC|lollfy

||1’||ﬁ(1,§1
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y se concluye
IF1(F +t) = F1(F) — G(O)t[lmy, < CCllollzn < OOt (3.28)

Entonces, se obtiene

Fy(F 4 t) — Fu() — Gt g
IFs(F+6) —Ea(0) GO, _ 5 oo, = 0. (3.29)

m P
[[tll5x24, ,—0 [t xta [[tllzzx2q, ,—0

Por lo tanto, de (3.29) y la Definicién 1.25 se obtiene (3.22). La igualdad (3.23) se obtiene de manera
analoga.
Por otro lado, desde la definicién de F3 dada en (3.18), se tiene

Fa( +t) — F3(0) = (@ + @)1, 1y — g, 10) ~ (U —Ug) =P, ~ (g e —Ug,) (3:30)
Ahora, por la definicién (3.1) y (3.26), resulta Uy o) — Ug, = Bio, asi, (3.30) implica
F3(r+t) —F3(r) = ¢y, —Bilo),
2

entonces se concluye

[Fs(r +t) — F3(T) — (90|F\F% — Bi(e)llmr2 g

lim )
lItlexes, ,—0 [l Extta

y en consecuencia, de la Definicién 1.25, se sigue (3.24). La igualdad (3.25) es obtenida de manera
andaloga. o

Lema 3.3 El funcional J, definido en (3.20), es Fréchet diferenciable con respecto a r = [[u,w],
(91, 95]] € H X Uyq. Ademds, en un punto arbitrario ¥ = [@, W, g, gs| la derivada de J con respecto
ar es el funcional lineal y acotado Jp(T) : H X Uyq — R tal que en cada punto t = [¢, x] € H X Uyq

con ¢ = [, ] y x = [o,T] es definido por:
Tt = Bi(roti — ug, rote) + 4B (D(@), D(9)) + B(sgn(@ — w,)|@ — wpl* !, @)

+Ba(sgn (i — wa) @ — walTL, ) + fs / - edl + B / % rdl,  (331)
Fl 1—‘4

donde D(u) = W%VT{‘ y la i-ésima componente del vector sgn( — up)|@ — up[P~1 es
(sgn(@ — wp) | — up[P~1); = sgn(i; — wp)|@; — ugp|P L.
Demostracién: El funcional J definido en (3.20) se reescribe como

J(t) = J[a,w, gy, §o] = Ji(w) + Jo(1) + J3(w) + Ju(g1) + J5(2)

con
~ ~ v ~ ~ ~ ~
n@ = rota —ugl? + 2 va+ vTal?, aa@) = 2w,
. Ba - - By~ 2 - B\~ 2
Js(w) = ;HW—wdH?p Ju(gy) = 7”91”1{1/2@1), J5(gs) = ?|’92HH1/2(1"4)’
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entonces, si los J; son Fréchet diferenciables se deduce que J es Fréchet diferenciable y la derivada
de J con respecto a r en la direccién t = [p, 1, o, T| satisface

Te(E)t = Jra(@)p + Jou (@) + oo (@)9 + Jag, (31)0 + Jsg, ()7 (3.32)

A continuacién se demuestra que los funcionales J; son Fréchet diferenciables.

El funcional J; : HL — R es Fréchet diferenciable con respecto a w € HL y en un punto arbitrario
@ € HL la derivada de Fréchet de Jy en la direccion ¢ € H. es el funcional lineal y acotado
Jiu(@) : HY — R definido por

Jiu(@)p = pi1(rotw — ug, rote) + 2620 (D(w), D(p)). (3.33)
En efecto, de la definicién de .J; y teniendo en cuenta que Va + V7 = 2D (@), se tiene
_ _ B _ 2 P o o T 2
Mite) = ottt o) —ual? + V(@ + @) + V(@ + o)

_ %Hrotﬁ — g + rote|? + 2820 D(@) + D()?

_ %(rota — g + T0tep, T0tT — uq + rotp) + 2o (D (@) + D(p), D() + D(¢))
B %HYO‘ME — ug||® + Bi(rot & — ug, rot ) + %Hrot @l + 2820 D(a)|”

+4B20(D(@), D(p)) + 2620 | D(p)|I?
= Ji(a) + fi(rot @ — ug,rot @) + 4P82v(D(w), D(p)) + %Hrot @||> + 282v|| D()|?,

entonces se sigue
_ _ _ _ B
Talii+ @) — T (@) ~ [B1(r0t i — g, ot p) + 45(D (i), D)) = L rot ol + 28| D)
y observando que
1
Irot ¢l < V2[[Vell < V2@l  1D(e)]l = 5||V<P+VT<PH < Vel < llellme,
se obtiene

| J1(% + ) — Ji(@) — [B1(rot & — ug, ot ) + 4B20(D (@), D())]| < (B1 + 2B2v) Iy -

Asi,

lim |J1(ﬂ’ + (P> — Jl(il’) - [61(1"013’&, — Ugq, TOt 90) + 462V(D(11),D(30))” <C lim ||90HH1 -0
I llggy, —0 el T el o o

lo cual implica que J; es Fréchet diferenciable y se sigue (3.33).

El funcional J : HL — R es Fréchet diferenciable con respecto a w € HL y en un punto arbitrario
w € HL la derivada de Fréchet de Jy en la direccion ¢ € HL es el funcional lineal y acotado
Jou (@) : HL — R definido por

Jou(@)p = B3(sgn(i — up) | — up|P !, ). (3.34)
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Con @ = (U, U2, u3) y up = (u1p, usp, ugp), de la definicién de Jo se tiene
3 3
- - 3 .
To(@) = =@ —wllp = = [l — uglb,
p gt
entonces, observando (1.6) y considerando ¢ = (¢1, ¢2, ¢3), se deduce
By &
~ 3 ~ ~ _ ~ ~ _
Jou(B)p = P ZP(SQH(W — wip) | — uipP~T, i) = Ba(sgn( — wp)|a — wp[P71, ).

i=1

El funcional J3 : HY(Q) — R es Fréchet diferenciable con respecto a w € HY(Q) y en un punto
arbitrario w € H(Q) la derivada de Fréchet de Js en la direccion ¥ € HY(Q) es el funcional lineal
y acotado Jau(w) : HY(Q) — R definido por

3w (W) = Pa(sgn(w — wg)lw — wa| "™, ). (3.35)

La demostracion es similar que para la derivada de Fréchet del funcional .Js.

El funcional Jy : Uy — R es Fréchet diferenciable con respecto a g; € Uy y en un punto arbitrario
g1 € Uy la derivada de Fréchet de Jy en la direccion @ € Uy es el funcional lineal y acotado Jug, (gy) :
Uy — R definido por

Jag, (g1)e = 55/F g - edl. (3.36)
1
En efecto, de la definicién de Jy, se tiene
- Bs, - Bs , - .
Ju(gy +0) = ?5”91 + Q||%11/2(r1) = ?5<91 +0,91 +o)r,
Bs,. . 8 B
= g‘r’(gl, gu)r, + Bs(gi. o), + 55@, o)r,
_ 8 B
— i)+ 85 [ i edr+ el
1
de modo que
3 _ . B
61+ @)= i) = s [ g edrl = el
1
Asi,
Iid+ o)~ (g~ s [ gi-edr|
lim 0 =2 Tim ol =0,
lelly —0 lellen 2 llelluy 0

lo que implica que Jy es Fréchet diferenciable y se sigue (3.36).
El funcional J5 : Us — R es Fréchet diferenciable con respecto a gy € Us y en un punto arbitrario
g € Uz la derivada de Fréchet de Js en la direccion T € Uz es el funcional lineal y acotado Jsg,(gs) :
Uz — R definido por
J5g,(g2)T = ﬁe/ g, - Tdl. (3.37)
Iy

La demostracién es similar que para la derivada del funcional Jy.
Finalmente, reemplazando (3.33)-(3.37) en (3.32) se obtiene (3.31). o
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Observacioén 3.4 Ndétese que para T = [w,w, gy, g5, * = [u,w] y ¢ = [p, V], se tiene:
Sit=[p,1,0,0], entonces Fp(F)t =Fo(F)¢p y Jp(T)t = J(F).
Sit=[p,,0,7], entonces Fip(F)t = F15(T)¢p y For(F)t = For(T) .

Lema 3.5 El funcional J es convexo con respecto a U,q y el operador F es afin sobre Uyq.

Demostracién: Los conjuntos U1 y Us son convexos, las normas || - [lgr/2r,) ¥ I - llrzer,) son
convexas, entonces el funcional J definido en (3.20) es convexo con respecto al conjunto U,q. Puesto
que el conjunto Uyg es convexo y el operador IF depende linealmente sobre los controles [g;, g5] € Uy,
se tiene que el operador F es afin sobre U,q. o

Lema 3.6 El rango del operador Fg(r) : H — Y, donde x = [u,w] € H, es cerrado con codimension
finita en Y.

Demostracién: Considerando la Observacién 3.4, para cada ¢ = [p, ] € H es posible reescribir el
operador F(T) como sigue

Fo(F)¢ = Z() + K(9), (3.38)

donde los operadores lineales

T=1[T1,Z9,F3;(1),Fyp(t)]  H—Y y K=[Ki,K2,0,0:H—Y

son definidos por

(Z1(9),v) = 2uv1(D(gp), D(v))+ 2a1, /F2 @ -vdl Yo € H., (3.39)
(Zy(d),2) = 1a(Vh,Vz) + v3(divep, divz) Vz € H)(Q), (3.40)
Fsz(F)¢p = Plryrg’ (3.41)
Fiz(F)p = ., (3.42)
y por
(Ki(p),v) = (@-Ve,v)+ (¢ Vi,v) — 2v,(roth,v) Yo € HL, (3.43)
(Ka(@),z) = (@-Vp,z) +dv.(1h, z) — 2u.(rot p, 2) Vz € HY (). (3.44)

Con el propdsito de aplicar el Lema 1.30 y la Proposicion 1.31, a continuacién se prueba que Z es un
isomorfismo y que el operador IC es compacto.

Z es un isomorfismo.

El operador I es inyectivo. Sea ¢ = [p,v] € H tal que Z(¢) = 0, entonces desde (3.39)-(3.42) se
obtiene

2v1(D(p), D(v)) + 2aV1/ @-vdl = 0 YveH, (3.45)
r3

(Vi Vz) + 3(divep,dive) = 0 Vze HY(Q), (3.46)

% = 0 sobrel', ¢ = 0 sobreD\T3. (3.47)
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De (3.47) se tiene que ¢ € HL y 9 € H}(Q), entonces sustituyendo v = ¢ en (3.45) y z = 1 en
(3.46), se obtiene que

leliZ @) +allelaesy =0 v vallblid +valdivep]> = 0
lo que implica que ¢ = [p, 9] = 0 en  y en consecuencia el operador Z es inyectivo.

El operador I es sobreyectivo. Sga [f' , &, Y0, 1P| un elemento cualquiera de Y, se verificard que existe
¢ = [p, 9] € H tal que Z(¢) = [f, 8, @y, Y], es decir, que satisfaga el siguiente sistema

201 (D(p), D(v)) + 2001 / p-vdll = (f,v) YveH., (3.48)
r3

@ = ¢, sobreI'\T3 (3.49)

vo(Vah, Vz) + u3(divep,divz) = (g,2) VzeHL\Q), (3.50)

P = 1y sobrel. (3.51)

Como [Lpo, Yyl € H1/2(F \T3) x H1/2( ), por el Lema 2.5, existe ¢ = [@, 4] € H tal que ¢ = cpo
sobre I"\ I‘Q, ¢ = 0 sobre 2y 1,b 1, sobre I'. Entonces, denotando ¢ = ¢ — ¢ € H
b = —p € H)(Q), luego sustituyendo ¢ = ¢ + @ en (3.48) y ¥ = b + b en (3.50), se obtiene

201 (D(@), D(v)) + 2av; /FZL;;-vdr = (f,v) — 201(D(@), D(v)) — 2am, /F2¢.vdr, (3.52)

(V), Vz) + v3(divep,divz) = (g, 2) — va(Ve, Vz) — v3(div ¢, div z). (3.53)

Considerando una forma bilineal  : H: x HL — R y un funcional lineal Ly : H! — R definidos por

a(@v) = 201(D(@), D(v)) + 2am, /F v,
2

Le(v) = (f,v) —2v1(D(@), D(v)) — 2014 /1“2 @-vdl Vv e HL(Q),

resolver la ecuacién (3.52) es equivalente a: hallar ¢ € I:IJ;, tal que
a(@,v) = Lp(v) Yo HL. (3.54)

e La forma bilineal a(-,-) es continua y coerciva:

Para todo [@,v] € HL x H!, usando la desigualdad de Hélder, se tiene

a(@v) < 201 D@D )] + 201 / vdl|
< @l ol + 2010 Bl 0
< 21(1+aC?)[@l g [0l . (3.55)

donde C es una constante tal que [@|l2ry < Cll@llgr. Asi, (3.55) implica que a(,-) es
continua.
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Para todo ¢ € H, se tiene
a(@, @) = 21||D@)|” + 2001 [ @l72(rz) > 21l @15, (3.56)
y en consecuencia, a(-,-) es coerciva.

e EL funcional Lg es continuo:

Para todo v € I:I}, por la desigualdad de Holder y la definicién de Lg, se tiene

=
N
=
IA

IElls, 1vllggy + 201 D(@) 1 D (@) ]| + 2001 [ @2y w2y

(Iler, + 2111 @lles, + 20 Cllpolecry) ol (357)

IN

lo que implica que Lg es continuo.

Entonces, de (3.55)-(3.57) y el Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.23), se tiene que existe una
tinica ¢ € HY satisfaciendo (3.54), en consecuencia ¢ es la tnica solucién de (3.52). Asf, ¢ = @ + @
es solucién de (3.48)-(3.49). Similarmente, para demostrar la existencia de una solucién ¥ de (3.53)
se aplica el Teorema de Lax-Milgram y luego se deduce la existencia de la solucién ¢ = '(Z' + 1~P de
(3.50)-(3.51).

Por lo tanto, se ha demostrado que para todo [f', g, v0, Y] € Y existe [p, Y] € H tal que satisface
(3.48)-(3.51), lo cual implica que Z es sobreyectivo, y consecuentemente, se concluye que el operador
Z es un isomorfismo.

IC es un operador compacto.

Para probar que el operador K es compacto, se verificara que los operadores ICi y ICo definidos en
(3.43) v (3.44) son compactos. Sea {¢,, }m>1 = {[@m> Ym]}m>1 una sucesion débilmente convergente
en H, esto es, existe un elemento ¢ = [p, ] € H tal que

®,, — @ débilmente en H., 4, — 1p débilmente en H'().

Como H C H! x HY(Q) y las inmersiones H. — L*(Q), H'(Q) < L*(Q2) son compactas, se tienen
las convergencias fuertes

Ym — penLYQ), b, — P en LYQ). (3.58)
Ademas, ¢,, satisface las ecuaciones

(Ki(pp),v) = (@ V@, v)+ (@, Vi,v) — 2u,(tot 9, v) Yo € HY, (3.59)
(Ia(b), 2) = (G- Vi, 2) + 40, (1,,, 2) — 2 (0t @,,,, 2) Yz € HE(Q). (3.60)

Haciendo la diferencia entre (3.43) y (3.59), la diferencia entre (3.44) y (3.60), se obtiene

(Ki(dp) —Ki(@),v) = (w-V(pn —¢),0) + ((Pn — @) - Va,v) + 2u(rot (¢, — ), v),
(o) — Ko@), 2) = (w-V(y, =), 2) +4vr(Pr, — P, 2) + 20, (rot (), — ), 2),
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entonces, usando la desigualdad de Holder, la desigualdad de Poincaré, (1.19), (1.33) y (2.7), se tiene

[(Ki(¢r) — Ki(9),v)] (@ Ve, —@v)|+ [((¢n — ) - Vu,v)| + 2vr| (), — 1h, rotw)]

alla| Vol — @lla + e — @l Volllals + 20, 3, — ] rotw]
20l allpm — @llallvlgy + 220, Clap, — vl

Cllpm — @lla+ [ — Bl 0] g (3.61)
(@ V2,0 — )] + [, — 5, 2)| + 20 (0, — @, 1002)

lallal| V201, — lls + 40,16, — w1121 + 200 2, — ol otz
lallallm — llallz s + 42 Clltb, — i1zl

22 — oll=

Cltbm — Blla + e — ell0) 12513 (3.62)

donde C' es una constante que depende sélo de ||@||4 y v. Entonces, desde (3.61) y (3.61), se obtiene

((Ka(Pr) — K2(9), 2)

(VAN VANEN VANS VANSI VANRN VAR VAN

IA

1K1 (b)) — Ki(@)||lw, = H ﬁl}pq |(K1(@y,) — Ki(),v)| < Cllpy, — @lla + 1%, — 2ll4), (3.63)
1KC2(y,) — Ko(P) g = H ﬁup<1 |(K2 (b)) — K2(9), 2)| < C[[%0,, — Plla + [l — plla). (3.64)

Entonces, considerando (3.58) y tomando limite en (3.63)-(3.64) cuando m — oo, se tiene

1K1(#) = Ki(D)lm, — 0y [[Ka(dy) — Ka() a1 — 0,

lo cual implica que los operadores IC; y Ko son compactos.

Por lo tanto, como Z es un isomorfismo y K es compacto, considerando (3.38) y el Lema 1.30, se
sigue que Fo(T) : H — Y es un operador de Fredholm, y entonces por la Proposicién 1.31 se concluye
que el rango del operador Fg(T) es cerrado y de codimensién finita en Y. o

Debido al Lema 3.2, Lema 3.3, Lema 3.5 y Lema 3.6, el operador F y el funcional J definidos en (3.16)-

(3.20) satisfacen las condiciones del Teorema 1.45, el cual garantiza la existencia de multiplicadores

de Lagrange A = [\, [n,&],¢(, 9] € R x X x I:ISOI/Z(F \ T3) x H™'/2(T") asociados al problema de

control (3.20)-(3.21). Entonces, para Ay r = [[u, w], [g;, g2]] € H X Upq, se introduce el funcional de
Lagrange

L:H X Uy x R x X x Hy/2(T'\T2) x HV2(T) - R,
el cual es definido por
L, Al = XoJ(r) = (Fi(r), mu, — (Fa(r), a1 — (¢ F3(r))p\rz — (F,Fa(r))r,  (3.65)
donde F(r), Fo(r), F5(r), F4(r) son definidos en (3.16)-(3.19) y J(r) es dado en (3.20).

Del Lema 3.2, Lema 3.3 y Observacion 3.4, se deduce que el funcional de Lagrange £ es Fréchet
diferenciable con respecto a * = [u,w] € H. Ademads, en un punto arbitrario [r, A] la derivada de
Fréchet de £ con respecto a x es el funcional lineal y acotado

Lolr, A : H— R,
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tal que en cada punto ¢ = [p, ] € H es definido por

La[r, Ao = AoJe(r)¢p — (Fia(r)d, m)m;, — (Faa(r)é, &) u-1 — (¢, Fax(r)d)r 1y
— (9, Faa(r))r, (3.66)

con F15(r)@, For(r)p, F3z(r)@ y Fag(r)¢ definidos en (3.22)-(3.25) cuando t = [¢,1,0,0] y Jo(r)¢
definido en (3.31) cuando t = [, 4,0, 0].
Resultados acerca de condiciones de optimalidad son dados en el siguiente teorema.

Teorema 3.7 Sea § = [4,w, g, gs] € Saq una solucion dptima del problema de control (3.20)-
(8.21) con J y F satisfaciendo el Lema 3.2, Lema 3.3, Lema 3.5 y Lema 3.6. Entonces, existe un

multiplicador de Lagrange no nulo X = [, [n,€],¢, 9] € R x X x HO_OI/Q(F \I'2) x H-Y2(I) tal que
satisface la ecuacion de Lagrange-FEuler

Lz[8,A]¢p=0 Vo cH (3.67)
y el principio del minimo
ﬁ['&/’wvglagba)‘] = min [’[ﬁa’a}7g1,927)‘]7 (368)
(91,95]€Uaq

donde el funcional de Lagrange L es definido en (3.65).

Demostracién:
Del Lema 3.2, Lema 3.3, Lema 3.5 y Lema 3.6, se concluye que el funcional J y el operador F del
problema (3.20) satisfacen las hipdtesis del Teorema 1.45. Por lo tanto, existe un multiplicador de

Lagrange no nulo A = [, [1,€],¢{, 9] € R x X x 131601/2(1“ \T%) x H"Y2(I') tal que L[5, A] definido
en (3.65) y Lz[8, A] definido en (3.66) satisfacen las relaciones (3.67)-(3.68). o

3.4 Sistema de optimalidad

En esta seccién, a partir de las condiciones necesarias de primer orden dadas en (3.67) y (3.68), se
deriva un sistema de optimalidad para el problema de control (3.20)-(3.21). El sistema de optimalidad
lo constituyen las ecuaciones de estado, las ecuaciones adjuntas y la condicién de optimalidad. Las
ecuaciones adjuntas es un sistema que es satisfecho por el multiplicador de Lagrange A dado por el
Teorema 3.7.

Considerando la Observacién 3.4 y las derivadas de Fréchet dadas en (3.22)-(3.25) y (3.31), la
ecuacién (3.66) en 5 = [u, W, g, §o] y V¢ = [p, Y] € H se reescribe como

L2[3,N¢ = Xofi(rot @ — ug,rot @) + 4AgvBa2(D (@), D(#)) + AoBs(sgn(t — up)|@ — up|" ", )
+A0Ba(sgn(w — wa)|w — wy| !, ) = 201(D(n), D(g)) — 2aw1 (1, )r2
—(u-Ve,n) = (¢ Vu,n) + 2v(rot 9, n) — 12(VE, Vp) — v3(div§, div )
—(@-V,§) — (¢ Vw, &) + 2y (rot ¢, &) — v (§,9) — (¢, @)r\12
(9, ) (3.69)
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De (3.69) para ¢ = [, 0] € H, la ecuacién de Lagrange-Euler definida en (3.67) es dada por

Aofi(rot @ — ug,rot @) + dgvB2(D (@), D(p)) + Mof3(sgn(t — up)|u — ub’p—17 ©)
—2v1(D(n), D(¢)) — 2av1(n, @)rz — (@-Ve,n) — (¢ Vu,n) — (¢ Vw,§)
+2u,(rot @, &) — (¢, )z =0 Voo € H. (3.70)

Teniendo en cuenta las identidades
(rotuw,v) = (u,rotv) + (u x n,v)r y 2(D(u),D(v)) = —(Au,v) + 2((Vu)n, v)p,

para los términos del lado izquierdo de (3.70), se tiene

Aofi(rot @ — ug, rot ) AoBi(rot(rot @ — up), ) — AoSr{(rot @ — up) X n, p)p, (3.71)
2v,(rot p, &) 2u,(rot €, ) + 2v,.(p X N, &) = 2v,.(rot &, ), (3.72)
A\vfa(D(w), D(p)) = —2XvB2(An, )+ 4 ovb2((Va)n, ¢ )r, (3.73)
2v1(D(n), D(p)) = —vi(An, ) + 201 ((Vn)n, ¢ )r3- (3.74)

Adems4s, del Lema 1.36 se deduce
(@-Ve,n) =—(w-Vn,0), (p-Vu,n)=(V'n-a,¢), (p-Vwg =€ we). (3.75)
Luego, al sustituir (3.71)-(3.75) en (3.70), se obtiene

Xof1(rot(rot @t — up), @) — 2Xov B2 (A%, ) + v1(AnN, @) + XoBs(sgn(i — up) | — up|P L, @)
Ha- V@) = (Vin-a,¢) = (V€ @, ¢) + 200t &, ) — (¢, @)r\r3 — 2av1(1, $) 13
—AoBi((rot & — wup) x 1, ) + 4Agv B2 (Va)n, o)r — 201 ((Vn)n, p)rz =0 Ve € H.. (3.76)

Similarmente, de (3.69) para ¢ = [0,%] € H, la ecuacién de Lagrange-Euler (3.67) es dada por

XoBa(sgn(@ — wa)|w — wa| "', ) + 2vp(rot 3, ) — v2(VE, Vip) — v3(div €, div ep)

—(@- V9, &) — v (1, &) — (9,4)r =0 ¥y € H(Q). (3.77)
Al integrar por partes el segundo, tercer y cuarto término de (3.77), resulta
2vp(rotgp,m) = 2vp(rotm, ) — 2vp(n X N, ), (3.78)
a(VE YY) = —1a(AE ), (3.79)
v3(divg,divey) = —u3(VdivE, y). (3.80)

Asi, sustituyendo (3.78)-(3.80) en (3.77), se obtiene

AoBa(sgn( — wy)|w — wal™", ) + 2v (rot m, 9p) + va(AE, ) + v3(Vdiv €, 3)
(@ VEP) — v (&) — (0, ¢)r — 2up(n X n,P)ps =0 Vop e H'(Q).  (3.81)
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Dado que la direccién ¢ = [p, ] € H es arbitraria, de (3.76) y (3.81) para el problema de control
(3.20)-(3.21), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones adjuntas:

—viAn—a-Vn+ (V)T -a+ (VET - — 2ur0t €
= Nofirot(rot @ — uyp) — 2\gv AU
+XofB3 sgn(t — wp)|@ — up/P~t en H (3.82)

A€ + v3VdivE + u - VE + 2u,rot n — 4v,.€

= — B sgn( — wg) | — wy|Tt en HH(Q), (3.83)
divp =0 en , (3.84)
201 (Vn)n + an) = 4\ Be(Va)n — oSy (rot @ — up) X n sobre I'3, (3.85)
(3.86)

n-n=0 sobre '3, 1 =0 sobre '\ T3, 3.86

£ =0 sobrel,
¢ = 4\ovfa(Va)n — NofBi(rot @ — up) x n sobre I'\ '3, (3.87)
9+2u,mxn=0 sobrel'3, ¥ =0 sobrel'\ I3 (3.88)

Por otro lado, por el principio del minimo (3.68) dado en el Teorema 3.7, V [g;, g2] € Uyq se tiene
E['&7 ’11]7 gla gQa )‘] S ‘C[ﬁv ﬁ’? 91, 92, )‘}7
luego, por la definicién de £ dada en (3.65) y (3.16)-(3.18), se obtiene
<C,Ug1 - ’ug1>r\rg + <Q9,’wg2 - w92>1“ < )\O(J[ﬁaﬁh g1, 92] - J[ﬁaﬁh 91 Qz])‘
Observando la definicién del funcional J dado en (3.20) y las definiciones de ug, y wg,, se tiene

AoBs

(€01 —g1)r; + (9,82 — go)r, < ?(”91‘@{1/2@1) - H§1H%—11/2(F1))
AoBs .
2 g ey — Bl ey (3:59)
Como H1/2( I') ¢ H-Y/2(I"), entonces usando la identidad || g||? —1gl|? = |lg— g||? +
’ HI/Q(F g H1/2 g g H1/2(F)
2(g,g— g)r en (3.89), resulta
N . )\oﬂ5 -2 . N
¢, g1 — 91>F1 + (9, g, — g2>F4 < —lla— glqu/Q(Fl) + )‘Oﬁ5<glv 91— 91>F1
)\056

—llg>— @2”%1/2@4) + Xo0B6(92, 92 — Go)14

y entonces se obtiene

)\055 _ _
— g1 — gl”%—[lﬂ(rl) +{(XoBs91 +¢, 91 — 1)1y

056 _ By
—— g2 — 92”%{1/2(1“4) +{AoB6g2 + 9,92 — Go)r, > 0. (3.90)

Asi, de (3.90) se obtiene las condiciones de optimalidad dadas por

(MoBs91 +€,91 —g1)r, >0 y (MoBegr + 9,95 — o)1y > 0. (3.91)
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Por lo tanto, de (3.3)-(3.6), (3.82)-(3.88) y (3.91), para el problema de control (3.20)-(3.21), el sistema
de optimalidad esta constituido por:

FEcuaciones de estado

2v1(D(w), D(v)) + 2011 / w-vdl + (- Va,v) = 2u.(rotw,v)+ (f,v)m,
I3
vo(Vw,Vz) + vs3(divw,divz) + (4 - Vw, 2) + v (w, z) = 2u.(rotaw, z) + (g, 2)g-1,
@ = ug, sobre '\I'3, @ = wgy, sobrel,

para todo [v, z] € HL x H}(Q).

Ecuaciones adjuntas

—viAn —a-Vn+ (V)T -4+ (VET - w — 2u10t € = NoBirot(rot @ — up) — 2A\vPeAd
+X0B3 sgn(@ — up)| — up[P~" en H,
A€ 4 13V divE 4 @ - VE + 2u,10t ) — 4 = — NSy sgn( — wy)|w — wg|?! en H1(Q),
divn =0 en €,
2v1((Vn)n + an) = 4\gvfBe(Va)n — A\oBi(rot @ — up) x n sobre T'3,
n-n=0 sobre '3, n =0 sobre I'\ T3,
£ =0 sobrel,
¢ = 4huBa(Vi)n — AoBy (rot & — up) x n sobre I'\ '3,
9+ 2u,m xn =0sobre s, ¥ =0 sobre '\ I's.

Condiciones de optimalidad
(MoBs5g1 +¢,91 —g1)r, =0y (AofB6ge + I, 92 — Go)r, > 0.

Observacién 3.8 En el multiplicador de Lagrange X = [Xo,n,&, ¢, 9] dado en el Teorema 3.7, es
posible distinguir dos casos: A\g >0 y A\g = 0.
n & ¢

Si X > 0, el multiplicador A puede ser reescrito como X = \o[l, —, >, =, —], y entonces
9 Ao’ Ao’ Aol Ao
sustituyendo A por A = [1, ﬂ, é, £, —] en (3.67) y (3.68), es posible asumir que Ao = 1.
Ao Ao Ao Ao

Si Ao = 0, denotando A = n,&,¢, 9] y observando la definicion de Em[é,O,j\]qi) dada en (3.66),
la ecuacion (3.67) toma la forma

—(F12(5)0, mu;, — (F22(5)9,§)m-1 — (¢, Fs2(8)@)r\rz — (9, Faa(3)p)r =0 Vo e H,  (3.92)

lo cual no proporciona informacion acerca de un minimo para el problema (3.20)-(3.21), puesto que
el funcional J desaparece. Por lo tanto, se debe hallar condiciones sobre Uyq y § = [, W, gy, §5], bajo
las cuales \g > 0.

Similarmente como en [2], se dice que el conjunto Uaq posee la Propiedad C en el punto [gy, gs]
si para cada solucidn no nula X € X x ICIaol/2(F \T3) x HY2(I') de la ecuacion (3.92) existe un
elemento [g;, g5] € Uaq tal que

<C7 gl - gT>F1 > 07 <197 .62 - g§>F4 > 0. (393)
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Fdcilmente se verifica que si el conjunto U,q posee la Propiedad C en el punto [g;, g,] entonces
necesariamente \g > 0. En efecto, si existe un multiplicador de Lagrange de la forma [0, 5\] # 0, por
(3.68) del Teorema 3.7 se tiene que para todo (g1, g5] € Usq la desigualdad (3.92) es satisfecha con
Xo = 0, en particular para (g}, g5] € Uaa, se tiene

<C7 gl - gT>F1 + <Il9) g? - g§>r4 < O)
lo cual contradice (3.93).

Observacion 3.9 Al asumir que el conjunto de controles Uy,q posee la Propiedad C en [gy,gs] v
recordando que Uyq es convexo, de (3.91) y el Teorema 1.32 se deduce que g, puede ser expresado

como la proyeccion de ——¢ sobre Uy y g, puede ser expresado como la proyeccion de ——1 sobre
5 6
Uy, esto es
. ¢ . 9
g, = Proy(——=) sobre I'y, g, = Proy(——) sobre I'y.
w, - Bs u,  Bo

3.5 Condicion suficiente de segundo orden

Para el problema de control (3.20)-(3.21), aplicando la Proposicién 1.49, no es posible obtener condi-
ciones suficientes de segundo orden para un minimo, puesto que el funcional objetivo J en su definicién
no considera la H'-norma para la velocidad de microrotacién w, lo cual hace imposible que la funcién
de Lagrange sea coerciva sobre H x U,4. Sin embargo, al realizar una pequefia variacién sobre el
funcional J, aplicando la Proposicién 1.49 y considerando el estudio realizado en [11], es posible
derivar una condicién suficiente de segundo orden. Entonces, en la definiciéon de J dada en (3.20), si

: . Lo 4 :
consideramos p = 2 y cambiamos el cuarto término por %Hw — wy|?p con wy € HY(Q), se tiene el

siguiente problema modificado:

Problema 2. Hallar r = [[u, w], [g;, g5]] € H X Uyq que minimice el funcional
7 s Pav B B
Tl w, g1, 0] = [lrotu — gl + == Ve + V0l 4w — || + T [l — walFp
Bs Be
+?HQ1”%11/2(F1) + 5”92”%11/2@4)7 (3.94)
sujeto a F(r) = 0, esto es
(Fi(r),v) =0, (Fa(r),z)y =0, F3(r) =0, Fy(r) =0 V[v,z] €X, (3.95)
donde los coeficientes 5;(i = 1,2,...,6) y el conjunto de controles U,q = U; X Us satisfacen las

condiciones dadas en (3.7). Ademds, se asume que el conjunto Uy,q satisface la Propiedad C.
El conjunto de soluciones admisibles para el problema (3.94)-(3.95) se define como

Sua = {5 = [[u,w], [gy, g5]] € H X Uyq tal que J(s) < oo y s satisface (3.95)}.
Similar al Teorema 3.1 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.10 Bajo las hipdtesis del Teorema 2.7, si una de las condiciones dadas en (3.7) es satis-
fecha, entonces el problema de control (3.94)-(3.95) tiene al menos una solucién s = [, w, g;, gs| €

Sad-
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Demostracion: Similar a la demostracién del Teorema 3.1. o

Sobre el funcional J definido en (3.94) se tiene el siguiente resultado.

Lema 3.11 El funcional J definido en (3.94), es Fréchet diferenciable con respecto a r = [[w, w],
(g1, 9o]] € H X Uypq. Ademds, en un punto arbitrario T = [@, W, gy, g, la derivada de J con respecto
ar es el funcional lineal y acotado Ju(F) : H x Uyg — R tal que en cada punto t = [¢p, x| € H X Uyg
con ¢ = [, Y] y x = |0, 7| es definido por:

Je(T)t = Bi(rot@ — ug, rotp) + 4B (D (@), D()) + B3(@ — up, @) + Ba(W — wa, ) g
+065 (91, @)1, + B6 (G2, T)1,y- (3.96)

Demostracién: Similar como en la demostracién del Lema 3.3, el funcional J definido en (3.94) se
reescribe como

J(r) = J(u,w, gy, 95) = Ji(w) + Ja(u) + J3(w) + Ja(g1) + J5(gy)

con

Ji(u) = %Hrotu —ug?® + %HVU + VTu|?, Jo(u) = %Hu —wy|?,

Jow) = Dw—wilfn, Jie) = Dlaliew, o) = Dl
Entonces, la derivada de Fréchet de J con respecto a r = [u,w, g;, g,] en un punto arbitrario
r = [u,w, g, g] en la direccién t = [p, 9, o, 7] es dada por

Je(B)t = Jiu(w)p + Jou (@)@ + Jsw(W) + Jug (91)0 + Jsg,(9:)T. (3.97)

Las derivadas Jiu (), Jig, (91) vy J5g,(92) son dadas en (3.33), (3.36) y (3.37) respectivamente.

El funcional J : H!'(2) — R es Fréchet diferenciable con respecto a w € H'()) y en un punto
arbitrario w € H'(Q) la derivada de Fréchet de J3 en la direccién ¥ € H*(Q2) es el funcional lineal
y acotado Jaw(w) : HY(Q) — R definido por

T3 ()3 = Ba(@ — wa, ) = Ba(® — wa, ¥) + Bas(Vw — Vwg, V). (3.98)
En efecto, de la definicién de J3 y de (-, )1 = (-,-) + (V-, V-), se tiene
T ) = Dot —walfy = @+ p—waw + p — wa
= %(fv — Wi+ P, W —wg+P) + %(V(ﬁ) —wq) + Vo, V(w — wy) + V)
= o — i + Bl — wa, e + 2

= (@) + al — wa B+ .

entonces,

To( + ) — o) — a(w — wa ez = 2ol
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y se sigue que

lim ‘j?)(ﬁ)—i_/lib) _j3(ﬂ)) _B4(ﬁ7_wdu¢)H1’ _ @ lim HI:DHHl -0
%1 —0 || g2 2 |3l g1 —0 ’

lo cual implica (3.98). En (3.34) observando que sgn(u — up)|u — up| = u — up, se tiene
Jou(w)p = Bs(u — up, o). (3.99)
Por lo tanto, reemplazando (3.33), (3.36), (3.37), (3.98) y (3.99) en (3.97) se obtiene (3.96). o

Debido al Lema 3.2, Lema 3.5, Lema 3.6 y Lema 3.11, el operador F y el funcional .J definidos en
(3.16)-(3.19) y (3.94)-(3.95) satisfacen las condiciones del Teorema 1.45, el cual garantiza la existencia
de multiplicadores de Lagrange A = [Ao, [1,&],¢(, 9] € R x X x I:Iaol/Q(F \ I'3) x H-Y2(I") asociados
al problema de control (3.94)-(3.95), més ain, como U,y satisface la Propiedad C, se asume Xy = 1.
Entonces, para A = [[n,&], ¢, 9] € X x I:ID_01/2(F\F%) x H™12(T) y r = [[u, w], (g1, go]] € H X Upg, se
introduce el funcional de Lagrange

L H x Uyg x X x Hpd 2T\ T2) x HV2(T) - R,

el cual es definido por

Llr, Al = J(r) = (Fi(r), mu, — (Fa(r), §u-1 — (¢, F3(r))r\rz — (9, Fa(r))r, (3.100)

donde Fi(r), Fo(r), F5(r), F4(r) son definidos en (3.16)-(3.19) y J(r) es dado en (3.94).
Ademds, en un punto arbitrario [r, A] la derivada de Fréchet de £ con respecto a x = [u, w] € H
satisface la ecuacién de Lagrange-Euler

Lz[F,Ap=0 Vo= [p,1] € H. (3.101)

De (3.100) en un punto arbitrario r = [u, w, g;, g,] para t = [, 1, @, T], se tiene

Lo, Nt = Je(0)6 — (Fie(D)t, m)p, — (Far(®)t, )1 — (¢ For(D)t)pyp2 — (9, Far(B)t)r.  (3.102)
Observando (3.96) y (3.22)-(3.25), de (3.102) se obtiene
Lo[r At = Bi(rotat — ua, rote) + 48ov(D(w), D()) + B3(@ — s, @) + Ba(w — wa, )
455 @1, @)r, + o (2T, — 241(D(e), D) = 200 | o

—(u-Ve,n) = (¢-Vu,n) + 2v(rot 9, ) — v2(Vip, VE) — v3(divyp, div §)
—(’l_l, : Vﬂb»f) - ((P : V@,S) - 4-1/7‘(1/)76) + 2”1”(1‘01390’6) - <C? Y — BlQ>I‘\F§
—(9,% — Ba1)1, (3.103)

donde los operadores By y B2 son definidos en (3.26).

Con el propésito de obtener una condicién suficiente de segundo orden para que r € S,q sea
un punto de minimo para el Problema 2, en los siguientes lemas se verifican las condiciones de la
Proposicién 1.49.
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Lema 3.12 El funcional J definido en (3.94) es dos veces Fréchet diferenciable con respecto a r =
[[u, w], (g1, go]] € H X Uyq. Ademds, en un punto arbitrario T = [u,w, gy, go| la sequnda derivada de
J con respecto a r es el operador lineal y acotado Jpr(T) : (H X Uyg) X (H X Uyq) — R tal que en cada
punto [t,t] € (H x Uyg) x (H X Uyq) es definido por:
Jee(D)[t,t] = Bi(rot @, 1ot ) +4B820(D(@), D(9)) + B3(@, ) + Bah, ¥)m

+B5(0, 0)r, + Be(T, T)145 (3.104)

donde t = [p,, 0, 7], t = [@, %, 0, 7] y Jo(V)t es la primera derivada de J en la direccion t definida
en (3.96).

Demostracién: )
Observando la definicién de la primera derivada de Fréchet de J en la direccién t dada en (3.96),
se obtiene

RE+Dt— (Ot = Jo(@+ @+ 1,8, + 0 g+ 7Tt — Je(u, 0,7t
= [Bi(rot @,rot ) + 4Bav(D(@), D()) + B3(@, @) + Sa(th, %)
+/B5<@7 Q>F1 +B6<7_-5T>F4> (3105)
denotando

H(t>f) = ﬁl(rOt LA_Oert ‘P) + 4/62V(D(9_0)7 D(QO)) + 63(9_07 ‘P) + 64(12J7 d))Hl + ﬂ5<@7 Q>F1 + 66<7_-7 T>F47

de (3.105) se obtiene ) .

|Je(T + t)t — Jp(T)t — H(t, t)]

_lim =
ltllx %z, —0 [Ellx x4

=0,

lo que demuestra que el funcional J es dos veces Fréchet diferenciable con respecto a r, ademads en
el punto T en la direccion [t, t] la segunda derivada es Jyr(T)[t, t] = H][t, t], asi se obtiene (3.104). ©

Lema 3.13 El operador F = [F1,Fq,F3,Fy] definido en (3.16)-(3.19) es dos veces Fréchet dife-
renctable con respecto a r = [[u,w)],[gy,9,]] € H X Uyq. Ademds, en un punto arbitrario T =
[w,w, g;,9s] la sequnda derivada de F con respecto a r es el operador lineal y acotado Fypp(T) :
(H X Uyg) x (H X Upg) — Y tal que en cada punto [t,t] € (H x Uyg) X (H X Uyq) es definido por:

(Fie(B)[t,t],v)i, = (@ Ve,v)+(¢-Ve,v) Yo € HY, (3.106)
(Fore(D)[t, 8], 2) g1 = (@-Vap,2) + (¢-Vip,z) Vz e H(Q), (3.107)
Fan(T)[t, t] = 0, (3.108)
Fur(F)t,t] = 0 (3.109)

donde t = [‘Pu ¢7 o, T]; t = [@7'&7 @7?] Y Fl‘(f‘)t = [Flr(f)tvFQr(f‘>tu FSI‘(f‘)tv F4r(f)t] es la primera
derivada de F en la direccion t definida en (3.22)-(5.25).

Demostracién:
Observando la definicién (3.22), se obtiene

<F11‘<f + E)t7 ’U>Hf, - <F1r(f‘)t7 fU)HﬁI = (SB ' VCP, ’U) + (Lp : VCTO, ’U) Vv € I‘:Iclfv
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entonces,

[(Fie(t + t)t, v)u, — (Fie(D)t, v)i, — (@ Vo, v) + (¢ - Vi, v))]

~ lim =
[Ell5xeq, ,—0 [t 115 x2t0g

=0,

lo que implica que el operador F; es dos veces Fréchet diferenciable con respecto a r y en el punto r
en la direccién [t,t] se tiene que (Fir(T)[t,t], v), = (@ - Ve, v) + (¢ - V@, v), esto es (3.106).
De la definicién dada en (3.23), se obtiene

(For(t +t)t, 2)g-1 — (For(P)t, 2)pp1 = (@ -V, 2) + (¢ - Vi, 2) Vz € H(l)(Q),

entonces

; [(For(F+ 8)t, )1 — (For (D)8, 2) -1 — (8- VY, 2) + (¢ - Vi, z))|
I[Ell5 xas, ,—0 [t 5 x4

=0,

lo que implica que el operador Fs es dos veces Fréchet diferenciable con respecto a ry en el punto T
en la direccion [t, t], se tiene que (Fope (F)[t, t], 2)gr—1 = (@ - Vb, 2) + (¢ - Vb, 2), esto es (3.107).
Por ultimo, de (3.24) y (3.25), se tiene

Far(T+t)t — Far(T)t =0, Fup(T + t)t — Fyr(¥)t = 0,
entonces se sigue (3.108) y (3.109). o

Como consecuencia de los lemas anteriores, para el funcional de Lagrange L[r, A] asociado al problema
(3.94)-(3.95) se tiene el siguiente resultado.

Lema 3.14 El funcional de Lagrange L definido en (3.100) es dos veces Fréchet diferenciable con
respecto a v = [[u,w],[gy, §]] € H X Uag. Ademds, en un punto arbitrario t = [[u,w], [g:,8,]] €

H x Uyq la seqgunda derivada de Fréchet del funcional L es el funcional lineal y acotado Lep[T, A] :
(H x Uyg) x (H X Uyqg) — R tal que en cada direccidn [t,t] € (H X Uyq) x (H X Uyg) es definida por

EI‘I‘ [f‘v 5‘] [ta E] = 61 (I"Ot @, rot 30) + 462V<D(¢)7 D(QO)) + B3<¢7 90) + 64(12)7 '(b)Hl
+85(0, 0)r, + Be(T, T)ry — (@ - Ve,m) — (¢ - Ve, n)
—(@- VY, &) — (p- V1, §) (3.110)
donde t = [p, 1, 0,7], t = [@, %, 0, 7] y A= [n,£,¢,9].
Demostracion:

De la definicién de £ dada en (3.100), el Lema 3.12 y el Lema 3.13, se deduce que L es dos
veces Fréchet diferenciable con respecto a r, ademds en un punto arbitrario T en la direccién [t, t], la
segunda derivada de £ es dada por

Err[faj‘][taﬂ = Jur(r)(t,t) — <F1rr(f‘)(taf)af’7>H’a — (Forr(T) (£, ), §)
—(C, Fare (T) (8, E)>1“\F§ — (0, Fare (T) (8, E)>Fv
y entonces observando (3.104) y (3.106)-(3.109) se obtiene (3.110). o

En el siguiente lema se establece una condiciéon para que F sea regular en un punto r € S,4, esto
es, Im(Fy(r)) =Y (ver [11] y [67], pdg. 50).
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Lema 3.15 Sea T = [u,w, gy, gy] € Saq un elemento admisible para el problema (3.94)-(3.95). Si
v, vy son suficientemente grandes tales que

§ = min{2(v + 1) — 31,C* — CC2O, % —CO} >0, (3.111)

donde © es definido en (2.43), entonces el operador F es regular en el punto r.

Demostracion:
Sea [a, b, c,d] € Y, es suficiente probar la existencia de un elemento t = [¢, x] € H X U,q, con
¢ = [p, ] y x = [0, T] satisfaciendo

2(v +v7)(D(p), D(v)) + 2a(v + vp){p,v)pz + (B- V,v) + (¢ Va,v)

= 2u,(rot ¥, v) + (a,v)m;, Yo € H!, (3.112)
vo(Vp,Vz) +vs3(divep,divz) + (w- Vb, z) + (¢ - Vw, z) + 4v, (¢, 2)

= 2u,(rotp, 2) + (b, 2)g-1 Vz € H(Q), (3.113)

Py =+ Bile 91, (3.114)

Y. =d+ By — go). (3.115)

Haciendo o = g; vy T = g5, se tiene que Ploez =SV ¥, = d. Por Lema 2.5, existen extensiones
2
[¢°,¥°] € H tal que gof ,=¢C ¢, =0y 1/)|5F = d. Entonces, reescribiendo las variables [p, 1] € H
\Ir3 r3 B -
en la forma ¢ = ¢° + @ y ¥ = ¥° + 1) con nuevas variables [, ] € X, desde (3.112)-(3.115) se

obtiene el siguiente sistema lineal: Hallar [@, 1,_0} € X tal que

2(v +v,)(D(@), D(v)) + 2a(v + vp){(@, v)pz + (- V@, v) + (¢ -V, v)

= 2u,(rotp,v) + (&, v)m, Vv € H!, (3.116)
VQ(V'(L, VZ) + V3(diqu)7 div Z) + (ﬂ’ ' V’J),Z) + (9_0 ’ V’lI),Z) + 4’/1“('&7 Z)
= 21, (rot @, z) + (b, 2)g-1  Vz € H}(Q), (3.117)
donde
(@,v)u, = (A" —u-Ve° — - Vu+ 210t ¢° +a,v)m,
(b, 2)g-1 = (AP +13Vdivey® — @ - VY — ¢° - Vo — 4v,.90° + 2u,10t 0° + b, 2)g-1.

La existencia de un par [, %] € X satisfaciendo (3.116)-(3.117) se demuestra aplicando el Teorema
de Lax-Milgram (Teorema 1.23). Con este propédsito considerando la forma bilineal a : X x X — R
definida por

a9 [0.2]) = 20+ 1) (D(@), D(v) + 2a(v + 1) (@, )2 + (@ Ve, v) + (@ - Vai,v)
—2u,(rot 1, v) + v2(Vp, Vz) + v3(div ey, div z) + (- Vb, z)
+(@ - Vw, 2) + 4, (1), 2) — 2v,(rot @, 2), (3.118)

y el funcional lineal continuo F': X — R definido por

Flv,z] = (a,v)m, + (b, 2)g-1,
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el problema (3.116)-(3.117) es equivalente a: Hallar [@,] € X tal que
a([@, ], [v,2]) = Flv, 2] Vv, z] € H. x H}(Q) = X. (3.119)
A seguir se verifica que a y F satisfacen las condiciones del Teorema 1.23.

e La forma bilineal a es continua:

Para los términos del lado derecho de la igualdad (3.118), usando la desigualdad de Holder, se
tiene

2(v +v)[(D(#), D(v))| + 2a(v + ) [(@, V)13

IN

20+ 1) D@D )]
+20(v + v @l o)
20 + 1)@l s 0]l s
+20(v + 1) Cl|@lg [ollgy» (3.120)
vl (Ve V2)| + vsl(divep,diva)] < (ve+ 15) [V V]

=t v)lblmlzle.  (3121)

IN

Aplicando las desigualdades de Holder y Poincaré, también observando (1.19), se obtiene

2vr| (rot 9, v)| + 27 |(rot @, 2)| < 2uy[rot p[||v]| + 2vy [[rot &l |12
< 2V25,C(| VY|l Vol + Vel V=)
< 2V25,CC([9llm lvllg + @l l=llm). (3122)
wi|(h,2)| < dwllPllz] < 44 Clldpll 2] g (3.123)

Usando la desigualdad de Holder, junto con las desigualdades (1.30) y (1.33), se tiene

[(w-Ve,v)[+[(@-Va,v)| < [a|sVellvls + lelsVallvls,

< Clva||vellVol + ClIVelllallw Vol

< OC?||ully @l v lg (3.124)
(@- Vi, z)[ + (@ Vw,2)| < |lu]s|Vlllzlle + @]l Vwllllz[le

< ClIvalllyllu IVl + ClIVelllw]m V2]

<

Ol 1 g 1 2]

+CC @ s l|@l gt |2 gz - (3.125)
Reemplazando las desigualdades (3.120)-(3.125) en (3.118), se obtiene

alle, Bl v, 2D < Q0+ 1) + 20+ 1)C + CC? )@l g 0]l
(2 + 13+ 40:C + Cllalay) 9y 2l
(220,00 + CCl|wlln) @l 12 s
+2v20,CC | gy ol - (3.126)
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Como [lpllgy < [, Plllx v [1Pllmy < [lle, ¥llix, de (3.126) se tiene

lall@, 9], [v. 2])| < (2 + ) + 2a(v + 1) C + 20C° ||| gy )l [@, ]|l [v, 2] 1
+(vz +vs +41,C + Cllullay) @, 9]l xl[v, ][
+(2V21,CC + CC||wl|m) [, ¥] 1[0, 2] 1%
+2v21,CC| [, ¥]llx[v, 2] [1x
< Callle, ¥llxllv, 2]llx, (3.127)
donde C, = 2(v + v,) + 2a(v + v,.)C + vy + v3 + 40,.C + 4y/21,CC + C(C? +1)0 4+ CCO es
una constante positiva, con © definida en (2.43) (||a/gy + [|[@|lg < ©).

Por lo tanto (3.127) implica que a es una forma bilineal continua.

La forma bilineal a es coerciva:

a@.¢) = 20v+v)|@lfy, +reldli + (@ Va.@) + (@ Vo,9)
v |[[|* — v (rot @, ). (3.128)

Haciendo [v, 2] = [, 1] = ¢ en (3.118) se obtiene
)

Para los términos del lado derecho de (3.128), aplicando las desigualdades de Holder y Young,
y considerando el Lema 1.35, se tiene

(@ va.@)l < lelsIVallels < CC?alu el
(@-Va.9) < lelslVallbl < OCI@lE, o] é];
< Clwll (Clel, + i),

(ot @, )| < < V0, |Vl < 4320 Cll @l 1]
<

20, C?|| @Iy + dvrllop]|*.
Entonces, usando las desigualdades de arriba en (3.128), se obtiene
a(6.8) > (2 +v) - 2,0~ CCaly — CC )@l
+(v2 = Cll@ e 1934,
y teniendo en cuenta (2.43), se obtiene
W6.8) = (v+u) —2,C2 - CC20) B, + (2 — COl
> min{2( +1,) — 2,C — CC?0,0m — COY|3 = SIBI%.  (3.129)

donde ¢ > 0 es definido en el Lema 3.16. Asi, (3.129) implica que a es coerciva.

El funcional F es continuo:

De la definicién de F' se tiene que

|Flv, 2]| < [(&,v)m | + (b, 2)p-11, (3.130)
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(@ vm,| < +u)l(Ve, Vo)l + (@ Ve, v)| + [(¢° - Vu, v)
+2v;|(rot %, v)| + |(a, v)u. |, (3.131)
(b, 2)p-1| < 1|(V9", Vz)| + ws|(div e, div )| + (@ - Vo, 2)| + [(¢° - Vb, 2)]
+vp (Y%, 2)| + 20| (vot %, 2)| + (b, 2)gr-1]. (3.132)

Para los términos del lado derecho de (3.131), usando la desigualdad de Holder y teniendo en
cuenta (1.30) y (1.33), se tiene

v+ (Ve Vo)l < (v + )|V IVo]l < iClle s [0l (3.133)
(@ Vet o) + (¢ - Va,o)| < llals| Ve vl + e sl Val oo
< C(Valllelu + Ve llalu) Vo]
< CCllalu el ol (3.134)
2, (ot 95, v)| < 2ufrot v o] < 2v20,C V< o]l
< 2V20, 9 | V0
< 2V20,CC| 9 a0 g (3.135)

Sustituyendo (3.133)-(3.135) en (3.131), se obtiene
(@ o), | < (v +v)C + CCllalluy)le° g l1vllg + (2v20,Cll" | + llalla ) vl

entonces teniendo en cuenta (1.2) y el hecho que |[v||g: < [|[v, 2]||x, se deduce

(@ v)m,| < ((v+1)C+ CCllalluy)Cliclmyz g v, 21lx
+(2V20,COld |l g2y + llallm [, 2]llx < Calllv. 2]llx,  (3.136)

donde Cz > 0 es una constante que depende de v, vy, |||, HCHH1/2(F\F§), ]l g2y, llallmy -

Para los términos del lado derecho de (3.132), usando la desigualdad de Holder, la desigualdad
de Poincaré, asi como también teniendo en cuenta (1.30) y (1.33), se tiene

va| (Vap%, V2)| + v3|(divep®, div )| < (v + ) [VE©[||V2]| < (v2 + v3) |9 |2
((w- V&, 2)| < alls|[Ve©llllzlle < Cllalla |l 12/l
(- Vw,z)| < |l¢°[lsVwlllzlls < Clle™ s llwlla 2]l
| (9%, 2)) < Anllyrlzl] < 4v, CllYs a2l
2v|(rot %, 2)| < 2V2u, OV V2]| < 2V20, 0l |y N2

entonces sustituyendo estas desigualdades en (3.132), se obtiene

(b, z) 1| < (v2+ w3+ 40, C + Cllaf ) 9%l 121y
+(2v20,C + Cllwlla) 1%l 12l ry + Ille-1ll2 gz,
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luego teniendo en cuenta (1.2) y el hecho que ||z||H(1) < ||[v, z]||x, se deduce

(b, 2)m1| < (2t vs + 45, C + Ol )Clldllgpyoqr v, 2]l
+(2v20,C + Cllw g )C el gz pay o, 2]l
bl I, 2l < Cyllfw, 2, (3.137)

donde Cj es una constante positiva que depende de va, v3, vy, || @||py, [|@| g, [Pl , [[dllg2
y llellgzrg)-
Asi, llevando (3.136) y (3.137) en (3.130), se obtiene

[Flv, z]| < (Ca+ Cy)ll[v, 2]lx,
lo cual implica que F' es continuo sobre X.

Por lo tanto, la forma bilineal a y el funcional F' satisfacen las condiciones del Teorema de Lax-
Milgram, entonces existe una unica [@p,?] € X solucién de (3.119) y, en consecuencia [@, )] es
solucién de (3.116)-(3.117).

Por lo tanto, se ha probado que existe t = [, 1, 0, T] = [¢° + @,%° + 1, g,, 3] solucién del
sistema (3.112)-(3.115). o

Para el multiplicador de Lagrange [n, €] € X dado en (3.100), se obtiene el siguiente resultado.

Lema 3.16 Seart = [u,w, g1, §5] € Suq un elemento admisible para el problema (3.94)-(3.95) y sea
el espacio Uyq satisfaciendo la Propiedad C en un punto [gy, gs]. Si v,ve satisfacen la condicion
(3.111) dada en el Lema 3.15, entonces el multiplicador de Lagrange [n, €] dado en (3.100) satisface
la siguiente desigualdad

.
Il + €11 < sMlu, ],

con Mla, w] = [[rot @ — uq|* + |& — wp||* + |w — wq|3 + | D(@)]]?, 6 es definido en (3.111) y S es
una constante positiva que depende de 2, v, v,., 5.

Demostracion:
De la definicién de £ dada en (3.100), con ¢ = [, 9] se tiene

Lelr, S\]Qb = ja:(f')(pb - <F1m(f)¢’n>H{, — (Foz(Y)d, &)m—1 — (¢, F3w(f)¢>F\Fg — (9, Fuz(r)P)1,
asi, desde (3.22)-(3.25), (3.96) y (3.101), con t = [, 1), 0, 0], se obtiene
Lo[F, Ao = Bi(rota — ug, rote) + 4f2v(D(@), D()) + B3(@ — up, @) + fa(@ — wa, ) i
—2v1(D(n), D(¢)) — (u- Ve,n) — (¢ - Vu,n) + 2vp(rot 3, m) — v2(VE, V)

_V3<diV£7diV¢) - (ﬂ : V‘/’f) - (SO : v’&)vé) + 21/7,(I'Ot LP,E) - 4VT(£7¢)
2001 (m, @y — (€ P — (W) = 0 W) € H. (3.139)

Haciendo [p, 9] = [, €] € X C H, de la igualdad (3.138) se obtiene

210l + vall€lzgy + 4 lI€1* < Bi(rot @ — wg,rot m) + AvBa(D(w), D(n)) + B3( — wy, m)

+54(ﬁ’ — Wy, E)Hl - (Tl ' V’ZL, 77) - (77 ' V’a), 5)
+4v,(rot n, £). (3.139)
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Para los términos del lado derecho de (3.139), empleando la desigualdad de Holder, la desigualdad
de Young, como también teniendo en cuenta el Lema 1.35 y la desigualdad de Poincaré (||u|| <
CQ||uHHé), se tiene

Bil(rot @ — ug,rot )| < Bi|rot @ — ugl|rot nl| < V281 |rot w — Ud||||V77H
ﬂ
< ! HI“O“L ugll” + H HHU
~ 120232
Wwl(D(@). D) < D)+ H
Bsl(w —up,m)| < Bslla—wllnl < CBslla —wllnlls < Cﬁ:%Hﬁ UbllHVnH
= o 1= 35 ~
< CCBslla—wllnllgy < =2 1a — wl* + H HHU
Bal(w —wg, §)m| < Ba(llw —wqll[|§] + ||V(’w ’wd)lHIVEH)
< Ba(llw — wyll + ||V (w —wa) ) (€]l + [[VE])
< BaV2||w — wllm (C||VE| + | VE])
< BVAC+ 1)@ — wallgr €]
BAHC +1)2 V9 9
< 41/72”1” - wd”%{l + ?”6”[—1(1)7
wlwotn, ) < Avelrornll€] < 4V2v ] Inlle]
< V2w, Clnllg €] < QVTCQHUH%I; + 4v,||€]1%,
((n-Va,n)| < |nlslVallnls < Clla|m|Val® < COQHaHHanH%}r,
-V, &) < InlsIVollgls < CITnlllolum Ve
<

CClmll gl wllen €]y < Cllwllen (C?llnligy, + I€lF)-

Entonces, considerando estas desigualdades y la desigualdad (2.43) del Teorema 2.7, desde (3.139)
se obtiene

~ ~ 1Z
(v +vr) = 31,C° = CC*O) Iy, + (5 — CO)€lI7g

36% 120783 2, 34C2C . (C+1)282, )
<o g ID@IP + =l — |+ = — wall

< 3(flrot @ — uall® + @ — wy||? + 1w — wallfp + 1D(@)]?)

|lrot w — ud||2

< 382 120282 3B82C2C (C+1)282
con 5 - max{ﬁ7 l/ré’22 1) il’r 9 4 }

Finalmente, como por hipétesis § = min{2(v + v,) — 31,C? — CC?0O, % — (00} >0, de la dltima
desigualdad se sigue el resultado. o

Para la segunda derivada de Fréchet del funcional de Lagrange definida en (3.110), se tiene el
siguiente resultado.
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Lema 3.17 Seat = [u,w, gy, gs] € Suq un elemento admisible para el problema (3.94)-(3.95) satis-
faciendo las condiciones del Lema 3.16 y Cy la constante dada en el Lemal.41. Si

S112
rot @ — ugl|? + ||@ — wp||? + ||w — wy|/? + | D(@)|? = M, w] < —————
o gl + 1w+ 90—l + D) = Ml ] < i
con II = min{4vB2C},, f3C, Ba}, existe una constante k > 0 tal que
ﬁl‘l‘[f‘ﬂ 5‘] [t7t] > E HtH]%IXZ/{ad7 (3'140)

para todo t = [, v, 0, 7] € H X Uyq. En particular, considerando t = [, ), o, T] € ker(Fy(T)) con

[, T] € C(g1) X C(ga) = {[01(g1 — 91),02(g2 — g2)] : 61 =0, 62 >0, [gy, 9] € Uaa},
la desigualdad (3.140) es valida.

Demostracion:
Haciendo t = t en (3.110), se tiene

Lol N[6t] = Billrot @] + 4Bl D) + B ]2 + B [6l30 + Bslellzp ey,
8517 /20y — 200 - Vo 1) — 2o Vap. ). (3.141)

Luego, empleando la desigualdad de Holder, junto con (1.30) y (1.33), se obtiene

20V | 7] )
200 l3y Imllgry < 2CC1ILe, WA lmlay
20Vl IVl VE]

2Clspl ey 19 llea 1€ ey < 2C [l lsp, 1€ -

Entonces, al sustituir estas tltimas desigualdades en (3.141), se tiene

2l - Ve, n)| <2l Vellinle

2l(p -V, &) < 2llllal Veblllille

VAN VAN VAN VAN

Loc[E A6 t] > 4B D(@)I + Bsloll* + Ballwblzn + Bsllelf s,y + Boll T2y
~20C [, l[lImllg; — 2C e, ElE 3. (3.142)

Se sigue de la desigualdad de Korn (ver Lema 1.41) que existe una constante positiva Cy, tal que

ID()I” + llell® > Crllepllza

entonces, de (3.142) se deduce

LolE N[t > min{avgs, Bs}Cullol + B 16150 + Bsll el ) + Bl 72 e,
~2CCllp, ¢l il — 2C1le, Bl NE ey

> min{4vBsCr. BsCh. Bi} Il I + Bsll @lgrsoqryy + Bl 3prsoqe
~20C e, ¢l Imlla, — 2C e, 1Al
> [min{dv82C, B5Ci, s} — 20(Cllnllggy + I€llxy)] e, 11

+B5HQH%{1/2(F1) +B6HT||%_11/2(F4)- (3.143)
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Observar que 3 3
2C(Clinllgy + I€lle) < 2C(C+ DV2(|Inl, + ||€H§13)1/2,

entonces, por el Lema 3.16, se tiene la siguiente desigualdad

- 1/2
20(Clmllgs + €lm) < 2V2C(C + 1)V2 (jM[M})

2 1/2
)2> =11 = min{4l/ﬂ2ck, ﬁ?)ck) 54}7

< 2V2C(C +1) <SC(CN+1

lo cual implica que A = min{4vB2Cy, B3Ck, B1} — 2C(C|nllg: + 1€]lgrz) > 0. Asi, desde (3.143) se
obtiene ’

Lye[T, Allt, ] > AH[‘P#MH]%I""55”9”%{1/2@1)"‘56”7”%{1/2(114)
> min{A, 85, Be} (|, ¥l + e 7llIE,,) = kIt

donde k = min{A, 35, 8} > 0. Tomando en particular t = [p, 1, @, T] € ker(F.(F)) con

V

[0, T] € C(g1) x C(g2) = {[01(g1 — G1),02(g92 — g2)] : 01 >0, 02 >0, [g1,95] € Uaa}

se obtiene (ver[33], pdg. 292) que T es un punto de minimo local para el problema (3.94)-(3.95).
o

Una condicién suficiente de segundo orden para que el problema de control (3.94)-(3.95) tenga un
punto de minimo ([11], [33]) es dada en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.18 Sea T = [u,w, g, g, € Saq un elemento admisible para el problema de control

(3.94)-(5.95). Si

S 112

rot @ — ug|]® + ||a — wp|?> + |@ — wy| 4 + | D@)|]* = Mo, w] < ————————
| all” + |l oll” + |l dllfnn + | D()|] [w, w] S5C(C 11

(3.144)

con IT = min{4vBoCy, B3Cy, Ba} y d definido en (3.111), entonces T = [u,w, gy, gs] €s un punto de
minimo local para el problema (3.94)-(3.95).

Demostracion: )
Por Lema 3.12 y Lema 3.13, el funcional J y el operador F son dos veces Fréchet diferenciables.
De Lema 3.15, el punto r es un punto regular de F. De (3.103) se tiene que

Le[F, 1, At = 0.

Ademds, si (u,w) satisface la condicién (3.144), por el Lema 3.17, se tiene que existe una constante
k > 0 tal que B -
Lox[F, 1, A][t, 6] > K [t]fyq,, t € KerFe((F)).

Asi, todas las condiciones de la Proposicion 1.49 son satisfechas. Por lo tanto, se concluye que
r = [u,w,3g,,gs] € Saq €s un punto de minimo local para el problema de control (3.94)-(3.95).
o
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Capitulo 4

Problema de control de borde para
ecuaciones de fluidos micropolares con
densidad variable

El problema de control de borde a ser estudiado esta restringido a las soluciones débiles del sistema
(2.53)-(2.59), esto es, la restriccién son las soluciones del sistema (2.71)-(2.74) dado en el Capitulo
2. Con las mismas consideraciones hechas en la Seccién 2.2 del Capitulo 2, se tienen los espacios de
funciones H, = {fu e H'(Q) :divu =0 y [fu-n=0}, V={ucH{Q):divu=0en Q} C H,
y

H;)*(To)

{u € L3(Ty) : existe & € HY?(T") satisfaciendo U, = 0, U = u},
HY'(To) = {ueHYT,) : /F u-ndl = 0}.
0

Se considera que el flujo ocurre en un dominio 2 C R? donde el borde es subdividido en las partes
simplemente conexas I' = [y UT'y = 'y UT'3, donde o NIy =0y I'sNT3 = 0, y se definen los
conjuntos convexos y cerrados Uy C ﬂé{f(ﬂ) y Uz C H&?(Fg).

En las condiciones de borde (2.73), esto es

w4 U0 sobre I'g, we — 4 WO sobre Iy, (4.1)
97\ g, sobre Ty, 9271 gy sobre T, '

las funciones ug y wq son funciones dadas sobre las partes I'g y 'y respectivamente, las funciones g,

v g2 describen controles de borde de tipo Dirichlet para w y w sobre las partes I'y y I's.

4.1 Formulacién del problema de control
Sean [f,g] € H, x HY(Q), ug € I:Iééz(Fo) y wy € HééQ(I‘g). Considerar pg € L*(Q), wq € L*(Q)

representando los estados deseados, y las funciones g, € U1, g2 € Uy describiendo controles de borde
de tipo Dirichlet para w y w sobre las partes I'; y I's respectivamente.
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Para el estudio del problema de control se consideran los operadores:
D:H, xH, xHy; xV =V, D:H, x H, x H}(Q) x H}(Q) = V,
BT :H, xH, xV =V, E:H, x H(Q) x H}(Q) =V,
E:H, xH, x H(Q) - HYQ), F:H,xV >V,
G':H, x H}(Q) =V,
definidos por

(D(u,u,u,A),v) (7' (Nu)(Nv)u - Vu,\) Yv €V, )
(D(u,u,w,k),v) = (N(Nu)(Nv)u-Vw,k) Yv eV,
(BT (w,u,A\),v) = (n(Nu)(u-Vv+wv-Vu),\) YveV,
(E(uw,w,k),v) = (MNu)v-Vw,k) Yo eV, (4.2)
(B(u,u,k),z) = (n(Nu)u-Vz,k) Vze HHQ),
(F'(u,N),v) = ((Nu)(Nv)f,A) YvoeV

(G'(u,k),v) = ((Nu)(Nv)g, k) YveV.
Bajo las consideraciones anteriores y las definiciones de los operadores dadas en (2.64), esto es,

(Au, p) = (Vu, V), (Aw,z)= (Vw,Vz), ?(u,v,e) =n(Nu)v - Ve,
F(u) =n(Nu)f, G(u) =n(Nu)g, B(u,v,w)=n(Nu)v-Vw,

se formula el siguiente problema de control.

Problema 3. Hallar [u,w, g, g2] € Hy, x H'(2) x Uy x Us tal que minimice el funcional

Sj1 Ba Bs
T, g0 = lrotul + 22 l(Vew) — pall + 2w
Ba Bs
+3H91H%11/2(r1) + 5”92’@{1/2@3)7 (4.3)
sujeto a que [u,w] € H, x H'(Q) sea una solucién del sistema
ul(Vu Vv) + (B(u,u,u),v) = 2u,(rotw,v)+ (F(u),v), (4.4)
vo(Vw, Vz) + (B(u, w, w), z) + 4p, (w, z) = 2up(rotu,z) + (G(u), 2), (4.5)
= wug, sobrel, (4.6)
= wg, sobrel, (4.7)
n(Nu) = po sobre T, (4.8)
para todo [v,2] € V x Hj(Q) y n € C*(R), con ug, y wgy, definidos en (4.1).
Las constantes (;,7 = 1,...,5 dadas en (4.3) satisfacen alguna de las siguientes condiciones:
(1) B > 0parai=1,....,5, Uy C ﬁé{f(l}) vy Us C H§é2(F3) son conjuntos
convexos, cerrados y acotados, (4.9)

(i6) B; > 0 para i =1,..,3, B4 > 0,85 > 0, Uy C HE\2(T1) y Uy € HYL(T3)
son conjuntos convexos y cerrados.

El objetivo del problema de control (4.3)-(4.8) es minimizar la tubulencia del flujo, descrito por el
primer término de J, procurando que la densidad sea préxima a una densidad deseada pg; y que la
velocidad de microrotacién se mantenga cercana a una velocidad de microrotaciéon deseasa wqy. El
cuarto y quinto término son introducidos con el objetivo de generar un balance en el funcional J.
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4.2 Existencia de solucién 6ptima
Se define el conjunto de soluciones admisibles para el Problema & como sigue:
Sud = {8 = [u,w, g, 9] € Hy x H'(Q) x Uyg tal que J(s) < oo y s satisface (4.4) — (4.8)},

donde U,y = Uy X Us es el conjunto de controles admisibles para el Problema 5.
Sobre la existencia de soluciones del Problema 3 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.1 Bajo las hipdtesis del Teorema 2.18, si una de las condiciones dadas en (4.9) es
satisfecha, entonces el problema de control (4.3)-(4.8) tiene al menos una solucion § = [w, W, gy, 2]

Demostracion: Se sigue del Teorema 2.18 que el conjunto S,q es no vacio. Ademads, dado que el
funcional J es acotado inferiormente, existe una sucesién minimizante s™ = [u™, w™, g1", ¢5'] C Saa,
m € N, tal que

lim J(s™)= inf J(s).

m—00 SES.4

Por la definicién del conjunto S,4, se tiene que s™ satisface (4.4)-(4.8), esto es

p1(Vu™ Vo) + (B(u™, u™ u™),v) = 2u (rotw™, v)+ (F(u™),v), (4.10)

vo(Vw™, Vz) + (B(u™,u™, w™), 2) + 4y (w,2) = 2p(rotu™, 2) + (G(u™),z),  (4.11)
u™ = ugn sobrel, (4.12)

w™ = wgn sobre I, (4.13)

n(Nu™) = po sobre I'g, (4.14)

para todo [v,2] € V x H(Q) y n € CL(R).
Ademads, si una de las condiciones dadas en (4.9) es satisfecha, se sigue nuevamente por la
definicién de S,;4 que existe una constante C' independiente de m tal que

98 sy + 1951205 < C-
y consecuentemente, la estimativa (2.117) implica
[ la, + lw™ g < C.

Por lo tanto, la sucesién s™ = [u™, w™,g]", 93] es uniformemente acotada y como U,g es un
subconjunto convexo y cerrado de ﬂééz(f‘l) X Héég(F:;), existe un elemento § = [u,w,[g;, J2]] €
H, x H'(Q) x Uyq tal que para alguna subsucesién de {s™}, que por simplicidad serd atin denotada
por {s™}, se tiene
u™ — u débilmente en H,, w™ — w débilmente en H'(Q), (4.15)
g" — g; débilmente en I:I(l)(/f(F 1), ¢35 — go débilmente en H&éQ (T's), '
y considerando las inmersiones compactas dadas en Lema 1.22 y la Observacién 1.21, se obtienen las
convergencias fuertes

u™ = a en L2(Q), w™ —w en L%(Q),

g'— g en L3(Ty), g5t — go en L3(T3). (4.16)
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Ademids, como u™ = ug sobre I'g, n(Nu"™) = pg sobre I'g, u™ = g{* sobre I';, w™ = wyp sobre I'y
y w™ = g4 sobre I's, entonces de (4.16) y la continuidad de n y N se sigue que @ = ug sobre Iy,
n(Na) = pg sobre I'y, & = g; sobre I'1, w = wy sobre I'y y @ = gy sobre I's, asi § satisface las
condiciones de frontera dadas en (4.6)-(4.8).

Con la ayuda de las convergencias obtenidas en (4.15)-(4.16) es posible pasar al limite en (4.10)-
(4.14) cuando m — oo y concluir que § es una solucién del sistema (4.4)-(4.8). Asi, se tiene que
s € Sad y

lim J(s™)= inf J(s) < J(8). 4.17

i J(s™) = inf J(s) < J(s) (4.17)
Por otro lado, como el funcional J es débilmente semicontinuo inferior sobre S,q4, por definicién se
tiene

J(8) <liminf J(s™). (4.18)

m—0o0

Por lo tanto, de (4.17) y (4.18), se concluye

J[ﬁvw)ghgﬂ = J(g) = min J(S)7

s€S,4q
por lo tanto § = [u, W, g;, §2] es una solucién éptima para el problema de control (4.3)-(4.8). o
4.3 Problema penalizado
Para una solucién 6ptima § = [u, W, g;, §2] del problema de control (4.3)-(4.8), se considera el
e—problema penalizado: hallar
min J;[u, w, g;, 9] V[u, w, gy, g5] € Hy x HY(Q) x Uy x U, (4.19)

donde para cualquier € > 0 el funcional J. : H, x H*(Q) x U; x Us — R es definido como

1 ~ 1 _ 1 -
Jelu,w, 91,92] = J[u,w, g1, 9] + 5”“ —alffy, + §||w — | F + 5”91 - 91”%{1/2@1)
1 N 1
—i—ngg — ggﬂip/g(m) + Z”/HAU + B(u,u,u) — 2p,rot w — F(u)H%,/
1 i 5 2
+2—€]\1/2Aw + B(u,w, w) + 4p,w — 2p,rot u — G(u) |71
1 2 1 2
+?€|‘U - Ug1||H1/2(r) + 2—€||w - wg2||H1/2(r)7 (4.20)
con J[u,w, g;, 9| definido en (4.3).
Observacion 4.2 Por la definicion de J. y el hecho que § satisface (4.4)-(4.8), se deduce que
J-(8) = J(3). (4.21)
4.3.1 Existencia de solucion

Sobre la existencia de soluciones del problema penalizado se tiene el siguiente resultado.

Lema 4.3 Bajo las condiciones del Teorema 4.1, para cada € > 0 existe una solucion [u®,w®, g7, g5]

del problema (4.19)-(4.20).
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Demostracién:

Segtin la definicién de los funcionales J y J, para s = [u,w, g;, go] € Hy x H1 () xU; x Uy se tiene
que J:(s) > 0, esto es, J. es acotado inferiormente. Entonces, siguiendo los mismos pasos que en la
demostracién del Teorema 4.1, se prueba que para cada £ > 0 existe una solucién s° = [u®, w®, g5, ¢5]
del problema (4.19)-(4.20). o

Lema 4.4 Para cada € > 0 sea s° = [u®,w®, ¢f, g5] una solucion del problema (4.19)-(4.20). En-
tonces, cuando € — 0 la sucesion {[u®,w®, ¢i, 95| }e>0 satisface las siguientes convergencias

u® — u fuertemente en H,, (4.22)
w® — W fuertemente en H'(Q), (4.23)
gi — G fuertemente en Ui, (4.24)
¢ —> G2 fuertemente en Us. (4.25)
Js[ugawaagiagg] — J[ﬁ7w7§17§2]7 (426)

donde § = [, W, gy, G2] € Saa €s una solucion dptima del problema de control (4.3)-(4.8) considerada
en la definicion de J..

Demostracion:
Como 3 € S,y C H, x HY () xUy xUs y el funcional J. alcanza un minimo en s° = [u®, w®, g5, g5
se tiene que J.(s°) < J-(8), lo cual junto con (4.21) implica

J.(s) < J(3). (4.27)

Observando que J(s%) > 0, de (4.20) se deduce
1 € ~ 112 1 € ~ 112 1 € = 112 1 € ~ 112 €
=l 30" @l 36— Bl + 505~ el € () (429
Entonces, teniendo en cuenta la desigualdad |a|? < 2(|a — b]? + [b|?) y (4.28), se obtiene

lu®llf, + lwll7n + 168102,y + 195072 0y
< 2w — aly, + 1w =@l + 195 — gillzee, + 192 — 22072 0y)
+2(l|alf, + ol + 19lF2w,) + 1320702 0y)
< 4J:(s°) +2(|allf, + @l + 1915020, + 13205020y
y observando (4.27), se concluye
B, + ™+ 15 ey, + 1951200720 < 47(3) +C < €, (4.29)
donde C es una constante independiente de €.
Asi, (4.29) implica que existe un elemento s = [u,w, gy, 92] € Hy x HY(Q) x Uy x U y una

subsucesién de {s°} que por simplicidad sera denotada por {[u®, w®, ¢i, 6]} tal que cuando € — 0,

8¢ = [uf,u’, g5, g5] — s = [u,w, gy, g2] débilmente en H, x H'(Q) x Uy x Us, (4.30)
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y como las inmersiones H, — L2(Q), H(Q) — L?(Q), U; — L?(T'y) y Uy — L?(T'3) son compactas,
se tiene

8¢ = [uf,u’, g5, g5] — s = [u,w, gy, g2] fuertemente en L*(Q) x L*(Q) x L*(T1) x L*(T3). (4.31)

Similarmente como en la demostraciéon del Teorema 4.1, con la ayuda de las convergencias dadas en
(4.30)-(4.31), se prueba que s = [u,w, gy, g2] € Saq-
Por otro lado, como s° € H, x H'(Q) x Uy x Us de la definicién de J. dada en (4.20) se deduce

Je(s7) = J(s%),
y observando (4.27), se obtiene
J(s%) < J(s%) < J(8). (4.32)
Como s € S,q v J es débilmente semicontinuo inferior sobre Syq, de (4.30) y (4.32), se tiene
J(s) = J[u, w, g1, g2] < liminf J(s%) < J(8) = J[u, w, g1, g2,

y puesto que § = [

, W, g1, g2] es una solucién éptima del problema de control (4.3)-(4.8), se concluye
que [’U,, w, 91792] ’lTL, 0 ~17

W, gy, g2). Entonces, de (4.30) se tiene que cuando ¢ — 0,

[

[u®, w®, ¢f, 5] — [@, W, gy, g2] débilmente en S,q4, (4.33)
esto es, cuando € — 0,
u® — u débilmente en H,, (4.34)
w® — b débilmente en H(Q), (4.35)
gi — g, débilmente en Ui, (4.36)
¢ — g2 débilmente en Us. (4.37)
1. Convergencia (4.22).
De la definicién de || - ||, se tiene
lu®llf, — lalf, = [[v@l® — l|lal® + (Vu®, Vo — Va) + (Va, Vu© - Va). (4.38)
Observando que la inclusién H, — L2(Q) es compacta, de (4.34) cuando & — 0, se tiene
Vu® — V@ débilmente en L2(Q), u® — @ fuertemente en L2(Q). (4.39)
Entonces, como Vu?, Va € L2(), de (4.39) se obtiene
(Vu®,Vu® —Va) + (Va,Vu® —Va) -0 y ||[u]| — ||a]| cuando € — 0,
lo cual aplicado en (4.38) implica
lullf, — llalh,
y consecuentemente
tim sup [, < i, (1.40)

82



Como H, es un espacio de Hilbert se tiene que H, es uniformemente convexo, entonces observando
(4.34), (4.40) y el Lema 1.15 se concluye que cuando € — 0,

u® — u fuertemente en H,.

2. Convergencia (4.23).

De la definicién de || - |1 se tiene

el = @] = [w|? = [[@]* + (Vo?, Vo© — Vi) + (Vid, Vo© — V). (4.41)

Como la inclusién H!(2) < L?(2) es compacta, de (4.35) cuando € — 0, se tiene
Vw® — Vi débilmente en L*(Q), w® — @ fuertemente en L*(Q),
lo cual observando que Vw?®, Vio € L?(£2), cuando € — 0, implica
(Vw®, Vu® — Vo) + (Vo, Vu® — Va) — 0, ||w°] — ||o. (4.42)
Asi, aplicando (4.42) en (4.41) se obtiene
lw?llF = ll@ln,

y se sigue que
lim sup ||w®|| g1 < || D] 1. (4.43)
e—0

Como H'() es un espacio de Hilbert se tiene que es uniformemente convexo, entonces teniendo en
cuenta (4.35), (4.43) y el Lema 1.15, se deduce que cuando € — 0,

w® — W fuertemente en H'(1).

3. Convergencia (4.24).

De la definicién de || - [|g1/2(p,) se tiene

195120 — 1811050 = (95— G190, + (@0, 67 — ). (1.44)
Teniendo en cuenta que U; C I:I(l)(/)2 (1) € L%(T1) C U], se deduce que g;, g, € U], entonces aplicando
(4.36) en (4.44), se deduce que (g — g1, g7)1, + (91,97 — 91)r, — 0 cuando € — 0, lo cual implica

||9§Hip/2(r1) - ||5~]1||%-[1/2(1‘1)7

y se sigue que
ii_ff(l)S‘lP Igillez,) < 1 llae ) (4.45)

Como U, es un espacio de Hilbert, se tiene que U; es uniformemente convexo. Entonces, observando
(4.36) y (4.45), por el Lema 1.15, se concluye que cuando € — 0,

g; — g, fuertemente en Uj.

4. Convergencia (4.25).
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De la definicién de || - [|gg1/2(p,) se tiene
19502020y — 12l = (65 — 20 65D + (72,65 — )i (1.46)

Como g5,G2 € Uz C HééQ(Fg) C L3*(T's) C U}, observando la convergencia (4.37) se deduce que
(g5 — G2, 95)15 + (92, 95 — §2)15s — 0 cuando — 0, y entonces observando (4.46) se obtiene

[ AT I | Ay

lo cual implica
bimn sup (165 g1 20y < 132 ez ) (4.47)

Como Uy es un espacio de Hilbert, se tiene que Us es uniformemente convexo. Entonces, observando
(4.37) y (4.47), por el Lema 1.15, se concluye que cuando € — 0,

g5 — g2 fuertemente en Us.

5. Convergencia (4.26).

Para probar (4.26), nuevamente por la semicontinuidad inferior de J sobre S,q, y teniendo en
cuenta (4.32), (4.33), se tiene

J(8) = J[u,w, g, 9] < liminf J(s%) < limsup J(s°) < J[u, w, gy, 5] = J(8),
e—0 e—0

lo que implica
lim J(Ss) = J[ﬁa U~), ?]la §2] (448)

e—0

Asi, de (4.32) y la igualdad (4.48), se tiene
J[ﬂu ’U~J, ?]1’ 92] = ig% ‘][u€7 wea gzi:u gg] < ;LI)% JE[UE’ wsv giv gg] < ‘][ﬁa d}a ?]17 92]7
y se concluye (4.26). o

4.3.2 Existencia de multiplicadores de Lagrange y ecuaciones adjuntas

Teorema 4.5 Sean f € L%(Q), g € L*(Q), ug € ICI(%Q(I‘O), g, € Uy, wy € Hégz(FQ), g2 € Us
yn € CY(R). Entonces, para cualquier solucidn dptima [uf,w®, g;,g5] € Ssq del Problema (4.19)-
(4.20) existen multiplicadores de Lagrange no nulos [X°, ¢, €%, 9°] € VxH& (Q) xH—l/Q(F) ><H_1/2(F)
definidos por

A = %A‘l(ulAuE + B(u®,u’,u®) — 2u,rotw® — F(u®)) € V, (4.49)
¢ = é[rl(nylws + B(u,u,w) + 4pw® — 2prot u — G(u®)) € Hy(Q), (4.50)
£ = é(ufr —ug) e LAT) ¢ HY2(T), (4.51)
0 = é(wfr —wg) € LA(I) c HYA(D), (4.52)
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los cuales satisfacen el siguiente sistema

p1(AXT, ) + (D(uf, %, u®, X%),0) + (BT (uf, u®, X),v) + (D(u, u, 0, ¢°), v)
HE (U, wf, ¢%),v) + (Jy,(u%), v) + (£5,v)r + (u° — @, V),

= 24, (rot ¢%,v) + (F'(u®, X%),v) + (G’ (u, ¢°),v) Yv €V, (4.53)
va(Ag®, 2) + (E(uf,uf, ¢%), z) + 4 (65, 2) + (W — @, 2) g1 + B3(w® — wgq, 2) + (9%, 2)r
= 2u,(rot A%, 2) Vz € HY (), (4.54)
Balgi, g1 — g, + (91 — 91,91 — gi)r, — (€7, 91 — gi)r, 20 Vg €U, (4.55)
P5(92: 92 = )15 + (92 = 92,92 = G2)15 — (97,92 = g3)ry 2 0 Vg2 € Us, (4.56)
donde
(Jp,(u),v) = By(rot u®,rot v) + Ba(n(Nu®) — pg,n' (Nu®)Nv). (4.57)

Demostracién: Se introduce la funcién F : [0, 1] x [0,1] x [0, 1] x [0,1] — R definida por

FlC1,62,(3, ) = Je[u® + o, w® + Coz, g7 + (3(91 — 91), 95 + Cal92 — %), (4.58)

donde [v, 2, g, go] € Hy x HY(Q) x Uy X Us.
Como U, es convexo para 0 < h <1, ¢j + h(g, — ¢5) € U1 y dado que [u®, w®, ¢j, g5] es un punto
de minimo para J., se tiene

./T"[O,O,h,()] = Jg[u57w57g§ + h(gl - gﬁ),gg] > JE[u57wsvgiﬂg§] = f[0707070]7

y consecuentemente

OF . F[0,0,h,0] — F[0,0,0,0]
adl =1
%G [0,0,0,0] = lim -

Entonces, observando que F alcanza su minimo en 0 = [0, 0,0, 0] se tiene que
OF oOF oOF OF
—(0)=0, —(0)=0, —(0) > —(0) > 0. 4.59
8<1( ) a<2( ) (0) (4.59)

El célculo de las derivadas de F en el punto 0, esta detallado en el Apéndice B.
Observando (5.9) del Apéndice B, la condicién W(O) = 0 es equivalente a la ecuacién

> 0.

Pi(rot u,rot v) + Ba(N(Nu®) — pa, 0 (Nu*)Nv) + (u -, v)u, + (§°,v)r
+(p1Av, X%) + (B(u®,u® v) + B(u®,v,u®), A%) + (' (Nu®)(Nv)u® - Vu, X%)
—(1f (Nu?) (No)f, X) + (B(u, v, w%), 6°) + (1f (Nu®) (Nv)u® - Vo, )
—(2uyrot v, %) — (' (Nu®)(Nwv)g,¢°) =0 Vv € V. (4.60)
Entonces, observando que el operador A es autoadjunto, denotando
(J,(u®),v) = pi(rotu®,rotv) + Bo(n(Nu®) — pg, 7' (Nu®)Nv),
y usando los operadores definidos en (4.2), de (4.60) se sigue
(o (u), 0) + (u* — @, v)m, + (€5, 0)r + p1 (AN, v) + (B (v, u®, X°), v)
+HD (', u’, uf, X%), v) — (F(u, /\5)70) (B(u®,w®, ¢°),0) + (D(u®, u®, w?, ¢%), v)
—(2prrot 67, v) — (G'(u, ¢%),v) = 0,
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lo cual implica (4.53).
Teniendo en cuenta (5.32) dado en el Apéndice B, la condicién %(0) = 0 es equivalente a la
ecuacion

Bs(w® — wg, z) + (W — W, z) 1 + (V°, 2)r — (2u,r0t 2, A%)
+ (1 Az, %) + (B(uf,uf, 2),¢°) + (drz,6°) =0 Vz € H(Q). (4.61)

Entonces, teniendo en cuenta que el operador A es autoadjunto y la definicién del operador FE dada
n (4.2), desde (4.61) se obtiene

B3(w® — wa, z) + (W — 1@, 2) i + (9%, 2)r — (20,106 A%, 2) + (12407, 2)
+(E(U€7’U,E, ¢€),Z) + (4/“67”(2557 Z) = 07

lo cual implica (4.54).
De (5.38) del Apéndice B, la condicién 2 ey 7 (0) > 0 es equivalente a la desigualdad

Baldi, g1 — gi)ry + (91 — 91,91 — gi)r, — (€591 — gi)r, =0 Vg, €U,

la cual implica (4.55).
De (5.44) del Apéndice B, la condicién 2 e 7 (0) > 0 es equivalente a la desigualdad

B5(95,92 — g5)r5 + (95 — G2, 92 — 93)15 — (¥, 92 — g5)r5 > 0 Vg2 € Ua,

la cual implica (4.56).
Asi, se ha demostrado la existencia de multiplicadores de Lagrange [A%, ¢°, £°, 9°] satisfaciendo el
sistema (4.53)-(4.56). o

4.4 Sistema de optimalidad

Considerando los operadores definidos en (4.2) se enuncia el siguiente resultado.

Teorema 4.6 Sean f € L2(Q), g € L?(Q) y n € CY(R). Entonces, para cualquier solucién dptima
8 = [, w, g, 92] € Saq del problema de control (4.3)-(4.8) existe un elemento no nulo [Ag, X\, ¢, €, 7]
€ RTU{0} x V x H}(Q) x H V(') x H~Y*(T") satisfaciendo

(AN, v) + (D(@, @, @, ), v) + (BT (@, @, X),v) + (D(@, @, 0, ¢),v) + (E(@, D, ¢),v)

+A0( Sy (), v) + (€ v)r — 2ur(rot ¢, v) = (F'(@, ), v) + (G'(&, ¢),v) Vv eV, (4.62)
va(Ad, 2) + (E(@, @, ¢), 2) + 4p1r (¢, 2) + Aof3(® — wa, 2) + (0, 2)r
=2u.(rot X, 2) Vz € Hj(Q), (4.63)
AoBu(g1, g1 — gu)ry — (& 91— gi)r, 20 Vg €U, (4.64)
AoB5(92, 92 — G215 — (U, 92 — G2)rs = 0 Vg2 € Us. (4.65)
Demostracion:
De (4.53) y (4.54) se tiene que

1€ ler-1/20) < Co+Cofl[A%, 6°]llvx g @) (4.66)
10 -2y < C3 4 CalllA%, &°lllv ez () (4.67)
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donde C1,C2,Cs y C4 son constantes positivas independientes de €.
Para [|[A°, ¢6]||VXH6(Q) puede ocurrir que

1A% ¢ Nlvxmi) < C o A ¢ ]llvxmie — oo cuando & — 0.

Caso 1: Si [|[A%, ¢°][lvxmi(q) < C con constante C' > 0 independiente de e.

Como la sucesién {[A%, ¢°]}c=0 es acotada en V x HE(Q), entonces existe una subsucesién que
por simplicidad es denotada por {[A%, ¢°]} y un elemento [X, ] € V x H}(Q) tal que

A%, ¢°] — [\, ¢] débilmente en V x Hj(Q), (4.68)
y como las inmersiones V < L(Q) y H}(Q) — L*(Q) son compactas, se tiene
A%, ¢°] — [\, @] fuertemente en L2(Q) x L*(Q). (4.69)

Como [|[A%, ¢°]|lv i (o) < €, de (4.66) y (4.67) se tiene que {[£°, ¥°]}>0 es acotada en H/2(T) x

H~'/2(T"), entonces existe una subsucesién {[£%,9°]} y un elemento [¢,9] € H~Y/2(I') x H~Y/2(I") tal
que

[€5,9°] — [£,9] débilmente en H™Y2(I') x H~V2(T).

esto es,
(&, v)r — (&, v)r Yv €V, (05, 2)r — (0, 2)1 Vz € H}(Q). (4.70)

Ademis, de (4.22)-(4.25) cuando € — 0 se tiene que
[uf,w®, .5, 95] — [@,,d;,J2] fuertemente en Sog C Hy x HY(Q) x Uy x Us. (4.71)

Como u® — @ fuertemente en H, se tiene que Nu® — N converge fuerte en C°((2), y teniendo
en cuenta que 7 € C1(R), se deduce

n(Nu®) — n(Na), n'(Nu®)—n'(Na) fuertemente en C°(Q). (4.72)

Asi, usando las convergencias dadas en (4.68), (4.69), (4.71) y (4.72), Vv € V cuando € — 0 se
obtiene!

w1 (AX%,v) = 1 (VA5 Vo) —  ui(AX v),
(D(u®, v, v, X%),v) = (D(u,u,u,A),v),
(D((gT(u W ,fei 'vi — Egr—(ﬁ?,ﬁ,@igﬁ),v),
us,ut, \%),v) — W, U, \),v),
(Bt 0t 6°).0) — (B(a,.0).v). 4.78)
2ur(rot ¢°,v) — 2u,(rot ¢, v),
(F'(u®, X%),v), — (F'(u,A),v)
(G'(u®,¢%),v) — (G'(u,q),v).

De la definicién de J!, dada en (4.57) y la convergencia dada en (4.72), cuando £ — 0 se tiene'

(J,(u®),v) — Bi(rotw,rotv) + Ba(n(N@) — pg, 7' (Nu)Nv) = (J,, (@), v). (4.74)

Asi, considerando las convergencias (4.70), (4.71), (4.73) y (4.74), tomando limite en (4.53) cuando
e — 0 se obtiene la igualdad (4.62) con A\ = 1.
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Con las convergencias dadas en (4.68)-(4.69) y (4.71)-(4.72), Vz € H}(2) cuando € — 0 se obtiene!

vo(AgF, z)~: v(Vee,Vz) — V%([lqﬁ, z),
(E(u,u®,¢%),2) — (E(w,a,9),2), (4.75)
2ur(rot A%, z) — 2up(rot A, 2).

Entonces, considerando las convergencias (4.70), (4.71), (4.75) y tomando limite en (4.54) cuando
e — 0 se obtiene la igualdad (4.63) con Ao = 1.

Observando (4.70) y tomando limite en (4.55) y (4.56) cuando € — 0, se obtiene las desigualdades
(4.64) y (4.65).

Por lo tanto, como A\g = 1, se ha demostrado que existe [Ag, A, ¢, &, 9] # 0 satisfaciendo el sistema
(4.62)-(4.65).

Caso 2: Si [|[A%, ¢°]|lyxmi) — oo cuando e — 0.

Denotando

L = |IX, ¢lllvxmi @ = INIR + 16770 )1/2 (4.76)

se definen \e .

X=X, #¥=%

I I

entonces para todo € > 0, se tiene

||[5\€,<56H’VxH1(Q) =L (4.77)
Asi, la sucesion {[5\ %] }es0 es acotada en V x H}(£), entonces existe una subsucesién que por

simplicidad ser4 denotada por {{A", ¢°]} y un elemento [, ¢] € V x H(Q) tal que
A", ¢°] — [A,¢] débilmente en V x H(Q), (4.78)
y como las inmersiones V < L%(Q) y H}(Q2) < L?(Q) son compactas, se tiene
A", ¢°] = [A @] fuertemente en L2(Q) x L2(9). (4.79)
Como I, — oo cuando € — 0, sin pérdida de generalidad se puede asumir que I, > 1 y denotando

S
=5 =1

de (4.66) y (4.67) se obtiene
~e C1 C
||£ ”Hfl/Q(F) < T 4+ Cy < C1 + (o, ||19 HH 1/2(F) +C4 < C3+ Cy4,
I3

lo cual implica que {1€°, 0]} 50 es acotada en H™Y/2(T") x H~Y/2(T"), entonces existe una subsucesion
{[€°,9°]} v un elemento [¢,9] € H~Y/2(I") x HY/2(T") tal que

[€°,9°] — [¢,9] débilmente en H™Y2(T) x H~Y(T),

esto es,

(€, v)r = (Eu)r Yo eV, (05, 2)r — (9, 2)r Vz € HY(Q). (4.80)

'La demostracién de las convergencias (4.73), (4.74) y (4.75) se encuentra en el Apéndice D.
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Dividiendo los términos de (4.53) por I, se obtiene
L1 (AN, v) 4 (D(uf, uf, uf, X),v) + (BT (uf, u®, X)), v) + (D(u, u®, w®, ¢°),v)

(B, ), v) + Iiu;(ua), v) + (& o) + Ii(ua o),

= 2, (rot ¢°, v) + (F'(uf, X)), v) + (G (uf, ¢°),v) Vo € V. (4.81)

De (4.74), cuando € — 0 se tiene que (J),(u®),v) — (J,(&),v) y como i — 0, entonces

%(J;(uﬁ),v> 0. (4.82)

£

Cuando € — 0, i — 0y (u® —u,v)g, — 0, entonces
1, .
I—(u —a,v)g, — 0. (4.83)
3

Observando las convergencias obtenidas en (4.73) y las convergencias (4.80), (4.82) y (4.83), tomando
limite cuando € — 0 en (4.81) se obtiene (4.62) con Ao = 0.
Dividiendo los términos de (4.54) por I, se obtiene

1/2(121555, z) + (E(ua, u®, QNSE), z) + 4,u7«(gz~5€, z) + j_—(wE — W, 2) g + Bg,j_—(w6 —wg, z) + (195, 2)p

= 2u,(rot X", 2) Vz € HE (). (4.84)
Cuando € — 0 se tiene que 1—15 =0, (W —w,z)in — 0y (W —wg,2) = (0 — wg, z), entonces

1
—(w® —w,2) g — 0,

1
—(w® —wg,z) = 0. (4.85)
I

I,
Entonces, teniendo en cuenta las convergencias (4.75), (4.80) y (4.85), tomando el limite en (4.84)
cuando € — 0 se obtiene (4.63) con \g = 0.

Observando (4.80) y tomando limite en (4.55) y (4.56) cuando € — 0, se obtienen las desigualdades
(4.64) y (4.65).

Asi, se ha demostrado que existe [0, X, ¢, &, V] satisfaciendo el sistema (4.64) y (4.65). Sélo falta
probar que [0, A, ¢, &, 9] # 0.

Haciendo v = A" en (4.81) y z = ¢° en (4.84), se obticne

ml XN = (AX,X) o o ]
= (D, uf,ut, X)), X)) — (BT (w8, uf, A7), X)) — (D(uf, v, ws, ¢°), X))

_(E(u£7w€7 é£)7 X6) - Il<‘]1/1,(u5>7 5‘€> - <é€7 5\€>F - Ii(ua - '&7 ~€)HU
+24, (0t ¢, A7) + (F' (0, X7), X7) + (G (uf, ¢°), X), (4.86)
- S - - - 1 -
VzchEH%Ig) = 12(A¢%,¢%) = —(E(u",u%,6%), ¢°) — 4pir (97, ¢°) — - (w° — 0, ")
By (0 = g, 67) = (%, 5+ 210t X, ), (4.87
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Si [A, ¢] = [0, 0], teniendo en cuenta las convergencias (4.73), (4.82) y (4.83), también las convergen-
cias (4.75) y (4.85), tomando limite en (4.86) y (4.87) cuando € — 0 se obtiene

XN = 0, vl ¢y — 0,

y entonces se tiene que
e ~ —c ~
1A 1R 3y = 1IN IR+ 116113 — 0,

lo cual es una contradiccién con el hecho que |[[A°, ¢¢]|ly« ml(0) = 1 como establecido en (4.77).

Por lo tanto, se concluye que [A, ¢] # [0,0] lo cual implica que [0, A, ¢,&,9] # 0. Asi, la de-
mostracién del teorema esta completa.
o

Finalmente, desde (4.4)-(4.8) y (4.62)-(4.65), para el Problema 3, se obtiene el siguiente sistema de
optimalidad:

FEcuaciones de estado

w1 (Va, Vo) + (B(w,a,uw),v) = 2up.(rotw,v)+ (F(a),v) Yv €V,
vo(Vib, Vz2) + (B, @, W), 2) + 4pr (0, 2) = 2pp(rot @, z) + (G(w),z) Yz € HH(Q),
u = wug, sobrel,
w = wg, sobrel,

n(Na) = po sobre T'g.

Ecuaciones de adjuntas

(AN ) + (D@, @3, X), 0) + (BT (@ @ X, v) + (D(@, @0, 6), v) + (E(@,@,6),v)
AT (),0) + (6, 0)r — (10t 6,v) = (F'(@, X),0) + (G'(@,0),0) Vo€V
2(A, 2) + (B, 0), 2) + 4y (6,2) + Mofs(i = wa 2) + (9, 2)r

= 2u,(rot X, 2) Vz € Hy(Q).
Condiciones de optimalidad

AoBa(G1, 91 — g1)ry —(€,91 —G1)r, >0 Vg, €U,
X0B5(G2, 92 — §2)ry — (9,92 — Go)rs > 0 Vg2 € Us.
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Apéndice

5.1 Apéndice A: Equivalencia de normas

Lema 5.7 Sea Q C R? un dominio acotado con borde sufucientemente reqular. Las siguientes nor-
mas son equivalentes

[ollv = V(A )| Vo e V!, Izl = IV(A712)| V2 € HH(Q), (5.1)
donde los operadores A y A son definidos en (2.64). Mds ain, observando (2.64), se tiene

lvlI% = (V(Atlv)yv(z‘ljlv)) = (U,Ajlv),
2171 = (V(A712), V(A7 12)) = (2, A7"2).

Demostracién: En efecto, notar que A=! : V! — V y como para u € V se tiene que divVu € V/,
entonces A~ (divVu) = u. Asi,

|ullv: = sup [(u,v)v/|= sup |[(u, A" (divVw))| = sup |[(A ' u,divVw)|. (5.4)

[vllv<i lvllv<i lvllv<i
Usando integracién por partes y la desigualdad de Hoélder, se tiene
(A7, divVw)| = [(V(A™ ), Vo) < [[V(A™ ) [[|v]lv- (5:5)
Sustituyendo (5.5) en (5.4), se obtiene

lulv: < IVAT )] sup [ollv < [IV(AT ). (5.6)

[vllv<1
Por otro lado, de la definicién del operador A y observando que A(A~lu) = u € V| se tiene

VA WP = (VA ), V(A ) = (A4 w), A ) = (u, A )
lullv A ully < ullv | A~ lulv

<
< COllul3. (5.7)

Por lo tanto, de (5.6) y (5.7) se obtiene la primera equivalencia de (5.1). La segunda equivalencia se
demuestra de manera andloga. o
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5.2 Apéndice B: Derivadas

Teniendo en cuenta el funcional J. dado en (4.20), para [u®, w®, g7, g5] € Saq solucién del Problema
(4.19)-(4.20), se considera la funcién F : [0, 1] x [0,1] x [0,1] x [0,1] — R definida por

FlC1,C2, (3, Ga] = Je[u® 4 Qv, w 4 Coz, g7 + (3(g1 — 41), 95 + Cal92 — 63)], (5.8)

donde [v, 2, g;,9,] € Hy x HY(Q) x Uy x Us. Considerar las funciones Fy, Fa, F3,Fy : [0,1] — R,
definidas por

A B . B2 . B3 .
FilC G2, G, 6] = Tl 0, 91, Go] = - [lrot al® + 5 [In(Na) — pall® + 5 o= wal)?
Ba . Bs -
a0 2y + PN
1. 1, . 5 1. -
F2lC G2 GGl = glla— allf, + S llo— W5 + 519 = Sl
212 = Bl + o 1 — g [Fs/agey + ol — g,
9 92 = 92l g1/2(ry) % g, |l T o0 W = W [[ 1721y
1 . A . .
F3lC1,C2,C3,Ga] = QHMlAU + B(t, @, @) — 2p,rot i — F(@)|3,
1 ~ . ~ . A N
FulC1,C2,C3,Ga] = £||V2Aw + 4,0 + B(@, @, %) — 2p,rot @ — G(a) |31,
donde & = u® + (1v, W = w® + (22, g, = ¢5 + (3(91 — 95), G2 = g5 + Ca(g2 — g5), y el funcional J es

definido en (4.3).
Entonces, la funciéon F se reescribe como

f[c1><27<-31§4] = f1[<17C27C37C4} +~F2[<..17C27C37C4] +~7:3[C1»C27C37C4] +]:4[C17427C37<4]'

La funcién F es derivable con respecto a cada una de sus variables y observando (5.8) se tiene
que F alcanza su minimo en 0 = [0,0,0,0]. A seguir se detalla el célculo de las derivadas de F en el
punto 0.

Derivada de F con respecto a (; en el punto 0.

La derivada de F con respecto a (; en el punto 0 es dada por

S20) = Prlrotu 1oto) + Ba(n(Nu) — parf (N No) + (u” ~ @ ),

+(&°,v)r + (u1Av, A%) + (B(u®,u®,v) + B(u®,v,u’), )\5)

+(n (Nuf) (Nv)u - Vu, X°) — (n (Nuf) (No)f, %) + (B(u®, v, w°), ¢°)

+(1' (Nu®)(Nv)u® - Vu, ¢°) — (2p,r0t v, ¢°) — (1 (Nu®)(Nv)g, ¢°), (5.9)

donde

P N— éA_l(ulAuE + B(u®,u®,u’) — 2u,rotw® — F(u®)) € V, (5.10)
O éfl_l(ygflwa + B(ua, u®, w®) + 4dpw® — 2urotut — G(u®)) € Hol(Q), (5.11)
& = é(ufp “ug) € LA(T) c HVA(D), (5.12)
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Observando que

T2 0) = 5 0)+ 520+ 520+ 574 0)
el cdlculo de (5.9) se realiza en cuatro etapas.
Etapa 1:
10) = Bulroat, ot ) + Ba(u(N ) — pastf (N () N). (5.13)
Célculo de (5.13): De la definicién de F; y J, se tiene
F1[h,0,0,0] = F1(0) = J[u® + hv,w®, g1, 5] — J[u®,w", g1, 5]
= Djrot (w4 ho) 1 + 2 a1 b)) — pl?
L ot — 2 () — 5.14)
Observar que
[rot (uf +hw)||> = (rotu® + hrotwv,rotu’ + hrotw)
= |[Jrot u®||* + 2h(rot u®,rot v) 4+ hZ|rot v||*. (5.15)

Como por definicién N (u® +hv) = Nu®+hNv y n € C}(R), entonces por el Teorema del valor medio
existe o € (Nu®, N(u® + hv)) tal que

n(N(u® + hv)) —n(Nu®) = hn(c)Nv = n(N(u® + hv)) = hn/(o)Nv + n(Nu®), (5.16)
mas aun, como Nu® < o0 < Nu® + hNv, cuando h — 0 se tiene que
o — Nu® = 1/(0) = 7 (Nu®). (5.17)
Asi, teniendo en cuenta (5.16) se tiene

In(N(u® + hv)) = pall> = [|h7' () Nv+n(Nu®) — pal|®
= (n(Nu®) = pa + hn'(0)Nv,n(Nu®) — pg + h1'(0)Nv)
= [In(Nu®) = pal* + 2h(n(Nw®) — pg, 7' (o) Nv)
+h%||n (o) Nv|)?. (5.18)

Reemplazando (5.15) y (5.18) en (5.14) se obtiene
Fifh0.0.0]~ F(0) = hfhi(rotu,zotv) + KL rot ] + h(n(Nu)  pa. (o) Vo)
Pa
022 1 (o) N P,

y entonces

fl[haoa())()] —./_"1(0)
h

= Bulrotu, ot ) + A2 frot o + Ba(n(Nuf) — o,/ (0) Vo)

+h%||7]'(0)]\7'v||2. (5.19)
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Asi, teniendo en cuenta (5.17), de (5.19) se sigue

@(0) = lim F1(7,0,0,0) = 71(0) = Bi(rot u®,rot v) + Ba(n(Nw®) — pg,n'(Nu®)Nw).  (5.20)
(1 h—0 h
Etapa 2 5
272 (0) = (u — @, v)m, + (€, v)r. (5.21)
1

Calculo de (5.21): De la definicién de F, se tiene

1 N 1
Falh.0,0,0] = F2(0) = Sllut +hw — alify, + 5[l + hv — g 2

1 - 1
— 5l = @l — o — g ey

1 . - 1
= §(u5+hv—u,u€+hv—u)ﬂg +£<u5+hv—ug§,u€+hv—u9§>p

1 - 1
=l — o — gy
) W2, o, h R
= h(ue - ’u,’U)HU + ?”,UHH(7 + g<u€ - Ugia’v>1“ + %HUHHIM(F))

y entonces,

OF, . .
a6, (0) = Jim i

h — 72(0 !
Falh,0,0,0] = Fo( )_(ue_a,u)HﬁE(uf—uy@WF’

asi, observando (5.12) se sigue (5.21).
Etapa 3:

0F3

67(1(0) = (:ulA,U? AE) + (B(uav uavv) + B(uaa U,’U,E), )\8)

(1 (Nu®) (No)u - Vs, ) — (17 (Nuf) (Nv)E, X). (5.22)

Calculo de (5.22): Por la definicién de F3 se tiene

1
F3[h,0,0,0] = 2—€HmAa + B(i, @, @) — 2u,rot w® — F(@)||3.
donde @ = u® + hv, y observando (5.2), se sigue

1
Fs3[h,0,0,0] =

i(,ulA'&—l—B('&, @, ) —2p,rot w — F(@), A (i At+ B(w, @, @) — 2, rot w® — F())).

(5.23)
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De la definicién de B dado en (2.64) y (5.16), se tiene

B(w,u,u) = B(u®+ hv,u" + hv,u® + hv)

= n(N(u® + hv))(u® + hv) - V(u® + ho)

= [n(Nu®) + hn/(c)Nv](u® + hv) - V(u® + hv)

= B(uf,u®,u?) + hB(u,u’,v) + hB(u®,v,u?) + h®B(u®, v, v)
+hn'(0)(Nv)(u® - Vu® + hu® - Vo + hv - Vu® + h*v - Vo)

= B(u®,u°,u’) + hB(u®,u’,v) + hB(u®,v,u®) + hn'(o)(Nv)u® - Vu’
+h*(B(uf,v,v) + 1/ (0)(Nv)(u® - Vv + v - Vu® + hv - Vv))

= B(u®,u°,u®) + hB(u®,u°,v) + hB(u®,v,u°) + hn'(o)(Nv)u® - Vu*
+h*M; (h, uf, v), (5.24)

donde M; : [0,1] x Hy X V — R es definido por
M; (h,u,v) = B(u®,v,v) + 1/ (c)(Nv)(u - Vv + v - Vu® + hv - Vo).
De la definicién de F'y (5.16), se obtiene

F(a) = n(N(u®+ hw))f = (n(Nu®) + hn'(c)Nv)f = F(u®) + hn'(o)(No)f, (5.25)
Au = A(u® + hv) = Au® + hAw. (5.26)

Entonces, de (5.24)-(5.26) y denotando My = M (h, u®, v), se tiene
wAu + B(a,w,w) — 2u,w° — F(u) = prAu® + B(u®,u®,u®) — 2u,w® — F(uf)
+hpiAv + hB(u®,u®,v) + hB(u, v, u%)
+h 1 (0)(Nv)(uf - Vu® — f) + h2M;. (5.27)

Observando que (u, A~'v) = (A~ 'u,v), la definicién de A° dada en (5.10) y (5.2), reemplazando
(5.27) en (5.23), se obtiene

1
F3[h,0,0,0] = £||,ulAu6 + B(uf,u, u®) — 2u,rot w® — F(uf)|3,
+h(p1Av, A%) + h(B(u®,u®,v) + B(u®,v,u’), %)

h4
+h (1 (o) (Nw) (" - Ve = £), A) + h* (M1, X%) + - [[ML |3

h2
+2—€HM1A'U + B(uf,uf,v) + B(u®,v,u?) + (o) (Nv)(u® - Vu® — f)||%,,

h3
+— (A + B(u®,u®, ) + B(u®,v,u%) + 0/ (0)(Nv) (u - Vu© — ), A7),

y entonces se sigue

F3]h,0,0,0] — F3(0) = h(ugAv,X%) + h(B(u®,u’,v) + B(u®,v,u), \%)
2
(o (o) (No)(u? - T — £),X) + " My(h, v, ),
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asi, considerando (5.17) se obtiene

OF: F3lh,0,0,0] — F3(0 . e e e e\ e
2 0) = iy PCOIEIO a0 ) 4 (B 0) + B v X)
(0 (N ) (N) (uF - T — £), A, (5.28)
lo cual implica (5.22).
Etapa 4:
OF, Yo e\ 1€ / € € e e €
TCI(O) = (B(U , U, W )7¢ )+(77 (Nu )(Nv)u -Vw 7¢ ) - (2MTrOtU7¢ )
— (0 (Nu®)(Nv)g, ¢). (5.29)

Calculo de (5.29): Denotando

de la definicién de Fy y (5.3), se tiene
1 ~ ~ -
Fulh,0,0,0] = %(ygAw‘E + 4w + E(@, w), A7 (1 Aw® + dpw® + E(, w))) (5.30)

con 4 = u® + hv. 3
De la definicién de B y G, observando (5.16) se tiene

B(u,w,w®) = ~( ( + h'v))(ui—k hv) - Vw® = (n(Nu®) + hn/ (o) Nv)(u® + hv) - Vw®
= B(uf,u®,w®) + hB(u®,v,w®) + hn/ (o) (Nv)u® - Vu® + h?n/ (o) (Nv)v - Vus,
2urrot w = 2p,rot u® + 2hp,rot v,

G (@) = n(N(u® + hv))g = (n(Nu’) + hn'(0)Nv)g = G(u?) + h1'(0)(Nv)g,

entonces,
Vo Aw® + 4ppw 4 E(t,w°) = v Aw® + 4p,w 4+ B(uf, uf, w®) — 2p,rot uf — G(uf)
+hB(uf,v,w®) + hiy/ (o) (Nv)u® - V' — 2hp,rot v
—h1 (o) (Nv)g + hy/ (o) (Nv)v - Vur. (5.31)

Reemplazando (5.31) en (5.30) y observando la definicién de ¢° dada en (5.11), se obtiene
1 - -
Fulh,0,0,0] = Q—EHVQAwE + dpyw® + B(uf, uf, wf) — 2p,rot uf — G(u) |31
+h(B(uf,v,w) 4+ 1 () (Nv)uf - V' — 2,rot v — 1 (o) (Nv)g, ¢°)

h4
+h2 (1 (o) (Nw)v - Vs, 6F) + 22l (@) (Nv)v - Vo [

2 ~

+h*||B(u5,U, w®) + 1 (0)(Nv)u® - V' — 210t v — 1 (0) (Nv)g||31
3 ~ ~

+hE (B(u®,v,w®) + 1 (0)(Nv)u® - VwE,Afl(n'(o)(Nv)v - Vuw®))

3 ~
" (aprrotv + 1/ (0)(Nv)g, A7 (1 (0) (Nw)o - V),

96



y entonces se sigue

Fuh,0,0,0] — F4(0) = h(B(u,v,u°) +1/(c)(Nv)u® - Vo' — 2,rot v — 1 (0)(Nv)g, ¢°)
2
+h—M3(h, u®,wt,v,g),
€

asi, considerando (5.17) se obtiene

8F4 . . F4[h707070] _f4(0)
o 0 = Jm h
= (B, v,uf) + 1/ (Nud)(No)us - Voo© — 2,10t v — of (V) (No)g, 6°),

lo cual implica (5.29).
Finalmente, sumando (5.13), (5.21), (5.22) y (5.29) se obtiene (5.9).

Derivada de F con respecto a (; en el punto 0.

La derivada de F con respecto a (2 en el punto 0 es dada por

22:(0) = B3(w® —wg, z) + (W — W, 2) g1 + (9%, 2)r — (2u,rot 2, A%)
2
(oA, ) + (B(uf, w8, 2), ) + (dginz, &), (5.32)
donde 1
9 = —(wf, —wg;) € L) ¢ HY2(D), (5.33)
A® y ¢° definidos en (5.10) y (5.11) respectivamente.
Etapa 1:
3}
971 (0) = By(w* — wa, ). (5.34)
9Ca
Calculo de (5.34): De la definicién de F; y J, se tiene
F1[0,h,0,0] = F1(0) = J[u,w® + hz, g7, g5] — J[u®, w*, gi, g5
= B 4 bz )~ Bt —

h2
= BByt —ws )+ e

y entonces,
a-7:1 IERT ]:1[07]17070]_]:1(0)_ €
ag, ) = Jim = = A ),
Etapa 2:
‘2?5(0) = (w® — W, 2) g1 + (0%, 2)1. (5.35)
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Calculo de (5.35): De la definicién de Fa, se tiene

1 . 1
F2[0,h,0,0] = F2(0) = Sflw® +hz— @G + 2@”“’8 + hz — wgé”%rl/?(r)

1 N 1
*§||w6 - w||§{1 - %ng - wgg”%uz(r)

€ ~ h € h? 2 h? 2
= h(w® —w,2)m + g<w — wgs, 2)r + ?HZHHl + ?E\\Z\\Hl/z(p)7
y entonces,
OF> _ F[0,1,0,0] — F(0 i 1
67@(0):%1—% [ h] (©) :(wE*W,Z)HlJrg(wE*wggaZﬁ,
asi, observando (5.33) se sigue (5.35).
Etapa 3:
‘{;23(0) — (2ot 2, A°). (5.36)

Calculo de (5.36): Observando (5.2), la definicién de A® dada en (5.10) y la definicién de F3, se tiene

1
F3[0,h,0,0] = EHMAUE + B(u®, uf, u®) — 2urot (w® + hz) — F(u®)|j3

1
= 2—|]/L1Au5 + B(uf, u, u®) — 2u,rot w® — F(uf)|3
€

h2
—h(2u,rot 2, A%) + 9% [|2prrot ZH%/'/,
e

entonces
€ h’2 2
F3[0,h,0,0] — F3(0) = —h(2u,rot 2, A%) + 2—£H2u7~rot z||57s

y se sigue

(9.7:3 . .F3[O,h,0,0]_F3(0)

=2(0) =1 = —(2pr0t 2, X,

8C2(O) lim - (2u,rot z, A%)
lo cual implica (5.36).
Etapa 4:

af4 A € 2(n,E 2,E 5 5

Calculo de (5.37): Observando (5.3), la definicién de ¢° dada en (5.11) y la definicién de Fy, se tiene

1 - .
F4[0,h,0,0] = 2—8Hy2A(w5 + h2) + 4py(w® + hz) + B(u®, uf, w® + hz) — 2u,rot uf — G(u®) |31
1 . .
= 2—6]]1/2/111)8 + 4w + B(uf, uf, wf) — 2p,rot uf — G(u) |31

- - h2 - -
+h(vaAz + 4prz + B(u®,us, 2), ¢°) + 2—€||1/2Az +dpirz + B(us,uf, 2) |31,
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entonces, se sigue
Fi1[0,7,0,0] — F4(0) = h(oAz + 4p,z + B(uf,u, 2), ¢°)
R ~
oo llve Az + 4z + Bus,w, 2)[f

asi,

—(0) = lim = (Az+4p,z + Buf,uf, 2), ¢°),

lo cual implica (5.37).
Finalmente, sumando (5.34), (5.35), (5.36) y (5.37) se obtiene (5.32).

Derivada de F con respecto a (3 en el punto 0.

La derivada de F con respecto a (3 en el punto 0 es dada por

8F e 1> e ~ e 1> £
(‘37@,(0) = ﬁ4(gl, g1 — 9i)r; + <g1 — 91,91 — 91>F1 - (5 91— 91)T15

con &° definido en (5.12).

Etapa 1:
0F1 R R
07@,(0) = Buldi, 91 — gi)rs-
Calculo de (5.39): De la definicién de Fi se tiene
Fi0,0,1,00~ Fi(0) = g+ hig — g0)2 B g
10,0, A, 0] 1(0) = 5 llgi + h(g 91)HH1/2(F1) 9 ||91||H1/2(r1)
Ba Ba
= S (g +hlgr - gD, g1+ h(g — d))r, = Sl lEne,
c h? B c
= hBu(gi, 91 — gi)r, + ?H.‘h - 91”%{1/2@1):
asi,
a'Fvl . Fl[0,0,h,O]—]:l(O)
) =1 — IS £
8<—3( ) hliﬁ) h ﬁ4<g]_7gl gl>F17

lo cual implica (5.39).
Etapa 2:

8‘F e ~ e £ &
=20) = (91,91 — g1y — (€91 — F)ry-
(3
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Calculo de (5.40): De la definicién de Fa, se tiene

1. - 1
F2[0,0,h,0] = F2(0) = 5”91 - 91”%11/2@1) + %HUE —ug ||i11/2(r)
1. 1
~5 195 = ullirre ey — 5o llw — gl (5.41)
donde g; = gi + h(g: — gi)-

ug sobre Ty,

Por la definicién dada en (4.1) se tiene Uy = { G +h(g — ) sobre T1.

Asi, u g, 5© reescribe como
ug = ugs + hB(g7),

] o sobre Ty,
donde B(gy) = { g, — g; sobre TI'j.
Entonces,
1 € 2 1 € £\ 112
%HU —UQIHHW(F) = %HU —Ugy —hB(gl)”H1/2(r)
1
= 5o (U —ug —hB(gi), u” —ug; — hB(g1))r
1 € 2 h € < h’2 <
= 2?““ - UgiHHuz(p) - E<u - ug§73(91)>F + ?E<B(Qi)73(g1)>F
1 h
= 2?”“5 - "gﬂ\%{l/z(r) - g<u€ - 41,91 — gi)r,
h? 9
oz llgn = gillg ) (5.42)

Por otro lado,
1 ~ ~ 112 1 < < ~ 112
5”91 - ngH1/2(F1) = 5”91 + h(gy — 41) — gl||H1/2(r1)
1 - -
= {01 — g1+ (g1 — g1), 61 — 91 + hlgr — gi))r,

1 - -
= §Hg§ - 91”%{1/2(13) +h{gi — 91,91 — 9i)1,
h? 9
+5 Mo = gille ) (5.43)
Reemplazando (5.42) y (5.43) en (5.41), se obtiene
- h?
F2[0,0,h,0] — F2(0) = h{gi — 91,91 — gi)r, + ?Hgl - 9?”%11/2(11)
h h?
_g<u8 —9g1.91 — gi)r, + %Hgl - gﬂ|%11/2(r1)7

y desde que ug: = gi sobre I'1, se obtiene

OF»  F[0,0,h,0] — Fo(0 i 1
S0 =ty PRORIZROL g g~ g, -~ ug gy - e,
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y entonces observando (5.12) se sigue (5.40).
Por lo tanto, desde que %—g’(O) =0y %—Z‘(O) = 0, sumando (5.39) y (5.40) se obtiene (5.38).

Derivada de F con respecto a (4 en el punto 0.

La derivada de F con respecto a (4 en el punto 0 es dada por

8'F £ £ £ ~ & £ £
87@(0) = B5(95.92 — 93)r5 + (95 — 92,92 — 95)15 — (95,92 — 95)13, (5.44)

con ¥¢ definido en (5.33).

Etapa 1:
OF
Z(0) = Bs(g5.92 — g3)rs- (5.45)
@
Calculo de (5.45): De la definicién de Fi se tiene
Fi0.0.0.h — F1(0) = 16t 4 hige — 62 _Bsy 2
1[0,0,0,h] = F1(0) = "llgs + hlg2 — @2)lle gy = 5 19205012y
ﬁ5 € € 15 15 /85 €
= 5 {65+ hlg2 — 65,95 + g2 — 3))rs — 5 93l
h2B
= hPB5(g5,92 — 95)rs + —5 192 = llEri ey,
asi,

af . F 07 07 07 h] — F1(0 5 I3
71(0) = lim 1[ } 1( ) = B5<92792 - 92>F37
04 h

lo cual implica (5.45).
Etapa 2:

07
7@

Calculo de (5.46): De la definicién de F, se tiene

(0) (95 — 92,92 = 95)r5 — (U%, 92 — 93)rs- (5.46)

1, . - 1
F2[0,0,0,h] = F2(0) = g2~ 2l 2 () + 2o llw” = Waa 27172y

1

1 -
—§||9§ - 92||§{1/2(1‘3) - 2?”106

— Wys ||§{1/2(p)a (5.47)
R wo sobre I'g,
dond =g5+ h(g2 — g5 Gy =
onde ga 95 + (92 92) y Wy { gg + h(gg _ g§> sobre T.
Asi, wg, se reescribe como
Wgy = Wgs + hBi(g5),
0 sobre I's,

donde Bi(g5) = { g2 — g5 sobre I's.
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Similar como para (5.42) y (5.43), se obtiene
L. ~ 112 1 € € ~ 112
5”92 - 92||H1/2(1"3) = 5”92 + k(g2 — 95) — 92”H1/2(F3)

1 ~ -
= 5”95 - 92||?{1/2(p3) +h(g5 — g2,92 — G5)r5

h2
+5 ll92 = 95152 e, (5.48)
1 1
e llw” = Weall3 /2y = o lw® — wes — By (95) 32y
1 5 h h? 5
= ool —wslliyey = 2w —wgs, Bu(ga))r + o I1BL(g2) 2y
1 h
= 5ollw' - wes |12y = Z(w" — 93,02~ g3)rs
h? )
+?€||92 - g;HHI/2(F)~ (5.49)

Reemplazando (5.48) y (5.49) en (5.47), se obtiene

- h?
FQ[()?O?O? h] - }—2(0) = h<g§ — 92,92 — g§>r3 + ?Hg? - gg”?ﬂ/?(rzj)
1 h?
—g<w€ - 9;92 - g§>F3 + 27€||92 - g;”zl/z(lﬂ),

y desde que wgs = g5 sobre I's, se obtiene

0F . JF2[0,0,0,h] — F2(0) - 1
87@(0) = }lli% h = (95— 092,92 — g5)r5 — g<w€ — Wy5,92 — 93)Ts:
y entonces observando (5.33) se sigue (5.46).
Entonces, desde que %—2”(0) =0y %—Z‘(O) = 0, sumando (5.45) y (5.46) se obtiene (5.44).

5.3 Apéndice C: Cotas

Lema 5.8 Sean las funciones & € H™Y/2(T) y 9° € H-'/2(T) definidas en (5.12) y (5.33) respec-
tivamente, tal que [€°,U°] satisface el sistema (4.53)-(4.56). Entonces, las siguientes desigualdades
son satisfechas

C1 4 Col[A°, &°lllv s mrz o) (5.50)
C3 4 Call[A°, &%l mz o) (5.51)

16" -2y <
<

[0 zr-1/2r)

donde Cy,Ca,Cs y C4 son constantes positivas independientes de €. Las funciones A* y ¢° son definidos
en (5.10) y (5.11) respectivamente.

Demostraciéon:
De la definicién y continuidad del operador N, para v € V C H, se tiene

[INv|[L < C[Nv[|lp2 < Cllv|la, < Clvllv, (5.52)
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ademds, de las convergencias (4.71) y (4.72) se tiene que

In(Nwu)lle < C, 0" (Nu)llpe <O luf[lm, <, [lwfm < C, (5.53)

con C constante positiva independiente de e.
Paso 1: Prueba de la desigualdad (5.50).
De (4.53) se deduce
(€5 0rl < (AN, )| + [(D(u®, u®, u®, X%), 0) | + [(BT (u®, uf, X%), v)|
H(D(u, w0, ¢%),0)| + |[(B(u, w?, 6°), )| + [ (T, (u), v)]
+(u® — @, v)n, | + 20 |(rot 6%, v) | + |[(F'(u®, A7), v)| + [(G'(u®, 67),v)|. (5.54)

A seguir se acotan cada uno de los términos del lado derecho de (5.54).
Usando la desigualdad de Holder, la desigualdad de Poincaré y teniendo en cuenta (1.19), se tiene

(AN, v)| = (VA5 Vo)l < [ Xlvllvllv < Cllollv[A®v, (5.55)
(w® —w,v)u,| < [lu —alflv] + V(e —a)||[Vo]

< (Ca+1)|w —ally, lvllv < Cllvllv, (5.56)

2pr|(xot 6%, )] < 2ppfrot ¢F|[lv]l < 2v2C00u, 16| e llvllv < Clollvlie®lgg.  (5.57)

De la desigualdad de Holder, la definicién de (J],(u®),v) dada en (4.57), la desigualdad (1.19) y
(5.52)-(5.53), se obtiene

[(Jo (u), )| Bil(rot u®,rot v)| + Bo| (n(N(u®)) — pa,n' (N (u®))Nv)|
Billrot u¥[|[[rot v|| + Bolln(Nu®) — pal| e ' (Nu®) ||| Nv|
261 [|uf||e, [vllv + BoClIn(Nu®) — pall Lo |0 (Nu)|| Lo | N0 Lo

261|lvllv + B2Lv[lv < Clvllv, (5.58)

(VAN VAN VAN VAN

donde C' es una constante positiva independiente de ¢.
De la definicién de los operadores BT, E dadas en (4.2), usando la desigualdad de Hélder y
considerando (1.30)-(?7?) y (5.53), se obtiene

|(BT (uf, u®, X%),v)| |(B(u®,u®,v) + B(u®,v,u®), X°)|

[(n(Nu®)u® - Vo, A%)| + [(n(Nu®)v - Vus, X))
[n(Nu®)|[ e (ullsllvllv + [vllsllw e, ) [A%]le

203C 1w |m, [ollv X lv < ClollvX|v, (5.59)
[(n(Nu)v - Vu©, ¢°)|

[n(Nu®) || Loe [Jv][3][w® | g1 [16° |6

C3CsCvllv [ g 167l < Cllvllv 6]z (5.60)

ININ A

[(E(u®, w®, ¢7),v)|

VANVAN

Usando las definiciones dadas en (4.2), las desigualdades (1.30), (??7), la desigualdad de Holder y
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(5.52)-(5.53), se obtiene
|(D(uf, u®, u®, A%),v)|

(' (Nuf)(No)u® - Vu©, X9)|

I’ (Nu) || oo | N|| oo [ |3 x| A

CC3|lv|lv ]| Vur| [luf ||, VA7

CCillvllv v, 1A Iv < ClolvIa®lv, (5.61)

(' (Nuf)(No)u® - Vs, ¢°)]

ININ TN

(D(u, uf, w?, ¢°), v)]

< ' (Nuf)l| e [N ol o o [lsllw® | 1616

< CCsGslwlvilum, 1wl g ¢l < CllolvleTly, — (5.62)
[(F(w, X%),0)] = |(' (Nu?)(No)E, A%)] < [l (Nu) [ Lo | N | oo [£ ][ v [ Al v

< (N[l [Nl [l 1A v < CllolivIIA®llv, (5.63)
(G (u,¢%),0)] = [(n(Nu)(Nv)g, ¢°)]

< 0’ (Nud) = [INvll< gl g1 16l gy < Cllolvle®lm.  (5.64)

Sustituyendo las desigualdades (5.55)-(5.64) en (5.54), se obtiene

(€5, v)r] < Cilvllv + CllolvIX v + 6% ), (5.65)
con Cp, C constantes independientes de ¢.
Aplicando la definicién de la norma || - ||gg-1/2, de la desigualdad (5.65) se tiene

1€ 5a-1/2(r) < Co+ CUN v + 1167 2)

y entonces, teniendo en cuenta la desigualdad |a| + |b] < v/2(|a|? 4 |b]?)'/2, se deduce
1612y < €1+ VACN. &y

lo cual implica (5.50).

Paso 2: Prueba de la desigualdad (5.51):
De (4.54), se deduce

(0%, 2] <l (A7, 2)] + (B (u, u, ¢%), 2)| + dpar (67, 2)| + |(w® — @, 2) |
+63|(w® — wgq, 2)| + 2p,|(rot A%, 2)|. (5.66)

Para los términos del lado derecho de (5.66), usando la desigualdad de Hoélder, la desigualdad de
Poincaré, y observando (4.71), se tiene

vo|(A¢%,2)| = 1a|(Ve%, V2)| < 12| 6% g 12l (5.67)

Bal(w® —wy, z)| < Baflw” —wallllzl] < Cafsllw® —wallmllzllmy < Cllzllmg, (5.68)
(W =@, 2)pn| < |(w® =, 2)| + |(V(w® —w), Vz)]
< lw® = a@ffflz]] + 1V (w® = @) [|V2]

< (Co+Dfw” —wlmlzlm < Cllzllmg, (5.69)

20, |(xot X%, 2)| < 2up ot Xl]|2]] < 2v2u,Cal| NIV izlgg < CllzllgglIXllv,  (5.70)

4l (2,09 < ApellZlE N < 4 Cll2 N 161 < Cllzllmg 167N s - (5.71)

104



De la definicién del operador E, la desigualdad de Hélder, junto con (1.30)-(27) y (5.53), se tiene

(B(u®,u®, ¢%),2)] = |(n(Nu?)u® - Vz,6%)| < [n(Nu)|zee [[u[|3]l 2] g |67 ]l6
< GO0l ol mallzlmg < Cllllea 16 - (5.72)
Sustituyendo las desigualdades (5.67)-(5.72) en (5.66), se obtiene
05,200 < Callzllmy + Cllzllm (Xl + 16 ), (5.73)
con C3, C constantes independientes de ¢.
Aplicando la definicién de la norma || - || g-1/2, de la desigualdad (5.73) se tiene

[ zr-1/2(ry < C3+ CUN v + (67 ),
y entonces, teniendo en cuenta la desigualdad |a| + [b] < v/2(|a]? + |b]?)'/2, se deduce
19 s-1/20) < Cs + VECIINE, vy
lo cual implica (5.51). o

5.4 Apéndice D: Convergencias

Observar que bajo la condicién |[|[A%, ¢°]||v « Hi) < C se establecen las convergencias dadas en
(4.68)-(4.72). Ademas, de estas convergencias se deducen las siguientes desigualdades

IA*[lv + 6%l < Cs Nlwllm, + [0l < €, [In(Nu)llze < C, ' (Nuf)|[pe <€, (5.74)

donde C es una constante positiva independiente de .
Por la definicién y continuidad del operador NV, para v € V C H, se tiene

|Nvllz= < C|Nvll < Cllolla, < Cllollv < C. (5.75)

A seguir, teniendo en cuenta (5.74)-(5.75) y (4.68)-(4.72), para los operadores definidos en (4.2) se
demuestra las convergencias dadas en (4.73), (4.74) y (4.75).

1. Demostracion de las Convergencias establecidas en (4.73).
Convergencia 1: Cuando ¢ — 0, (BT (u®,u®,X°),v) — (BT (a,u,\),v).
Demostracién. De la definicién del operador BT y observando (5.74), se tiene
(BT (w®, u®, X%),v) — (BT (@, @, X),v)]
= |(n(Nu®)(u® - Vv +v-Vu),A°) — (n(Nu)(a- Vo +v-Va), )|
= [(n(Nu®)((u —a) - Vo + v - V(u —a)),X%)|
+H(n(Nu®)(w- Vo +v-Va), A — )|
+H((n(Nu®) =n(Nu))(u- Vo +v-Va), A
< [In(Nwu)|[ = ([[u” = alls]lvllv + [[vlls[ V(" =a) )X
+n(Nu®)||pe|(@ - Vv +v -V, A" — A)|
+Hn(Nu®) = n(Na)| = (allsllvlv + lvlsl e/, )M
< 203C|w* — allm, [lollvIA®llv + Cl(@ - Vo + v - Vi, A° = X))
+203[n(Nw®) = n(Na)| < ||a]a, [v]vIIX]|v. (5.76)
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Como @ € H, C L3}(Q),v € V C L3(Q) y V&, Vv € L%(Q), se tiene @ - Vv, v-Va € LY/°(Q) =
(L(2))’ € V', y asi la convergencia (4.68) implica

|(@-Vv+wv-Vu,X* — )| = 0. (5.77)
Entonces, observando (5.74) y las convergencias (4.71), (4.72) y (5.77), de (5.76) se obtiene

|(BT(u€7u67)‘€)a'U)_(BT(,aala’a)‘)a’U” < CHUE_’&’”HU_'_CK&V'U"{"UVﬁ7)‘€_)‘)’
+Cln(Nu®) = n(Na)| = — 0.

Convergencia 2: Cuando ¢ — 0, (D(u®,u®,u®,X°),v) — (D( A),v).

u,u,u,
Demostracion. De la definicién del operador D y observando (5.74)-(5.75), se tiene

H 0 (Nuf) (Nt - Vi, A = N)| + (7 (Nu) — o (Na)) (Nv)a - Vi, X))
< ' (Nu) [ oo [N wl| oo ([|u® — @l|s]|wlm, + ll%]s]lu® — allw,) A6
+Hn (Nu) || oo [ Nvl| oo [ (@ - Vi, A° = X))
Hn' (Nu®) = 7' (N@) | oo [N o] o< || @] @] 11, | A% |6
< C3C|w — allm, ([uf|m, + 1@l IX|lv + Cl(@ - Va, A° = X))
+C3C | (Nw?) — (N @) | oo |, [ Al v- (5.78)

Como @ € H, C L3(Q) y V& € L?(Q), se tiene que @ - V& € L/5(Q) = (L(Q)) ¢ V' lo cual
teniendo en cuenta (4.68) implica

(@ Vi, X — A)| — 0. (5.79)

Por lo tanto, observando (5.74) y las convergencias dadas en (4.71), (4.72) y (5.79), desde (5.78), se
sigue

(D (uf, uf, us, X°), v) — (D(@, @, @, A),v)] < Cllu —alm, + C|(@- Vie, \¥ — A
+CO|n'(Nu®) — o/ (Na)|z~ — 0.

Convergencia 3: Cuando e — 0, (D(uf,us,w,¢%),v) — (D(@, @, 0, d),v).
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Demostracién. De la definicién del operador D y observando (5.74)-(5.75), se tiene

(D(wf, u®, w?, ¢%),v) — (D(&, @, @, $), v)|
= (' (Nu*)(Nv)u® - Vu©, ¢F) — (' (Nu)(Nv)a - Vb, ¢)]
< (' (Nuf)(Nv)(u — &) - Vo©, ¢°)| + [( (Nu) (Nv)a - V(w® — ), ¢°)]

H (@' (Na)(Nv)a - Vio, ¢° = )] + |((n (N&S) — o (Nw)(Nv)a - Vi, ¢)
< lln' (Nu) |z | Nvl| L ([ = @llsllw || g2 + llalls]lw® = ol ) 16°l6

' (Nu) [ Lo | Nv|| < | (@ - Vi, ¢° — 6)]

+C|n' (Na®) — i/ (N@)|| oo [[Nv| oo | @l ]| 11 || 6]l
< COf(|lu® — allm, [w | g + |a]le, 1w — @l g) 167 gz

+C|(a- Vi, ¢° — )| + COF|lif (Na*) — 1 (N@)| oo || e, | D ]| g1 | 6] gz (5.80)

Como & € H, C L3(Q) y Vi € L2(Q), se tiene que @ - Vi € LY/°(Q) = (L5(Q)) ¢ H~1(Q) lo cual
teniendo en cuenta (4.68) implica

(@ - Vi, " — @) — 0. (5.81)

Entonces, observando (5.74) y considerando las convergencias dadas en (4.71), (4.72) y (5.81), desde
(5.80), se obtiene

(D, u®, w?, ¢%),v) — (D(@,@,0,¢),0)] < O(|u —alm, + v —dlm +|(@- Vi, ¢~ ¢)))
+Cn' (Nw®) — ' (N@)|| L= — 0.

o
Convergencia 4: Cuando ¢ — 0, (E(u®,w®, ¢%),v) — (E(u,w,q¢),v).
Demostracién. De la definicién del operador F, se tiene
[(E(u®, w®, ¢%),v) = (E(@, w, ), v)| = |(n(Nu)v - Vu©, ¢°) — ((n(Na)v - Vi, §)|
< |n(Nw)v - V(w® —w),¢%)[ + [(n(Nu')v - Vi, ¢° — ¢)
+((n(Nu®) = n(Na))v - Vi, ¢)|
< In(Nuf) |z llvllsllw® — @l l[¢°]l6 + [[n(Nu®)|[Le|(v - Vi, ¢° — ¢)]
+n(Nw®) = n(Na)| e ||vllslo] ([ ¢lle
< CFIn(Nu) ||l v l|w® = @l g [[6°]| g + [(Nu)|[z|(v - Vi, ¢ — ¢)|
+CFIn(Nu®) — n(Na) || o< [vl|v @] g |l 3 - (5.82)
Como @ - Vi € LY/°(Q) = (L8(Q)) ¢ H~1(Q), la convergencia (4.68) implica
|(@- Vw,¢® — @) — 0. (5.83)

Entonces, observando (5.74) y las convergencias (4.71), (4.72) y (5.83), desde (5.82) se obtiene

(E(u,w®, ¢%),v) = (E(a,w,¢),v)| < Clw® —wlm +Cl(v- Vi, ¢ - ¢)|
+C(n(Nu®) = n(Na)||= — 0.
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Convergencia 5: Cuando ¢ — 0, (F'(u®,A%),v) — (F'(u,A),v).
Demostracidon. De la definicién del operador F’ se tiene
|[(F'(u®, X%),v) — (F'(@,A),v)| = [( (Nu®) (Nv)f, A%) — (' (Na)(Nv)f, N)]
< (0 (Nuf)(Nv)E, A% = N)| + (' (Nu®) — ' (N@)) (Nv)f, A
< [ln' (Nu) || oo [ N oo [ E[[[]AT = Al + [ln"(Nw®) — 0" (Na@)|| Lo [|Nv]| oo [[£][v [ A ][ v,

y entonces, observando (5.74)-(5.75) y las convergencias (4.69) y (4.71), se obtiene

|(F'(u, A%),0) = (F'(@, A), v)| < CIIA° = Al + Clln'(Nu) = n'(N@)|[ e — 0.

Convergencia 6: Cuando ¢ — 0, (G'(u®,¢°),v) — (G'(u,9),v).

Demostracion. De la definicién del operador G’ se tiene

(G'(w, ¢%),v) = (G'(&, ¢),v)| = (0 (Nu)(Nv)g, ¢°) — (n (Nu)(Nv)g, ¢)|
< (' (Nuf)(Nv)g, ¢ — ¢)| + [((n (Nw®) — i (Na)) (Nv)g, ¢)]
< [ln' (Nu?) [z | Nvll < [Igllll¢° = ¢l + [In' (Nu) — ' (Nu) [ oo | Nvl| 2 gl -1 16|12

entonces, observando (5.74)-(5.75) y aplicando las convergencias (4.69) y (4.71), se sigue

(G (6%, 6%),v) = (G'(, ¢),v)| < Cll¢" = &l + Clln"(Nu®) — 7' (Nu) [ e — 0.

Convergencia 7: Cuando ¢ — 0, (AX°,v) — (AA,v), (rot¢®,v)— (rot¢,v).

Demostracién. Observando que A es un operador autoadjunto, se tiene
(AN, v) — (AN v) = (AA° = X),v) = (Av, A° — A),

y desde que Av € V', observando (4.68), se obtiene (AN, v) — (AA,v) — 0.
Teniendo en cuenta (4.69), se tiene

|(rot ¢%, v) — (rot ¢, v)| = [(rot (¢° — ¢),v)| = [(rot v, ¢" — ¢)| < [[rot v]|[|¢" — [| — 0.

2. Demostracién de la convergencia establecida en (4.74).
Convergencia 8: Cuando ¢ — 0, (J, (u®),v) — (J,(a),v),

donde
(Jl,(u®),v) = Bi(rot u®, rot v) + Ba(n(Nu®) — pg,n’ (Nu®)Nw).
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Demostracion. De la definicién del operador J), y (1.19), se tiene
[(Ju(u), ) = (T3, (@), )]

< Bil(rot (u® — @), rot v)| + Ba (N(Nu®) — pa, (' (Nu) — /' (N@))Nv)|
+Ba2| (n(Nwu) — 7' (Na), 7' (Nw)Nv)|

< 261 V(u® — @)|[[[ Vo[ + Bzlln(Nu) = pallln'(Nu) — o' (Nw)| | Nv|
+Ps2|[n(Nu®) — ' (N@)|| [0 (N@)|[| No)l|

< Billu® — allm, [[v]lv + B2ClIn(Nu®) = pall el (Nu) — 0 (Nw)|| o< | Nvl| L
+B2CIn(Nw®) — 1/ (N@)|| < |0 (N @) || oo [| N0 o<

entonces, observando (5.74)-(5.75) y las convergencias (4.71)-(4.72), se obtiene
[(Ju(u®), v) = (T (@), v)] < BiC|u® — @|ln, + B2C(In(Nu®) — 0 (Na)|[ e — 0.

3. Demostracién de las convergencias establecidas en (4.75).

Convergencia 9: Cuando ¢ — 0, (E(u®,u®,¢°),2) — (E(u,u,d),z).

Demostracion. De la definicién del operador E, se tiene

(E(u®,u, ¢%), 2) — (E(u,w, ¢),2)| = [(n(Nu)u® - Vz,¢%) — (n(Na)u - Vz, §)|
< [(n(Nu')(u® —a) - Vz,6%)| + |(n(Nu)u - Vz, 0" = ¢)| + [(n(Nu®) — n(Na))a - Vz, ¢)|
< In(Nu®)| Lo [u® — alls]|zll g |67l + In(Nu®)||lLe|(@ - Vz, 6" = ¢)]
+ln(Nu®) = n(Na)| e l|als] 2] gl olls
< C3lln(Nwf) | lu® = allm, 2] g2 6%l g + In(Nu) | oo |(@ - V2, ¢° = ¢)]
+C3[In(Nw®) — n(Na)| ool e, [12] g 6] gz - (5.84)
Como @ - Vz € LY/°(Q) = (L%(Q)) ¢ H'(Q), la convergencia (4.68) implica
(@ Vz,¢° —¢) — 0. (5.85)
Entonces, observando (5.74) y las convergencias (4.71), (4.72) y (5.85), desde (5.84) se obtiene

(E(u®,u®, ¢%),2) = (E(w,u,¢),2)] < Clu® —alu, +Cl(w-Vz,¢° - 9)|
+C|n(Nw®) = n(Nw)||~ — 0.

o
Convergencia 10: Cuando ¢ — 0, (A¢,2) — (Ap,2), (ot A%,z) — (rot A, z).
Demostracion. Observando que A es un operador autoadjunto, se tiene
(Ag7, 2) — (A, 2) = (A(¢" — ¢),2) = (Az,¢° — 9),
y desde que Az € H~(2), observando (4.68), se obtiene (A¢°, 2) — (A¢,z) — 0.
Teniendo en cuenta (4.69), se tiene
|(rot A%, z) — (rot A, 2)| = |(rot (A® — A), 2)| = [(rot 2, A* — A)| < [|rot z||[|A® — A|| — 0.
o
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Conclusiones y trabajos futuros

6.1 Conclusiones

Se han estudiado dos problemas de control éptimo, en los cuales las ecuaciones estacionarias de
fluidos micropolares fueron consideradas como las restricciones.

El primer problema estd asociado a las ecuaciones estacionarias de fluidos micropolares con den-
sidad constante, definidas en un dominio tridimensional, y condiciones de borde mixtas (Dirichlet
y friccién tipo Navier), y las funciones de control actuando como condiciones de borde tipo Dirich-
let aplicadas a la velocidad de traslacién del fluido y a la velocidad de microrotacién. Para estas
ecuaciones se prueba la existencia y unicidad de soluciones débiles, cabe destacar que no se cono-
cen resultados sobre existencia de soluciones débiles para las ecuaciones de fluidos micropolares con
condiciones de friccién tipo Navier sobre la frontera del dominio, por lo que este resultado es un
aporte novedoso.

Como aporte a la teoria de control, se probd la existencia de una solucién 6ptima para el pro-
blema de control planteado. También, mediante el método de Lagrange, se han obtenido condiciones
necesarias de optimalidad de primer orden, desde las cuales se ha derivado un sistema de optimalidad.
Al realizar una leve variacién al funcional objetivo, se obtienen condiciones suficientes de segundo
orden para el problema de control propuesto.

El segundo problema estd asociado a las ecuaciones estacionarias de fluidos micropolares con
densidad variable, definidas en un dominio bidimensional, y condiciones de borde Dirichlet no nulas.
Las funciones de control actian como condiciones de borde tipo Dirichlet aplicadas a la velocidad
de traslacion y a la velocidad de microrotacion. Para estas ecuaciones, empleando la formulacion
corriente (esto es, la densidad se representa como una composicién entre la velocidad de traslacién y
su funcién de linea corriente) se obtiene la existencia de soluciones débiles.

Para el problema de control se prueba la existencia de una solucién éptima. Ademads, mediante
un método de penalizacién sobre el funcional objetivo, se han obtenido condiciones necesarias de
primer orden, desde las cuales se deriva un sistema de optimalidad.

Se destaca lo original de este trabajo, pues la literatura existente sobre problemas de control
optimo asociados a las ecuaciones de fluidos micropolares es escasa, s6lo se conocen los trabajos de
R. Stavre [60], [61], [62], los cuales estan asociados a las ecuaciones no estacionarias, definidas en un
dominio bidimensional, con condiciones de borde nulas y el control es de tipo distribuido. Es decir,
hasta ahora no se estudios de problemas de control asociados a las ecuaciones estacionarias de fluidos
micropolares.
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6.2

Trabajos futuros

. Extender los resultados obtenidos en este trabajo al caso de evolucion.

Estudiar la existencia de soluciones débiles para las ecuaciones estacionarias de fluidos micro-
polares con densidad variable, definidas en un dominio tridimensional.

Estudiar problemas de control asociados a las ecuaciones de fluidos micropolares estacionarias
con densidad variable, definidas en un dominio bidimensional, con condiciones de borde mixto
(Dirichlet, friccién tipo Navier).

Estudiar la existencia y unicidad de soluciones débiles para las ecuaciones estacionarias de flui-
dos Magneto-Micropolares, los cuales son una generalizacién de los fluidos asimétricos (fluidos
micropolares).
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